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Abstract

In the Standard Model of elementary particle phy-
sics, the asymmetry between matter and antimat-
ter, called C'P-violation, is explained by a complex
phase in the C' K M-matrix which governs the coup-
ling of the quarks to the W boson mediating the
weak interaction. In order to test this theoretical fra-
mework and to determine its fundamental parame-
ters, the C KM matrix elements, weak decays of ha-
drons have to be investigated. One interesting class
of such decays are those of B mesons to two light
pseudoscalars (7, K). They are sensitive to the weak
C P-violating phases a and ~ of the CK' M matrix.
The theoretical treatment required to extract them
from the measured data is however very difficult,
as the bound states of quarks cannot be described
by perturbation theory. In the literature, the limits
myp — oo (heavy beauty quark) and ms — 0 (light
strange quark) are often used in the calculation of
physical observables. With the help of QCD two-
point and light-cone sum rules, corrections to this
limits can be calculated.

In B — @ decays, for example, one observes a dis-
crepancy between the theoretical description in the
myp — o0 limit and the measured quantities. In this
work, the contributions from the annihilation me-
chanism have been calculated using light-cone sum
rules, in addition to several already known 1/my-
corrections. They were found to be too small to re-
concile theory and experiment, however. The same
method was also applied to perturbative correcti-
ons to the dominant emission diagrams. The latter
ones have already been calculated in other methods
and the results are consistent with each other. At
the same time, the new result includes a new 1/my-
suppressed strong phase and does not depend on the
poorly known distribution amplitude of the B me-
son.

In By — 7K and K K-decays, the effects of the
strange quark mass were calculated. To this end,
nonperturbative, process-independent quantities re-
lated to the light-cone distribution amplitudes have
been computed in two-point sum rules. Using this
values, it was found that the ms; — 0 limit is not a
very good approximation for the decay amplitudes,
and that QCD sum rules successfully describe the
amplitudes without relying on this limit.

Zusammenfassung

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik
erkldrt die C'P-Verletzung genannte Materie- Anti-
materie-Asymmetrie durch eine komplexe Phase in
der Kopplung der Quarks an das W-Boson, die
durch die C'K M-Matrix beschrieben wird. Um die-
sen Ansatz zu iiberpriifen und seine fundamentalen
Parameter, die Eintrdge der C' K M-Matrix, zu be-
stimmen, miissen schwache Zerfallsprozesse von Ha-
dronen untersucht werden. Wichtige Einblicke bie-
ten zum Beispiel B-Meson-Zerfille in zwei leichte
Pseudoskalare (7, K). Uber sie kénnen die C'K M-
Winkel o und « bestimmt werden. Allerdings wird
die theoretische Behandlung der Zerfélle dadurch er-
schwert, dass gebundene Quarkzustinde nicht mit
der Storungstheorie beschrieben werden kénnen. In
der Literatur behilft man sich oft mit Berechnungen
im Limes m;, — oo (schweres Beauty-Quark) und
ms — 0 (leichtes Strange-Quark). In QCD Summen-
regeln konnen die Korrekturen zu dieser Ndherung
berechnet werden.

In B — wr-Zerfiallen zum Beispiel ist die theoreti-
sche Vorhersage im Grenzfall m;, — oo inkonsistent
mit den Messdaten. In der vorliegenden Arbeit wur-
den zusétzlich zu bereits bekannten 1/my-Korrek-
turen die Annihilations-Beitréage zu diesen Zerfiillen
mit Lichtkegel-Summenregeln berechnet. Sie sind al-
lerdings zu klein, um die Diskrepanz zwischen Theo-
rie und Experiment aufzuheben. Mit der gleichen
Methode wurden auch perturbative Korrekturen zu
Emissionsdiagrammen neu berechnet. Das Ergebnis
ist vergleichbar mit dem anderer Methoden, schlief3t
aber eine neue 1/mp-unterdriickte starke Phase ein
und héngt nicht von der B-Meson-Verteilungsampli-
tude ab, die noch nicht gut bekannt ist.
Dariiberhinaus wurden die Effekte der Strange-
Quark-Masse in B(,) — mK- und K K-Zerféllen be-
rechnet. Dazu wurden prozessunabhéngige Groflen,
die Lichtkegel-Verteilungsamplituden beschreiben,
in Zweipunkt-Summenregeln berechnet. Es stellte
sich heraus, dass der Grenzwert mys — 0 keine be-
sonders gute Ndherung ist, die QCD Summenregeln
aber bei endlichem ms eine gute Beschreibung lie-
fern.
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Physica particularum minimarum

Physica particularum minimarum est pars physicae quae materiae constituentia et earum
interactiones relativitatis specialies praeceptis describit. Etiam physica magnarum energia-
rum appellatur, quoniam experimenta multa in particularum acceleratris, quibus particulas
fere usque ad velocitatem luminis accelerant ideoque particulae energiam permagnam obti-
net, saepe fiunt.

Particulae primariae omnes in doctrina usitata accurate describuntur. Notum est, ex-
empli gratia, proton particulam primariam non esse sed ex quarciis constitutum. Doctrina
usitata solum particulas primarias directe describit, quae in duabus classibus distribuuntur

e Particulae quae interactiones transmittuunt:
VIII gluona quibus vim fortem transmittitur, III bosona vectorialia quibus vim imbe-
cillem transmittitur, I photon quod vim electromagneticam transmittit

e Particulae (leptona et quarcia) quae materiam instituunt.

Praeterea firmiter creditur boson higgsianum esse, quamvis eum nondum investum sit.
Doctrina usitata boson higgsianum theoretice maxime requirit, quia particulae primariae sine
ipso massam non haberent. In summa, LXI particulae in doctrina usitata exstant, ut facile
videtur: VI leptona, VI antileptona, XIIX=VI x III quarcia, XIIX antiquarcia (unumquodque
quarcium III colores dissimiles habere potest), VIII gluona, III bosona vectoralia, I photon,
I boson higgsianum.

Omnes particulae aut bosona aut fermiones sunt, haec cognitio a turbini pendet; si particu-
lae turbo est numerum integrum constat illam boson esse, si tubto autem esse semi-integrum
tunc particula fermion est. Secundum doctrinam usitatam fermiones sunt omnia quarcia
leptonaque (turbo=I/II) dum buson higgsianum (turbo=0) et omnes, queae interactiones
transmittunt, particulae (turbo=I) bosona sunt.

Particulae doctrinae usitatae tribus viribus inter se agunt. Manifestum autem est doctri-
nam usitatam vim gravitatis non describere, sed hoc non effectivum est problema propter
imbecillitatem gravitatis vis. Omnia ergo experimenta in particularum acceleratris usque ad
hodie facta nunquam attractionem gravitatis inter particulas detexerunt, ideoque gravitatis
effectus neglegi optime possunt.

E Vicipaedia, http://la.wikipedia.org
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Kapitel 1
Einleitung

Warum, so mag man fragen, ist es lohnenswert, dass sich Tausende von Physikern welt-
weit Gedanken iiber den Grundaufbau der Materie, die Entstehung des Universums
und die Struktur der Naturkréfte machen, dass Teleskope, Observatorien und kilometerlan-
ge Teilchenbeschleuniger mit modernster Technologie errichtet werden, wenn doch am Ende
auBer reinem Wissen nichts Greifbares zu erwarten ist? Warum, um die Frage fortzuset-
zen, werden Sonden zu anderen Planeten geschickt, die Tiefen der Meere durchforscht und
Uberreste lingst vergangener Arten und Kulturen untersucht?

Die Neugierde, von der Evolution einst als pure Notwendigkeit entdeckt, ohne die der
Mensch nie das Verstdndnis seiner Umwelt erlangt hitte, das notig ist, um sie nach seinen
Bediirfnissen zu gestalten, ist von der Zivilisation ldngst zum Prinzip erhoben worden. In der
Tat sind die grofiten Entdeckungen der Naturwisschaft nur gerade deswegen zustande ge-
kommen, weil der Wissensdurst, und eben nicht die Verwendbarkeit die treibende Kraft war.
Und doch konnte eine Vielzahl der so entdeckten Phéanomene in den Dienst der Menschheit
gestellt werden.

Was aber, wenn nicht die Entwicklung einer neuen, hilfreichen Technologie, ist als na-
turwissenschaftlicher Fortschritt zu bezeichnen? Der zentrale Begrift ist die Vereinheitli-
chung. Das Gefiihl des tieferen Verstdndnisses stellt sich immer dann ein, wenn sich eine
Anzahl zunéchst vollig verschiedenartig erscheinender Beobachtungen auf ein einziges, ein-
faches Grundprinzip zuriickfithren lasst — allen voran sei die Newtonsche Erkenntniss, dass
ein und dasselbe Gesetz sowohl die Planetenbahnen als auch die Erdbeschleunigung erklért,
als Beispiel genannt. Und je allgemeiner und einfacher das Grundprinzip ist, desto grofier
ist sein Anwendungsbereich, und desto mehr lassen sich daraus Vorhersagen von bis dato
unbeobachteten Phéanomenen ableiten.

Diese Vereinheitlichung ist inzwischen so weit vorangetrieben worden, dass eine Theorie,
die aus einem erstaunlich kleinen Satz von Symmetrieprinzipien hergeleitet werden kann,
praktisch alle Vorgénge, angefangen von der Bindung der elementaren Bausteine zu Atomen
und deren dynamische Eigenschaften, Elekrtizitdt, Magnetismus und Strahlung, bis zu der
Leuchtkraft der Sonne, erkldren kann. Sie ist dabei so allgemein, dass sie sogar Einblicke
in die Vorgédnge der ersten Sekunden des Universums oder auf weit entfernten Objekten
im Weltall gibt, die sich prinzipiell der direkten Untersuchung entziehen. Wann immer sich
aber ein grundlegendes Erkldarungsmodell aufgrund seiner Eleganz und iiberpriiften Prézision
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allgemein durchsetzt, spricht man von einem Standardmodell.

Dieses Standardmodell der Elementarteilchenphysik gehort zu den am besten experimen-
tell iiberpriiften Theorien, und einige seiner Voraussagen — zum Beispiel das magnetische
Moment des Elektrons — sind die am genauesten bekannten und nachgemessenen Zahlen-
werte der Physik {iberhaupt. Und doch ist es unvollkommen. Zum einen ist noch keine
Beschreibung der Gravitation gefunden worden, die die Prinzipien Einsteins allgemeine-
ner Relativitatstheorie mit denen der Quantenfeldtheorie, die die elementaren Teilchen und
Wechselwirkungen beschreibt, vereint. Auch die Entstehung der Materie selbst gibt Rétsel
auf, denn in der Theorie hétte bei dem anfinglichen Wechselspiel zwischen Strahlung, Ma-
terie und Antimaterie viel weniger davon iibrig bleiben diirfen.

Dariiberhinaus sind es aber auch und vielmehr die konzeptionellen Griinde, die uns dazu
anhalten, die Reise zu den elementarsten Prinzipien der Natur weiter fortzusetzen. Eine
Vielzahl von Groflen, zum Beispiel die Massen der Materieteilchen, gehen als reiner Messwert
in die Theorie ein, und fiir die vielen Groéflenordnungen Unterschied zwischen den leichtesten
und den schwersten Teilchen gibt es keine Begriindung. Einige Naturkonstanten scheinen
wiederum so préazise aufeinander abgestimmt zu sein, dass es schwer féillt, an einen Zufall
zu glauben. Dies und weiteres liasst darauf hoffen, dass es eine noch fundamentalere Theorie
gibt, die die unterschiedlichen Aspekte der bestehenden vereinheitlicht — und dabei auch die
Gravitation einschliefit.

Und es mangelt nicht an Kandidaten fiir eine solche fundamentalere Theorie. Die Ansétze
laufen von der Einbeziehung neuer Symmetrien (z.B. Supersymmetrie) bis zu zusétzlichen
Raumzeitdimensionen oder neuen Strukturen der Raumzeit an sich. Fiir die Beantwortung
der Frage, ob das Standardmodell wirklich fehlerhaft ist, und, wenn ja, wodurch es ersetzt
werden muss, sind zweierlei Dinge notwendig: Neue Theorien sagen in der Regel die Existenz
von Teilchen voraus, die so schwer sind, dass sie bisher nicht beobachtet werden konnten.
Der erste Weg besteht darin, mit grofl angelegten Teilchenbeschleunigern so viel Energie auf
einem Punkt zu konzentrieren, dass diese Teilchen erzeugt und direkt beobachtet werden
konnen. Der Large Hardron Collider (LHC), der derzeit am CERN in Genf gebaut wird,
stoBt in diese Richtung.

Unabhéngig davon konnen zweitens Prézisionsmessungen die Vorhersagen des Standard-
modells selbst nachpriifen. Im Mittelpunkt steht dabei die Bestimmung der fundamentalen
Naturkonstanten und die Frage, ob sich fiir sie Zahlenwerte finden lassen, die mit allen expe-
rimentellen Beobachtungen in Einklang sind. Dazu werden gezielt Experimente aufgebaut,
mit denen sich jeweils eine Teilmenge davon bestimmen l&sst.

Die B-Fabriken BaBar und Belle, die seit einigen Jahren ihren Betrieb aufgenommen
haben, gehoren zu dieser Klasse. Es handelt sich um Teilchenbeschleuniger, bei denen die
Energie der aufeinanderprallenden Teilchen genau so bemessen ist, dass ganz bestimmte
Teilchen, sogenannte ,, B-Mesonen“, erzeugt werden. Diese zerfallen nach kurzer Zeit und
die Zerfallsprodukte werden in grofien Teilchendetektoren nachgewiesen und vermessen. Die
Naturkonstanten, die bei diesen Zerfillen eine Rolle spielen, sind dieselben, die auch die
Unterschiede zwischen Materie und Antimaterie beschreiben, und die es nach derzeitigem
Verstédndnis iiberhaupt ermdoglichen, dass nach dem Urknall von dem einen mehr als von
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dem anderem {ibrig blieb.

Der Schluss von den Messdaten auf die Naturkonstanten und umgekehrt ist allerdings alles
andere als einfach. Zu beschreiben, wie die Kréifte der Natur in den beobachteten Prozessen
zusammenwirken, ist Aufgabe der Theorie. Bedurfte es fiir die Entwicklung des Standard-
modells selbst einiger bahnbrechender Ideen genialer Kopfe, so gleicht dieser Teil eher einem
weltumspannendem Puzzle, zu dem die vorliegende Arbeit einige Teile hinzuzufiigen ver-
sucht.

Es geht dabei um eine bestimmte Klasse von Zerfillen der B-Mesonen. Die Abhéngigkeit
dieser Zerfille von bestimmten Naturkonstanten, den C'K M -Winkeln o und ~, um sie beim
Namen zu nennen, und ihre potenzielle Sensitivitdt auf bisher unbekannte Teilchen und
Wechselwirkungen, macht sie ebenso interessant wie die Tatsache, dass die Messwerte und die
gangige theoretische Beschreibung momentan nicht ganz zueinander zu passen scheinen. In
dieser Arbeit konnten einige Unzulénglichkeiten dieser Beschreibung durch die Anwendung
speziell entwickelter Rechenmethoden aufgehoben werden.

1.1 Das Standardmodell

1.1.1 Geeichte Quantenfeldtheorie

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik ist eine geeichte Quantenfeldtheorie. Um
diesen Begriff zu erkldaren beginnen wir bei der Feldtheorie. Prominentestes Beispiel dafiir
sind sicherlich die Maxwell’schen Gleichungen, die die Wechselwirkung von elektrischen und
magnetischen Feldern beschreiben. Jedem Punkt im Raum wird eine Feldstérke zugeordnet,
die die Bewegung von geladenen Teilchen beeinflusst, sodass man die Feldstdarke mit relativ
einfachen Mitteln direkt messen kann. Die durch diese Gleichungen beschriebenen Wechsel-
wirkungen der Felder miteinander und mit der Materie sind lokal: Wie sich die Felder an
einem Punkt z in naher Zukunft verhalten werden, hingt nur vom Zustand einer kleinen
Umgebung um diesen Punkt ab. Anderungen der Feldstérke iibertragen sich also nicht sofort
auf entfernte Punkte, sondern propagieren mit der Lichtgeschwindigkeit.

Auch die Quantenmechanik kann man als Feldtheorie betrachten, wird doch hier der Be-
wegungszustand von Teilchen nicht mehr durch Ort und Geschwindigkeit, sondern durch
eine Wellenfunktion beschrieben, die ihrerseits jedem Punkt im Raum eine Art Feldstarke
zuweist. Deren Interpretation ist aber eine andere: Ihr Betrag ist ein Maf3 fiir die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit des Teilchens. Und wihrend die elektromagnetischen Felder beliebig stark
und schwach werden kéonnen, so beschreibt die Quantenmechanik immer genau ein Teilchen
(bzw. eine feste Anzahl), was sich in der festgelegten Normierung der Wellenfunktion zeigt.

Diese vollig unterschiedlich erscheinenden Spielarten von Feldtheorien werden in der Quan-
tenfeldtheorie zusammengefiihrt. Dabei wird einerseits dem elektromagnetischen Feld eine
Wahrscheinlichkeitsaussage hinzugefiigt: Es sind nicht mehr beliebige Feldstéirken zugelas-
sen, sondern nur noch bestimmte Energiepakete, die Photonen genannten Feldquanten, und
in dem Fall, dass es nur ein solches Feldquant gibt, wird die Feldstiarke zum Maf seiner Auf-
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enthaltswahrscheinlichkeit. Andererseits wird die Quantenmechanik so erweitert, dass auch
Zustédnde mit variabler Teilchenzahl zugelassen werden. Sie lassen sich ganz dhnlich wie die
Photonen als Feldquanten — Energiepakete — von Materiefeldern beschreiben. Insbesondere
schliefit die Quantenfeldtheorie auch die Erzeugung und Vernichtung von Feldquanten, also
Materieteilchen und Photonen ein, bei der nach der Formel £ = mc? Energie und Materie in-
einander verwandelt werden. Die spezielle Relativitatstheorie, aus der diese berithmte Formel
stammt, wurde in der Konstruktion der Theorie nicht nur beriicksichtigt, sondern ist einer
ihrer Grundpfeiler; die klassische Quantenmechanik stand dagegen im direkten Widerspruch
zur speziellen Relativitét.

Die Quantenfeldtheorie gibt also den Rahmen vor, in dem Teilchen- und Kraftfelder
grundsétzlich beschrieben werden miissen. Vollig offen lésst sie aber, welche Teilchen und
Kréfte es iiberhaupt gibt und wie die Wechselwirkungen aussehen. Dies wird durch die
Eichtheorie bestimmt. Dabei startet man mit einer Theorie, die nur Materie beschreibt,
aber keine Krifte zwischen Materieteilchen. Dann wird eine Klasse von Symmetrietransfor-
mationen ausgewahlt, die mathematisch durch eine Gruppe (die sogenannte Eichgruppe)
beschrieben wird. Fiir das Elektronfeld zum Beispiel, das eine Phase und einen Betrag hat,
kann gefordert werden, dass die Phase beliebig wahlbar sei, denn nur der Betrag hat mit
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eine direkte physikalische Bedeutung. Die Gruppe der
Phasentransformationen heift U(1). Unter einer Phasen- bzw. U(1)-Transformation auf das
Elektronfeld soll sich die physikalische Situation also nicht dndern. Dabei wird zugelassen,
dass die Phasentranformation an jedem Raumpunkt eine andere ist: Die Eichsymmetrie
gilt lokal. Setzt man die Phasentransformation aber in die grundlegenden Gleichungen ein,
dann sieht man, dass sich die physikalische Situation sehr wohl dndert, zum Beispiel beein-
flusst sie den Impuls der Elektronen. Um diese Anderung zu kompensieren, wird ein neues
Feld eingefiihrt, das Eichfeld. Eine Transformation des Elektronenfeldes geht dann mit einer
zugehorigen Transformation des Eichfeldes einher, sodass sich die Anderungen gerade ge-
geneinander aufheben. Das Eichfeld selbst vermittelt jetzt Wechselwirkungen zwischen Ma-
terieteilchen und hat eigene Feldquanten, die Eichbosonen. Im Beispiel der U(1)-Symmetrie
ist es das elektromagnetische Feld und sein Eichboson das Photon.

Allein aus der Forderung einer lokalen U(1)-Symmetrie kann also nicht nur die Existenz
des elektromagnetischen Feldes gefolgert werden, sondern auch seine Feldgleichungen und
die Wechselwirkung mit der Materie lassen sich herleiten.

1.1.2 Teilcheninhalt und Symmetriegruppe

Eine Eichtheorie wird also durch den Teilcheninhalt, die Wahl der Symmetriegruppe und
das Transformationsverhalten der Teilchen- und Eichfelder vollstédndig definiert. Fiir das
Standardmodell kommt aber noch eine weitere Komponente hinzu: Die spontane Symme-
triebrechung. Die einzelnen Zutaten werden im Folgenden aufgelistet. Da eine vollstandige
Konstruktion der Theorie viele Biicher fiillt (z.B. [1,2]), kann auf die Struktur der Quanten-
feldtheorie selbst hier nicht eingegangen werden.




1.1. DAS STANDARDMODELL

Teilcheninhalt

Alle Materieteilchen im Standardmodell tragen den Spin 1/2, sind demnach Fermionen, und
werden durch vierkomponentige Spinoren beschrieben. Die vier Eintrége entsprechen — grob
gesagt — der Beschreibung von Teilchen und Antiteilchen mit jeweils zwei moglichen Spin-
einstellungen. Die vollstandige Liste der elementaren Materieteilchen ist:

Fermion-Sorten
Familie Leptonen Quarks
1. | e Elektron | v, e-Neutrino | u up d down
2./ p  Myon | v, p-Neutrino | s strange | ¢ charm
3.7 Tauon | v, 7-Neutrino | ¢ top b beauty

Zu jedem Teilchen kommt ein Antiteilchen dazu. Es gibt drei Familien von Teilchen, und
der einzige Unterschied zwischen den Familien besteht in den Teilchenmassen, ansonsten
sind die Eigenschaften von Familie zu Familie gleich. Teilchen aus der zweiten und dritten
Familie konnen damit in Teilchen der ersten Familie zerfallen, und die uns bekannte Materie
besteht nur aus Teilchen der ersten Familie: Up- und Down-Quarks bilden die Protonen
und Neutronen der Atomkerne, die von Elektronen umgeben sind. Das Neutrino tritt zum
Beispiel bei radioaktiven Kernzerfillen auf.

Elektroschwache Eichgruppe

Es hat sich herausgestellt, dass die in solchen Kernzerfillen auftretende schwache Wechsel-
wirkung von der Ausrichtung des Teilchenspins zur Bewegungsrichtung — der Handigkeit —
abhéngt. Die Spinoren werden daher jetzt in rechtshéndige und linkshdndige Komponenten

unterteilt: .

b= (1=, Yr= (w0, Y=eveud. .

Bis vor einigen Jahren ging man davon aus, dass Neutrinos masselos sind und nur die
linkshéndige Komponente vorkommt. Aufgrund neuerer Experimente besteht aber inzwi-
schen kein Zweifel mehr daran, dass die Neutrinomassen zwar sehr klein, aber nicht Null
sind. Massive Teilchen haben grundsétzlich sowohl links- als auch rechtshandige Komponen-
ten, weswegen nun auch die rechtshindige Komponente von v eingefiihrt werden muss.

Die Eichgruppe der elektroschwachen Wechselwirkung ist

Ul)y @ SU(2); .

Die U(1)y-Gruppe hat nur einen Generator Y (Hyperladung), und die zugehorige Transfor-
mation ist fiir alle Fermionen
) — e’i%eyw.

Die SU(2);-Gruppe hat dagegen drei Generatoren 79%3 (schwacher Isospin), und an der

Transformation nehmen nur die linkshéindigen Komponenten teil, wobei Quarks und Lepto-
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nen als Dubletts geschrieben werden:
3 a 3 a
vy, . T a 19 Uur, . T a ur,
( o ) — exp <—2 ail ?@) X ( e ) , ( dr ) — exp (—Z agl ?01> X ( d; ) .

In dieser Schreibweise sind 7% die 2 x 2 Pauli-Matrizen und das gleiche gilt auch fiir die Fer-
mionen der zweiten und dritten Familie. Die rechtshindigen Komponenten dagegen trans-
formieren sich nicht unter SU(2);:

€r — €r, VR — VR, UR — Ugr, dr—dp.

Die Teilchen lassen sich nun durch ihre Eigenwerte zu den Operatoren Y und I3, = %3 cha-
rakterisieren:
€r, vy, ER VR uy, dL UR dR
Y | -1 -1 -2 0| 1/3 1/3 4/3 —-2/3

3| =1/2 +1/2 0 0 |4+1/2 —=1/2 0 0

Um zu gewéhrleisten, dass die Physik symmetrisch unter einer lokalen U(1)y ® SU(2);-
Transformation bleibt, wird die eichkovariante Ableitung

T .Y
DM = 6M — 'ng?Wu + 2915311

eingefiihrt, mit der die Lagrangedichte fiir die Fermionfelder

3
Lr =" (L{iPL] +QLiPQ] + ehilel + v + al Pu, + dji Dy )
j=1
ist. Dabei ist j der Familienindex und die Leptonen- und Quarkfelder wurden zu den Vek-
toren

1,2,3 Ver VurL Vrr 1,2,3 1,2,3
LL = < ) ) ( ; ) €r = €Rr, UR, TR, Vg = VeRs VuR, VrR,

er 123 TL

1,23 [ uL crL t, 123 b JL23 _ g '
L - dL ) st ) bL ) Up = UR, CR,UR, R = AdR, SR, 'R

gruppiert. Mit der Schreibweise wird explizit ausgedriickt, dass die rechtshindigen Kompo-
nenten nicht an der SU(2);-Eichsymmetrie teilnechmen und damit auch nicht an die drei
zugehorigen vektoriellen Eichfelder Wj’Q’g koppeln. Die rechtshéndigen Neutrinokomponen-
ten vp koppeln auBerdem auch nicht an das Eichfeld B, der U(1)y-Symmetrie, da ihre
Hyperladung 0 ist. Durch ihr Transformationsverhalten

1
BM — BM+_6M0Y
a1

1
Wi — Wit 0.7+ e WS
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kompensieren die Eichfelder die Transformation der Fermionfelder. g; und g5 sind die Kopp-
lungskonstanten fiir diese Eichfelder, und ihr kinetischer Term zur Lagrangedichte ergibt
sich aus den Feldstirketensoren

Fo = 0.B,—0,B,
Ept = W) = 9,Wi + goc™WW,

zu

1 1
Low = =3 FuFPW = ZF B
Die Summe Lgw = Lp + Lpw ist jetzt insgesamt symmetrisch unter lokalen U(1)y ®

SU (2);-Transformationen (bis auf totale Ableitungen). Diese Lagrangedichte beschreibt ein
wechselwirkendes System aus Fermionen und 143 Eichbosonen, die alle masselos sind. Ein
masseloses Eichboson hat dabei nur zwei Freiheitsgrade, die zwei transversalen, also auf der
Bewegungsrichtung senkrecht stehenden Polarisationen entsprechen.

1.1.3 Higgsfeld und spontane Symmetriebrechung

Der experimentelle Befund ist allerdings anders, und sowohl die Fermionen als auch die
schwachen FEichbosonen sind massiv. Lediglich das Photon ist auch in der realen Welt mas-
selos. Der Widerspruch liele sich zwar durch Addition von Massentermen zu der Lagrange-
dichte beheben, aber dies wiirde die Eichsymmetrie zerstéren. Stattdessen wird davon aus-
gegangen, dass die gemessenen Massen das Resultat einer spontanen Symmetriebrechung
sind. Dazu wird das Higgsfeld als Dublett

o (%)

von zwei komplexen Skalarfeldern eingefiihrt. Seine Komponenten haben die Hyperladung
Yo = % und den schwachen Isospin I3, = i% und nehmen entsprechend an den Symmetrie-
transformationen Teil. Dadurch tritt im kinetischen Term wieder die kovariante Ableitung
auf,
»CHJm‘n = (DM(I))T(DM(I)) )
sodass automatisch auch die Kopplungen an die Eichbosonen festliegen.
Mit diesem zusétzlichen Feld ist eine neue Art von Wechselwirkungstermen in der Lagran-

gedichte erlaubt, die symmetrisch unter U(1)y ® SU(2); sind: Die Yukawa-Kopplungen

3
e ( LiGield + L GILe° + QL Giud,d + Q) G dhd° + h.k.) .
ij=1
Die G¥ sind die Yukawa-Kopplungsmatrizen, h.k. steht fiir die hermitesch konjugierten Ter-
me. Es wurde weiter ausgenutzt, dass mit ®¢ = i7?®* aus ® ein Isospin-Antidublett kon-
struiert werden kann. Dieser Isomorphismus von SU(2) und SU(2) ist der Grund, warum
im Standardmodell keine separaten Higgsdubletts fiir die Kopplung an die rechtshéndigen
1

I, = +% und I3, = —3-Komponenten eingefiihrt werden miissen.




KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abbildung 1.1: Potenzial fiir ein Higgs-Dublett. Die waagerechten Achsen sind die Betriage der
beiden Komponenten. Die spontane Symmetriebrechung kann man sich durch
das mechanische Analogon vorstellen, dass eine Kugel in der Mitte losgelassen
wird und in einer beliebigen Richtung in das Minimum rollt.

Higgspotenzial und Vakuumerwartungswert

Die Eichsymmetrie erlaubt weiterhin, ein Higgspotenzial —V (®T®) zur Lagrangedichte zu
addieren. Dieses wird zu

V(ofe) = % (®'®)* — 2ol

gewdhlt, was in erster Linie als Taylor-Entwicklung eines noch allgemeineren, aber unbe-
kannten Potenzials zu verstehen ist. Wenn die beiden Parameter A und p? positiv sind, liegt
das Minimum des Potenzials nicht bei & = 0. Da das Vakuum aber der Zustand niedrigster
Energie ist, nimmt das Higgsfeld einen von Null verschiedenen Wert ®, an, der das Potenzial
minimiert (Abbildung 1.1):

2

{0]@ol0)? = £ = -

Durch eine SU(2);-Transformation kann das Higgs-Dublett im Vakuum immer auf die Form

()
i

gebracht werden. Mit diesem Vakuumerwartungswert ist die U(1)y ® SU(2);-Symmetrie aber

nun gebrochen. Durch Anwendung der Symmetriegeneratoren Y und Ié[’,z’?’ = 71’22’3 auf &
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lasst sich leicht zeigen, dass keiner von ihnen das Feld zum verschwinden bringt: Die Sym-
metrie ist also in jeder der Basisrichtungen gebrochen. Es gibt aber eine Linearkombination
von Generatoren, die einer erhaltenen Symmetrie entspricht: Die elektrische Ladung

Q:I§V+§, QPy=0.
Damit bleibt das System insgesamt symmetrisch unter einer lokalen U(1)g-Transformation
¢®@. Diese U(1)g-Untergruppe der elektroschwachen Symmetriegruppe ist die Eichsymme-
trie der Elektrodynamik. Aus der obigen Klein-Nijshina-Formel ergeben sich auch die elek-
trischen Ladungen der Fermionen aus den in der Tabelle auf Seite 6 angegebenen Quanten-
zahlen.
Anregungen des Higgsfeldes werden berticksichtigt, indem jetzt um dessen Vakuumerwar-

tungswert entwickelt wird:
ot
o= ( 1 | ) |
7 (v +n+ix]

Dabei ist ¢ ein komplexes Skalar und n und y sind reelle Skalarfelder. Sie sind die Goldstone-
Bosonen der spontanen Symmetriebrechung. Allerdings lassen sich sowohl ¢ (und damit
auch sein komplex konjugiertes ¢~ ) als auch y durch eine Eichtransformation absorbieren.
In dieser unitdren Fichung ist also

‘P:(%[M)’

und 7 ist der einzige physikalische Freiheitsgrad. Mit Q® = 0 ist er elektrisch neutral.

Fermion- und Boson-Massen

Obige Entwicklung wird in die Langrangedichte eingesetzt. Zuerst beobachtet man in dem
Higgs-Teil Lyiggs = (D, )T (D"®)—V (®1®), dass das Feld n die Masse My = /21 bekommt:
Dies ist das skalare Higgs-Boson. Als néchstes erhélt man aus den Yukawa-Wechselwirkungen
Ly mit & — &y Fermion-Massenterme, die proportional zum Vakuumerwartungswert v
des Higgs-Feldes sind:

3
Lyar — Ly = -5 > (€,GIeh + vy Givh + uy Glufy + dy G df, + hk) + ..
ij=1
Die Terme proportional zu 7, die hier nicht ausgeschrieben wurden, sind die Kopplungen der
Fermionen an das Higgsboson.
Fiir die elektroschwachen Eichbosonen muss jetzt noch eine geeignete Basis gefunden
werden. Eine Zerlegung nach Ladungs-Eigenzustdnden liefert zwei geladene Felder mit () =
+1:

W= L

P =7 (W, F i)
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und die Felder ij und B, sind elektrisch neutral. Da das Higgsfeld iiber die kovariante
Ableitung D, an die Eichbosonen koppelt, erhdlt man mit dem Vakuumerwartungswert
auch fiir diese Massenterme:

1 1
‘CMB,W = szgSW;WJr'u + gvz(QQWj’ + ngM)(gQW?’“ + ngﬂ) + h.k..

Daraus konnen direkt die Massen der geladenen Felder W+ abgelesen werden:

g2
= ==

My 5

Die neutralen Felder dagegen sind keine Masseneigenzustinde. Diese erhiilt man aus W3 und
B durch Diagonalisierung der in Ly, , auftretenden Massenmatrix

1 2
M2 o2 9 9192 ’
BW "y ( g192 9%

die zu den Eigenzustdnden

A, [ cosby —sinby B,
Z, ) \ sinfy  cosby Wi

fiithrt. 6y ist dabei der Weinberg-Winkel, der iiber
92 g1

VaE+g3 VG + g3

definiert ist. Die Masseneigenwerte sind jetzt M, = Cé\g—e‘”‘gv fiir das Z-Feld und Null fiir das
A-Feld.

Als Ergebnis der spontanen Symmetriebrechung gibt es also drei massive Vektor-Eichboso-
nen W= und Z, ein masseloses A, das das bekannte Photon ist, und ein massives Skalares 1,
das Higgs-Boson. Schliefilich haben Elektron, Myon und Tauon sowie Quarks und Neutrinos
Massen erhalten.

Die massiven Vektorbosonen haben im Vergleich zu den masselosen einen zusétzlichen Frei-
heitsgrad, der der longitudinalen Polarisierung entspricht. In W= und Z sind also drei neue
Freiheitsgrade aufgetreten. Diese sind aber nichts anderes als die weggeeichten Goldstone-
Felder ¢* und x aus der spontanen Symmetriebrechung. Daher kommt auch das Bild, die
Eichbosonen wiirden die Goldstone-Bosonen ,aufessen* und dadurch massiv werden.

cos By = sin Oy =

1.1.4 Quarkmischung und C K M-Matrix

An dieser Stelle konnen die Massen- und Wechselwirkungsterme der Quarks etwas genau-
er unter die Lupe genommen werden. Das Down-Quark-Feld und die entsprechenden der
anderen beiden Familie (Strange und Beauty) erhalten jetzt einen Strich’, um sie von den

10



1.1. DAS STANDARDMODELL

noch zu bestimmenden Massen-Eigenzustéinden zu unterscheiden. Der Quark-Massenterm
der Lagrangedichte ist:

3
T o v

EQuark—Masse = - Z,JZZI (alL Mgui% + d,L Md]d,;% + hk) ) Muj,d = ﬁGu],d :
Die (unbekannten) Massenmatrizen M, 4 miissen diagonalisiert werden. Allerdings wurde
bislang offen gelassen, welche physikalischen Zustéande u, d’, s’, V', ¢ und ¢ sind, und es gibt die
Freiheit, die Basis (getrennt fiir die Quarks vom Up-Typ u, ¢, t und vom Down-Typ d’, s', V)
beliebig zu wahlen. Auf diese Weise kann per Definition festgelegt werden, dass u, ¢, t bzw.
d', s b die Masseneigenzustinde sind — aber nicht beide Gruppen gleichzeitig, denn die
Kopplung des W-Bosons an die Quarkfelder stellt eine Verbindung zwischen beiden her, wie
wenig spéter gezeigt wird. Die iibliche Konvention ist es, u, c,t als Masseneigenzusténde zu
definieren, sodass M7 = m!§", und die Matrix M wird mittels einer unitiren Transfor-
mationsmatrix — getrennt fiir rechts- und linkshéndige Komponenten — diagonalisiert,

/i_§ ik gk /i _§ ' ik gk
L — ULdL7 R URdR7
k k

sodass der Massenterm diagonal wird:

3 3 3
dodpMidy=>"d, (Z U}““MW%) .
ij=1 i,j=1 k=1

(. S

S
Mit dem Massenterm wird auch die der Masse proportionale Kopplung an das Higgs-Boson
diagonal. Die Kopplungen an die Vektor-Bosonen, die in der kovarianten Ableitung D,, auf-

treten, bediirfen dagegen einer gesonderten Betrachtung. In der urspriinglichen Quark-Basis
ist diese Kopplung, geschrieben in den physikalischen Eichbosonfeldern W+, Z und A:

3
Louark—ww = —2gasin by Y (Quiiy"u; + Qud'7d';) A,
i=1

3 . .
)3 (I Wty g, + Tyad 1y d'y

1=

g2
cos Oy

— sin 05, (Quﬂi’y“ui + Qdci’ify“d’i) ) Z,
3
+ IS (@ d W+ Ay W)
V25

Darin sind @),, 4 die elektrischen Ladungen und 1 I:jVu 4 die Isospin-3-Komponenten der Quarks,
wie sie sich aus der Tabelle auf Seite 6 ergeben: IgV, wd = :i:%, Q. = % und Qg = —%. Nach

11
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dem Basiswechsel zu d’ statt d’* bleiben die Kopplungen an A und Z diagonal: Diese Wech-
selwirkungen konnen also nicht die Quark-Sorte (Flavour) éndern. Anders die Kopplung der
W#: In diesen Termen macht sich der Basiswechsel bemerkbar, und es tritt die Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa-Matrix auf, die in der hiesigen Konvention, nach der die Up-Typ-
Quarks nach definition Masseneigenzusténde sind, identisch mit der Transformationsmatrix
U, ist:
Vikn = Ek

(in dem allgemeineren Fall, dass auch die Up-Quarks transformiert werden, ist dies eine
Kombination der Up- und Down-Transformationsmatrizen: Ve = UrUST). Diese Matrix
ist eine neue, unitdre 3 x 3-Matrix.

C K M-Matrix und C P-Verletzung

In den Kopplungen an das W treten jetzt die Terme @'V, d und d'V1i, w/ auf. Zwei
Beobachtungen lassen sich davon ableiten: Uber die Kopplung an das WW-Feld kénnen sich
Quarksorten verschiedener Familien ineinander umwandeln, wobei der Ubergang immer zwi-
schen einem Up-Typ und Down-Typ-Quark stattfindet. Und diese Ubergénge sind unter-
schiedlich fiir Quark und Antiquarks, denn Vg ist eine komplexe Matrix! Letzteres be-
deutet, dass sich Materie und Antimaterie grundsétzlich unterschiedlich verhalten kénnen
— dieses Phénomen heifit C'P-Verletzung. Die C-Transformation ist die Ladungskonjuga-
tion und fithrt Teilchen in Antiteilchen iiber. Schon in der Tatsache, dass die schwachen
Eichbosonen Z, W nur an linkshéndige Komponenten der Teilchen koppeln, sieht man, dass
dies keine Symmetrietransformation ist. Denn dies bedeutet automatisch, dass von den An-
titeilchen nur die rechtshindigen Komponenten beitragen, wie aus dem Ausschreiben der
hermiteschen Konjugation der Wechselwirkungsterme folgt. Die P-Transformation (Paritét)
entspricht einer Raumspiegelung, sodass aus rechtshédndigen Komponenten linkshindige wer-
den und umgekehrt. Die Kombination C'P der beiden Transformationen ist also so gesehen
eine Symmetrietransformation, und die C'K M-Matrix ist die einzige bekannte Quelle fiir die
Verletzung dieser Symmetrie.

Die Eintrage der C' K M-Matrix sind fundamentale Parameter der Theorie und kénnen nur
experimentell bestimmt werden. Allerdings ist ihre Definition nicht eindeutig, denn es gibt
noch eine gewisse Freiheit, die Phasen der Quarkfelder umzudefinieren. Sieht man von dieser
Freiheit ab, bleiben vier physikalische Parameter iibrig, die drei Mischungswinkel und eine
komplexe Phase sind. Und die komplexe Phase ist es, die fiir die C' P-Verletzung notwendige
und hinreichende Bedingung ist. Fiir die Komponenten der C'K M-Matrix,

Vud Vus Vub
Vekm =\ Vea Ves Vao |,
Via Vis Va

hat sich die Wolfenstein-Parametrisierung als niitzlich erwiesen. Es handelt sich um eine rein
phéanomenologische Entwicklung, die die beobachtete Tatsache ausnutzt, dass die Eintriage

12
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Alm
p+1in
(8]
Vi UipVia
v g .
c*l;VCd Re

Abbildung 1.2: Das Unitaritdtsdreieck

umso kleiner sind, je weiter sie von der Hauptdiagonalen entfernt sind:

1—\2/2 A NA(p —in)
Voru = - 1—)%/2 A2A +O0\Y  A=022. (1.1
NA(L—p—in) —NA 1

Physikalisch bedeutet dies, dass Ubergéinge zwischen dhnlichen Quarksorten wahrscheinli-
cher sind. Die Wolfenstein-Parametrisierung ist konform mit der iiblichen Konvention, in der
nur V,;, und V}, eine komplexe Phase haben.

Die Unitaritdt der C'K M-Matrix driickt sich in je sechs Normierungs- und Orthogona-
litdtsgleichungen fiir die Zeilen und Spalten aus. Von den Orthogonalitdtsgleichungen ist
besonders eine interessant, da bei ihr alle Summanden von gleicher Grofenordnung in dem
Wolfenstein-Parameter \ sind:

Ve + VipVia + Vo Vua = 0.

Diese verschwindende Summe dreier komplexer Zahlen lésst sich als Dreieck in der komplexen
Ebene darstellen. Abbildung 1.2 zeigt dieses Unitarititsdreieck mit den C'K M-Winkeln v =
—arg(Vip), f =m —arg(Vig) und o =7 — 5 — .

GIM-Mechanismus

Ubergiinge zwischen verschiedenen Quarkflavours gehen immer mit einer Ladungsinderung
einher, da sie nur iiber die Kopplung an die geladenen W=*-Stréme, nicht aber an die neu-
tralen Z und A-Strome geschehen, wie oben gezeigt wurde. Dies gilt allerdings nur auf der
Ebene der klassischen Feldtheorie. Auf Quantenebene sind auch Prozesse moglich, bei denen
das W als virtuelles Teilchen emittiert und gleich wieder absorbiert wird, sodass effektiv ein
Flavour-Ubergang ohne Ladungsinderung passiert. Betrachten wir als Beispiel den elektrisch
neutralen Ubergang t — ¢, der nur iiber solche Quanteneffekte moglich ist. Er kann auf drei
Wegen passieren: t — b — ¢, t - s — cund t — d — c. Vernachlassigt man die Masse

13
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der zwischenzeitlich auftretenden b, s, und d-Quarks, unterscheiden sich die Prozesse nur
durch die auftretenden C'K M-Matrixelemente, sodass der ¢ — ¢-Ubergang proportional zu
der Summe Vi,V + Vi Vi + ViV ist. Diese ist aber wegen der Unitaritét der C'K M-Matrix
exakt Null.

Flavour-Uberginge ohne Ladungsinderung — sogenannte Flavour-dndernde neutrale Stro-
me sind also auf klassischer Ebene (Tree-Ebene in der Stérungstheorie) verboten und in
Quantenkorrekturen auf Einschleifen-Ebene klein, da sie nur durch die Unterschiede der
Quarkmassen beitragen. Diese Unterdriickung nennt man GIM-Mechanismus (nach Glas-
how, Iliopoulos und Maiani).

1.1.5 Neutrinomassen und der Seesaw-Mechanismus

Genau wie bei den Quarks miissen auch die Lepton-Massenmatrizen diagonalisiert werden.
Es liegt nahe, Elektron, Myon und Tauon als Masseneigenzusténde zu definieren und die
Rotation auf dem Neutrino-Sektor durchzufiithren. An die Stelle der C'K M-Matrix tritt hier
die M NS-Matriz, die Mischungen zwischen den Neutrino-Flavours zulésst.

Dabei gibt es aber einen qualitativen Unterschied zur Quarkmischung, was die experi-
mentelle Beobachtung angeht. In Teilchendetektoren an Beschleunigeranlagen werden stets
Masseneigenzustdnde von Quarks beobachtet, das heifit, aus den Messwerten lésst sich re-
konstruieren, ob das Zerfallsprodukt ein d, s oder b-Quark (in dieser Basis) enthielt. Die Tat-
sache, dass die Quarks in schwachen Zerfillen als Flavour-Eigenzustande (d', s', V') erzeugt
werden, zeigt sich hier als effektive Kopplung zwischen Quarks unterschiedlicher Familien.
Anders bei Neutrinos: Diese werden sowohl als Flavour-Eigenzusténde erzeugt, als auch als
solche nachgewiesen. Fiir die Propagation dazwischen sind aber die Masseneigenzustiande die
richtige Basis. Im Flavour-Raum macht sich dies durch Neutrino-Oszillationen bemerkbar,
und z.B. ein Elektron-Neutrino kann sich ohne weitere Wechselwirkung mit anderen Teilchen
oder Feldern in ein - oder 7-Neutrino verwandeln.

Die Neutrinomassen sind extrem klein — so klein, dass es bisher nicht mehr als obere
Schranken gibt. Allein die Beobachtung von Neutrinooszillationen in den letzten Jahren
zeigt, dass sie nicht Null sein kénnen. Damit stellt sich die Frage, ob es dafiir einen Grund
gibt. Als wahrscheinliche Erkldrung gilt der Seesaw- (Wippen-) Mechanismus. Dieser ldsst
sich grob und schematisch (ohne Beriicksichtigung der Familien- und Isospinstruktur) so
darstellen:

Der Neutrino-Massenterm, wie er von der elektroschwachen Symmetriebrechung erzeugt
wird, koppelt rechtshiéndige und linkshéndige Neutrinokomponenten aneinander: L, =
—m,, (Vg + Vryr). Diese Art von Term heifit auch Dirac-Massenterm. Da er die U(1)y ®
SU(2)-Symmetrie verletzt, konnte er nicht ,von Hand* hinzugefiigt werden. Er hat densel-
ben Ursprung wie die Massenterme der anderen Leptonen und Quarks und deswegen sollte
man erwarten, dass die Neutrinos auch dhnliche Massen haben.

Eine andere Art Massenterm verletzt aber nicht die Eichsymmetrie, und kann daher ohne
Weiteres hinzugefiigt werden: Die Majorana-Masse M,(vrvg + vrvy) (wobei eine zwischen
den Spinoren stehende Kombination von y-Matrizen nicht ausgeschrieben wurde). Solch
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ein Massenterm ist nur fiir das rechtshindige Neutrino und das linkshdndige Antineutrino
moglich, da sie weder Ladung noch Hyperladung tragen. Das Besondere an ihm ist, dass er
Ubergiinge zwischen Neutrinos und Antineutrinos erlaubt — die Leptonenzahl ist dabei nicht,
wie in allen anderen Prozessen des Standardmodells, erhalten. Die Masse M, ist nicht ein Re-
sultat der elektroschwachen Symmetriebrechung und kann deswegen deutlich gréfler sein als
die {ibrigen Massen, zum Beispiel von der Groflenordnung einer groflen vereinheitlichenden
Skala MGUT-
Zusammen lassen sich Dirac- und Majorana-Massenterm in der Matrixschreibweise

1/ v\ 0 m v
L v L
2o ) Con i ) (i ) e

. . . . . . . . . 2 .
angeben. Das Diagonalisieren dieser Matrix liefert einen sehr kleinen Eigenwert ~ =, Die
schwere Majorana-Masse M, macht also die Dirac-Masse noch leichter, was die Analogie zur

Wippe erklart.

1.1.6 Quantenchromodynamik

Zu der elektroschwachen kommt im Standardmodell noch die starke Wechselwirkung hinzu,
die zum Beispiel fiir die Bindung der Quarks zu Nukleonen und der Nukleonen zu Atomker-
nen verantwortlich ist. An der starken Wechselwirkung, die durch die Quantenchromodyna-
mik (QCD) beschrieben wird, nehmen nur die Quarks teil.

Die QCD ist ebenso wie die elektroschwache Theorie eine Eichtheorie. Die Eichbosonen, die
Gluonen, koppeln aber nicht an das Higgsfeld und bleiben daher masselos. Die Eichgruppe
der QCD ist die

SU(3) .

Jedes Quark trégt eine von drei ,,Farbladungen®. Das heifit, die bisher einkomponentig ge-
schriebenen Quarkfelder sind in Wirklichkeit Farbtripletts:

q1
q= q2 ) q:U,d,S,C,b,t.

q3

Die SU(3)-Gruppe hat 8 Generatoren t*, a = 1...8, entsprechend wird eine Eichtransfor-
mation durch 8 Parameter definiert:

q1 8 T
g=|{ @ | mexp > —ix") x [ a
43 a=1 43

In der kovarianten Ableitung treten dabei 8 Gluon-Felder auf:

DM = 6M - igstaAZ .
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Quark-Propagator

L,
— p+m
p?—m
Gluon-Propagator
_Z’g_f‘;gab

p

Quark-Gluon-Kopplung

1957 (t)is
Gluon-Selbstkopplung

gSfabc (guu(k - p)p + gup(p - Q)u
+gpu(q - k)u)

Gluon-Selbstkopplung
—ig% (f" F*(GupGvo — Yo Gup)

+facefbde (guugpa o guagyp)
+fadefbce (guugpa o gupgya))

Abbildung 1.3: Feynman-Regeln der QCD (in Feynman-Eichung). 7,7 = 1...3 sind Quark-
Farbindizes, a,b,c,d = 1...8 Gluon-(Gruppengeneratoren-)Indizes und p, v, p,o
Lorentz-Indizes. Geistfelder, die je nach FEichung in Diagrammen mit Gluon-
Schleifen berticksichtigt werden miissen, sind nicht gezeigt.

gs ist die Kopplungsstérke der starken Wechselwirkung. Der Feldstérke-Tensor der Gluonen
ist definiert als

GL, = 0.A, — 0, A7, + gsf“bcAZAf, ,
dhnlich wie der der SU(2);-Eichbosonen. f®¢ sind dabei die Strukturkonstanten der SU(3)-
Gruppe.

Der in in A quadratische Term ist ein Resultat der Tatsache, dass die SU(3)-Gruppe
nichtkommutativ ist, in der Quandenelektrodynamik als U(1)-Eichtheorie kommt er nicht
vor. Er ist aber notwendig, um den Feldstérketensor eichinvariant zu machen und ergibt sich
z.B. aus einer verallgemeinerten Definition als Kommutator zweier kovarianter Ableitungen,
Got ~ [Dy,D,], in der auch die Antisymmetrie in den Lorentz-Indizes offensichtlich wird.
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1.1. DAS STANDARDMODELL

Im kinetischen Term in der Lagrangedichte,

1
el C;a/ux7

EGluon,Kin = _4 %

entstehen dadurch Kopplungsterme mit drei und mit vier Gluonfeldern. Diese Gluon-Selbst-
wechselwirkungen verdeutlichen, dass das Gluonfeld selbst eine Farbladung trégt, wogegen
das Photon elektrisch neutral ist und nicht mit sich selbst wechselwirkt. (Im Ubrigen ha-
ben auch die elektroschwachen Eichbosonen Z, W* aufgrund der Nichtkommutativitit der
SU(2)-Gruppe diese Selbstwechselwirkungen).

1.1.7 Renormierung und laufende Kopplung in der QCD

Die Gleichungen, die sich in der Quantenfeldtheorie aus der Lagrangedichte £ ergeben, sind
nichtlinear und konnen analytisch nicht gelést werden. Die Standardmethode, mit der Néhe-
rungen berechnet werden, ist die Storungstheorie (dank immer leistungsfihigerer Grofirech-
ner gibt es inzwischen mit der Gitter-QCD, in der Pfadintegrale numerisch gelést werden,
eine Alternative, die aber ein eigenes Thema fiir sich ist). Physikalische Grofen wie Uber-
gangsamplituden werden in der Storungstheorie als Reihenentwicklung in der Kopplung gs
berechnet. Diese tritt in der Regel quadratisch auf, sodass die iiber ag = Z—i definierte Kopp-
lungskonstante der eigentliche Entwicklungsparameter ist. In der Stérungstheorie werden
Ubergangsamplituden dann durch Feynman-Diagramme beschrieben. Die Feynman-Regeln,
nach der diese Diagramme berechnet werden, lassen sich direkt aus der Lagrangedichte her-
leiten und sind fiir die QCD in Abbildung 1.3 gezeigt.

In fithrender Ordnung der Storungstheorie sind Ubergangsamplituden meistens sehr ein-
fach zu berechnen. Sie ergeben sich aus Feynman-Diagrammen, in denen die Impulse aller
vorkommenden Quarks und Gluonen durch Anfangs- und Endzustand festgelegt sind (ent-
sprechend der einfachen Struktur der Diagramme wird diese fithrende Ordnung als Tree-
Level bezeichnet). In Quantenkorrekturen — Schleifendiagrammen — dagegen treten Integra-
le iiber interne Quark- und Gluonimpulse auf. Diese sind aber héufig divergent. Um diese
Divergenzen zu behandeln, muss als erstes ein konsistentes Schema gefunden werden, in
dem divergente von endlichen Anteilen getrennt werden. Das am héaufigsten benutzte ist
die dimensionale Regularisierung. Dabei werden die Prozess in D = 4 + 2¢ Raum-Zeit-Di-
mensionen berechnet. Fiir den Fall, dass das Schleifenintegral im Grenzwert grofler Impulse
divergent ist ( Ultraviolett--Divergenz) muss € negativ gewéhlt werden, liegt die Divergenz bei
kleinen Schleifenimpulsen (Infrarot-Divergenz), ist € positiv. Das Resultat, das zunéchst nur
fiir ganzzahliges € definiert ist, wird dann zu einer analytischen Funktion fortgesetzt, sodass
der Grenziibergang ¢ — 0 moglich ist. In diesem Grenziibergang zeigen sich die Divergenzen
dann als Pole in 1/e.

Jetzt werden die grundlegenden physikalischen Parameter renormiert. Sie werden dabei
als Produkt von endlichem Anteil und Renormierungsfaktor geschrieben, z.B. gs = Z,9s.
Zy, = 1+0Z, wird nun so gewahlt, dass sich der Beitrag von 67, gegen den divergenten Anteil
von Schleifendiagrammen weghebt (siche Abbildung 1.4). Da physikalisch nur die Summe

17



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Js 02495 Js

Abbildung 1.4: Diagramme zur Renormierung der Kopplungskonstanten. Die ersten beiden Dia-
gramme sind die Tree-Level-Diagramme, aufgeteilt nach endlichen und divergen-
ten Anteilen der Kopplungskonstanten. Der divergente Anteil wird so gewahlt,
dass er die Divergenz der Schleifendiagramme kiirzt. Von den relevanten Schlei-
fendiagrammen ist nur ein Beispiel gezeigt.

von Tree-Level- und Schleifenbeitragen relevant ist, tritt in den Vorhersagen dann nur noch
die renormierte Grofle gg auf. Die Aufteilung in endlichen und divergenten Anteil ist aber
noch nicht eindeutig, und es muss eine Vereinbarung getroffen werden, welche Anteile 67,
enthélt. Die einfachste aller Moglichkeiten ist das minimale Subtraktionsschema (M.S), in
dem §Z, ~ 1/e gesetzt wird. Allerdings tritt der 1/e-Pol in dimensionaler Regularisierung
immer in einer ganz spezifischen Kombination mit endlichen Konstanten auf, ndmlich

1
Agiv = — + log(4m) — 7 -

n 1

Darin ist vg die Euler’sche Konstante vg = lim,, . (Zi:l = —log n) Die Rechnung lésst
sich also etwas vereinfachen, wenn man §Z, ~ Ag;, vereinbart (und analog fiir die anderen
Parameter). Dieses Schema ist das modifizierte minimale Subtraktionsschema (MS), das
inzwischen allgemein iiblich ist.

Bei der Berechnung divergenter Diagramme in dimensionaler Regularisierung tritt unwei-
gerlich ein neuer unphysikalischer Parameter auf, die Renormierungsskala p. Die Abhéngig-
keit von der Renormierungsskala ist dabei logarithmisch ~ log Z—j, und p? ist eine im be-
trachteten Prozess auftretende Impulsiibertrags- oder Massenskala. Diese Logarithmen bzw.
Potenzen davon treten in allen Ordnungen der Storungstheorie auf. Damit die Konvergenz
der Storungstheorie aber nicht durch solche Logarithmen zerstort wird, wihlt man fiir p die
Groflenordnung einer fiir den Prozess typischen Skala. Praktisch wird aber immer nur bis zu
einer endlichen Ordnung entwickelt, in dieser Arbeit zum Beispiel nur bis zur néchstfiithren-
den. Die so erhaltenen Resultate hdngen also von der Renormierungsskala noch ab. Dies
schlédgt sich auch auf die renormierten Naturkonstanten nieder:

9s = Zg(1t) - gs(p) -

Die linke Seite, die ,nackte Kopplung® hédngt hier nicht von y ab, und ebensowenig darf es
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die rechte, woraus die Renormierungsgruppengleichung

a) 7oz (5)
p\ == +39s | Z7~n{—=")| =0
<du "1z, dp )|

~~

—B(p)

folgt. Die hier definierte g-Funktion gibt die Abhéngigkeit der renormierten, also in physika-
lischen Amplituten auftretenden Kopplungskonstanten von der Renormierungsskala als Maf3
fiir einen prozesstypischen Impulsiibertrag an. In der Storungstheorie ergibt sie sich selbst
durch Schleifendiagramme als Reihenentwicklung in der renormierten Kopplung:

L 0s(w)? gs(w)®\
) =~ B — gy (BT ) ..

Wir wollen uns mit dem Einschleifenergebnis

11 2
BO - 3 Nc 3nf
begniigen und hohere Ordnungen vernachléssigen. NV, ist die Zahl der Farbladungen und in
der QCD 3, und ny die Zahl der Quark-Flavours, deren Masse kleiner als die Renormierungs-
skala p ist. Fiir die Wahl my, < pu < my, wie sie bei den Zerfillen von B-Mesonen haufig
angebracht ist, ist zum Beispiel ny = 5. Eingesetzt in die Renormierungsgruppengleichung
erhélt man damit eine Differenzialgleichung, die relativ einfach zu 16sen ist. Geschrieben fiir
die starke Kopplungskonstante ayg ist Losung

4m 1+ %ffo)ﬁo log %

as(p

Dabei ist 1 eine Referenzskala (mit ng(p) = ny(po)), zum Beispiel diejenige, bei der ag
experimentell gemessen wird. Mit 3y > 0, einem Spezifikum der QCD, ergibt sich daraus

lim ag(p) =0.

H—00
Im Limes groflen Impulsiibertrags verschwindet also die Kopplungskonstante und die Quarks
und Gluonen verhalten sich wie freie Teilchen. Die theoretische Entdeckung dieser asympto-
tischen Freiheit wurde mit dem Physik-Nobelpreis 2004 gewiirdigt.

Andererseits bedeutet dies aber auch, dass bei kleinen Skalen die Kopplungskonstante im-
mer grofier wird und bei p = Agep ~ 300 MeV sogar divergiert, legt man obige Gleichung zu
Grunde. Wenn sie aber nicht deutlich kleiner als 1 ist, gilt die Stérungstheorie von vorn her-
ein nicht. Ein weiterer Effekt ist, dass reelle Quarks nie als freie Teilchen beobachtbar sind,
sondern nur in farbneutralen gebundenen Zusténden, den Hadronen, auftreten. Die Kraft
zwischen zwei Quarks nimmt némlich nicht, wie bei der Elektrodynamik, mit zunehmendem
Abstand ab. Stattdessen steigt die Energie der Feldkonfiguration mit dem Abstand so stark
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Abbildung 1.5: Quark-Antiquark-Paar mit den Feldlinien der starken Wechselwirkung (schema-
tisch). Die Energie des Feldes steigt mit dem Abstand so stark an (b), dass es
energetisch giinstiger wird, ein neues Quark-Antiquark-Paar zu erzeugen (c).

an, dass es irgendwann energetisch giinstiger ist, ein neues Quark-Antiquark-Paar zu erzeu-
gen (siehe Abbildung 1.5). Objekte, die man in grofem Abstand voneinander beobachten
kann (groB im Vergleich z.B. zum Proton-Radius), sind daher notwendigerweise farbneu-
tral. Alles, was in Teilchendetektoren gemessen werden kann, sind also Bindungszustéinde
aus Quarks und/oder Antiquarks (diese Tatsache nennt man Confinement). Die Energies-
kala fiir die Bindung ist Agcp, und anstatt der Stérungstheorie miissen andere Methoden
gefunden werden, um die Bindungseffekte angemessen zu beschreiben.

1.2 Offene Fragen

Das Standardmodell als Kombination der elektroschwachen Theorie und der Quantenchro-
modynamik stimmt hervorragend mit den experimentellen Beobachtungen iiberein. Von den
Griinden, warum man trotzdem weiter nach einer fundamentaleren Theorie sucht, seien hier
nur exemplarisch einige genannt:

Zahl der Parameter

Das Standardmodell enthélt als freie Parameter die Kopplungstanten der starken und schwa-
chen Wechselwirkungen, den Weinberg-Winkel, Higgs-Vakuumerwartungswert und -Masse
auf dem elektroschwachen Sektor, die Massen der zwolf Fermionen sowie die Eintridge der
CK M- und M N S-Matrizen. Alle diese Parameter konnen nur experimentell ermittelt wer-
den. Insbesondere bei den Fermionmassen weisen die Resultate eine grofie Bandbreite auf.
Lasst man die Neutrinomassen mit Hinweis auf den Seesaw-Mechanismus beiseite, dann
unterscheiden sich die Massen des leichtesten Fermions (Elektron) und des schwersten (Top-
Quark) um einen Faktor von ca. 400.000, obwohl die Massenterme mit der spontanen Sym-
metriebrechung denselben Ursprung haben. Wiinschenswert wére es, eine Theorie zu finden,
die die gemessenen Massen sowie die iibrigen Parameter auf wenigere und grundlegendere
Naturkonsten zuriickfiihrt, und eine natiirliche Erklarung fiir die gemessenen Groflenord-
nungsunterschiede liefert.
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Vereinheitlichung

Die Elektroschwache und die starke Wechselwirkung haben zwar beide eine ganz dhnliche Be-
schreibung in der Quantenfeldtheorie, scheinen aber ansonsten keine Verbindung zu haben.
Die Gravitation wehrt sich zudem heftigst gegen eine Beschreibung als Quantenfeldtheorie
tiberhaupt. Die Hoffnung ist aber, eine Theorie zu finden, in der alle diese Wechselwirkungen
verschiedene Aspekte einer einzigen vereinheitlichten Wechselwirkung sind. Die Skala, auf
der diese Vereinheitlichung passiert, konnte zum Beispiel die Planck-Skala Mp; ~ 10* GeV
sein, die sich aus der Gravitationskonstante ergibt. Man wiirde erwarten, dass alle Kopp-
lungskonstanten dann den gleichen Wert annehmen. Extrapoliert man aber die gemessenen
Werte der elektrischen, schwachen und starken Kopplungskonstanten mit der Renormie-
rungsgruppengleichung zu hohen Skalen, dann gibt es keinen gemeinsamen Schnittpunkt,
sondern die Kurven verfehlen sich knapp.

Feineinstellung

Auf ein weiteres Problem st68t man in der Renormierung der Massenterme. Wihrend die
dimensionale Regularisierung vor allem praktisch ist, kann man sich auf den Standpunkt
stellen, die Impulsintegrale sollten bei einem bestimmten Maximalimpuls A abgeschnitten
werden, da bei gréBeren Impulsen das Standardmodell durch eine andere (vereinheitlichende)
Theorie ersetzt werden muss. Eine natiirliche Wahl fiir A wire dann A ~ Mp;.

Berechnet man die Strahlungskorrekturen zu den Fermionmassen, dann erhilt man daraus
einen zum Logarithmus von A proportionalen Korrekturterm, der auch bei A ~ Mp; nur
wenige Prozent der ,nackten* Masse ausmacht. Anders bei der Higgsmasse: Hier liefert
die Strahlungskorrektur einen zu A proportionalen Anteil. Die Higgsmasse selbst wird aber
aufgrund experimenteller Befunde bei My ~ 100 - --200 GeV erwartet. Um auf diesen Wert
zu kémmen, miissten sich die Strahlungskorrekturen und die nackte Masse auf 17 (siebzehn)
Nachkommastellen genau aufheben.

C P-Verletzung

Man geht davon aus, dass am Anfang des Universums Materie und Antimaterie in gleichen
Teilen vorhanden waren und in stdndiger Wechselwirkung mit den Strahlungsfeldern standen,
also paarweise annihiliert und neu erzeugt wurden. Astronomische Beobachtungen zeigen
aber, dass zumindest in dem Teil des Universums, dessen Licht die Zeit hatte, die Erde
zu erreichen, keine Antimaterie mehr vorhanden ist. Die einzige Quelle fiir eine Materie-
Antimaterie-Asymmetrie im Standardmodell ist die CKM-Matrix (doch auch iiber CP-
Verletzung auf dem Leptonensektor wird spekuliert). Es sind Mechanismen bekannt, wie
damit ein Uberschuss an Materie entstehen kann.

Allerdings kann man aus Intensitéat und Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung
auch schliefen, wie grofl der Materieiiberschuss im Vergleich zur Gesamtmasse sein musste,
und er ist im Vergleich zu den theoretischen Modellen deutlich zu gro8.
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1.3 Aufgabenstellung

1.3.1 Das C K M -Unitaritats-Dreieck

Die Beobachtungen, die zur Einfithrung der Quark-Mischungsmatrix Veg s in die Formu-
lierung der Theorie gefithrt haben, waren indes keine kosmologischen, sondern wurden an
Teilchenbeschleunigern gemacht. Bereits 1964 wurde entdeckt, dass sich bei Zerfdllen von
neutralen Kaonen — gebundenen Zustdnden aus einem Strange- und einem Anti-Down-Quark
bzw. umgekehrt — das Kaon und das Antikaon leicht unterschiedlich verhalten. In der weni-
ger fernen Vergangenheit wurde die C' P-Verletzung auch in gebundenen Quark-Antiquark-
Zusténden mit Beauty-Quarks, den B-Mesonen, nachgewiesen. Alle bisherigen Beobachtun-
gen sind im Einklang mit der Erklirung durch die C'K M-Matrix. Deren Eintrige dagegen
sind noch nicht sehr préazise bekannt. Wahrend sich die Betrige der Matrixelemente durch
direkte Messungen von Zerfallsraten der entsprechenden Quarkiibergénge bestimmen lassen
(was wegen des Confinements der Quarks zu Hadronen auch weniger einfach ist als es klingt),
bediirfen die C'P-verletzenden Phasen (3 und 7 eines gesonderten Aufwandes. Hier kommt
das Unitaritéatsdreieck ins Spiel, dessen innere Winkel identisch mit diesen Phasen sind. Eine
genaue Bestimmung dieser Phasen mit mehreren unabhéngigen Methoden liefert Aufschluss
dariiber, ob die C'P-Verletzung im Standardmodell eine treffende theoretische Beschreibung
ist.

Wenn unabhéngige Messungen der Seitenldngen und Winkel sich nicht zu einem damit
konsistenten Dreieck zusammenfiigen liefen, dann kdmen mehrere Moglichkeiten in Betracht:
Zum Beispiel konnte es C'P-Verletzende Effekte jenseits des Standardmodells geben. Oder
die C'K M-Matrix ist nicht unitér, weil sie in Wirklichkeit nur Teil einer grofleren, unitéren
Matrix ist, die mehr als drei Familien von Quarks beschreibt. SchlieSlich konnten in den zur
Messung verwendeten Prozessen neue Wechselwirkungen aufgetreten sein, die den Zusam-
menhang von Messgroflen und C'K M-Parametern veréndern.

Bisher jedoch ergibt sich fiir das C'K M-Dreieck ein konsistentes Bild, das in Abbildung
1.6 gezeigt ist. Die in diesen globalen Fit [3] eingehenden Messgrofien sind:

e Der Betrag |V,q4| aus der Lebensdauer/Zerfallsrate von Kern-(-Zerfillen, freien Neu-
tronen und geladenen Pionen.

Der Betrag |V,s| aus dem Zerfall von Kaonen

|Vea| und |V.s| aus den Produktionsraten von Charm-Hadronen bei tief inelastischer
Streuung von Neutrinos und Antineutrinos an Nukleonen, und aus deren Zerfallsraten

|Vep| aus den Zerfallsraten von B-Mesonen mit einem Charm-Quark im Endzustand

|Vip| aus den Zerfallsraten von B-Mesonen mit leichten Quarks im Endzustand

Der die C'P-Verletzung in der K° — FO-Mischung beschreibende Parameter €
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Abbildung 1.6: Globaler Fit fiir das C'’K M-Dreieck, bei dem die untere Seitenlénge im Vergleich
zu Abb. 1.2 auf 1 skaliert wurde.

e Die zu |V}, V;;|? proportionale Massendifferenz Am, der Eigenzustéinde in der B° ~B-
Mischung

e Die zu |V, t’,§|2 proportionale Massendifferenz Amg der Eigenzusténde in der B, — B,-
Mischung

e sin2f3 aus der C'P-Asymmetrie im Zerfall B — J/{ K2
e sin 2« aus der C'P-Asymmetrie in B — pp-Zerfallen.

Die B-Zerfille sind hier eine besonders reiche Informationsquelle. Die Messungen werden
zwischen inklusiven und exklusiven unterschieden. Bei den inklusiven Messungen wird iiber
alle Endzustiande summiert, die eine bestimmte Quarksorte beinhalten. Theoretisch wird die
Behandlung dadurch sehr viel einfacher, da hier die Details der Quarkbindung zu Hadronen
im Endzustand eine untergeordnete Rolle spielen. Dafiir ist die Messung aller moglichen
Endzustéinde eines Zerfalls experimentell eine grofle Herausforderung. Umgekehrt ist es bei
den exklusiven Zerfillen, wo nur ein ganz bestimmter Endzustand betrachtet wird: Experi-
mentell kann nach diesen Zerfallsprodukten direkt gesucht werden, wiahrend die theoretische
Beschreibung sehr viel schwieriger ist.

Um das reiche Potenzial dieser B-Mesonen auszuschoépfen, wurden mit BaBar und Belle
eigens dafiir ausgerichtete B-Fabriken errichtet. Dabei werden Elektronen und Positronen
kollidiert, und zwar bei der Schwerpunktsenergie, die der Masse des b — b-Bindungszustandes
Y (4S) entspricht. Diese so in groBer Zahl produzierten Y (4S5)-Mesonen zerfallen in B° ~B"-
oder BT — B~ -Paare, deren Zerfiille schlieBlich die gesuchten Informationen liefern. Die B-
Fabriken sind asymmetrisch aufgebaut: Einer der Teilchenstrahlen hat eine deutlich gréfere
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Energie als der andere. Die B-Mesonen werden daher nicht in Ruhe erzeugt, sondern bewegen
sich mit relativistischer Geschwindigkeit vom Wechselwirkungspunkt fort. Durch die Zeitdi-
latation werden so auch die sehr schnellen Oszillationen des B-Systems beobachtbar, und die
Messung von Zerfallsraten in Abhéngigkeit von der Flugstrecke erméglicht die Bestimmung
zeitabhéngiger C' P-Asymmetrien.

1.3.2 B — PP-Zerfaille

Setzt man alle oben aufgelisteten Messungen zusammen, von denen ein Grofiteil aus den
B-Fabriken stammt, dann sind insbesondere die Winkel o und ~ noch mit grofien Unsicher-
heiten behaftet. Hier konnen exklusive Zweikorper- B-Zerfélle in Pionen und Kaonen (leichte
Pseudoskalare P = 7, ) wertvolle Informationen liefern. Uber Pinguin-Diagramme tragen
in diesen Zerfallsprozessen aber mehrere C'K M-Phasen bei, die interferieren. Um sie aus den
Messdaten zu extrahieren, ist daher eine genaue Kenntnis der Bindungseffekte und QCD-
Strahlungskorrekturen notig. Bei gebundenen Zustédnden bricht aber die Stérungsreihe der
QCD zusammen, und man muss Methoden auflerhalb der Storungstheorie finden, um die-
se Effekte angemessen zu beriicksichtigen. Mehrere Ansétze sind dazu gemacht werden, die
entweder versuchen, nichtstérungstheoretische Effekte durch prozessunabhéngige Parameter
auszudriicken, oder den gesamten Prozess durch einen phidnomenologischen Parametersatz
zu beschreiben, dessen Werte aus Fits zu Daten entnommen werden konnen. Zu ersteren
zéhlt zum Beispiel die QCD Faktorisierung, die Vorhersagen in fithrender Ordnung einer
Reihenentwicklung in 1/m; macht. Die Resultate dieser Methode stehen allerdings derzeit
im Widerspruch zu experimentellen Messungen, und die Frage, ob die hoheren Ordnungen
in 1/my, dafiir verantwortlich sind, kann mit der Methode selbst nicht beantwortet werden.

Die Lichtkegel-Summenregeln dagegen ermoglichen es, auch 1/mj-unterdriickte Beitréige
zu berechnen, ohne dabei neue Parameter einzufiihren, die aus Fits an Daten oder anderen
Methoden bestimmt werden miissen. Zu den B — nr-Zerfillen wurden damit bereits einige
dieser Beitridge berechnet, andere konnten aus technischen Griinden noch nicht berticksich-
tigt werden. Durch eine Modifikation der urspriinglich vorgeschlagenen Methode konnen die
fehlenden Teile aber noch hinzugefiigt werden. Dies bildet den ersten Teil der Dissertation.

Die Pionen bestehen aus Up- und Down-Quarks, deren Massen im Vergleich zu Agep
vernachléssigbar gering sind. Die Masse des Strange-Quarks, das in den Kaonen auftritt,
ist dagegen von gleicher GréBenordnung wie Agep. Fiir die Prézisionsmessungen, die zur
Uberpriifung des C'K M-Mechanismus notwendig sind, kann sie nicht mehr vernachlissigt
werden. Und doch wird dies in der Literatur héufig getan, weil einfach keine Informationen
iiber die Unterschiede in der Dynamik von Pionen und Kaonen vorliegen. Gerade wenn man
versucht, die Komponenten der Zerfallsamplituden nur aus Fits an Daten zu bestimmen, ist
man darauf angewiesen, Beitrage in B — 7w und B — K gleichzusetzen, um die Zahl der
freien Parameter zu reduzieren.

Berechnet man die Zerfallsamplituden direkt in Lichtkegel-Summenregeln, dann kann
die Strange-Quark-Masse leicht systematisch beriicksichtigt werden, dies macht allenfalls
die Rechnung etwas komplizierter. Aber auch prozessunabhéingige Parameter, die die Zu-
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sammensetzung des Kaons beschreiben, lassen sich mit QCD Zweipunkt-Summenregeln in
Abhéngigkeit von der Strange-Quark-Masse berechnen. Die Berechnung diese m-Effekte
bildet den zweiten Teil der Dissertation.

Aufbau der Arbeit

Im folgenden zweiten Kapitel werden zunichst die theoretischen Grundlagen vorgestellt.
Im ersten Teil dieses Kapitels wird die gingige Methode der Operatorproduktentwicklung
vorgestellt, mit der storungstheoretisch berechenbare Effekte von den nichtstorungstheore-
tischen Beitrigen getrennt werden kénnen. Der zweite Teil stellt die B — nr-Zerfélle und
die zugehorigen Observablen im Einzelnen vor.

Das dritte Kapitel widmet sich der Berechnung der in Lichtkegel-Summenregeln bisher
fehlenden Beitrédge zu den B — wr-Zerfallsamplituden. Dazu wird zuerst die Methode selbst
vorgestellt, dann werden die neuen Beitrdge, ndmlich harte Emissions- und Annihilations-
diagramme berechnet, und im letzten Schritt werden diese Berechnungen zusammen mit den
schon bekannten Beitrdgen zu den physikalischen Observablen zusammengesetzt, die mit den
Messdaten verglichen werden.

Im vierten Kapitel werden die Effekte der Strange-Quark-Masse m, auf Zerfallsampli-
tuden mit Kaonen statt Pionen im Endzustand berechnet. Im ersten Schritt wird dazu
mit QCD Zweipunkt-Summenregeln die Kaon-Lichtkegel-Verteilungsamplitude berechnet,
die Auskunft {iber die Aufteilung des Kaon-Impulses auf die einzelnen Quarks liefert. Beim
Kaon ist diese Aufteilung im Gegensatz zu der im Pion asymmetrisch. Im zweiten Teil des
Kapitels werden die Beitrige der Quark-Antiquark-Gluon-Konfiguration zum Kaon, in Form
der Normierungskonstante einer entsprechenden Verteilungsamplitude, ebenfalls mit QCD
Zweipunkt-Summenregeln berechnet. Im dritten Teil werden die Effekte der so gefundenen
Unterschiede zwischen Kaon und Pion zusammen mit weiteren, bekannten mg-Beitragen auf
die unterschiedlichen Zerfallsamplituden untersucht.

Publikationen

Die Berechnung der Annihilationsdiagramme in Lichtkegel-Summenregeln wurde zusammen
mit den in den Abschnitten 2.2.4 und 3.4 vorgestellten phdnomenologischen Betrachtungen
in [4] veroffentlicht. Die Resultate fiir die Emissionsdiagramme sind noch nicht veréffentlicht
und in dieser Publikation auch noch nicht beriicksichtigt.

Die Berechnung der Kaon-Verteilungsamplitude wurde in [5] publiziert; die Betrachtung
der mg-Effekte in den B-Zerfallsamplituden zusammen mit der Normierung der Quark-Anti-
quark-Gluon-Verteilungsamplitude in [6]. Bei diesem in Abschnitt 4.3 vorgestellten Teil geht
auch ein Resultat aus der Diplomarbeit [7] ein, was an entsprechender Stelle gekennzeichnet
ist.

An einigen Stellen erschien es mir sinnvoll, Resultate aus den Publikationen zu erwiahnen
oder zu verwenden, die ich nicht selbst und unabhéngig berechnet habe. Diese Stellen sind
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durch eine Zitierung gekennzeichnet, an den iibrigen Stellen wurde auf eine Zitierung der
Publikationen verzichtet.
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Kapitel 2
Grundlagen und Phanomenologie

B-Mesonen zerfallen, weil das enthaltene b-Quark unter Aussendung eines virtuellen W-
Bosons in ein leichteres Quark iibergehen kann. Das W-Boson selbst koppelt sowohl an
Quarks als auch an Leptonen. Fiir den Endzustand gibt es daher drei Moglichkeiten: Beim
rein leptonischen Zerfall annihilieren alle Quarks und als Zerfallsprodukte bleiben nur Lep-
tonpaare [ 7, iibrig. Zerfillt das W in ein Leptonpaar, wahrend die iibrigen Quarks zu neuen
Hadronen gebunden werden, heifit der Zerfall semileptonisch. Die Zerfélle in 77, K7 und
K K gehoren zu den nichtleptonischen Zerféllen, in denen nur Hadronen auftreten und die
Kopplung des W an Leptonen keine Rolle spielt — zumindest in fithrender Ordnung der
elektroschwachen Kopplungskonstanten.

Die Virtualitdt des ausgetauschten W’s ist sehr grof}, denn es ist ca. 20mal schwerer als
das b-Quark. Seine Reichweite und Lebensdauer ist daher extrem kurz, wie allein aus der
Energie-Zeit-Unschérferelation AF - At < 1 (in natiirlichen Einheiten: i = 1) hervorgeht.
Kurz insbesondere im Vergleich zu der rdumlichen Ausdehnung eines Hadrons, die von der
GroBenordnung 1/Agep ist, wobei Agep nur etwa ein Dreihunderdstel von My, ausmacht.
Das legt die Vorstellung nahe, dass der W-Austausch selbst nur an einem Punkt stattfindet
und das zerfallende B-Meson nur den Nettoeffekt, ndmlich die Wechselwirkung zwischen
Quarks an diesem einen Punkt, spiirt. Umgekehrt spielt die Struktur der Hadronen fiir den
W-Austausch selbst keine Rolle.

Die Trennung dieser beiden Bereiche, der W-Austausch einerseits und die Struktur der
Hadronen andererseits, findet in der Operatorproduktentwicklung, die im ersten Abschnitt
vorgestellt wird, eine systematische Beschreibung. Der Grenzfall, dass die Wechselwirkung
an einem Punkt stattfindet, ist darin die Konsequenz einer Reihenentwicklung in 1/My,. Die
Grofen, mit denen in dieser Methode die Zerfallsprozesse beschrieben werden, lassen sich in
drei Klassen unterteilen:

CKM-Matrixelemente. Sie sind die fundamentalen Naturkonstanten, deren Bestim-
mung das Ziel der Untersuchung der B-Zerfille ist, und treten als Kopplung zwischen W
und Quarks auf.

Wilson-Koeffizienten (Physik bei kurzen Absténden). Diese Grofien beschreiben die
Physik bei der elektroschwachen Skala g ~ My,. Hier kann die Storungstheorie verwen-
det werden, sodass auch Strahlungskorrekturen und damit die Effekte der QCD bei kurzen
Abstanden berticksichtigt werden kénnen.
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Hadronische Matrixelemente (Physik bei grofien Absténden). Sie beschreiben, wie
das B-Meson in leichtere Hadronen zerfillt, wobei es den W-Austausch nur als punktformi-
gen Prozess, an dem vier Quarks beteiligt sind, wahrnimmt. Bei der hadronischen Skala
Agep, die ein MaB fiir die Virtualitdten der zu Hadronen gebundenen Quarks ist, verliert
die Storungstheorie ihre Giiltigkeit, was diesen Teil zum schwierigsten macht.

Im zweiten Teil des Kapitels wird eine erste grobe Néherung fiir diese hadronischen Ma-
trixelemente, die ,naive Faktorisierung®, vorgestellt und mit der Datenlage verglichen. An-
schliefend werden Beitriage, die iiber diese Naherung hinausgehen, nach Diagrammtypen
klassifiziert und die dazugehérigen Notationen eingefithrt. Dabei werden auch die iiblichen
Zerlegungen nach Isospin-Komponenten und C'K M-Phasen vorgestellt. Und natiirlich darf
die Betrachtung der C'P-Asymmetrien nicht fehlen.

Wiéhrend die Operatorproduktentwicklung allgemein gehalten ist, werden in diesem zwei-
ten Teil ausschliefSlich die Zerfille B — 7w behandelt. Zerfélle, in denen das Strange-Quark
eine Rolle spielt, also mit Kaonen im Endzustand oder By im Anfangszustand, sind das
Thema von Kapitel 4.

2.1 Operatorproduktentwicklung

In der hier verwendeten Operatproduktentwicklung wird die grofle Masse des W-Bosons
benutzt, um es als physikalischen Freiheitsgrad zu eliminieren. Dadurch wird die eingangs
erwahnte Trennung von der Dynamik bei groflen Skalen und der bei kleinen Skalen erreicht.
Erstere ist dann durch Rechnungen in der Storungstheorie relativ leicht zugénglich. Die
Methode an sich findet auch in vielen anderen Bereichen Anwendung, so zum Beispiel in der
Heavy Quark Effective Theory (Entwicklung in der inversen b-Quark-Masse) oder in QCD
Summenregeln (sieche Abschnitt 4.1.4).

In den betrachteten Prozessen ist das W weder Teil des Anfangszustandes noch des End-
zustandes. In der Storungstheorie bedeutet das, dass in den zugehérigen Diagrammen min-
destens zwei Quark-Antiquark-W-Vertizes vorkommen miissen, oder, formaler ausgedriickt,
in den Greensfunktionen braucht man mindestens zwei Einsetzungen des Wechselwirkungs-
terms. Sie enthalten also das Produkt von zwei Operatoren an verschiedenen Orten. Dieses
Produkt wird nun, entsprechend dem Bild von einem punktférmigen Prozess, in eine Reihe
von lokalen Operatoren entwickelt. Es handelt sich also um eine Operator-Produkt — Ent-
wicklung.

2.1.1 Effektiver Hamiltonoperator

Im Folgenden wird ein Prozess mit vier externen Quarklinien in fithrender Ordnung der
Storungstheorie betrachtet. Die Flavours werden dabei so gewihlt, dass der Prozess auf
Tree-Ebene nur durch Austauch eines W passieren kann, nicht aber durch Z-, Gluon- oder
Photon-Austausch, z.B. b — cud (Abb. 2.1a). Das Produkt von Wechselwirkungstermen, die
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(a) In der vollen Theorie (b) In der effektiven Theorie

Abbildung 2.1: Der Prozess b — cud auf Tree-Ebene

man fiir die Greensfunktion benétigt, ist hier

/d4:c T { (‘;\%V W;J“*(az)) (‘;\j’g WjJV—(O)) } (2.1)

(gw = 2g9 ist die schwache Kopplung und T das zeitgeordnete Produkt). Der Quark-Strom,
an den das W koppelt ist dabei der linkshdndige Vektorstrom

JH = Z Z Vup(UD)v_a, (UD)y_a=Uy,(1—75)D,

U=u,c,t D=d,s,b

in dem die C'K M-Matrixelemente V;p vorkommen, und J¥~ ist der hermitesch konjugierte
Strom. In fithrender Ordnung der Stérungstheorie kann das W-Feld nun nach Anwendung
des Wick-Theorems kontrahiert werden, wodurch der W-Propagator

d4 ; —1 v v M2
it (0) = [ Soeior e 200 W)
(2) q* — Mgy

auftritt (hier in unitérer Eichung). Da alle im Prozess auftretenden Skalen wesentlich unter
der W-Masse My, liegen, kann man dies annidhern durch

) dq ior b G G
iV (2,0) ~ / e T e = G ) (2.2)

Mit dieser Ndherung wird (2.1) zu einem einzigen lokalen Operator
Gr
-0 =—i—

V2

wobei die Fermi-Konstante Gr/v2 = g3 /8MZ, auftritt. Das W kommt jetzt als Frei-

heitsgrad nicht mehr vor. In dieser Betrachtungsweise wurde das W-Feld auskontrahiert.
Stattdessen wird der Prozess durch ein Feynman-Diagramm mit einer lokalen Vierquark-

Wechselwirkung beschrieben (Abb. 2.1b).

JHTL
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Pfadintegralformalismus

Formaler ldsst sich diese Ndaherung im Pfadintegralformalismus beschreiben. Sie liefert iden-
tische Resultate, hat aber grofle Vorteile bei der Beriicksichtigung von Strahlungskorrektu-
ren. Die zentrale Grofle, aus der sich die Greensfunktionen berechnen lassen, ist hier das
erzeugende Funktional

Z [ J¢,Joep,Jorp,Jw]

= / [d¢][dvqep][digep][diw] exp [Z / d'z <£(¢k73u¢k) + ZJWR)] - (23)

Die Integration geht iiber alle Feldkonfigurationen, 1 steht dabei fiir die Fermionfelder,
Yoep fiir die Gluon- ¢grp fiir die Photon- und ¢y fiir die W-Felder. Die J; sind die
zugehorigen Quellstrome. Dabei wurden Z und Higgs von vorn herein weggelassen, da sie in
diesem Fall nicht im Anfangs- oder Endzustand vorkommen und Strahlungskorrekturen mit
Z-und Higgs-Loops so stark unterdriickt sind, dass sie im Folgenden vernachléssigt werden.
Die fiir unseren Fall relevanten Terme der Lagrangedichte sind

gw _ 1 P
E = mJJ(I)W” (.T) —+ hk. — §WJDM Wl, + ERest-

Dabei ist Wj D#W - die Bilinearform in den W-Feldern, die den kinetischen Term und den

— —

Massenterm beinhaltet: D,,, = (qu,, 0a0% — EV@ — Eugy> — Qm%[, 9w~ Uns interessieren

nur Prozesse, bei denen die dufleren Impulse klein im Vergleich zu My, sind. Damit sind
Diagramme mit dufleren 1W-Linien ausgeschlossen und in (2.3) kann der Quellterm Jy ¢y,
gestrichen werden. Der von W abhéngende Teil der Exponentialfunktion kann dann als
Faktor herausgezogen werden:

Z i, Jocp,Joep) = /Hk;éw[dwk] exp [i/d456 (ﬁRest + Z kak])

kAW

X {/[dW] exp {z’/d‘lx (%JJ@)W“(:@ +hk — %W;Dﬂ”wy)]} . (24)

Mit der Definition
Dy —y) = 6"z = y) (9,(0* + My,) — 8,0,)

und nach partieller Integration, wobei eine totale Ableitung verworfen wird, kann man den
Teil in geschweiften Klammern auch dquivalent schreiben als

Ty — / (V] exp [z / iz <2%J;<x)vw () + bk + / d'y W () D (& — y)Wj(y))} |
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Das Integral iiber die W-Feldkonfigurationen [dW] = [dWT][dW ] ist ein Gauss-Integral
und kann analytisch durchgefiihrt werden, das Ergebnis ist bis auf eine globale Normierung;:

.9
Zw ~ exp l/ d4x%g?WJ“+(x)D;l}J”_(:p) .

Setzt man dies in (2.4) ein, dann sieht man, dass man das gleiche erzeugende Funktional
erhélt, wenn man in der Lagrangedichte die Wechselwirkungsterme des W ersetzt zu

1 2
L= 59%JM+(IL')D;V1JV_ ($) + ERest . (25)

Das dabei auftretende Inverse des Operators D, ist nichtlokal, zur einfacheren Behandlung
wird wieder die Koordinatenschreibweise eingefiihrt:

/d4x J“J’(x)D;l}J”_(x) = /d4x dy J*H(2) S, (x —y) T (y).

S, ist darin die Losung der Gleichung

/ d'y D" (x — y)Sa(y — 2) = ¢"\6"(z — 2)

und ist nichts anderes als der Feynman-Propagator in unitirer Eichung:

d'q oy — (G — 6.0,/ Mi)
SW(:E—y):/We q(z—y) ﬂqQ—l]L\/[aV :

Um aus (2.5) wieder eine lokale Lagrangedichte zu machen, wird jetzt die Entwicklung in
1/M?, durchgefiihrt. In fithrender Ordnung ist dann D, (z — y) = 0*(z — y)g,, M/, woraus
sich ganz genau wie in (2.2) der inverse Operator D;l} ergibt, der durch

Guv
SMV('I - y) - ML‘%V(;Ll("L‘ - y)
dargestellt wird. In (2.5) erhdlt man damit wieder eine lokale, effektive Lagrangedichte, die
sich auch als effektiver Hamiltonoperator schreiben lésst:

Heg = 7 (JFJ"~ +hk) . (2.6)

In diesem Formalismus wurde das W-Feld also ausintegriert. Benutzt man nun diesen effekti-
ven Hamiltonoperator in der Storungstheorie, dann erhélt man fiir die Feynman-Diagramme

genau die gleichen Ergebnisse, wie wenn man mit dem vollen Hamiltonoperator arbeitet und
das W-Feld wie anfangs gezeigt auskontrahiert.
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2.1.2 Strahlungskorrekturen und Renormierung
Operatorproduktentwicklung im Allgemeinen

Bis jetzt wurde nur die fithrende Ordnung in der Stérungstheorie und in der 1 /My, -Entwick-
lung beriicksichtigt. Die Form des effektiven Hamiltonoperators (2.6) ist dann relativ einfach.
Unter Beriicksichtigung hoherer Ordnungen wird diese Situation etwas komplizierter, und
(2.6) wird durch eine Reihe von Operatoren ersetzt:

Heﬂ:ZCiOi.

i

Die Koeffizienten ¢; heiflen Wilson-Koeffizienten und beinhalten die Informationen iiber die
Physik bei kurzen Distanzen, also hier iiber das ausintegrierte W-Feld und Strahlungskor-
rekturen, wihrend in den Operatoren O; nur noch Freiheitsgrade auftreten, die bei niedrigen
Energien relevant sind. Die O; kénnen dabei nach Massendimensionen sortiert werden: Der
fiihrende Operator (2.6), Oy = J,J*, hat die Massendimension 6 und der Wilson-Koeffizient
= G—g die Dimension -2. Operatoren mit hoheren Massendimensionen haben entsprechend
Koeffizienten mit hoheren inversen Massendimensionen. Die einzige zur Verfiigung stehen-
de Skala fiir letztere ist dabei die elektroschwache Skala. Werden die Matrixelemente der
Operatoren berechnet, tritt dagegen eine niedrige Skala auf, z.B. A ~ m; in Prozessen mit
dem b-Quark. Operatoren mit Dimension > 6 sind also durch die Koeffizienten mit A /My,
unterdriickt und kénnen getrost vernachlassigt werden. Doch auch in Dimension 6 gibt es
mit Strahlungskorrekturen neue Operatoren.

b — cud: Ein neuer Operator

Als Beispiel wird weiter der Prozess b — cud betrachtet. Die Prozedur ist die gleiche wie
bei dem fiir die Zerfille B — 7w relevanten Prozess b — uud. Allerdings vereinfacht sich die
Situation dadurch, dass es bei b — cud keine QCD-Pinguin-Diagramme gibt und lediglich
ein neuer Operator auftritt.

Das Produkt der Stréome .J J J#~ wird im Folgenden ausgeschrieben und nur der in diesem
Prozess relevante Term (ndmlich der mit den richtigen Quark-Flavours) wird berticksichtigt,

sodass
GF * c c P 7
Heg = %Vcb ud 0101 , 01 = (Cz‘bz‘)V—A(djuj)V—A'

In dieser Schreibweise ist der Koeflizient ¢; dimensionslos und in der bisher betrachteten
fiihrenden Ordnung ist ¢; = 1. Da im Folgenden die Effekte der Starken Wechselwirkung
betrachtet werden, sind die Farbindizes ¢ und j = 1... Ng = 3 ausgeschrieben. Dass auf
O(ag)-Ebene ein neuer Operator eingefithrt werden muss, ldsst sich zundchst anschaulich
verstehen: Wahrend in O; das b und das c-Quark die gleiche Farbe haben, kénnen sie nach
Austausch eines Gluons mit einem anderen Quark auch unterschiedliche Farbe haben. Im
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TR TR
I S

(a) Vertexdiagramme

A =

(b) Selbstenergiediagramme

Abbildung 2.2: O(ag)-Korrekturen zum Prozess b — cud in der effektiven Theorie

effektiven Hamiltonoperator tritt jetzt also der neue Operator Of auf:

GF * c c c — 7
EV% v (€107 +203) O3 = (¢ibj)v—a(djui)v-a.

Die perturbative Bestimmung der Koeffizienten ¢; und ¢y wird im iiberndchsten Abschnitt
gezeigt. Vorangestellt sei zunédchst eine Betrachtung der

Heff -

Divergenzen und Renormierung in der effektiven Theorie

Wie oben bemerkt, ist der durch den urspriinglichen Operator Of vermittelte Prozess Farb-
diagonal:

(b;|Of |cjurdi) tree = A - 6150k

und A wird darin als Farbstruktur-unabhéngige reduzierte Amplitude definiert. In erster
Ordnung Storungstheorie miissen zuerst die Vertex-Diagramme Abb 2.2a berechnet werden.
Dabei treten Ultraviolett-Divergenzen auf, die in D # 4 Dimensionen regularisiert werden
kénnen. Von dem Ergebnis ist fiir die Renormierung nur der divergente Teil interessent, der in
dimensionaler Regularisierung grundsétzlich mit dem Logarithmus der Renormierungsskala
zusammen auftritt:

<b2 | OT ‘ Cj U dl>Vertex

ag 11 ,u2 ,LL2
:A.—[— Agiv +10g 22 ) 6060 — 3 [ Ay + log L) 6,0 ]
Ar 3(d+°gM5V JOK! div T8 ) Gtk F
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£

Abbildung 2.3: Diagramm zur Wellenfunktionsrenormierung fiir Quarklinien. Der divergente An-
teil des Diagramms ist 67, = — 732 Agjy.

Die Punkte stehen fiir endliche, p-unabhéngige Terme. Weiter miissen die vier Selbstenergie-
Diagramme Abb. 2.2b beriicksichtigt werden. Sie miissen aber nicht getrennt ausgerechnet
werden, sondern sind einfach Produkte aus den Diagrammen zur Wellenfunktionsrenormie-
rung (Abb. 2.3), und dem Tree-Level-Matrixelement:

<bi|0§|cjakdl>8elbst =A- 5@'j5kl (4 (521/,) ,

wobei der Vorfaktor 4 der Anzahl der externen Beine entspricht. Schliefilich muss noch die
Wellenfunktionsrenormierung selbst durchgefiihrt werden. Die Divergenz des Diagrammes
Abb. 2.3, die es in der Renormierung zu absorbieren gilt, muss dabei zu gleichen Teilen in
den Spinor des Anfangs- und Endzustandes aufgeteilt werden, wudurch sich die Vorschrift
=1+ %52@1/3 ergibt. Daraus erhélt man einen weiteren Beitrag

1
<bi|0§|cjakdl>Zw =—4A. 5ij5kl 552¢ .
In der Summe ist also
agrll
<bi‘0ﬂcjﬂkdl>0(as) = A'4—; [3 (Adiv + log(/f)) 040kt — 3 (Adiv + 10g(/~¢2)) 5il5jk}

1

= 'Z—; [(Adiv + 108;(#2)) 0ij0k — 3 (Adiv + 108;(#2)) Oaljr + .. } )
wobei der Vorfaktor 4 in der zweiten Zeile wieder allgemein der Anzahl der dufleren Beine
enspricht und 07y, = — 35 Agjy.

Es zeigt sich, dass auch nach der Wellenfunktions-Renormierung noch ein divergenter
Beitrag iibrig geblieben ist, der eine zusétzliche Operatorrenormierung notwendig macht.
Die Tatsache, dass der Vorfaktor von Ag;, nicht proportional zum Tree-Leve-Beitrag ist,
sondern einen weiteren Term ~ §;0,, enthélt, ist der formale Grund, warum der Operator
Of$ eingefiihrt werden muss, dessen Tree-Level-Matrixelement

<bi‘05‘cjakdl>”[‘ree =A- 5il5jk

ist. Auch fiir die Matrixelemente dieses Operators miissen nun die Strahlungskorrekturen
berechnet werden. Dabei ergeben sich auBer den zu (b;|Of|c;trd;) mree und (b;|OS|c;trd;) Tree
proportionalen keine weiteren divergenten Beitrage. Fiir die Konstruktion einer in erster
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Abbildung 2.4: O(ag)-Korrekturen in der vollen Theorie

Ordnung Storungstheorie endlichen effektiven Theorie miissen also keine weiteren Operato-
ren eingefithrt werden. Die divergenten Beitrége lassen sich nun schreiben zu

as

2
(b:|OS |ejund) 5, = [ (b OF |ejiacdi) gy, _3<bi’05’0jﬂkdl>Tree} <Adiv+log ’ )

47 M—‘%V
2
(105l = 5[ 30108t} +(0IOSJcstac) ] (B + 108 )
T My,

Aus diesem Gleichungssystem lésst sich nun ablesen, dass mit der Ersetzung

0 =290, mit 79 =b;+ Mg Ty, Ty = ( ) ) (2.8)
die Matrixelemente der renormierten Operatoren Of in erster Ordnung ag endlich sind.
Dabei wurde die M S-Vorschrift angewendet, in der genau die Terme proportional zu Ay, in
die Renormierungsfaktoren absorbiert werden. Die Matrix I';; ist die Matrix der anomalen
Dimensionen. Da Ag, und log(y?) immer den gleichen Koeffizienten haben, beschreibt diese
Matrix auch die Renormierungsskalenabhéingigkeit der Operatoren. Bevor diese betrachtet
wird, werden zunéchst die Koeffizienten ¢; berechnet:

Anschlussrechnung fiir die Wilson-Koeffizienten

Mit Gleichung (2.7) kénnen wir die Diagramme in der effektiven Theorie als Funktion der
Wilson-Koeffizienten ¢; und ¢y schreiben:

G A .
<bi|Heﬁ|Cjakdl> = 7;‘/;5, u*d Cl<bi|0ﬂcjakdl> + 02<bi‘Og‘Cjﬂkdl>] . (29)

Die Matrixelemente (b;|O¢|c;tid;) werden dabei wie oben auf Einschleifen-Ebene berechnet,
wobei diesmal die endlichen Terme relevant sind, wédhrend nach der oben gezeigten Renor-
mierung keine Divergenz mehr auftritt.
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Zum Vergleich miissen auch die Diagramme in der vollen Theorie berechnet werden (Abb.
2.4). Das Resultat ist nach Wellenfunktionsrenormierung ebenfalls endlich. Es wird mit (2.9)
gleichgesetzt. Dabei miissen die Koeffizienten der zwei auftretenden Farbstrukturen 9;;0;; und
00k, einzeln identisch sein. Man erhélt also zwei Gleichungen, aus denen die Koeflizienten
c¢1 und ¢y bestimmt werden konnen, und an dieser Stelle sei lediglich das Resultat zitiert [8]:

c(p) =1- El (A[jg)
eo() = 351 <AZZ ) . (2.10)

Skalenabhangigkeit und Resummation der Logarithmen

Die Kopplungskonstante ag tritt zusammen mit dem Logarithmus log M"—z auf. Die Storungs-

reihe wird also zu einer Reihenentwicklung in dem Parameter ag log 5. So lange p von der

M2
GroBlenordnung der W-Masse ist, ist dies kein Problem. Bei der Berechnung der hadroni-
schen Matrixelemente miissen aber auch Strahlungskorrekturen bei elner niedrigen Skala

p ~ my, berticksichtigt werden. Dort iibernimmt die Kombination ayg log £ “ dann die Rolle

des Entwicklungsparameters. Offensichtlich gibt es keine Skala p, bei der belde Logarithmen
gleichzeitig klein sind.

Das Problem kann mit Hilfe der Renorm1erungsgruppenglelchung gelost werden, indem
bei der niedrigen Skala u ~ my die groBen Logarithmen log -t A resummiert werden. Auf

diese Weise ist sichergestellt, dass die Stérungsreihe konvergent bleibt. Man macht sich
dabei zu Nutze, dass physikalische Matrixelemente nicht von der Skala p abhéngen diirfen.
Angewendet auf (2.9) bedeutet dies ausgeschrieben:

d
Toa s (izl;Qci(Oi)> —=0. (2.11)

Die p-Abhéngigkeit der Matrixelemente kann jetzt von (2.8) abgelesen werden, denn wie
bereits bemerkt sind die Koeffizienten von log(u?) und Ay, identisch und im M S-Schema
hingen die anomalen Dimensionen I';; nicht von der Renormierungsskala ab. Beim Einsetzen
in Gleichung (2.11) wird nur die fithrende (erste) Ordnung der Kopplungskonstanten ag
beriicksichtigt, sodass die Tree-Level-Matrixelemente eingesetzt werden konnen, wenn der
Vorfaktor schon von der Ordnung O(ag) ist:

de;
Z C; (2 aS Tree) ci Tree =0.
— 4m

- dlog,u

Da die Tree-Level-Matrixelemente unterschiedliche Farbstrukturen haben, gilt diese Glei-
chung separat fiir die Koeffizienten von (O1)1yee und (Osg)yee:
de; Qg

_ 98 AP,Z_:_Q 1"T = 1,2. 2.12
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Die Kopplung ag hingt dabei mit (1.2) ebenfalls von der Renormierungsskala ab:

dOéS

o’ 2
=282 =11-=
dlog,u BO 471" ﬁo 3nf7

was bei der Losung der Differenzialgleichung (2.12) zu berticksichtigen ist. ny ist die Anzahl
der aktiven Flavours mit Masse m < g und in unserem Fall ist m, < p < My, < m; sodass
ny = 5.

Die Differenzialgleichung wird am einfachsten durch Diagonalisieren der Matrix I'" gelost.
Die diagonale Basis ist cx = 1/2(¢1 £ ¢3), und nach Separation der Variablen erhilt man aus
(2.12) [8]:

exl) (M)“&/?ﬁo

i (Mw) as(p)
1
Diese Evolution entspricht der Resummation aller Terme (ozg log A’;—;) ,n = 0...00.
w

Wird die Anschlussrechnung bei der Skala y = My, auf Tree-Ebene durchgefiihrt, erhdlt man
damit die Wilson-Koeffizienten bei der niedrigen Skala p ~ m,, in , fithrender logarithmischer
Ordnung“ (LLO=leading log order). Um auf die ndchsthéhere Ordnung zu kommen, miissen
die anomalen Dimensionen auf Zweischleifen-Ebene berechnet und die Anschlussrechnung
auf Einschleifen-Ebene durchgefiihrt werden. Im Ergebnis erhélt man die Summe aller Terme

Qg - (a s log A’;—%) . Diese néchstfithrende logarithmische Ordnung (NLO=next-to leading log

order) ist mittlerweile vollstéindig bekannt.

2.1.3 Heg fir B - 7w

In den B — mw-Zerfallen miissen auf Quark-Ebene anstelle von b — cud Prozesse betrach-
tet werden, die nur leichte Quarks (u,d) im Endzustand haben. Das Bild wird allerdings
nur vollstéindig, wenn auch schwerere Quark-Antiquark-Paare zugelassen werden, denn diese
konnen spéter (d.h. auf langen Distanzen) wieder zu leichten Quarks annihilieren. Die Si-
tuation wird jetzt dadurch komplizierter, dass z.B. im Prozess b — uud auch QCD Pinguin-
Diagramme wie in Abb. 2.5a erlaubt sind. Dadurch tritt eine ganze Reihe neuer Operatoren
auf, die sich in Flavour- Farb- und Dirac-Struktur unterscheiden. Elektroschwache Loop-
Diagramme, die zusétzliche elektroschwache Pinguin-Operatoren erzeugen, kénnen fiir die
Zwecke dieser Arbeit vernachlissigt werden.
Der vollstandige effektive Hamiltonoperator fiir B — nr-Zerfille lautet damit [9,10, 8]

Gr

Her = —=
RV

{)\u (e1 0% + ¢, O%) + Ao (¢1 OF + ¢ OF)

+ O+ A) [zﬁ: 3 ol + 089089} } hk . (2.13)

1=3 q=u,d,s,c,b
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(a) In der vollen Theorie: Diagramm (b) In der effektiven Theorie:
fiir die Anschlussrechnung in NLO Diagramm fiir die anomale
Dimension in LL

Abbildung 2.5: QCD Pinguin-Diagramme, die zu Heg fiir B — w7 beitragen

Die Operatoren sind unter Ausschreibung der Farbindizes ¢ und j die Vierquark-Operatoren

Oi] = (q__l'bl)va(djqj)V*A Og = ((j_ibj)V,A(dqu-)V,A (Strom—Strom)
03 = (dibi)v-a(@gj)v-a O = (dibj)v-a(gia;)v-a (QCD Pinguine)
O (dibi)v-a(Giq;)vea  Of = (dibj)v—a(q;qi)vsa

sowie der gluonische Pinguin

Ogy = — 8g7:2 Mo (1+5)G™b.

Der ﬁ—u\t, der renormierte Operatoren kennzeichnet, wird jetzt und im Weiteren nicht mehr
ausgeschrieben. \, = V, Vi, (p = u, ¢, t) sind schlieBlich die C'K M-Faktoren und es wurde
die Unitaritat der C'K M-Matrix ausgenutzt, indem A\, = —(\, + A.) gesetzt wurde. In der
Wolfenstein-Parametrisierung (1.1) sind A, A. und A, alle von der gleichen Gréfenordnung
A3

Um das Skalenverhalten der Wilson-Koeffizienten zu bestimmen, miissen neben den Ver-
tex-Diagrammen, die analog zu Abbildung 2.2a sind, auch Pinguin-Diagramme wie in Ab-
bildung 2.5b beriicksichtigt werden. Fiir die Anschlussrechnung (in néchstfithrender loga-
rithmischer Ordnung) miissen sie mit der Berechnung in der vollen Theorie — einschlielich
Vertex- und QCD Pinguin-Diagrammen — gleichgesetzt werden. Dabei kénnen im Vergleich
zu der elektroschwachen Skala alle Quarkmassen bis auf die des Top-Quarks vernachléssigt
werden, sodass man als Resultat Funktionen von m, /My, erhilt, wie sie z.B. in [11,12,13,14]
berechnet wurden. Diese Funktionen &ndern sich, wenn Physik jenseits des Standardmodells
betrachtet wird, deren neue Teilchen in den Loop-Diagrammen beitragen. Die Physik bei
niedrigen Energien, die fiir die Matrixelemente der effektiven Operatoren relevant ist, wird
dagegen nicht beeinflusst.

Die Wilson-Koeffizienten héingen von dem Renormierungsschema ab, in dieser Arbeit wird
das giingige M S-Schema verwendet. In den Kopplungen des W an die Quarks tritt weiter-
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el f
1% C1 Co C3 Cy Cs Cg C8q

24 GeV | 1,124 0272 0,020 -0,047 0,010 -0,060 -0,166
48 GeV | 1,073 -0,174 0,013 -0,034 0,009 -0,038 -0,149
9,6 GeV | 1,039 -0,100 0,008 -0,024 0,006 -0,025 -0,135

Tabelle 2.1: Wilson-Koeffizienten in NLO im M S-Renormierungsschema mit NDR bei verschie-
denen Renormierungsskalen .

hin die Matrix ~; auf, die in dimensionaler Regularisierung besondere Beachtung benéotigt.
Auf Ein-Loop-Genauigkeit kann jedoch konsistent das Schema der ,,Naiven dimensionalen
Regularisierung® (NDR) verwendet werden [15], in dem =5 auch in D # 4 mit den iibrigen
Gamma-Matrizen antikommutiert. Auch von dieser Wahl héngen die Wilson-Koeffizienten
ab. Thre Werte sind in der Storungstheorie bereits eine Ordnung genauer als hier vorgestellt,
d.h. auf Zwei-Schleifen-Ebene, bekannt. In dem gewihlten Schema kénnen sie z.B. [16] ent-
nommen werden und sind in Tabelle (2.1) fiir verschiedene Wahlen der Renormierungsskala
gelistet. Die Abhéngigkeit von der Skala muss (ebenso wie die Schemenabhéngigkeit) von
den Matrixelementen der effektiven Operatoren kompensiert werden. Daher ist es aufschluss-
reich, spater die Zerfallsamplituden bei verschiedenen Wahlen fiir die Renormierungsskala
auszurechnen und zu iiberpriifen, ob die Abhangigkeit tatsichlich schwach ist. Ist das nicht
der Fall, deutet dies auf grofe Beitrdge von hoheren Ordnungen in der Stérungstheorie hin.

2.2 Phdnomenologie

Mit dem effektiven Hamiltonoperator (2.13) ist die Dynamik bei kurzen Distanzen also
bekannt und wir kénnen uns dem schwierigen Teil zuwenden, ndmlich den hadronischen
Matrixelementen von Heg. Dazu wird zuerst gezeigt, wie man mit der Isospin-Symmetrie
eine Relation zwischen den Zerfallsamplituden herleiten kann, sodass nur noch zwei statt
drei Amplituden berechnet werden miissen.

2.2.1 lIsospin-Symmetrie

Die Kopplung von Gluonen und Quarks ist vom Quarkflavour unabhéngig. Insbesondere
verhalten sich Up- und Down-Quark gleich, wenn man ihre Massen vernachlissigt (es ist
sogar ausreichend, die Massendifferenz zu vernachlissigen). Daher kann man sie in einem
[sospin-Dublett zusammenfassen, und

(HPP I =0, (2.14)
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wenn I der Generator des [sospins ist. Diese Symmetrie gilt natiirlich auch fiir stark gebun-
dene Zusténde. Die Pionen bilden das zugehorige Isospin-Triplett:

7") = |ud) =i =1,i, = 1)
0y = L 1) — |ut)) =
%) = ﬂ(ldd> ut)) =11,0)
|n~) = —|da) =1,-1) . (2.15)

Die Vorzeichen ergeben sich durch die Konvention, dass sich u und d wie ein Isodublett und
d und —u wie ein Antidublett transformieren.

Ein Zwei-Pion-Endzustand lésst sich folglich in seine Gesamtisospin-Komponenten |7, 1)
zerlegen. Dabei muss beachtet werden, dass sein Gesamtdrehimpuls J wie der des B-Mesons
0 sein muss. Auch die Pionen einzeln haben J = 0, sodass der Zustand symmetrisch unter
Vertauschung der Pionen sein muss:

(|mrime) + |mam)) -

1
|Ti7m2) = ﬁ

Dadurch verschwindet die I = 1-Komponente und durch Einsetzen der Clebsch-Gordan-

Koeffizienten erhilt man
1 2
) = \ﬁ|2,o> + \ﬁ|o,o>

|7°7%) = \[|20 \[mo

’7T_7T0> = [2,—-1)

‘§0> und ‘B’> bilden ein Isodublett. Nach dem Wigner-Eckart-Theorem héngen die Ma-
trixelemente (1/2;£1/2|Heg1; —1...1) mit (2.14) nicht von der Komponente I, ab, sodass
sich die Ubergangsamplituden durch die reduzierten Isospin-Amplituden Ag ~ (1/2|[Hegl||0)
und Ay ~ (1/2||Heg||2) ausdriicken lassen:

<7T+7T_‘Heﬂ“§0> = A2+Ao
<7T07T0‘Heg‘§0> = 2./42—./40

— 0 _ o i
(7’ |Het| B™) = ﬂAQ. (2.16)

Daraus lasst sich direkt die bekannte Isospin-Relation der Zerfallsamplituden ablesen [17]:
A(B — 7t +A(B — 1'7°%) = \/§A(B_ — 7). (2.17)

Den effektiven Hamiltonoperator (2.13) kann man nun ebenfalls nach den Isospin-Kom-
ponenten zerlegen, die zu den Amplituden Ay bzw. A, beitragen. Wahrend die Operatoren
O} und O% sowohl Al = 1/2 als auch Al = 3/2-Komponenten haben, haben die Pinguin-
Operatoren O;, g5, Al = 1/2 und tragen nur zu Ay bei.
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Abbildung 2.6: Naive Faktorisierung: Unterteilung von B — 7m in zwei Teilprozesse

2.2.2 Naive Faktorisierung

Um eine Naherung fiir die hadronischen Matrixelemente zu erhalten, wird der Prozess
B — 7 jetzt wie in Abbildung 2.6 gezeigt in zwei Teilprozesse zerlegt: Erstens bildet ein
leichtes Quark-Antiquark-Paar aus dem schwachen b-Zerfall ein Pion, das aus dem Wechsel-
wirkungspunkt ,emittiert“ wird. Wahrenddessen nimmt zweitens das iibrige leichte Quark
aus dem Zerfall den Platz des b-Quarks ein und bildet mit dem Spectator-Quark, das nicht
am schwachen Prozess beteiligt ist, das zweite Pion: Dieser Teil ist also ein B — 7-Ubergang.

Die Pionen sind sehr leicht, sodass jedes Pion im Ruhesystem des B die Energie mp/2
trégt. Gluonen mit niedriger Virtualitit (]¢°| ~ Ajop) sehen diese energetischen Pion-
Zusténde als insgesamt farbneutral und koppeln daher nicht [18]. Die Effekte von hochvirtu-
ellen (|¢*| > Aj¢p) Gluonen sind dagegen mit «g unterdriickt. Die ,naive Faktorisierung*
genannte Ndherung besteht jetzt also darin, jede Wechselwirkung zwischen den beiden Teil-
prozessen (z.B. Austausch von Gluonen, Quark-Schleifen) zu vernachléssigen [19]. Im Folgen-
den werden dazu alle Pinguin-Operatoren Os...¢ g, vernachléssigt, da die Wilson-Koeffizienten
vergleichsweise klein sind. Fiir die Vierquark-Operatoren Ojs..4 zumindest erhélt man aber
auch in naiver Faktorisierung Ausdriicke. Da der Endzustand kein Charm enthilt, tragen
damit unter den Strom-Strom-Operatoren nur O} und O} bei. Deren Matrixelemente wer-
den in zwei unabhéngige Matrixelemente, die den Teilprozessen entsprechen, faktorisiert.
Fiir das Matrixelement von O7 in B’ — rta~ bedeutet dies z.B.:

(77 |OY[B’) | = (7 [(du)y—a|0) (m | (@b)y_a | B7) . (2.18)

Den Operator O kann man durch die Identitét (¢*);;(t*)n = % (5il5kj — éézjékl) fiir die
Farbmatrizen als Kombination von Farbsinglett- und Farboktettstromen schreiben:

1 — ~ —
0y = 301 +20¢, Of = (ut*D)y_a(di*u)y_a. (2.19)

t* sind die SU(3)-Generatoren mit Tr(tt*) = 26”° und die gleiche Formel gilt auch mit
u — ¢, was erst spéter gebraucht wird. In der Faktorisierung (2.18) verschwinden die Ma-
trixelemente der Farboktettstrome, denn die Hadronen sind farbneutral. Die Matrixelemente
der Farbsinglettstrome dagegen sind die Pion-Zerfallskonstante

(7 (@) ]wy,75d]|0) = =i frqy, (2.20)
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und der B — w-Formfator f2_, der iiber

(m(p)|a,b| Blp + q)) = 20uf 50(6°) + 4 (f5,(6) + [5.(d7)) (2:21)

und
2 2

19.() = (1 - q—) i)+ — L (P (@) + (@)

m%i —m m% —m2

definiert ist. In (2.18) eingesetzt erhdlt man damit die faktorisierbare Zerfallsamplitude
G F/, 4+ _ —0 .GF 2 2
—(n"n |O}|B =i—(m% —m2) % (m2)f..
\/§< ‘ 1‘ >fakt \/5( B ﬂ)fBT(‘( 7T)f

Wiéhrend f,; experimentell zu f, = 131 MeV gemessen wurde [20], ist die Bestimmung
von f%  deutlich schwieriger. Die Extraktion aus semileptonischen Zerfallraten in B — i
setzt eine genaue Kenntnis von |V,;| voraus. In Gitter-QCD ist die Bestimmung wegen des
groflen Impulses des Pions ebenfalls schwierig. Die zuverldssigste Vorhersage in diesem kine-
matischen Bereich liefern die Lichtkegel-Summenregeln [21]. Die Pion-Masse, die im chiralen
Limes m,,, my — 0 verschwindet, wird von jetzt an vernachléssigt. sodass der Impulsiibert-
rag ¢> = 0 gesetzt wird. An dieser Stelle ist f5_(0) = 0 und f7_(0) = f2.(0) = f5.(0), fiir
dessen Wert

Aﬂ'ﬂ' =

fBx = 0.26 £0.05

aus [22] eingesetzt wird. Dabei wurde anstelle der quadratischen Fehleraddition, die am Ende
von Kapitel 3 durchgehend verwendet wird, eine konservativere Fehlerabschitzung gewihlt!.

Der chirale Limes m, = mgy = m, = 0 wird fiir die gesamte weitere Rechnung verwendet.
Dabei ist anzumerken, dass ein Vorfaktor p, = m?2/(m,, +my) auftritt, wenn die Matrixele-
mente der vorerst vernachléssigten Pinguin-Operatoren Osg mittels der QCD Bewegungs-
gleichungen auf die von Oy zuriickgefiihrt werden (in naiver Faktorisierung). Wichtig ist,
dass p, im chiralen Limes endlich bleibt und daher so beriicksichtigt wird, wie es ist.

Analog zu (2.18) lassen sich auch die tibrigen Zerfallsamplituden darstellen. In B~ —
7Y gibt es zwei Arten, die Quarks aus dem b-Zerfall zu den Mesonen zu gruppieren: Das
Spectator-Quark kann entweder im 7° oder im 7~ gebunden werden. Im ersten Fall ist der
Prozess identisch zu B. — 77~ bis auf Austausch des Spectator-Quarks, wodurch sich mit
(2.15) ein Vorfaktor (7°|uu)(r~|du) = % aus dem Flavour-Raum ergibt:

-0 u - 1 +, - u| Y
(nm ’Ol,B >fakt,[ - E@ @ ’Ol,B >fakt

Im zweiten Fall wird am elektroschwachen Vertex die Rolle von u- und d-Quarks vertauscht,
wodurch in (2.18) der Operator O} zu OY in seiner Fierz-transformierten Form

O;‘ = (ﬂu)\/,A (CZZ))V,A

!Die Unsicherheit aus der Pion-Verteilungsamplitude wurde linear zu den iibrigen Unsicherheiten addiert.
Siehe Abschnitt 3.4.2 ab Seite 102.
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a) Vertex-Diagramme (Term 77 in (2.23))

(b) Harte Spectator-Diagramme (Term 77! in (2.23))
Abbildung 2.7: Emissions-Diagramme im QCD Faktorisierng

wird. Diesmal ist es also O, der durch eine Fierz-Transformation auf die Form von OY
gebracht werden muss:

B 1 L B
O? = (aiuj)V—A<djbz’)V7A = gOg + 20;, Og = (ﬂt“u)V,A(dt“b)V,A (2.22)

Nach der Faktorisierung, die sich in diesem Fall

(m 708 B7) pose 1y = (m° | (@)y—a|0)(x~ | (b)v-4| B7)

liest, verschwinden dann wieder die Farboktettstrome in 63 Die Zerfallsamplitude fiir B —
7079 ergibt sich dann mit der Isospin-Relation (2.17) aus den anderen beiden. Die Ausdriicke
fiir die Zerfallsamplituden in naiver Faktorisierung sind schlieflich:

AB =7t ) = A (cl(u) + 1c2<u))Am

3
(el + ) A
1

AB’ = %) = A, (gcl(,u) + CQ(M))AW.

A(B_ — 7T_7TO) =y

2.2.3 QCD Faktorisierung

Die Grenzen der naiven Faktorisierung erkennt man durch Betrachten des Skalenverhaltens
der Gleichung (2.18): Der Operator auf der linken Seite wurde renormiert und das Matrix-
element héngt von der Renormierungsskala p ab. Diese Abhéngigkeit wird durch die der
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Wilson-Koeffizienten kompensiert. Auf der rechten Seite stehen Matrixelemente von renor-
mierungsinvarianten Vektor- bzw. Axialvektorstromen. Die Skalenabhéngigkeit der Wilson-
Koeffizienten iibertréagt sich also direkt auf die Vorhersagen der naiven Faktorisierung.

Um dieses Problen zu beheben, wurde die QCD Faktorisierung 23,24, 25] entwickelt. Da-
bei wird die Forderung, dass zwischen den beiden Teilprozessen in Abbildung (2.6) keine
Wechselwirkung stattfindet, fallen gelassen (die Methode macht auch Aussagen iiber Dia-
gramme, bei denen nicht wie in der Abbildung gezeigt ein Pion aus dem Wechselwirkungs-
punkt emittiert wird, die folgende Diskussion sei aber auf die Diagramme vom Typ Emission
beschrankt). Die Effekte ,weicher®, das heifit wenig virtueller Gluonen verschwinden aber
wegen der bereits erwdhnten Farbneutralitdt energetischer Pionen im Limes m;, — oo und
werden weiter vernachléssigt, sodass man in QCD Faktorisierung den fithrenden Term einer
Reihnenentwicklung in Agcp/my erhélt. Fiir die ,harten (hochvirtuellen) Gluonen gilt da-
gegen die Storungstheorie. In néchstfithrender Ordnung bestehen die Korrekturen also aus
den perturbativen Diagrammen in Abbildung 2.7. Genau diese Diagramme kompensieren
dabei die Skalenabhéngigkeit der Wilson-Koeffizienten in néchstfithrender Ordnung O(ag).

Die Matrixelemente lassen sich dann schreiben als:

(w7 OFF) = fon0) | du T (won) + [ dudv T 00)(€)n(0) o).

(2.23)
Der erste Summand entspricht den Vertexdiagrammen Abb. 2.7a. Dabei werden den beiden
Quarks, die das emittierte Pion bilden, die Impulse u ¢ bzw. (1 —u) ¢ zugewiesen; die Vertei-
lungsfunktion ¢, (u) ist ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit, solch eine Impulskonfiguration
mit gegebenem u im Pion zu finden (sie ist identisch zu der Verteilungsfunktion, die spéter
in den Lichtkegel-Summenregeln verwendet wird). Setzt man weiter voraus, dass sich auch
die an der Wechselwirkung beteiligten Quarks im B — 7w-Ubergang wie freie Quarks mit
On-Shell-Impulsen bewegen (was im Limes m;, — oo erfiillt ist), kann man letzteren auf den
B — m-Formfaktor fg, zuriickfithren.

Der zweite Summand in (2.23) entspricht den Diagrammen in Abb. 2.7b mit harter
Spectator-Wechselwirkung. Auch bei der Berechnung dieser Diagramme werden alle externen
Quarkimpulse On-Shell gesetzt; dabei tritt auch die Funktion ¢g(€) auf, die die Impulskon-
figuration im B-Meson beschreibt.

Zu bemerken ist, dass Diagramme mit Gluonaustausch innerhalb der Teilprozesse nicht
hinzugenommen werden diirfen, denn diese sind bereits in den nichtperturbativen Gréfien
fr und fp, enthalten.
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2.2.4 Theorie und Daten

Die Verzweigungsraten der B — mw-Zerfélle wurden zu

Br (BT — ntn’)= (5,54+0,6) x 107°
Br (B =7t )= (50+£04) x 107" (2.24)
Br (B — n7%) =(1,45410,29) x 107°

gemessen [26]2. Dies wird im Folgenden den Vorhersagen der naiven Faktorisierung ge-
geniibergestellt. Die Beriicksichtigung der Korrekturen z.B. aus der QCD Faktorisierung
andert das Bild nicht qualitativ (was von vorn herein nicht selbstversténdlich ist, sondern
sich aus der expliziten Rechnung ergibt), macht sie aber uniibersichtlicher und wird daher
fiir den Moment weggelassen.

Um aus den Zerfallsamplituden die Zerfallsbreite zu erhalten, muss noch die Zweikorper-
Phasenraumintegration durchgefiihrt werden, die bei Vernachlissigung der Pion-Masse sehr
einfach ist, und im Ruhesystem des B-Mesons (cm) gilt:

1 dQen 1 (2|7 ]
1—‘7r7r e B 2 S 5
2mB|A( - 7r77)| / 4r 8w (Ecm )

. m
Ecm =mpg, p7T| = TB
1
= B 2,
Tl ]

Nach Multiplikation mit der B-Lebensdauer erhélt man das Verzweigungsverhéltnis

F’TI'T('

Br (B — ) = T
tot

:Fﬂ—ﬂ'TB.

Bei dem Verzweigungsverhiltnis fiir B’ — 7% kommt noch ein kombinatorischer Faktor
1/2 hinzu, da der Endzustand zwei identische Teilchen enthélt.

Als erstes kann man durch Umstellen der Isospin-Zerlegung (2.16) das Verhéltnis der
I[sospin-Amplituden Ay und A, bestimmen:

-2

)

| Aol _ \/3[Br (B — 797%) + Br (B® — 7T+7T_)] TB-

| As| Br(B— — n—nY%) TRo

und mit 75- /70 = 1,075 £ 0,009 [26], ist das Resultat

| Aol
Mol 1334031, 2.25
VN (2.25)

2Wihrend die Amplituden in dieser Arbeit fiir B~ und B’ geschrieben werden, sind alle Verzweigungs-
verhéltnisse wie allgemein iiblich C'P-gemittelt.

45



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND PHANOMENOLOGIE

Dabei wurden direkt die C'P-gemittelten Werte (2.24) verwendet, die C'P-Asymmetrien der
Zerfille also vernachléssigt. In diesem Verhéltnis kiirzen sich die hadronischen Matrixele-
mente heraus, wenn man die naive Faktorisierung zu Grunde legt, und es bleibt einzig ein
Verhéltnis von Wilson-Koeffizienten iibrig:

Ay 5 (a(u) - cz<m/5> |

Ay 4\ e(p) + ea(p)

Da Effekte der starken Wechselwirkung bei den Matrixelementen vernachldssigt wurden,
werden auch die Wilson-Koeffizienten hier nur in fiithrender logarithmischer Ordnung ein-
gesetzt. Um die Skalenabhéngigkeit abzuschitzen, wird das Verhéltnis bei p = m;/2 und
= my sowie, zu illustrativen Zwecken, bei u = My, ausgewertet. Mit

ca(lp=mp/2) =1,169 co(pp=my/2) = —0,361
ca(lp=mp) =1108 co(p=my) = —0,249
alp=mw) =1 c(p=mw) =0
ist dann
AO 17927 :u:Tnb/2
e =< 1,68, u=my
2 1,25, 1= My .

Mit dem Messwert (2.25) ist dies nur bei u ~ My, konsistent, fiir solch eine Wahl von p gibt
es aber keine physikalische Motivation.

Ob die Abweichung in A4 oder As oder beiden liegt, kann anhand der Verzweigungsverhélt-
nisse untersucht werden. Fiir die Amplitude A, geniigt die Betrachtung von Bt — 7t7%
In diesem Zerfall trigt Ag nicht bei. Zur Auswertung wird noch das C'K M-Matrixelement
Vs = (4,2240,1140,24) x 1072 [26] bendtigt, wobei statistischer und systematischer Fehler
quadratisch addiert werden, und das Resultat ist

(57725 £0.7) x 1076,y = my/2
BR(B" — 7t 7% faer = { (647575 £0.8) x 1075, p = my,
(87135 £1.1) x 1075, = My, .

Der erste Fehler ist der des Formfaktors, der zweite der von |V|. Bei der physikalisch
sinnvollen Skala pu ~ m/2...my stimmt dies zufriedenstellend mit dem experimentellen
Messwert {iberein.

Anstatt den Formfaktor fg,(0) aus Lichtkegel-Summenregeln zu bestimmen, kann man
ihn auch aus dem semileptonischen Prozess B° — 7~ ("1, bestimmen. Allerdings tritt hier
nur fg, bei positivem Impulsiibertrag ¢® auf, aus dem aber iiber die Parametrisierung [27]

1

wa(C] ) = an(O)NBn(C] )> Npr = (1 — qz/mQB*) (1 _ &BWQQ/WZB*)
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der Wert bei ¢ = 0 extrapoliert werden kann. Aus einem Fit an die Daten wurde ap, =
0,61 £ 0,09 bestimmt. Im Quotient der Verzweigungsverhéltnisse kiirzt sich fp.(0) dann
heraus, ebenso wie |V|:

2
R r— T CI M) = (=)

TBy

Br(BY = m=ltu) g pmommn oo (B2 - n2)92| Niw (g2)

Mit Br (B® — 771"1,) = (1,36 - 0,11) x 10~* erhilt man schlieBlich

(3,6£0,3+£0.4) x 1070,y = my/2
Br (BT — w+7r°)fm =< (414+0,3+£05) x 1075, = my
(5,6 £0,5+0,6) x 1079, u = My

Auch dies stimmt im Rahmen der Ungenauigkeiten in zufriedenstellender Genauigkeit mit
den gemessenen Raten iiberein. Der Zerfall Bt — 7%7" und damit der Betrag |A;| wird
also offenbar durch die naive Faktorisierung gut beschrieben.

Bei den Zerfillen des BY ist die Situation aber eine andere. In naiver Faktorisierung ist:

Br (B’ — nf17) (u = my/2;mbymy) = (10,15 9,65 9,1) x 107°
Br (B — 7%7°) (n = my/2;mb;my,) = (0,006; 0,065 0,5) x 107°,

was deutlich von den Messdaten abweicht, und zwar mit unterschiedlichem Vorzeichnen.
Auch bei der Skala p ~ myy ist die Ubereinstimmung nicht wesentlich besser. Erinnert
man sich daran, dass Ag in den beiden Zerfallsamplituden mit unterschiedlichem Vorzeichen
beitragt, so sieht man, dass in dieser Isospin-Amplitude offenbar ein grofler Beitrag fehlt,
um die Daten zu erkléaren.

2.2.5 Nichtfaktorisierbare Beitrage und Zerlegung der
Zerfallsamplituden

Die naive Faktorisierung hat angenommen, dass eines der Pionen direkt aus dem elek-
troschwachen Vertex emittiert wird. Dies ist zwar in der Tat der dominante Prozess, es sind
aber auch andere Mechanismen moglich. Um diese zu klassifizieren, wird jetzt unterstellt,
dass die Mesonen im Anfangs- und Endzustand als Quark-Antiquark-Paare beschrieben wer-
den, die sich als Quarklinien durch den Prozess verfolgen lassen. In der QCD Faktorisierung
trifft dies offensichtlich zu, ebenso aber in Lichtkegel-Summenregeln. Die vier moglichen Dia-
grammklassen sind in Abbildung 2.8 aufgelistet. Die Einteilung geschieht dabei unabhéngig
von der Kopplung an (perturbative oder nichtperturbative) Gluonen; sie richtet sich nur
nach dem Quarkfluss. Je nach Methode tragen einige Diagrammtypen iiberhaupt erst bei,
wenn zusétzlich Gluonen ausgetauscht werden. In [28] wurde gezeigt, dass diese Aufteilung

47
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(a) Emission (b) Pinguin
(¢) Annihilation (d) Pinguin-Annihilation

Abbildung 2.8: Diagrammtypen in B — 7w

nach Diagrammen auf eine Renormierungsschemen- und Skalen-unabhéngige Weise gemacht
werden kann.

Bezeichnet man den Beitrag der Diagramme vom Typ D, bei denen als elektroschwacher
Vertex der Operator O; eingesetzt wird, zur B — 7wr-Zerfallsamplitude mit <7T7T}OZ~}B> D
dann kann die gesamte Zerfallsamplitude als Doppelsumme iiber die Operatoren und Dia-
grammtypen geschrieben werden:

A(B — 7T7T) = % ZXD:CZ- i <7T7T}OZ-}B>D

(Es gibt also auch Emissions-Diagramme mit Pinguin-Operatoren und Pinguin-Diagramme
mit Strom-Strom-Operatoren!).

Ein-Gluon-Na&herung

In der naiven Faktorisierungsformel (2.18) wurde der Austausch von Gluonen zwischen den
Teilprozessen vernachléssigt. Ab jetzt werden allgemein auch alle Prozesse betrachtet, bei
denen ein Gluon ausgetauscht wird, Prozesse mit zwei und mehr Gluonen werden weiter
vernachléssigt. Wie die Gluonen beschrieben werden, wird dabei offen gelassen, und der Be-
weis, dass der Mehr-Gluon-Austausch hinreichend stark unterdriickt ist, muss in der jeweils
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verwendeten Rechenmethode noch erbracht werden. In QCD Faktorisierung zum Beispiel
bringt jedes zuséitzliche Gluon einen Faktor ag(my).

In dieser Ein-Gluon-Naherung ist die Zerlegung (2.19) der Vierquark-Operatoren nach
Farbsinglett und -Oktett weiter hilfreich. Die Matrixelemente der Singlett-Strome mit Ein-
Gluon-Austausch verschwinden namlich. Andererseits verschwinden die Matrixelemente der
Oktettstrome in naiver Faktorisierung (ohne Gluon-Austausch):

<7T+7T_ ‘0101{ + CQO§‘§0>E = <7T+7T_‘ <01 + 6—32) O} +2 025§‘§0>
= (cl + 6—32) <7T+7T_‘Oﬂ§

-~

ATrTr

O>E,07Gluo13 +202<7T+7T_ ‘5%‘§O>E,17Gluon '

Fiir die Korrektur durch Ein-Gluon-Austausch wird der Parameter

(rt7=|0}|B% g
T = —
P (nt |0y B

(2.26)

eingefiihrt. Insgesamt ist damit der Beitrag der Emissionsdiagramme mit den Strom-Strom-
Operatoren zur Zerfallsamplitude

. 1
A(BO — 7T+7T_) = A Arn <01 + 502 + QCQTE) )

3 3 u
Emission, 0172

Auch bei den iibrigen Diagrammtypen lédsst sich immer eine Operatorbasis O, 9) finden, in
der 0-Gluon- und 1-Gluon-Beitrége voneinander getrennt werden.

Zerlegung der Amplituden
Die Amplituden Ay und As; werden zunédchst nach C'K M-Phasen zerlegt:

Ao = MATT AT 4 (A + Ao AT (2.27)
Ay = NAPY (2.28)

Die oberen Indizes der A; geben dabei an, welche Operatoren zu diesem Teil beitragen:
A2 enthilt nur die Operatoren OY,, AL den Beitrag von 05, und A** die Pinguin-
Operatoren Os_¢34-

Fir die Zerlegung der Amplituden wird der Zerfall B’ — mtr weiter als Referenz
gewihlt. Alle Beitrige zu dem Zerfall B~ — 7 7 haben in diesem Zerfall eine Entspre-
chung, wenn man u-Quarks gegen d-Quarks austauscht und/oder umgekehrt. Diese Erset-
zungen betreffen auch die Operatoren: In naiver Faktorisierung stellte sich zum Beispiel
heraus, dass O} und O% ihre Rollen vertauschen. Auf diese Weise lassen sich alle B — 7r-

Zerfille durch die Matrixelemente von B. — 77~ ausdriicken, und im Folgenden werden
hierzu nur die Ergebnisse angegeben und die einzelnen Beitrage kurz kommentiert.
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Zu der Isospin-2-Amplitude tragen nur die Emissions-Diagramme der Strom-Strom-
Operatoren bei:
Awl2) _ 4 2
2 = |:§<Cl+02)+§(01+CQ>TE}A7T71'-
Im Zerfall B~ — 7~ 7°, wo Ag"’l’z) der einzige Beitrag ist, heifit das insbesondere, dass einzig
der CK M-Faktor A\, auftritt. Ohne eine Interferenz von C' K M-Faktoren mit unterschiedli-
cher Phase gibt es hier also auch keine C'P-Verletzung.

Zu der Isospin-0-Amplitude mit den Strom-Strom-Operatoren tragen auch die
Pinguin- und die Annihilations-Diagramme bei (die Pinguin-Annihilation wird wie auch
in QCD Faktorisierung vernachléssigt, in Lichtkegel-Summenregeln ist dieser Beitrag stark
unterdriickt). Wie bei der Emission ist hier eine Zerlegung nach Farbsinglett- und Farboktett-
Operatoren angebracht. Im Unterschied zu der Zerlegung (2.18, 2.19) der Emissionsdiagram-

me fiir B. — 7t~ ist allerdings dieses Mal die in (2.22) definierte Zerlegung in Oy und O,
notig, um der Struktur der Diagramme gerecht zu werden. Wie sich herausstellt, verschwin-
det sowohl bei den Pinguin- als auch bei den Annihilations-Diagrammen das Matrixelement
des Farbsinglettoperators Oy, wenn der Austausch von mehr als einem Gluon vernachléssigt
wird. Wegen der zusétzlichen Quarkschleife in den Pinguin-Diagrammen tragen hier sowohl
Oy als auch O§ zu der Amplitude bei, wobei letzterer eine andere C' K M-Phase triagt. Bei
der Annihilation gibt es nur O%.
Analog zu rg werden fiir diese Beitrége die Parameter

(m | OF|B°) g
(mt |0} B%)

(w7~ |05|B) o
(mt | OF|B%)

TPQ = (Q = U,C), ra = (229)
eingefiithrt. In den Pinguin-Beitragen steht der Index () fiir den Flavour des im Loop um-
laufenden Quarks. Der Beitrag zur Amplitude ist damit:

1

2
AbD = [§ (501 — 02) —3 <C1 — 202) rE + 20 (TPu + "’Aﬂ Aser

Aéc,l,Q) — 2CITPC Aﬂ"]’r )

Die Operatoren O}F und O} lassen sich durch Fierz-Transformationen auf O} und
0% zuriickfithren, weswegen hier keine neuen Parameter auftreten. Die Operatoren 0?,4
mit Q = d,s,b,c tragen nur in Pinguin-Diagrammen bei. Diese Beitrage werden analog
zu (2.29) parametrisiert. Unter Vernachlidssigung der Masse der leichten Quarks wu,d,s wird
dabei rp, = rp, = rp, = rp, gesetzt. Zu Beachten ist, dass die bisher verwendeten Fierz-
Transformationen in D # 4 Dimensionen einen zusétzlichen Term der Ordnung O(D — 4)
enthalten, sodass sich die Beitrage der Pinguin-Digramme um eine Konstante unterscheiden:
Die Parameter 7p, bezeichnen dann die zu rp, analogen Parameter fiir die Operatoren O34
statt Oy 9.

Die Pinguin-Operatoren Os und Og liefern eine Reihe neuer Beitrage. Der Operator

Oy lasst sich nach Fierz-Transformation als Of = —2(d(1 + 75)u)(a(l — v5)b) schreiben,
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sodass die beiden Strome den beiden Teilprozessen in naiver Faktorisierung entsprechen.
Das so faktorisierte Matrixelement erhélt erhélt im Vergleich zu dem der Strom-Strom-
Operatoren einen Vorfaktor 7’7‘1—2 Dieser kommt aus den QCD Bewegungsgleichungen, wenn
man die faktorisierten Matrixelemente der (Pseudo-)Skalaren Strome auf die der (Axial-)
Vektorstrome zuriickfithrt. Der Operator Of wird mit Fierz-Transformationen wieder auf
O¢ und den zugehorigen Farboktett-Operator 5g zuriickgefiihrt, dessen Matrixelement die
Ein-Gluon-Korrekturen enthélt und durch

(= |O¥ B g
(r*7=|0¥B")

"=

parametrisiert wird.

Bei den Pinguin-Diagrammen mit Of ; ist wieder die Schreibweise (db)y_(qq)v+a rele-
vant. Hier tragt aber von dem zweiten Strom nur der Vektor-Anteil bei, sodass die Pinguin-
diagramme von Os ¢ identisch mit denen von O34 sind.

In den Annihilations-Diagrammen tréigt nur die Flavour-Kombunation Of4 bei. Diese
Operatoren enthalten zwei d-Felder, sodass jweils zwei Kontraktionen moglich sind. In der
S+ P-Kontraktion wird der Operator als O = —2(d(1+73)d)(d(1—~5)b) geschrieben, wobei
der techte Strom das B' annihiliert und der linke Strom das 7+ 7—-Paar erzeugt. Hier gibt
es einen faktorisierbaren Annihilations-Beitrag,

(mta”|OF|B%) 4
(= |O}|B%)p

R =

(mtr |08 B%) 4 = —2(x 7~ |(dd) 5+ p|0)(0|(db)s_p|B") .

Die Ein-Gluon-Korrekturen dazu sind wie {iblich durch das Matrixelement des zugehorigen
Farboktettstroms B

(7~ |OF|B%) 4
(mtm|OY|B%) g

ré = (2.30)
gegeben. Dabei ist Of = —2(d(1 + ~5)td)(d(1 — ~5)t*b) wieder ein Teil des Fierz-Transfor-
mierten Operators Of.

In der V + A-Kontraktion, fiir die man den Operator als Of = (dd)y 4 4(db)y _ 4 schreibt,
gibt es dagegen nur einen nichtfaktorisierbaren Annihilationsbeitrag, der Analog zu (2.30)
mit 6 — 5 definiert ist.

SchlieSlich bleibt noch der Gluonische Pinguin

w10y B,
" OB

Im NDR-Schema ist der Koeffizient ¢§f = sy — ¢ (siehe z.B. [25]).
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In der Summe ist damit

ASZ?’) _

C
et 53 + 2c3<rE +rp, 4+ 7p, + rA) + 2¢4 (3qu + T, +Tp, + 2rA)

2 ™ & T — — — T

C €
+ <c6 + 55)5’164 + 2057“2 + cggfrgg] A (2.31)

Ein Vergleich der hier eingefiihrten Schreibweisen mit den Parametern, wie sie in QCD
Faktorisierung eingefiihrt wurden, findet sich in Anhang A.

2.2.6 Zerlegung nach C K M-Phasen

Anstatt die Amplituden theoretisch zu bestimmen, kann man auch versuchen, sie aus den
Messdaten zu extrahieren. Dazu hat sich die Parametrisierung durch , Tree“, ,, Colour-Sup-
pressed Tree“ und ,Pinguin“-Amplituden durchgesetzt, wobei die Abhingigkeit von der
C K M-Phase ~ explizit herausgestellt wird:

A(EO —7tnT)=e 7T+ P, \/§A(B_ — 71 ) =e " (T+C).
Der Vergleich mit der im vorigen Abschnitt eingefiihrten Schreibweise liefert
T =|\| (Agu,l,Q) n Aéu,l,Z) X A(()Z?’))
P= A (4§ 4 )

C =Inl (2487 — Al - AEY ) (2.32)

und es ist offensichtlich dass z.B. T und C' auch Beitrdge von Pinguin-Operatoren und
-Diagrammen enthalten. Eine {ibliche Schreibweise fiir die Zerlegung von 7,C' und P in
eigentliche Diagramme ist

T = |ANJ[T = (Pu—E)]
P = )\c Pt,c

und 7, C entsprechen dabei den Emissions-, £ den Annihilations (Exchange) und Py den
Pinguin-Diagrammen mit internem ()-Quark. Historisch gesehen wurden zuerst diese Para-
meter verwendet und dabei P, ,, und &, die sich in der Summe 7'+ C' autheben, vernachléssigt.
Da diese Zerlegung im Gegensatz zu den Definitionen (2.32) aber nicht renormierungsinva-
riant ist, wird sie in aktueller Literatur inzwischen nicht mehr verwendet.
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Mit der Zerlegung in 7',C' und P enthélt das Problem drei komplexe Parameter und
eine C'K M-Phase, wobei jedoch eine globale Phase unphysikalisch ist. Es bleiben sechs
reelle Parameter. Als Messdaten stehen dem die drei Branching-Ratios und je zwei direkte
und mischungsinduzierte C' P-Asymmetrien gegeniiber (die C'P-Asymmetrie in B~ — 7~ 7°
verschwindet, siehe oben). In [29] wurden zum Beispiel zwei Verhéltnisse von Branching
Ratios und die direkte und mischungsinduzierte C'P-Asymmetrie in B = atn verwendet,
um die hadronischen Parameter % und % zu bestimmen, wobei fiir den C'K M-Winkel ~ der
davon unabhéingig bestimmte weltweite Mittelwert eingesetzt wurde. Die Ergebnisse dieses
Fits werden am Ende mit den Vorhersagen der Lichtkegel-Summenregeln verglichen.

2.2.7 C' P-Asymmetrien

Damit ist klar, dass auch die C' P-Asymmetrien der Zerfille wichtige Observable sind. In
diesem Abschnitt werden kurz am Beispiel BY — 7+~ die nétigen Formeln zur Berechnung
der Asymmetrien aus den Amplitudenparametern gegeben.

Die C'P-Asymmetrie wird durch die schwache C' K M-Phase generiert. Bei C'P-Konjugation
dandern sich die hadronischen Matrixelemente nicht, wogegen die schwache Phase das Vor-
zeichen dndert:

AB —xtrn) = e T+P (2.33)
AB' —watr™) = T+ P (2.34)

Da die insgesamte Phase der Amplitude physikalisch keine Rolle spielt, kann man schluss-
folgern, dass das Auftreten einer relativen starken Phase zwischen T und P Voraussetzung
fiir das Auftreten einer C'P-Asymmetrie ist.

Direkte C P-Asymmetrie

Die direkte C'P-Asymmetrie ist der Unterschied der Zerfallsbreiten zwischen B- und B-
Zerfall und definiert als

cp T(B—7tn™) — F(FO — )

Agir — -0 '
I'B -t )+ I'(B — ntn)
Mit der Definition Y A

g AB o) o 1t 77

A(BY — 1tn-) 14 e
ist 712

aQP _ 1 - |€ | )

TP

Relevant sind also Betrag und Phase des Verhéltnisses P/T, das aus den Definitionen (2.32)
entnommnen werden kann.
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W d d
—_— N\ N——— > > >
b b u, C, t
u, c, t u, c, t
Y A W W
d W b d u, ¢t b
s S VA VA VA VAN e ] < > <

Abbildung 2.9: Diagramme zur B° — EO—Mischung

Mischungsinduzierte C P-Asymmetrie

Die GriBe a§l kann nicht direkt beobachtet werden, da B® und B’ miteinander mischen,

sprich oszillieren. Uber die Feynman-Diagramme in Abbildung 2.9 kann sich ein B’ in ein
B° verwandeln und umgekehrt, und von den Kopplungen zwischen Quarks und W kannn
die schwache Phase des Prozesses zu arg(V;;V,q)? = 23 abgelesen werden.

Durch die Mischung sind die Masseneigenzustinde nicht identisch mit }BO> und ’§0>,
sondern Linearkombinationen

[BL) =p|B%) +4|B). [Bu) =p|B°) ~a[B)

mit ¢/p = e~ %P,
Wenn der Zustand zum Zeitpunkt ¢y = 0 ein reines ‘BO> war, wird er zu einem spéteren
Zeitpunkt also eine Uberlagerung sein,

IB(t)) = a(t)| B®) + b(t)[B"Y,

und fiir die Koeffizienten a(t) und b(t) sei hier nur das Ergebnis gegeben, das man aus der
Diagonalisierung der Massen- und Ubergangsmatrix erhélt:

e AM
e‘gt e~ Mt 9 cos <Tt)

1
2
i~ AM
p e~ 2t emiMt . 9 gin (—t) ,
q 2

wobei M = 1/2(My + Mp) und AM = My — My, Mittelwert und Differenz der Massenei-

genwerte sind. Fiir den Fall, dass der Zustand zum Zeitpunkt ¢, ein reines ‘§0> war, erhélt
man eine dhnliche Zeitentwicklung.

Die Amplitude fiir den Prozess, bei dem zum Zeitpunkt ¢, ein ’BO> erzeugt wurde, das
dann zum Zeitpunkt ¢ zerfallt, ist damit

1
2

A(B(t) = 7tn) = a(t)A(B° - ntn) + b(t)A(EO —7tr).

Setzt man nun alle Informationen zusammen, erhélt man schlieSlich den Ausdruck fiir die
zeitabhdngige C' P-Asymmetrie:
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0

[(B(t) — ntn~) —T(B () 1)

T(B(t) — ntr=) + T(B(t) — ntrm-)
AM M
= adcif coS <Tt) + aSP sin <Tt) ,

wobei a§” die bereits bekannte direkte C'P-Asymmetrie und

cp 2Im¢
Uiy = :
T+ €2 sin(A M)

a“F(t) =

Ll

™
™

>

mit _
1+ %ew

I — = 2i(B+7) :
¢ 1+ Lo

&=

T I

ist.

Benutzt man die Unitaritidt der C K M-Matrix und ersetzt § + v = m — « so sieht man,
dass hier der Winkel o die Hauptrolle spielt. Daher ist dieser Zerfallskanal einer der Haupt-
kandidaten fiir eine unabhéngige Bestimmung von «.

Die Messung der zeitabhéingigen C'P-Asymmetrie geschieht in der Regel wie folgt: In ei-
nem Y (45)-Zerfall wird ein B° — B’ -Paar in einem verschriinkten Zustand erzeugt. Das heif$t:
Zerfallt das erste B und aus den Zerfallsprodukten ldsst sich eindeutig rekonstruieren, dass
es ein BY war, so wird das andere zu diesem Zeitpunkt auf ein B festgelegt. Zu einem spéite-
ren Zeitpunkt wird auch dieses zerfallen, mit etwas Gliick in ein 777 -Paar. Im Detektor
kann der rdumliche Abstand der beiden Zerfallsprozesse und damit auch der Zeitunterschied
bestimmt werden. War der Zeitunterschied ¢ und das erste zerfallene B war ein EO, dann
geht der Zerfall auf das Konto I'(B%(t) — 777 ~), wurde das erste Meson als B identifiziert,

geht er auf das Konto F(Bo(t) —tr7).
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Kapitel 3
B — 7 in Lichtkegel-Summenregeln

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, wie sich die Zerfallsamplituden fiir die Zerfille B — 7w
in Matrixelemente von lokalen Operatoren zerlegen lassen, und die Matrixelemente wur-
den weiter nach beitragenden Diagrammen aufgeteilt. Die Berechnung der Matrixelemente
an sich ist ungleich schwieriger, denn die hadronischen Zusténde lassen sich anders als der
elektroschwache Zerfallsprozess selbst mit reiner Storungstheorie nicht beschreiben. Mehrere
Ansétze sind entwickelt worden, um das Problem zu l6sen; die in Abschnitt 2.2.3 kurz darge-
stellt QCD Faktorisierung ist nur eine davon. Diese Methode wird wegen ihrer Vorreiterrolle
und haufigen Zitierung in dieser Arbeit immer wieder als Referenz verwendet. Wéhrend da-
bei alle Hadronen {iiber Lichtkegel-Verteilungsfunktionen dargestellt werden, geschieht die
Beschreibung in Lichtkegel-Summenregeln iiber interpolierende Quark-Strome und Quark-
Hadron-Dualitét, wie im néchsten Abschnitt gezeigt wird. Damit kénnen einige Beitriage
berechnet werden, die in QCD Faktorisierung nicht zugénglich sind.

Allen diesen Methoden ist gemeinsam, dass man in fithrender Ordnung einer Reihen-
entwicklung in 1/m; und der Kopplung ag das Resultat der naiven Faktorisierung erhilt.
Inhalt dieses Kapitels ist folgerichtig die Berechnung der Korrekturterme dazu, die ,nicht-
faktorisierbare“ Beitrége genannt werden, da sie den Austausch von Gluonen zwischen den
beiden Teilprozessen, in die die naive Faktorisierung das Problem zerlegt, beinhalten.

Die Methode der Lichtkegel-Summenregeln [30] wurde in [31] erstmals fiir die B — 7r-
Zerfille adaptiert. Sie basiert auf der Berechnung einer speziellen Korrelationsfunktion, wo-
bei sowohl kurzreichweitige Wechselwirkungen wie in der Stérungstheorie als auch der Aus-
tausch weicher Gluonen eingeschlossen werden. Insbesondere der zweite Teil ist in Methoden,
die auf reine Storungstheorie setzen (wie QCD Faktorisierung) nicht eingeschlossen. Er ist
formal mit Afﬂ% unterdriickt, aber nicht proportional zur starken Kopplungskonstante.

In [31] wurden in der Klasse der Emissions-Diagramme der faktorisierbare und der wei-
che Gluon-Beitrag berechnet. Spiter [32,33] wurden in derselben Methode auch Pinguin-
Diagramme berechnet. Sowohl Annihilations-Diagramme als auch ag-Korrekturen zur Emis-
sion konnten mit der gleichen Methode aber bisher nicht berechnet werden. Der Grund
ist, dass dafiir komplizierte Zwei-Schleifen-Integrale benotigt werden, die mit gegenwérti-
gen Methoden nicht berechenbar sind. Durch eine in dieser Arbeit erstmals angewendete
Modifikation der Methode kann dieses Problem aber umgangen werden. Damit ist eine
vollstdndige und konsistente Berechnung der Zerfallsamplituden mit Lichtkegel-Summen-
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regeln moglich. Es konnen also — zumindest prinzipiell — alle Beitrige berechnet werden,
die auch z.B. in QCD Faktorisierung eingeschlossen sind, und dariiberhinaus die erwahnten
1/my-unterdriickten Beitridge. In QCD Faktorisierung sind einige der Beitrége dariiberhinaus
logarithmisch divergent; anstatt eines berechneten Ergebnisses miissen hier geschéitzte neue
Parameter eingefiihrt werden. Wie sich herausstellt, erhédlt man fiir einige dieser Beitrage
mit Lichtkegel-Summenregeln ein endliches Ergebnis und kann damit auf die Einfithrung
neuer Parameter verzichten.

Die Hoffnung, die hinter dieser Rechnung steht, ist, den im vorigen Kapitel erwédhnten
fehlenden Beitrag zur Isospin-0-Amplitude zu finden. Die Annihilation ist dabei als reiner
[sospin-0-Beitrag ein wichtiger Kandidat und gehort dariiberhinaus zu den Beitrégen, fiir die
die QCD Faktorisierung kein endliches Ergebnis liefert. Die Neuberechnung der Emissions-
Diagramme mit perturbativem Gluon-Austausch dient dagegen eher dazu, die Gesamtampli-
tude konsistent mit einer Methode zu beschreiben, anstatt Beitrige aus QCD Faktorisierung
und Lichtkegel-Summenregeln zu einem Ergebnis zu addieren.

Im Folgenden wird zunéchst die Methode selbst unabhéngig von den betrachteten Dia-
grammen vorgestellt. Anschlieend werden die Emissions- und Annihilations-Beitrige ge-
trennt voneinander betrachtet, wobei beide Male ein qualitativer und quantitativer Vergleich
mit der QCD Faktorisierung durchgefiihrt wird.

3.1 Methode

Die Idee der Lichtkegel-Summenregeln ist die folgende: Ein Teil der Hadronen im Anfangs-
oder Endzustand wird durch einen Quarkstrom mit gleichem Spin und Flavour-Inhalt sowie
variablem, raumartigem Impulsiibertrag ersetzt. Dadurch ist sichergestellt, dass die internen
Quarklinien hohe Virtualitdt haben, die Storungstheorie also anwendbar ist. Die analyti-
sche Abhéngigkeit vom Impulsiibertrag wird dann zusammen mit Dispersionsrelationen und
Quark-Hadron-Dualitédt genutzt, um das Resultat fiir den Fall zu erhalten, dass statt das
Quarkstromes ein reelles Hadron beteiligt ist.

3.1.1 Korrelationsfunktion

Die hier vorgestellte Rechnung gilt fiir das Matrixelement <7T+7T_‘O‘§O> eines beliebigen
lokalen Operators O. In Abschnitt 2.2.5 ist gezeigt, wie sich die Amplituden der {ibrigen
[sospin-Kombinationen aus diesen Matrixelementen ergeben. Fiir den Operator O werden
spater die Vier-Quark-Operatoren O] oder der Gluon-Pinguin-Operator Os, des effektiven
Hamiltonoperators (2.13) eingesetzt.

Die Korrelationsfunktion ist definiert als

FOp.a k) == [ dw e ooe [y doomoir {200 @)} 1 @) @)

(Darstellung in Abbildung 3.1). Sie enthélt ein Pion im Anfangszustand, das spater mittels

analytischer Fortsetzung in den Endzustand wandern wird, sowie die Quarkstrome jgg) =
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Abbildung 3.1: Korrelationsfunktion (hier das Emissions-Diagramm auf Tree-Level). Die fette
Linie zeigt das b-Quark, die gewellten Linien die externen Impulse und das Oval
das durch Lichtkegel-Verteilungsfunktionen beschriebene Pion.

UYoYsd und jéB) = mybivsd, die das zweite Pion sowie das B’ ersetzen. Als erstes wird der
von den dufleren Impulsen p, ¢ und k& abhéngenden Korrelator in Lorentz-Skalare zerlegt:

FO = (p = £)oaF'O + g O + ka Fy” + eappd"p k0 130,

Nur der erste Term ist von Interesse.

Anschlieend wird die Kinematik bestimmt: ¢> = m2 = ( ist als einzige Variable festgelegt.
Zur Vereinfachung werden auch p? = k* = 0 gesetzt. Ubrig sind noch die Variablen (p —
k)? als Impulsiibertrag am Pion-Strom, (p — ¢)? als derjenige am B-Strom und schlielich
P? = (p — k — ¢q)2. Diese drei werden weiterhin frei gelassen, aber als negativ (raumartig)
und grofl gewihlt. Die Unabhéngigkeit der drei Variablen ist unbedingte Voraussetzung fiir
die Lichtkegel-Summenregeln und auch der Grund, warum der Impuls & eingefiihrt werden
musste, der durch den Vertex O flieft und zunéchst unphysikalisch ist. Er wird im Laufe
der Rechnung automatisch verschwinden. Die skalare Funktion F(©) ist also eine Funktion
dieser drei Variablen:

FO =FO ((p—k)* (p—q)? P .

Mit der Wahl der Kinematik werden zwei Ziele erreicht: Zum einen sind alle internen
Quarklinien hochvirtuell, damit kann die Stérungstheorie angewendet werden. Zum anderen
kommen die relevanten Beitréige in (3.1) von der Region, in der 22 ~ y? ~ (z — y)? ~ 0 ist.
Dies sind die einzigen Regionen, in denen die Exponentialfunktion nicht so schnell oszilliert,
dass sich der Integrand zu Null mittelt [30] (siche auch [7]).

3.1.2 Twist-Entwicklung

Mit der gewihlten Kinematik kénnen die Quarkfelder des Korrelators also unter Anwendung
des Wick-Theorems kontrahiert werden. In fithrender Ordnung der Stérungstheorie, also
ohne Einsetzung von Wechselwirkungstermen, ist nur eine Kontraktion moglich, ndmlich die
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des Emissions-Diagrammes Abb. 3.1, und nur der Operator O% trigt beil:

FO(CO}L),Tree(p’q’k,) /d4l‘ e —i(p—q)x /d4y e i(p—k)y

o7 {?(y)w%ﬁi(y), 1(0)7,(1 = 75)b(0) d(0)"(1 — 15)u(0), my b(x)iysd(x) } |7 (

= /d493 d*y (;i l)14 (Z;; éﬁl; exp [—i((p —q—l)r+(=(p—k) =L + lz)y)]

3 b

Ubrig bleibt ein Matrixelement eines normalgeordneten Produktes von zwei Quarkfeldern.
Die Punkte stehen fiir Terme mit normalgeordneten Produkten von mehr als zwei Quark-
feldern, wie sie sich aus dem Wick-Theorem ergeben. Am Ende des Abschnitts wird klar,
warum diese stark unterdriickt sind.

Da der Anfangszustand nicht das Vakuum ist, sondern ein Pion enthélt, verschwinden die
normalgeordneten Produkte nicht. Allerdings haben die Quarkfelder lichtartige Abstéande,
was man sich bei der Twist-Entwicklung zu Nutze macht. Dazu wird das Matrixelement der
verbleibenden Quarkfelder zunéchst in ihrem Abstand z entwickelt?:

(n(p)|: d(0)Lu(z) :[0) = > %x“l 2% {7(p)|: d(0)T Dy, - - - Do, u(0) :[0) . (3.3)

Dabei ist zu beachten, dass die Reihenentwicklung nicht abgebrochen werden kann, da die
einzelnen Komponenten von z nicht klein sind. Um eine Entwicklung in der kleinen Variable
22 zu erhalten, werden die Terme auf der rechten Seite nach Lorentz-Strukturen sortiert,
wobei der einzige zur Verfiigung stehende Vektor der Pion-Impuls p ist:

p)|: d(O)T' D, -- 0) :|0) =(=1)"Pay - - - po, MO

(3.4)
+(_1) Jaras Pag 'pcer(l) +oee

Terme mit dem metrischen Tensor ¢q, 4, sind nach Einsetzen in (3.3) proportional zu 2. Grob
gesagt wird also eine Entwicklung in der ,,Anzahl der g,,q,-Terme“ gemacht, die definiert
ist durch den

Twist = Dimension — Spin

'Eine zweite mogliche Kontraktion auf Tree-Level ist ein Annihilations-Diagramm, das aber wegen Stro-
merhaltung verschwindet, siche Abschnitt 3.3

2Um den Operator im Matrixelement eichinvariant zu machen, muss zwischen den Quark-Feldern eine
Wilson-Linie geschrieben werden: d(0)I'[0,2]u(z). Daher treten in der Entwicklung nicht normale, sondern
kovariante Ableitungen auf. Die Wilson-Linie ist aber an dieser Stelle nicht relevant und wird nicht
weiter ausgeschrieben, denn sie kann durch eine geeignete Wahl der Eichung (Hintergrund-Eichung) zum
Verschwinden gebracht werden. Niheres dazu in Abschnitt 4.1.5 auf Seite 117.
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eines in den Lorentz-Indizes symmetrischen und spurlosen Operators. Ein Blick auf den
ersten fithrenden Term in (3.4) zeigt, dass mit p* = 0 diese Voraussetzung tatsichlich erfiillt
ist.

Das Matrixelement in (3.2) kann jetzt in Anteile mit verschiedenem Twist zerlegt werden,
wobei die fithrenden Anteile

<7r p)|: c{ fyu%u ‘O> Twist 2
g m(p)|: d(0)ysu(x ) :0) Twist 3 (3.5)
m(p)|:

Q.

(0)owysu(x) }O> Twist 3

sind. Genau genommen ist dabei der Twist fiir den nichtlokalen Operator nicht definiert;
gemeint ist vielmehr der Twist des fithrenden Terms in der oben gezeigten Entwicklung. Jede
hohere Ordnung im Twist ist mit dem Faktor xZAéCD verbunden. Wie oben beschrieben,
ist diser Parameter in dem Korrelator (3.1) tatséchlich klein, nédmlich von der Ordnung
Ajep/mi.-

An dieser Stelle wird auch klar, warum in (3.2) die Beitrige mit mehr als zwei Quarkfeldern
unterdriickt sind: Die zusammengesetzten Operatoren haben hohere Dimension und damit
héheren Twist.

Lichtkegel-Verteilungsfunktionen

Die Matrixelemente (3.5) werden durch skalare Lichtkegel- Verteilungsfunktionen parametri-
siert (weiter unter der Voraussetzung, dass x auf dem Lichtkegel liegt, also z? klein ist).
Dabei wird die Lorentz- und Translationsinvarianz benutzt; eine Normierung erhilt man
weiter aus der Betrachtung des Grenzfalles x = 0, in dem sich die Matrixelemente durch die
Pion-Zerfallskonstante f, schreiben lassen. Die oben genannten Zweiteilchen-Matrixelemente
sind dann in Twist < 3:

(x)|: dO)y () 0) = ipufs / du P ()

(7 dO)0(o) {0y = =i e [ du P prn(u)

: 1
(7(p)|: d(0)o,ys5u(x) :|0) = nguw (puy — pu,) / du e P o (u)
0

(pm = mz/ (0 + ) (3.6)

(eine gute Ubersicht iiber die Verteilungsfunktionen findet sich in [34,35]).
Die fiithrende Lichtkegel-Verteilungsfunktion ¢, (Twist 2) wird {iblicherweise in Gegen-
bauer-Momente zerlegt [36]:

on(u) = 6u(l — u) <1+ > apCiP2 )) (3.7)

n=2,4,...
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Die Gegenbauer-Polynome C3? sind orthonormiert, wenn sie mit der Gewichtsfunktion
6u(1—wu) integriert werden, sodass die Zerlegung eindeutig ist. Wegen der Isospin-Symmetrie
muss ¢, symmetrisch unter v < 1—w sein, sodass grundsétzlich nur die geraden Gegenbauer-
Polynome auftreten.

Die Verteilungsfunktion ist nicht renormierungsinvariant, sondern héngt vom Renormie-
rungsschema (hier weiter M S) und der Renormierungsskala p ab. Diese p-Abhingigkeit ist
genau genommen ein Uberbleibsel der Lichtkegel-Entwicklung: p? ~ 1/2? ist eine Skala fiir
den Abstand der Quarks. Damit hingen auch die Gegenbauer-Momente a], von p ab. Die Zer-
legung wurde aber so gewéahlt, dass sie multiplikativ renormieren. Thre anomale Dimension
wéchst dabei stark mit n an, sodass hohere Momente klein werden, wenn die Renormie-
rungsskala grof§ genug gewahlt ist. Aulerdem oszillieren die hoheren Gegenbauer-Polynome
immer schneller um den Mittelwert 0, sodass sie sich ausmitteln, wenn sie mit einer hinrei-
chend weichen Gewichtsfunktion integriert werden. Bei 1 ~ my ist es daher ausreichend, die
Momente af und aj zu beriicksichtigen und die anderen zu Null zu setzen.

Eine detailliertere Abhandlung iiber die Berechnung und Renormierung der Twist-2 Ver-
teilungsfunktion wird in Kapitel 4.1 gegeben.

3.1.3 Summenregel

Mittels Storungstheorie und Twist-Entwicklung erhélt man also ein Resultat fiir die Korrela-
tionsfunktion, das eine Konvolution eines harten Kerns und mit Lichtkegel-Verteilungsfunk-
tionen, die die ,,weiche“ Physik beschreiben, ist. Den Tree-Level-Beitrag in Twist 2 erhélt
man durch direktes Einsetzen von (3.6) in (3.2):

F(O}L),Tree,TwQ (<p . ]{Z)Z, <p . q)2’ P2)
TlefW l ((p N ]{I)Q B PQ) 10g <_<p,u_2 k) ) /(; du mg — ( 907F<U) (38)

T 4r? 2

Hadronische Darstellung

Die gleiche Korrelationsfunktion kann auch durch hadronische Matrixelemente ausgedriickt
werden, indem ein kompletter Satz hadronischer Zwischenzustéande, also eine

t= [Tas 3ot i) [ a st~ miye) ) i)

eingefiigt wird. Die s-Integration wurde dabei eingefiihrt, um die Zustédnde nach invarianten
Massen zu sortieren. Der leichteste Zustand, der in der Korrelationsfunktion beitrégt, ist
der Ein-Pion-Zustand. Mit hoheren Massen tragen andere Pseudoskalar- und Axialvektor-
mesonen mit gleichem Flavour-Inhalt bei, zudem gibt es ein Kontinuum von Mehrteilchen-
zusténden. Der Beitrag des Pions kann separat geschrieben werden, sodass die s-Integration
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(a) Hadronische Darstellung im
m-Kanal
(Grundzustandsbeitrag)

(c) 1YY vor der analytischen
Fortsetzung: P2 < 0

(e) Hadronische Darstellung im
B-Kanal
(Grundzustandsbeitrag)

(b) Dispersionsrelation in der
Variablen s = (p — k)?: Schnitt
durch das Diagramm im

m-Kanal

p—k

(d) 1YY nach der analytischen

Fortsetzung in P? — m%

(f) Dispersionsrelation in der
Variable s’ = (p — ¢)?: Schnitt
durch das Diagramm im
B-Kanal

Abbildung 3.2: Die Einzelnen Schritte der Summenregel-Herleitung exemplarisch fiir das Emis-

sionsdiagramm
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p(s)a T

ai

Mehrteilchenzustande

2 ~
mTrNO

Abbildung 3.3: Spaktraldichte: Ein- und Mehrteilchen-Zusténde

bei der Masse sj des ersten schwereren Zustandes beginnt:
:/d4p §(p)O (") |7 (p)){x (p)| + hk.
+ [ as Z S(s — ) [ d'p 0~ md)O ") (o)) (o)
Sh h

Dieser Schritt ist in Abbildung 3.2a dargestellt. Eingesetzt in den Korrelator (3.1) erhélt
man damit:

i (0,7) 2 p2 = 2
[(0);had ((p—/{:)Q,(p—q)Z,PZ) _ fWH _(25(_ k>2> P >—|—/d8 ph (8 _(ip _q>k)P) (39)

mit dem Pion-nach-Pion-Matrixelement
9 ((p— o', P) =i [ dw @0 (x (- T {005 @ } Ir (@) (310

Die hadronische Zustandsdichte pj enthélt jetzt die Matrixelemente mit Zustéanden ‘h><h‘
hoherer invarianter Masse my,. Die schwereren Einteilchen-Zustéinde enthélt sie in Form von
Deltafunktionen in s, wihrend das Kontinuum der Mehrteilchenzusténde als eine stetige
Kurve iiberlagert ist (siehe Abb. 3.3). Die Gesamtheit der Zustdnde mit s > s} wird im
Folgenden als ,angeregte Zustinde® bezeichnet.

Dispersionsintegral

Die so dargestellte Korrelationsfunktion hat die Form eines Dispersionsintegrales, und auch
die in QCD berechnete Funktion F?CP lisst sich auf so eine Form bringen. Dazu wird die
Funktion in der Variablen (p — k)2, dis bisher reell und negativ war, analytisch fortgesetzt,
und zwar so, dass die resultierende komplexe Funktion einen Schnitt auf der positiven reellen
s-Achse hat (siche Anhang B.1). Mit dem Cauchy-Integralsatz ist dann

(0) 2
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AIIII(S)
» c
B,
(» - k)2 AN 5 Re(s)

Abbildung 3.4: Integrationsweg in der komplexen Ebene fiir die Dispersionsrelation

wenn C ein geschlossener Pfad im mathematisch positivem Sinne ist, der (p—k)? einschlieft.
Dafiir wird der in Abbildung 3.4 gezeigte Weg eingesetzt. Im Limes € — 0 verschwindet der
Abschnitt A und wegen lim,_,o. F(©) (s, (p — q)?, P?) = 0 auch der Abschnitt C, sodass

L[ I ESG (s, (0 — )% P?)
F@«%%Vﬂrﬂﬁpﬁzg/“ Sy

Der ,, Imaginérteil ist dabei definiert als der Schnitt der Funktion in der komplexen Ebe-
ne’:

Im, f(s) = Disc,f(s) = 11_%% (f(s+ie) — f(s —ie))

Nach dem optischen Theorem entspricht der Imaginérteil einem Schnitt durch das Dia-
gramm, auf dem alle Teilchen on-shell gehen kénnen. Der Schnitt, der Im, entspricht, ist in
Abbildung 3.2b gezeigt.

Quark-Hadron-Dualitat

Das so erhaltene Dispersionsintegral wird jetzt mit der hadronischen Darstellung gleichge-
setzt (globale Quark-Hadron-Dualitit):

ifWH5r9r7T) ((p B Q)27P2) + 7d$ pg (87 (p B Q)zv P2) _ l 7d$ ImSF(O) (87 (p B Q)27 P2)
—(p— k)? / s—(p—k) ™) s—(p—k) '
Sh

(3.11)

3Mit dem Schwarz’schen Reflexionsprinzip (Anhang B.1) lisst sich zeigen, dass der so definierte Imaginérteil
identisch mit dem algebraischen Imaginérteil an der Stelle s+ e ist, wenn die Funktion auf der negativen
reellen Achse reell ist. Diese Voraussetzung ist in diesem Fall, aber in dieser Arbeit nicht allgemein erfiillt,
weswegen fortan allein die obige Definition fiir den Imaginérteil verwendet wird.
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In dieser Gleichung tritt als weiterhin unbekannte Grofle auf der linken Seite das Integral
iiber die angeregten Zusténde auf. Es wird iiber das Dispersionsintegral in dem Dualitdts-
Intervall sf < s < oo auf der rechten Seite abgeschétzt:

f AN P! f IO (s, (p— )%, P)
s—(p—k? T« s—(p—k)?

ks
Sh S0

Der Parameter sj ist dabei ein effektiver Schwellenwert, der nicht unbedingt mit s} {iber-
einstimmen muss. Diese Gleichsetzung gilt als semilokale Quark-Hadron-Dualitit, da die
Gleichheit zwar nicht fiir einen bestimmten positiven Wert von s, aber fiir das Integral iiber
einen gewissen Bereich gefordert wird. Aus der Erfahrung mit dem R-Verhdltnis in der QCD,
R = o(ete” — Hadronen)/o(ete™ — p™p~) weil man, dass diese Naherung gerechtfertigt
ist, wenn der Bereich geniigend grof§ ist. So kann jetzt in (3.11) der unbekannte Teil eliminiert
werden und

i 09 (p— )%, P?) 1 7 Im,F9) (s, (p — q)*, P?)
e e L = )

Borel-Transformation

Um das Ergebnis weniger empfindlich auf den nur abgeschétzten Beitrag angeregter Zustédnde
zu machen, wird auf beiden Seiten noch die Borel-Transformation beziiglich der Variablen
(p — k)? angewendet, die definiert ist als

I(M?) = Byell(g?) = i (=)™ (A" 313
(M?) = B> (Q)—iq%l;llooT dg? (), (3.13)
—q2/n:M2

und fiir die Anwendung auf (3.12) wird nur der Spezialfall

5 1 P et .
M m?2—q2)  (k—1) M2*k-1 (k> 0)

bendtigt. Damit wird erreicht, dass der Beitrag angeregter Zustéinde exponentiell mit der
Masse unterdriickt wird. Dies wird durch die Einfiihrung eines neuen Parameters M? erkauft.
Von diesem neuen Parameter darf das Ergebnis idealerweise nicht mehr abhéngen. Dabei
ist der mogliche Wertebereich aber eingegrenzt: Wird M? zu gro8, greift die exponentielle
Unetrdriickung der angeregten Zustinde nicht mehr. Wird M? zu klein, bricht die Twist-
Entwicklung zusammen. Die Variation des Ergebnisses innerhalb dieses Borel-Fensters wird
als theoretische Unsicherheit gewertet. Der Dualitédts-Schwellenwert, der in der Néhe der
Masse des ersten angeregten Zustandes liegen muss, wird durch einen Fit so bestimmt, dass
die Abh#ngigkeit von M? innerhalb des Borel-Fensters moglichst klein ist. Damit sind die
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Parameter s§ und M? aus der Summenregel selbst bestimmt und keine neuen, externen
Parameter.
Setzt man alles Zusammen, erhélt man schliellich eine Summenregel fiir das hadronische
Matrixelement ng?r):
%
1 ((p—q)?*P?) = _—fz/ds ¢ /M m, F(©) (s,(p—q)*, P?), (3.14)
s

™

0

IT(9 aus Faktorisierung

In einigen Fillen ist die Berechnung des Korrelators F(©) nicht direkt méglich, zum Beispiel
wenn dafiir Zwei-Schleifen-Diagramme benétigt werden. Sie sind mit vertretbarem Aufwand
technisch nicht berechenbar, denn es treten mit (p—q)?, (p—k)?, P? und m? vier unabhiingige
Skalen auf, die alle die gleiche Gré8enordnung haben, sodass auch keine Reihenentwicklung
moglich ist. In diesen Fillen kann man alternativ auf die Definition (3.10) des Pion-nach-
Pion-Matrixelementes 119/ zuriickgehen und dort beide Pionen durch Lichtkegel-Verteilungs-
funktionen beschreiben, also das Diagramm Abb. 3.2¢ direkt berechnen: Fiir das T-Produkt
wird die Storungstheorie angewendet, sodass am Ende ein normalgeordnetes Produkt von

vier Quarkfeldern iibrig bleibt, das faktorisiert wird:

(= (p— k)| = dg (1) ) (w2) @ () dy(a) = |7 ()
A (p— k)| = dg (21)ug (2) < [0) - (0] = @ (3)dy(a) |7 (0)

O o / o _
- <ﬁf (6= ke [ av ot Wlmm(v))

0

. (_i 5Cdf7r M%]M/du eiq'(”m“”m)@w(u)) , (3.19)

12
0

wobei «, 3,y und 6 Spinor- und a, b, ¢, d Farbindizes sind, und « = 1—u, v = 1—wv. Dabei wur-
den nach der Faktorisierung nur die Twist-2-Anteile der Matrixelemente beriicksichtigt, was
der fithrenden Ordnung in 1/my entspricht?. Durch die Faktorisierung wird der Austausch
von weichen Gluonen, die in der Storungsentwicklung des T-Produkts nicht beriicksichtigt
werden, zwischen den beiden Pionen vernachléssigt. Da die Pionen hochenergetisch und
farbneutral sind, sind die Beitriige der weichen Gluonen aber mit Agcp/my unterdriickt,
wie schon bei der QCD Faktorisierung.

4In Lichtkegel-Summenregeln wird im Gegensatz zu anderen Methoden keine grundsitzliche Entwicklung
in 1/my durchgefiihrt. Mit ,fithrender Ordnung in 1/m;“ ist hier lediglich gemeint, dass Beitriige mit
hoherem Twist durch Faktoren der Gréfenordnung Agep/msp unterdriickt sind.
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KAPITEL 3. B — 77 IN LICHTKEGEL-SUMMENREGELN

Die Faktorisierung des Korrelators 19 ist eine Modifizierung der urspriinglichen Metho-
de, die in den in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen erstmalig angewendet wurde. Auch
hier ist das Tree-Level-Resultat leicht zu bestimmen. Das emittierte Pion wird dabei an
einem Punkt erzeugt, d.h. in (3.15) ist 1 = x5 = 0, sodass direkt fol dv pr(v) = 1 gesetzt
werden kann und im Ergebnis nur eine Pion-Verteilungsamplitude auftritt:

1
. . 1 Pr(u)
H(Ol),Tree — 5 f2 2P2/ du = 7T . 3.16
T Zf7r7nb 0 u2 mg_a (p_q)Q ( )

Analytische Fortsetzung

Bisher wurde die Variable P? negativ (raumartig) und grofl gesetzt. Die gesuchte kinema-
tische Konfiguration ist aber P? = m%. Um diesen Punkt zu erreichen, wird die Funktion
HSS)(S, (p—q)?, P?) jetzt in der Variablen P? analytisch fortgesetzt. Zur Eindeutigkeit muss
dabei wieder vorgegeben werden, dass die gesuchte komplexe Funktion einen Schnitt auf
der positiven reellen P?-Achse haben soll, und der gesuchte Punkt ist dann P? = m?% + ie.
Diese Eigenschaften erhdlt man aus der Tatsache, dass man n9 grundsétzlich auch als
Dispersionsintegral iiber die hadronischen Zwischenzustédnde schreiben kann:

17 9 (p—g)%1)
H(O) o 2 P2 _ _/dt tddlgm ) .
ne (0= a)", P7) = — T po

0

Darin tritt der Schnitt

Im 1) ((p — q)*,t) = 2% (D ((p— q)* t +ie) =D ((p— @), t —ie))

auf, der nach dem Schwarz’schen Reflexionsprinzip gleich dem (algebraischen) Imaginérteil
an der Stelle ¢ + ie ist. Auer um die analytischen Eigenschaften in P? abzulesen wird diese
Relation aber weiter nicht gebraucht.

Nach der analytischen Fortsetzung wandert das Pion vom Anfangs- in den Endzustand
(Abb. 3.2d). War ng?r)((p — q)%, P? < 0) bisher reell, so kann das Ergebnis nun generell
komplexwertig sein.

Summenregel im B-Kanal

Das Ergebnis hiingt immernoch von der Variablen (p — ¢)? ab. In dieser Variablen wird jetzt
wieder eine Summenregel geschrieben, das Vorgehen ist dabei identisch.

Zuerst wird ein neuer Satz hadronischer Zwischenzustidnde im T-Produkt des Matrixele-
ments 1% eingefithrt. Der Zustand mit niedrigster Masse, der hier beitrégt, ist der des

B-Mesons (Abb. 3.2¢) und wird wieder separat geschrieben:

fem(m= () (=g)|0|Bw—a)) [ ., o)
m% — (p—q)? +/d8 s'—(p—q)?

I ((p — q)?, m% +ie) =

Sh
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Endlich tritt hier das gesuchte Matrixelement (7~ (p)7*(—q)|O|B(p — ¢)) auf. Andererseits
kann wieder eine Dispersionsrelation in der Variablen s’ = (p—q)? geschrieben werden (Abb.
3.2f). Ein drittes Mal muss hier analytisch fortgesetzt werden mit der Forderung, dass die
Funktion einen Schnitt auf der positiven reellen s’-Achse habe, und

it o
: /ds’ ImS/HSW) (s',m%)

IO ((n — )2.m2 + de) = —
T ((p Q) yMp + ZE) T s — (p _ q)Z

my

Die beiden Darstellungen werden gleichgesetzt. Mit der Quark-Hadron-Dualitdt wird das
Integral {iber angeregte Zustdnde mit B-Quantenzahlen durch den entsprechenden Teil des

Dispersionsintegral abgeschitzt, wobei ein neuer Dualitéits-Schwellenwert s auftritt:
¢
femp(r (p)7* (-9)|O|B(p —q)) _ E/ds, I 117 (s',m%)
my — (p—q)? m s~ (p—q)* —ie

my

und in der Variablen (p — ¢)? wird die Borel-Transformation angewendet, um das Resultat
weniger sensitiv auf diese Abschidtzung zu machen. Dabei wird ein neuer Borel-Parameter
M"™ eingefiihrt.

Ergebnis

Die resultierende Gleichung kann nun nach dem gesuchten Matrixelement aufgelost werden:

B

50
1 ! 0
(7~ (p)r* (—q)|O|B(p — q)) = meQW/ds’ eMBE=)/M 1 IO (&' m2 +de).  (3.17)
B
my

Auf der rechten Seite kann fiir I1'2) entweder das Ergebnis der Summenregel (3.14) eingesetzt

werden, das sich aus einer direkten Berechnung der Korrelationsfunktion (3.1) ergibt, oder
die Faktorisierung (3.15) benutzt werden.

Mit der ersten der beiden Moglichkeiten ist das Tree-Level-Resultat fiir die Zerfallsampli-
tude dann

(@) (0[O B = 1)), = i3 (ﬁ /0 " ds (1 - ig) e—s/M2)

mp

2 1
. ( mbfﬂ / @emQB/M/Qmi/uM/Q(pﬂ(u>> (318)

2fpm% B U

mit uf = m?/sP. Der Term in der ersten Klammer ist bis auf den sehr kleinen Term s/m?%
identisch zu dem Tree-Level-Resultat der Zweipunkt-Summenregel® fiir f,, wihrend in der

SQCD Zweipunkt- oder SVZ- Summenregeln [10] sind eine andere Form (historisch die urspriingliche)
von Summenregeln, bei der der Korrelator ein Vakuum-nach-Vakuum-Matrixelement ist. Beispiele von
Zweipunkt-Summenregeln werden in Kapitel 4 behandelt.
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zweiten Klammer der fithrende Term der Lichtkegel-Summenregel fiir fz,(0) steht. Damit ist
in fiihrender Ordnun% das Ergebnis der naiven Faktorisierung reproduziert worden. Wenn die
Faktorisierung fiir n9 angewendet wird, ist diese Ubereinstimmung noch offensichtlicher.
Anstatt der ersten Klammer in (3.18) erhélt man direkt den Faktor f.

Eine Anmerkung noch zur analytischen Fortsetzung in P?: In der Regel ist die Kinematik
der Diagramme so, dass bei negativem P? kein Propagator on-shell gehen kann, so dass
Imsfﬂgr?r)(s’ > 0, P? < 0) reell ist. In diesem Fall erhélt man das gleiche Ergebnis, wenn die
Dispersionsrelation in s’ zuerst geschrieben wird und erst am Ende die analytische Fortset-
zung zu P? = m% + ie durchgefiihrt wird (fiir die Diagramme in dieser Arbeit wurde dies
explizit iiberpriift). Die Rechnung wird dadurch tibersichtlicher, da sich die analytischen Ei-
genschaften in s’ leichter ablesen lassen, wenn die Funktion zunéchst weiter reell ist und erst
im letzten Schritt eine wirklich komplexwertige Funktion auftritt. Von dieser Regel gibt es
bei den Emissions-Diagrammen eine Ausnahme, auf die an entsprechender Stelle hingewiesen
wird.

3.1.4 Diagramme

Mit der gezeigten Summenregel wurde also die Berechnung der Matrixelemente <7T+7T_ ‘O ‘§0>

durch eine Berechnung der Korrelationsfunktion F(©) bzw. 119 ersetzt. Dabei kommt die
Storungstheorie zur Anwendung. Die Diagramme, die dafiir zu berechnen sind, kénnen direkt
den Diagrammtypen (Abb. 2.8) im B — wr-Zerfall zugeordnet werden. Die Abbildungen
3.5-3.8 zeigen fiir die unterschiedlichen Diagrammtypen jeweils Beispiele. Entsprechend kann
der Beitrag eines bestimmten Diagrammes D zum Matrixelement, <7T+7T* ‘O‘§0> » berech-
net werden, in dem nur die zugehorigen Kontraktionen der Korrelationsfunktion, F(©)-P bzw.
o’ beriicksichtigt werden.

Generell brauchen nur Diagramme betrachtet zu werden, bei denen Gluonen zwischen
den verschiedenen Teilen des Zerfalls ausgetauscht werden, das heifit nicht-faktorisierbare
Diagramme. Das Diagramm Abb. 3.5a zum Beispiel kann faktorisiert werden in eine «ag-
Korrektur zur Lichtkegel-Summenregel fiir den B — m-Formfaktor mal den fithrenden Term
der Summenregel fiir f,;. Setzt man in der naiven Faktorisierung fiir fp, das Ergebnis
der Lichtkegel-Summenregel in néchstfithrender Ordnung ein, ist dieser Term daher bereits
beriticksichtigt.

Weiter kann man zwei Typen von Diagrammen unterscheiden. Zunéchst gibt es solche
mit Gluon-Schleifen: Durch die Wahl der Kinematik ist gewéhrleistet, dass die Virtualitat
in den Schleifen hoch ist, sodass dies rein perturbative O(ag)-Korrekturen sind. Zweitens
kann ein Quark aber auch ein weiches, also niederenergetisches Gluon emittieren, das dann
in einer Lichtkegel-Verteilungsamplitude (d.h. physikalisch in eins der Hadronen) absorbiert
wird. Dies ist ein nichtperturbativer Beitrag, der nicht mit ag, dafiir aber mit Agep/my
unterdriickt ist, denn die hier auftretenden Quark-Antiquark-Gluon-Verteilungsfunktionen
haben hoheren Twist.

Von den Emissions-Diagrammen wurden der Tree-Level-Term und die Korrekturen durch
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) D
>

(a) Faktorisierbare Emission mit (b) Nichtfaktorisierbare Emission
hartem Gluon mit hartem Gluon

(¢) Nichtfaktorisierbare Emission
mit weichem Gluon

Abbildung 3.5: Emissions-Diagramme fiir die Korrelationsfunktion F'

(a) Annihilation mit weichem (b) Annihilation mit hartem Gluon
Gluon

Abbildung 3.6: Annihilations-Diagramme fiir die Korrelationsfuktion F
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ﬁ,\ﬂ"

&

T

(a) Pinguin mit hartem Gluon (b) Gluonischer Pinguin mit
weichem Gluon

AN TOT00000

Abbildung 3.7: Pinguin-Diagramme fiir die Korrelationsfunktion F

Abbildung 3.8: Pinguin-Annihilationsdiagramme fiir die Korrelationsfunktion F
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)

Abbildung 3.9: Emissionsdiagramme fiir ng?; mit hartem Gluon-Austausch: Vertex-Diagramme

weiche Gluonen (Abb. 3.5¢) in [31] berechnet. Die Diagramme mit perturbativer Gluon-
Schleife (Abb. 3.5b) sind in der urpsriinglichen Methode aber Zweischleifen-Diagramme und
damit ein Fall fiir die Modifikation, in der 1Y in zwei Pion-Verteilungsfunktionen faktori-
siert wird. Thre Berechnung ist Thema des néchsten Abschnitts.

Die Pinguin-Diagramme (Abb. 3.7a) sowohl mit harten als auch mit weichen Gluonen
wurden in [33] und der gluonische Pinguin (Abb. 3.7b) in [32] berechnet.

Die Pinguin-Annihilation (Abb. 3.8 zeigt zwei der Diagramme auf fithrender Ordnung) ist
wegen der Mehrschleifen-Struktur auch mit der modifizierten Methode weiter nicht zugreif-
bar, denn wegen der Farberhaltung miissen mindestens zwei Gluonen ausgetauscht werden.
Gerade wegen der Anzahl der Schleifen wird dieser Beitrag aber generell als vernachlassigbar
klein erwartet, auch in anderen Methoden wie QCD Faktorisierung wird er nicht berticksich-
tigt. Es bleiben die Annihilations-Diagramme (Abb. 3.6), die im dritten Teil dieses Kapitels
behandelt werden.

3.2 Emission

Dieses Kapitel widmet sich der Berechnung des harten Gluon-Austausches in der Emissi-
on. Dieser geht zusammen mit den in [31] berechneten weichen Gluon-Korrekturen in den
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(a) (b)

Abbildung 3.10: Emissionsdiagramme fiir H;?qu) mit hartem Gluon-Austausch: Harte Spectator-

Diagramme

in (2.26) definierten Korrekturterm rg ein. Dabei wird nur der Beitrag des Strom-Strom-
Operators 51{ berechnet. Wéhrend sich der Beitrag von O34 durch Fierz-Transformationen
und Isospin-Symmetrie auf letzteren zuriickfithren ldsst (was in der Zerlegung (2.31) bereits
beriicksichtigt wurde), muss fiir den Beitrag von Os¢ (1% in der Zerlegung) weiter auf die
QCD Faktorisierung verwiesen werden. Allerdings sind die Wilson-Koeffizienten c¢; und cg
sehr klein, sodass dieser Beitrag wenig relevant ist.

Startpunkt ist die Korrelationsfunktion Y mit der Faktorisierung (3.15). Die sechs Dia~
gramme, vier Vertex-Diagramme Abb. 3.9 und zwei harte Spectator-Diagramme Abb. 3.10,
sind jetzt Ein-Schleifen-Diagramme. Vertex- und Spectator-Diagramme werden getrennt be-
trachtet, was spater den Vergleich zur QQCD Faktorisierung und auch die Renormierung
vereinfacht. _

Die Diagramme fiir 19 werden also mit der Kinematik (p—q)*<0,P><0, (p—k)?=
m?2 = 0 berechnet. Dann wird das Ergebnis renormiert. Anschlieflend wird die Dispersions-
relation in der Variablen s’ = (p — ¢)? geschrieben. Nach der analytischen Fortsetzung in
P? — m% + ie kann das Ergebnis schlieflich abgelesen werden.

3.2.1 Berechnung der Diagramme
Feynman-Diagramme

Die Einschleifen-Diagramme werden mit Standardmethoden berechnet, in diesem Falle mit
Mathematica und dem Paket FeynCalc [37]. Das Resultat vereinfacht sich erheblich, wenn
die Diagramme (3.9a und b, ¢ und d sowie 3.10a und b) paarweise addiert werden. Dabei
wird die Symmetrie der Pion-Wellenfunktion im Bezug auf das emittierte Pion ausgenutzt.
In der Faktorisierungsformel (3.15) heifit dies, dass v — 1 —v = 0, ¢, (v) — ¢ (v) gesetzt
wird. Durch die paarweise Addition heben sich die Infrarot-Singularitéiten der einzelnen
Diagramme gegenseitig auf. Dies ist nichts weiter als die Manifestation des Farbtransparenz-
Argumentes [18], das auch schon zur Motivation der naiven Faktorisierung herangezogen
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wurde: Ein weiches (infrarotes) Gluon 16st die Struktur des Pions nicht auf und koppelt
effektiv nicht.
Die Summe der Vertexdiagramme lautet damit:

1 1
O ertex . Q
GOV (p — qf P?) = iftmi s [ au [ dv ou(wipa(v)
™ Jo 0
3P?

1
| Bo(a (p— @)%, 0.m) +

uv

Bo(uv P?.0.0 3.19
i(p—a?—mj oliw F%0,0) 1)

(s = o) Baal(p = 0 — v 2,01

p—q)?—m;

und die der harten Spectator-Diagramme:

_ 1 1
TIONSpec( (1) — o2 P2} — 4 £2 2&/ d / d er(u) oz (v)

g ((p Q) ) ) anmb 187 0 u 0 v UU(U (p . Q)2 . UPQ)

: [v P2 By((p — ¢)°,0,my)+(u (p — q)* —v P*) Bo(u (p — q)*,0,m})
—uv P? By (uv P?,0,0) +u(v P* = (p— q)*) Bo(u((p — q)* — v P?),0,m;)
—uv P*(mi — (1 +u)(p—q)> + 20 P?) Co ((p — q)*, uv P>, u((p — q)* — v P?),mj, 0, O)] .
(3.20)

Hier sind By und (Y die iiblichen skalaren Zwei- und Dreipunktfunktionen in dimensionaler
Regularisierung:

(2mp)t—P

Bo(p27m07m1) = i 2

l/¢hﬂf—n%+*ﬂh+m?—nﬁ+kﬁ4,

2T 4—D
CO (p%7 (pl _p2)27p%7m07m17m2) — % /qu
—1
{( = mi +ie)(g+ P = mi +ie)(g + paf? — m3 + ie) |
(3.21)

Renormierung

Das Ergebnis fiir die harten Spectator-Diagramme ist bereits ultraviolett- und infrarot-end-
lich (die einzelnen By-Funktionen haben zwar UV-Divergenzen, die sich aber in der Summe
aufheben, das auftretende Cy ist UV- und IR-endlich). Die Vertex-Diagramme sind dage-
gen auch in der Summe UV-divergent. Dies war auch nicht anders zu erwarten, handelt
es sich doch genau um die Diagramme, die, wie im Abschnitt 2.1.2 gezeigt, die Renormie-
rung der Vier-Fermion-Operatoren nétig machen. Der divergente Anteil von (3.19) ist mit
By (p*,m},m3) = (Agiv + endliche Terme):

1
S . —as (. 1 on(w)
H(Ol),Vertex,Dw — )% P = A ivﬂ 2 2P2/ du — i
LK ((p—a)". F") dvisn iz 0 Y 2mi—u(p—q)?)’
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was genau das (—ag/37)-Fache des Tree-Level-Beitrags (3.16) ist. Die Operatorrenormie-
rung (2.8), umgeschrieben auf die Operatorbasis (O1, O1) statt (01,0,), absorbiert genau

. . . . . 9]
diesen divergenten Term, sodass er im Matrixelement des renormierten Operators 9 zu

Null gesetzt wird (der Hut wird im folgenden wieder weggelassen). Insbesondere ist damit
gezeigt, dass das Ergebnis in Ordnung a} das korrekte Skalenverhalten hat, das die Ska-
lenabhéngigkeit der Wilson-Koeffizienten ¢ (1) und ¢o(p) kompensiert.

Dispersionsrelation

Um die Dispersionsrelation fiir ng?rqf) zu erhalten, wird die Funktion nun in der Variablen
s’ = (p — q)? analytisch fortgesetzt. Gesucht ist dann der Imaginirteil (die Diskontinuitit)
auf der positiven reellen Achse.

Die einzelnen Terme im Resultat sind jeweils das Produkt aus einer gebrochen rationalen
Funktion in " und einer By- oder Cy-Funktion. Die Produktregel Im(ab) = Ima - Reb +
Rea - Imb fiir den Imaginérteil lasst sich wie in Anhang B.2 kurz gezeigt auch auf den
als Diskontinuitédt definierten Imaginérteil verallgemeinern, sodass die Faktoren getrennt
betrachtet werden kénnen. An die Stelle des Realteiles tritt dann Rey f(s') = $(f(s' +
i€) + f(s' — i€)), was, wenn iiber s integriert wird, der Definition des Hauptwertintegrales
entspricht: [ ds'Rey f(s') = fids' f(s').

Zuerst zu den Vertexdiagrammen: Fiir die hier vorkommenden Bj-Funktionen lassen sich
direkt geschlossene Ausdriicke angeben:

2 2 = o!
By(s'w,0,m}) = Adiv+2—log%—< —Q) log (1—%),

BO(aU P27 07 0) = Adiv +2— lOg

2 2 . 2
By(u(s' —vP?),0,m;) = Agy+2— log% + (ﬁ — 1) log (1 — lL(ST;P)) :
Die zweite By-Funktion hiangt nicht von s ab und trigt daher auch nicht zum Imaginéarteil
bei. Die Logarithmen sind bereits so geschrieben, dass der Schnitt auf der positiven reellen
s’-Achse liegt, die analytische Fortsetzung in s’ ist daher trivial und die Formeln kénnen
direkt mit positivem s’ verwendet werden.

Nach Anwendung der in Anhang B.3 zusammengestellten Methoden und Formeln fiir den
Imaginérteil lautet die Antwort fiir die Vertexdiagramme:

~ P 2,2 1
Ims/ngﬂ_%%Vertex(S/’PQ) _ ’l]‘;ﬂiﬂi;()ég / dv QOﬂ—(U)
0

ox (1—=my/s") Vi(v, s P2)9<5' — mi)

2

1 2
+/ du o, (u) |:‘/2<U,’U, s', PO (s' — %) + Vi(u,v,s', P?)0 <3' —vP?— @)]] ,
0
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Abbildung 3.11: Schnitte durch die Vertexdiagramme, die dem Imaginérteil Imy entsprechen.
Entlang dieser Schnitte kénnen alle Propagatoren on-shell gehen, wenn: 1. s’ =
mi/u, 2. s’ >mi/u, 3. s’ > mi/u+ vP%

P2 m2 —UP2 UP2 UP2
2 b
%(U,SI,P) — ?<210g?+10g o —S,_UPZIOg o —6),
2 — ./
2 . my —us
Vlw o, so P) = S

my — 2u(s' — 2v P?)m? + u*(3v?P* — 4v ' P? + s7)

V /P2 —
3(u, 0,8, P) 3utv(mi —us')(s' — v P?)

Die dabei auftretenden ©-Funktionen kénnen physikalisch interpretiert werden: Ein Feyn-
man-Diagramm hat einen Imaginérteil genau dann, wenn es einen Schnitt durch das Dia-
gramm gibt, sodass alle geschnittenen Linien on-shell gehen konnen. In diesem Fall muss
insbesondere geniigend Energie zur Verfiigung stehen, damit das b-Quark on-shell gehen
kann. Die zugehorigen Schnitte sind in Abbildung 3.11 gezeigt.

Die Behandlung der harten Spectator-Diagramme geht analog, ist aber etwas aufwendiger.
Zuerst kann man auf (3.20) wieder die Produktregel anwenden. Dabei trifft man auf den Pol
1/(us’ — v P?), der schon bei negativem s’ = v P?/u zu einem Imaginirteil fithrt. Dies
entspricht aber keiner Kinematik, bei der das b-Quark on-shell gehen kann. Der Imaginérteil
dieses Pols wird nach der Produktregel mit dem Realteil der By- und Cy-Funktionen an dieser
Stelle multipliziert, und diese heben sich in der Tat gegenseitig auf: Der unphysikalische Pol
tragt also nicht bei. In Integralen, in denen dieser Pol vorkommt, ist der Hauptwert zu
nehmen, sodass die Integrale endlich werden.

Die in (3.20) vorkommenden Bj-Funktionen sind analog zu denen in den Vertex-Diagram-
men und die analytische Fortsetzung ist ebenso evident, sodass die Formeln zur Bestim-
mung des Imaginérteils direkt angewendet werden konnen. Weitaus komplizierter ist aber
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N\
-

Abbildung 3.12: Schnitte durch die harten Spectatordiagramme, die dem Imaginérteil Img ent-
sprechen: 1. s’ > m2, 2. 8' > m?/u, 3. s/ > m}/u + vP%

die Berechnung des Imaginérteils der Cy-Funktion. Sie ist in Anhang C gezeigt und hat zum
Ergebnis:

Imy Co(s',uv P?u(s’ — v P*),m;,0,0)
T —v P?lmi —us|
— 71 b @ I 2
us — v P? <u3’(s’—mg—vP2) (s =m3)

o (Cw P P o mE
_US’—UP210g<u(s’—vP2)|m§—a5’\ © S_?_UP (3.23)

fiir P? < 0. Zusammen ist damit das Resultat fiir die harten Spectator-Diagramme:

Im, ITO1)sPee (s p2) = iamsas 1du 1dv (u) o (v) | S1(u,v, s, P*)O(s" — mj)
s/l 5 - 18 . o O Pr 1\w, Uyo, b

2

2
+ So(u, v, s, P?)© <3’ - %> + S3(u, v, s, P?)© <s' — @ - vP2>
u

- (3.24)

Sy v, P?) — P*((1 +u)s’' — mi — 2v P?) log (=1 P*m} —u | N P%(s' —m3)
T (us' — v P?)? ws'(s' —mi — v P?) us'(us —vP?)
So(u, v, 8, P?) = my —us
o auv s
P2((1+wu)s’' —m? — 2v P?) —av P?(s' —m? — v P?)
S. / P2 - _ b 1 b
3(u, 0,5, P) (us' — v P?%)? ©8 u(s’ — v P?)|m? — us'|

mi —us + uv P?
w(u s’ — v P?)

Die Theta-Funktionen entsprechen wieder den Schnitten durch das Diagramm, wie sie in
Abb. 3.12 dargestellt sind. Dabei fillt auf, dass die Kinematik mit P? < 0 auch schon fiir
P? +mj < s <mj erlaubt, dass das Diagramm einen Imaginérteil hat.

78



3.2. EMISSION

Die so berechneten Imaginérteile werden nun in die Dispersionsrelation fiir H(O )((p —
q)%, P?) eingesetzt:

]_%oo ds/ ImS/ng?T’f),Vertex,Spec(S,’PQ)

H(O%),Vertem,Spec ((p q) P2) _ m S0 o (p — q)Q
my+

i

, (3.25)
wobei sich der Hauptwert auf den Pol bei u s’ = v P? bezieht.

Analytische Fortsetzung

Als letzter Schritt steht noch die analytische Fortsetzung in P? an. Mit der Vorschrift P? =
m% + ie entsprechen die sich dabei ergebenden Real- und Imaginirteile beziiglich P? direkt
dem algebraischen Real- und Imaginérteil der Amplitude.

Diesmal ist die analytische Fortsetzung der Ergebnisse (3.22) und (3.24) weniger trivial
und man muss eine ganze Reihe von Besonderheiten beachten. Bei den Vertex-Diagrammen
fallt auf, dass in (3.22) die Funktion V; einen Logarithmus logv P?/s’ enthilt, der den
Schnitt auf der negativen reellen P2-Achse hat. Dieser kommt aus dem Schnitt Abb. 3.13a,
der eine kinematische Besonderheit aufweist: Nur bei negativem P? kénnen die Quarks in
der Schleife gleichzeitig on-shell gehen (der erste Schnitt legt (p — ¢)? = s’ = m3 /u fest, bei
(k—uq)* = u(s' — P2) > mj hat die Schleife einen Imaginérteil). In diesem Falle vertauschen
die Imaginérteile in s’ und P? nicht und beim physikalischen Punkt P? = m% trigt dieses
Diagramm nicht zum Imaginérteil der Amplitude bei. Anders bei dem Schnitt Abb. 3.13b:
Hier kann das leichte Quarkpaar im Loop erst bei P? > 0 on-shell gehen, sodass dieses
Diagramm nach analytischer Fortsetzung zum Imaginérteil der Amplitude beitriagt. Der zu
Grunde liegende Prozess, ein Gluon-Austausch zwischen On-Shell-Quarks im Endzustand,
heifit auch Endzustands-Wechselwirkung oder ., Final State Rescattering®.

Weiter enthalten die Resultate ©-Funktionen in P2, die die Funktionen nicht einmal dif-
ferenzierbar, geschweige denn analytisch in P? erscheinen lassen. Zu beachten ist aber, dass
nicht die Imaginérteile einzeln, sondern nur die gesamte Dispersionsrelation (3.25) analy-
tisch sein muss. Um die Analytizitit in P? evident zu machen, ist es daher zweckmiiflig, die
©-Funktionen in Integrationsgrenzen zu absorbieren. Dabei wird zuniichst weiter P? < 0
gelassen, da die bisherige Rechnung nur unter dieser Vorausetzung Giiltigkeit hat:

m2
I= / /dv/du@( UL PQ)
+P2 U
s’ vP2 o0 1 1_5/:7:?]:2
/ / / du+/ ds'/ dv/ du
24 p2 m? 0 0

Der Integrand ist analytisch in s’ und P? und damit auch seine Stammfunktion. In dieser
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ImPQ
(a) Vertexdiagramm: Nur bei (b) Vertexdiagramm: Bei
P? < 0 kénnen die Quarks P2 > 0 kénnen die Quarks
entlang des Schnittes Im p2 entlang des Schnittes Imp2
on-shell gehen on-shell gehen

(¢) Spectator-Diagramm:
Imaginérteil ebenfalls bei
P?>0

Abbildung 3.13: Beitrige zum Imaginérteil des geschnittenen Korrelators vor bzw. nach analyti-
scher Fortsetzung in P2. Der Schnitt Imy setzt die Quarks im Anfangszustand
on-shell.
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Schreibweise kann also P? — m% + ie gesetzt werden:

2
™

P2—>m2 mb+mB s/—vm & 173/—1)7”2
I :B—/ dsﬁ_mdv/ Bdu—l—/ ds'/dv/ B du
m 0 0

mh

’ mb

00 min(1,(s —mg)/m%) 1_5’ vm?2
:/ dSI/ d’U/ B du .
m? 0 0

Wichtig ist dabei die Feststellung, dass dabei weiter nur der Bereich 0 < u,v < 1 auftritt.

Fiir die analytische Fortsetzung des Integranden selbst miissen zuerst die Logarithmen
in (3.23) entsprechend der Vorschrift aus Anhang B.3 umgestellt werden. Mit loga/b =
loga —logb (a,b > 0) und der entsprechenden Regel fiir das Produkt erhélt man Ausdriicke,
deren Schnitte in P? auf der positiven reellen Achse liegen. Dabei trifft man auf den Term
log |m? —u s'|, der in dieser Form der Voraussetzung, dass der Integrand analytisch in s’ sei,
widerspricht. Er benotigt nochmals eine genauere Betrachtung, aus der sich ergibt, dass er
sogar einen Imaginirteil in P? hat:

2
0o 2 i 2 0o 2
m w m m
) ds'log |s' — =2 = [, ds'log | =2 — 5" |+ [, ds' log [ s' — —%
@—H} P2 U @-‘r’l}PQ U id (4
u u

P2HmQB tie [ ,
= ) ds'log

m
b 2
T +vmp

—bJrva
+aT

Mit diesen Vorbereitungen kann die Berechnung von Real- und Imaginérteil des Resultates
nun wieder mit den Standard-Formeln gemacht werden. Im Ergebnis gibt es auch einen
Imaginérteil von den harten Spectator-Diagrammen. Er ist darauf zuriickzufiihren, dass im
geschnittenen Diagramm wie in Abb. 3.13c gezeigt Quarks on-shell gehen kénnen.

;M
S ==
(0

Ergebnis
Die so erhaltenen Funktionen RePQH(O )(3’, P?=m3%) und ImPQH,(Sﬁ"(s’, P? = m%) kénnen

schlieBlich in die Summenregel (3.17) eingesetzt werden. Zur besseren Ubersicht kénnen
die Integrationsgrenzen wieder als ©-Funktionen geschrieben werden und das abschlielende
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Ergebnis ist:

=50 if2mlog [0, o e [
(nta|OY|B >E,hard: Wi% ds' o=/ / dv @r(v)
0

femEm Jons
m2
< on <1 — —f’) [E°(v,s')  +iE™(v, )]
s
1 2
+/ du . (u) [Eg‘e(u,v,s') +EX(u,v,8)O (3’ — —) (3.26)
0

2
B ) B 00 (3= o )] } ,
u

m? s’ —2vm? s’ m?
ERe(y,s) = —L£ (- B 2log —2 — 6
(@) 125’( s’ —ovmk OgvaB+ oqu ’
2
Ei"(v.s) = —rik,
m2 o — 2
ERe / — B b
2 (0, ) 18(us' —vm%)\ us

(1+u)s' —mi —2vm? vm%(mi —us')

)

uwm%(s' —mi —om%)

/ 2 (gl 2 2
us' —omy us'(s' —mj; —vmip)

Re _ Bu—2)(mp —us)
Byt (u,v,5) = 36 uuv s’ ’
2m%(mi — (1 +u)s' + 2vm%)

(us' —vm%)?

ERe / -
(v, ) 36 < u(s' —vm%)(us’ —m3)

my — 2u(s’ — 2v m%)m? + u*(3v*m% — 4v 'm%) + s

w?v(mi —us')(s' —vm%)

2 ool e a2
my —us +uvm

b B
+2 ),

av(u s’ —vm%)

mi(mi — (14 u)s' + 2vm¥ m}

EX(u,v,8) = —x 18(ay —vn)? {@ (s' — ?) — 0 (s —mj — vaB)] :

Dabei sind alle auftretenden Integrale konvergent: Faktoren 1/u, 1/v bzw. 1/u werden durch
©r, dass an den Endpunkten w,v = 0 und 1 verschwindet, kompensiert.

3.2.2 Heavy Quark Limit und QCD Faktorisierung

Das Ergebnis fiir die Vertexdiagramme kann im Limes m;, — oo direkt mit dem Ergebnis
aus der QCD Faktorisierung verglichen werden. Das Verhalten der Parameter, wie sie in
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den Lichtkegel-Summenregeln auftreten, wurde in [38] in diesem Limes untersucht; die my,-
Abhéngigkeiten sind dann gegeben durch

~

fs
NG

und die Parameter A,wy, 7 und fB sind mp-unabhéngig. Bei der Entwicklung des Ergeb-
nisses (3.26) in 1/my, sind dariiberhinaus zwei Punkte zu beachten: Erstens sind die Inte-
grationsintervalle my-abhéngig. Die einfachste Methode, um dies korrekt zu behandeln ist,
alle Integrationsvariablen so zu substituieren, dass sie my-unabhéngig von 0 bis 1 laufen.
Die Reihenentwicklung wird dann nur im Integranden durchgefiihrt. Zum Zweiten tragen in
einigen Teilen der Amplitude im Limes m;, — oo nur die Endpunkte u,v — 0 oder 1 der
Verteilungsfunktionen bei; an diesen Endpunkten verschwinden sie aber linear, was einen
zusétzlichen Unterdriickungsfaktor bewirkt.

Es ist instruktiv, mit diesem Wissen zuerst das Tree-Level-Resultat (3.18) zu betrachten,
wobei die erste Klammer in der modifizierten Methode durch f, ersetzt wird und die zweite
der fithrende Term der Lichtkegel-Summenregel fiir fp.(0) ist:

mpg =my + A 5§ =m} + 2myw, M"? =2myr, fp=

12502 fr §O7 A2

Al R0 o, b )
(ntr~|0Y|B )Tree = 1M </0 ds e”= 7 mi,/z SOW(O)> (1+0 (A/my)) . (3.27)

hmmb—>oo fBr (0)

Dabei wurde durch die Ersetzungen 7 = 7 A, w = @ A und s = m? + 2m, A & § erreicht, dass
alle Parameter auler A und m; dimensionslos und von O(1) sind.

Fiir das Vertexdiagramm gehen wir zunéchst zuriick zum Imaginérteil der Korrelations-
funktion (3.22). Die Terme V5 und V3, die noch eine u-Integration beinhalten, verschwinden
im Limes m;, — oo im Vergleich zu V;. Das liegt daran, dass das u-Integrationsintervall in
diesen Termen bei m;, — oo verschwindet. Im Beitrag von V; lédsst sich dann das Tree-Level-
Resultat herausfaktorisieren:

(747108 By = 1 Jim_e(0))

1

g my 1—2v
c— | dvp, 4log— — 6

6r J, vs@(U)( og= " =0+

log v —iw) (140 (Afmy)) .

Dies ist genau das Resultat, das auch in QCD Faktorisierung in Twist 2 gewonnen wird (z.B.
25] Gleichung (47))5. In erster Ordnung 1/my, ist das Resultat von Lichtkegel-Summenregeln
und QCD Faktorisierung fiir die Vertexdiagramme also identisch. Da in den Lichtkegel-
Summenregeln keine grundsétzliche 1/my-Entwicklung durchgefiihrt wird, enthalten letztere

6Gleichung (47) in [25] enthiilt noch einen Term, der antisymmetrisch in v (dort = geschrieben) ist. Dieser
tritt hier nicht auf, da von vorn herein die Symmetrie von ¢, ausgenutzt wurde.
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zusétlich Effekte von endlichem my,. Allerdings wurden auch hier 1/my-unterdriickte Beitrage
von hoheren Twists vernachléssigt.

Fiir die harten Spectator-Diagramme kann dieser formale Vergleich nicht durchgefiihrt
werden, da die Beschreibung des B-Mesons in QCD Faktorisierung (Lichtkegel-Verteilungs-
amplitude) und in Lichtkegel-Summenregeln (interpolierender Quarkstrom und Dualitét)
grundsétzlich verschieden ist. Den beiden Methoden ist einzig gemeinsam, dass nach Rei-
henentwicklung in 1/m,, die Spectator-Diagramme die gleiche Ordnung wie die Vertex-Dia-
gramme haben. Das Ergebnis aus Lichtkegel-Summenregeln enthélt dariiberhinaus einen
Imaginérteil, der erst in hoherer Ordnung 1/m, auftritt und in QCD Faktorisierung nicht
enthalten ist.

Wihrend die vollstédndige numerische Auswertung erst am Ende dieses Kapitels steht, sei
hier schonmal ein Vorgriff gestattet: Die Lichtkegel-Summenregeln (3.26) liefern:

O = ([S19151) +[-3.6554]) < 1072,

mit dem identischen Satz von Eingabeparametern ist das Twist-2-Ergebnis der QCD Fak-

torisierung:
plrdQEPETS — (1 1757 4+ 4[—4,715]) x 1072,

Beide Resultate sind konsistent miteinander und auch die Zentralwerte sind durchaus ver-
gleichbar. Im Realteil hat das Ergebnis aus QCD Faktorisierung aber eine deutlich grofiere
Unsicherheit, die fast ausschliefilich auf die Unkenntnis der B-Meson-Verteilungsamplitude
zuriickzufiihren ist. In der Rechnung tritt deren erstes inverse Moment, A\, = fooo %‘"(bB(w)
auf, fiir das hier der Schitzwert aus [24] N\, = 0,35f8:}‘g GeV eingesetzt wurde, der kon-
sistent mit einer kiirzlichen Matchingrechnung in Lichtkegel-Summenregeln [39] und dem
Ergebnis aus Zweipunkt-Summenregeln [40] ist. Die B-Meson-Verteilungsamplitude tritt in

Lichtkegel-Summenregeln dagegen nicht auf.

3.2.3 Diskussion

Das Ergebnis der Lichtkegel-Summenregeln enthélt also iiber den in QCD Faktorisierung
angewendeten m;, — oo-Limes hinaus noch Effekte von endlichem my. Insbesondere haben
die harten Spectator-Diagramme einen mit Agep/my, unterdriickten Imaginérteil. Bei end-
lichem m, miissen aber auch bei der Twist-Entwicklung hohere Ordnungen mitgenommen
werden.

In QCD Faktorisierung wurde entsprechend auch der Beitrag der Zweiteilchen-Vertei-
lungsamplitude des Pions in Twist 3 berechnet. Dabei stellt sich heraus, dass das Konvoluti-
onsintegral (2.23) logarithmisch divergiert. Die Twist-3-Verteilungsamplituden verschwinden
ndmlich nicht an den kinematischen Grenzpunkten, an denen das perturbative Diagramm
divergiert. Der divergente Beitrag wird daher iiblicherweise durch einen neuen hadronischen
Parameter Xy ersetzt, der entweder grob geschétzt oder gefittet werden kann. Das Auftreten
dieser Divergenz an sich zeigt aber, dass die Methode in dieser néchstfiihrenden Ordnung
ihre Giiltigkeit verliert: Es bedeutet nichts anderes, als dass die kinematische Region, in der
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das ausgetauschte Gluon weich ist, nicht wie in Twist 2 durch die Verteilungsamplituden
unterdriickt ist. In dieser Region ist aber die Storungstheorie grundsétzlich nicht anwendbar.

Um so interessanter wére natiirlich die Antwort der Lichtkegel-Summenregeln in Twist
3. Leider hilft aber hier auch die modifizierte Methode nicht weiter, denn die sich dabei
ergebenden Schleifenintegrale haben ebenfalls infrarote und kollineare Divergenzen. Diese
lassen sich zwar dimensional regularisieren, aber die Frage ist, worin diese Divergenz ab-
sorbiert wird. Einen Anhaltspunkt liefert die Faktorisierungsformel fiir den Korrelator HW?T)
(3.15). Diese Formel gilt im fiihrenden Twist, der fiir das Gesamtobjekt 4 ist. Die Annah-
me, der ndchstfithrende Beitrag von Twist 5 liefle sich in ein Produkt aus einer Twist-2 und
einer Twist-3-Verteilungsamplitude faktorisieren (auf dieser Annahme basiert auch die Rech-
nung in der QCD Faktorisierung), erweist sich als falsch; vielmehr muss hier eine Zwei-Pion
Vierteilchen-Verteilungsfunktion eingefiihrt werden, in die auch die Divergenzen absorbiert
werden konnen. Dies und deren Bestimmung ist sicher ein interessantes Projekt fiir die Zu-
kunft. Auch die Frage, ob der Twist-3-Beitrag in der urspriinglichen Methode, in der nur
eine Pion-Verteilungsamplitude auftritt, divergent ist, ist interessant. Wenn nicht, ist das
Auftreten der Divergenz ein Artefakt der Faktorisierung von o).

Dies gilt allerdings nur fiir den Zweiteilchen-Beitrag. In Twist 3 gibt es bereits einen
Beitrag einer Dreiteilchen- (Quark-Antiquark-Gluon)-Verteilungsfunktion. Dieser und der
entsprechende Twist-4-Beitrag sind in Lichtkegel-Summenregeln berechnet worden [31], in
QCD Faktorisierung sind sie wegen der nichtstérungstheoretischen Natur nicht eingeschlos-
sen.

Man kann also schlussfolgern, dass das neue Twist-2-Resultat fiir die harten Emissionsdia-
gramme gegeniiber QCD Faktorisierung keine wesentlichen neuen Informationen bereitstellt.
In einer Analyse, bei der jedoch alle anderen Beitrdge — sowohl andere nichtfaktorisierbare
Diagramme als auch der in der naiven Faktorisierung auftretende B — m-Formfaktor — aus
Lichtkegel-Summenregeln bestimmt wurden, ist das neue Resultat aus Konsistenzgriinden
vorzuziehen. Als ,handfester Vorteil kann lediglich gewertet werden, dass im Gegensatz
zur QCD Faktorisierung die B-Meson-Verteilungsamplitude, iiber die man bisher nur we-
nige Informationen hat [39,40] nicht benétigt wird, was sich positiv auf die Unsicherheiten
auswirkt.

3.3 Annihilation

Den Annihilationsprozess kann man wie den der Emission als erste Ndherung in zwei Teil-
prozesse faktorisieren (Abb. 3.14): Die Annihilation der Valenzquarks des B-Mesons und die
Erzeugung zweier Pionen aus einem Quark-Antiquark-Strom. Durch Fierz-Transformation
kann man die Vierquark-Operatoren so als Produkt von zwei Strémen schreiben, dass jeweils
ein Strom zu einem Teilprozess gehort:

(wtr|08|B") = (x 7 |(au)y_4|0)(0|(db)y_a|B"), )
5 = (U1 —v5)u)(dyu(l —5)b) . (3.28)
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Abbildung 3.14: Faktorisierung des Annihilationsdiagramms

Damit ist diesmal OY ein reiner Farbsinglett-Operator und O} wird entsprechend (2.22)
zerlegt: O} = %05‘ + 25;

In dem faktorisierten Matrixelement ist der rechte Faktor proportional zum Impuls p, —
qu des EO, genau dieser Impuls fliet aber durch den Quarkstrom im linken Faktor, von
dem wegen der Paritétserhaltung nur der Vektorstromanteil beitrégt. Dadurch wird (p,, —
qu)(uu)y_a — O, uy"u. Der Vektorstrom ist erhalten, sodass das faktorisierte Matrixele-
ment (3.28) insgesamt verschwindet. Die Annihilation tragt also nur bei, wenn zwischen den
beiden Teilprozessen mindestens ein Gluon ausgetauscht wird. Die Diagramme mit hartem
bzw. weichem Ein-Gluon-Austausch werden in den folgenden Abschnitten 3.3.1 bzw. 3.3.2
behandelt.

Anders ist die Situation bei den Operatoren O¢. Da hier nach Fierz-Transformation
(pseudo-) skalare Quarkstrome auftreten, die nicht erhalten sind, gibt es auch nach Fak-
torisierung einen Beitrag (ohne Gluonaustausch). Dieser Beitrag wird in 3.3.3 berechnet.
Wie schon bei der Emission wird auf die Berechnung nichtfaktorisierbarer Korrekturen mit
den Operatoren Oj ¢ verzichtet, da die Wilson-Koeffizienten c; und ¢ sehr klein sind.

3.3.1 Berechnung der harten Diagramme fiir (3;‘

Wenden wir uns also zunéchst den Diagrammen zu, bei denen ein hartes Gluon zwischen den
Teilprozessen ausgetauscht wird. Diese folgen direkt aus der storungstheoretischen Entwick-
lung. In den Lichtkegel-Summenregeln miissten dazu fiir den Korrelator F(©3) Feynman-
Diagramme vom Typ wie in Abb. 3.6b (Seite 71) gezeigt berechnet werden. Wie schon
bei den Emissionsdiagrammen sind dies Zwei-Schleifen-Diagramme, sodass stattdessen die
Faktorisierung fiir Hggﬁ) angewendet wird. Dazu werden die Diagramme in Abbildung 3.15
berechnet.

Harter Austausch

Von diesen sechs zu berechnenden Feynman-Diagrammen werden zunéchst die Diagramme
3.15a, b herangezogen, die ,,harte Austauschdiagramme® genannt werden. Der technische Teil
der Rechnung ist weitgéngig identisch mit der fiir die harten Emissionsdiagramme, sodass
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Abbildung 3.15: Annihilationsdiagramme fiir ng?ré‘): (a),(b): Harte Austauschdiagramme, (c)-(f):

Vertexdiagramme
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sich eine erneute detaillierte Beschreibung eriibrigt. Die Diagramme selbst werden zunéchst
wieder mit (p — q)? < 0, P? < 0 berechnet und das Resultat lautet

e e b

A{HL (w05 (p - >,P2)+Hiin(, Jp—q) P} (3.29)

Der Ausdruck H?_steht dabei fiir den harten Kern des Diagramms, bei dem das Gluon an
das d-Quark koppelt,

H? (u,v;8" = (p—q)*, P?) = [Pz (2mp — (2+u)s' + 3v PQ)_ By (uv P?,0,0)
— [% ((us' +vP?)ymj + 20> P* —us? — UPQSIU)_ By (s',0,mj)

1
= [—((u s +v(1 —2u)P*)m + v*(1 — 3u) P*
uv

—u(1 4+ u)s? + (u? + 4u — 1)v PQS,)- By (a(s' — v P?),0,m})
+ [2]32 (mj — s +v PQ)Q} Co(s', uv P* (s’ — v P?), mj, 0, 0),
und H?_ fiir das entsprechende Diagramm mit dem b-Quark,

HY (u,v;s' = (p—q)*, P?) = — [P2 (2m; + (2 — 3u)s’ + UP2)- B
1 :

- [— (us' +vP*)mj +u(l — 2u)s” +vs'P?)| B

uv ]

0 (uv PQ,mg,mg)
0 (8/7 07 mg)

1
- [— ((us' + (1= 2u)v P)m; — v*(1 + u)P* + u(l — 3u)s”
uv

+(1 + 3u?)v s'PQ)_ By (a(s' — v P?),0,m})
, ]
+— [(u mi 4+ v P? —u?s") (v P2(m} —us') +u 3'2)} Co(s',uv P*u(s' — v P?),0,m;, m;) .
uv

Im Unterschied zu den Emissionsdiagrammen wurde hier nicht die Symmetrie der Pion-
Verteilungsfunktionen benutzt, sodass das Ergebnis auch fiir asymmetrische Verteilungs-
funktionen Giiltigkeit hat. Auf die Komplexitéit des Resultates hat dies hier keinen Einfluss.

Bei diesen Diagrammen ist der Impuls des Gluons nicht abhingig vom Schleifenimpuls,
sondern von der externen Kinematik als uv P? festgelegt. Solange nicht u oder v sehr klein ist,
ist das Gluon also geniigend virtuell, damit die Storungstheorie giiltig ist. Der Bereich von
kleinem u und v ist aber durch die Pion-Verteilungsfunktion unterdriickt. Dieser Sachverhalt
wird sich spéter darin zeigen, dass die Divergenz in u, v — 0 des Gluon-Propagators 1/uv P?
durch das Endpunktverhalten der Verteilungsamplituden gekiirzt wird. Ansonsten ist das
Resultat UV- und IR-endlich und es ist keine Renormierung notwendig.
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Wie zuvor heben sich die Beitrige an dem unphysikalischen Pol u s’ = v P? gegenseitig auf.
Der Imaginérteil in s’ = (p — ¢)? kommt daher nur von den skalaren Einschleifenintegralen
By und Cj selbst. Unter ihnen tritt zusétzlich zu den bereits aus den Emissionsdiagrammen
bekannten eine neue Cy-Funktion auf, deren Imaginérteil in Anhang C berechnet wird:

Imy Co(s', uv P2, u(s’ — v P?),0,m, m})

S
- us —uvP? 8

(8" — v P?)(umi + uv P?)
u(us?+vP(m? —us'))

s'(umi + uv P?)
us?+vP2(m?—us)

— log

2
@(s'—%—vP2)>.
u

Der Imaginérteil der beiden Diagramme ist damit

1 1
0,4 . D2\ 2 2 asCp P (W) pr(v)
Im I19> (8" + ie, P?) = i f2m; < 51 )/du/dv wo(us — v P2
0

0
2

X {Hl(u,v; s, P?) - O(s' —mj) + Hy(uw; s, P?) - O <3’ _ T UPQ) } ., (3.30)

u

mit

P2 2 S
Hl(U,’U; 8/7P2) = uUv P2<mg — 3/ + 'UPQ)z log ( - |mb us | )

ws'(mi — s + v P?)

2
— (1 - ﬁf’) (us'—v P (m; —us' +vP?(us +vP?
s

s'(um? + uv P?)

— (u(mg —us’)+vP2) (vm§P2+us'(s'—vP2))log o7+ 0 P —u¥)

Y

. 2 2/ 9 2\2 TwPQ(mg—s'+vP2)
Hy(u,v; 8" ,P?) = —uv P*(mj — s’ +v P?)" log (u(s’—vP2)|m§ s
mj

+ (us — v P? <1_m

) (mj(us + (1= 2u)v P?) = 2u(s’ — v P*)(us’ — v P?))

(s — v P%)(umi + uv P?)
u(us?+vP*(mi —us'))

+ (u(my —us') +vP?) (vP’mj +us' (s’ — v P?)log

Die beiden Thetafunktionen entsprechen den beiden in Abbildung 3.16 gezeigten Schnitten,
wo das bd-Paar am B-Strom bzw. am elektroschwachen Vertex on-shell geht. Fiir P? < 0 ist
die Kinematik dann so, dass kein weiteres Quarkpaar on-shell gehen kann, und die Amplitude
ist rein reell (insbesondere tritt nicht, wie bei der Emission, ein log(+P?) auf).
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Abbildung 3.16: Schnitte durch die harten Austauschdiagramme, die dem Imaginérteil Imy ent-
sprechen: 1.8 > mZ, 2. s’ > m}/u + vP?. Die Schnitte des zweiten Austausch-
diagrammes sind analog.

Abbildung 3.17: Imaginérteil des harten Austauschdiagramms nach Schnitt in s und analyti-
scher Fortsetzung in P?. Nur das Diagramm, bei dem das Gluon an das d-Quark
in der Schleife koppelt, hat einen Imaginérteil.

Bevor dieses Resultat in die Summenregel (3.17) eingesetzt wird, muss noch die analyti-
sche Fortsetzung in P? — m?% + ie durchgefiihrt werden. Das Ergebnis dieser nichttrivialen
Prozedur ist, dass der Realteil der Amplitude durch den Realteil von (3.30) mit P? = m%
(und dem Hauptwert bei u s’ = v P?), und der Imaginérteil durch

o Cp 2 2 9 2 22
21 fzmymi(my — '+ vmg)

Pa(wepx(v) m?
/du/d us —om ) {@ <s’—7b)—@(s'—m§—vm23) (3.31)
gegeben ist.

Die Existenz dieses Imaginérteils, also einer neuen starken Phase in der B — wr-Am-
plitude, ist ein wichtiges Resultat, aber nicht unerwartet: Er entpricht dem Mechanismus,
dass ein d-Quark aus dem b-Zerfall mit dem d-Spectator-Quark in ein Gluon annihiliert. Der
entsprechende Schnitt ist in Abbildung 3.17 gezeigt. In dem Diagramm, in dem das Gluon an
das b-Quark koppelt, ist solch ein Prozess kinematisch nicht erlaubt, da der Impulsiibertrag
nicht fiir die Erzeugung eines reellen b-b-Paares ausreicht, und das Diagramm hat keinen
Imaginéarteil.

ImPQImS/HSg?u’A) (s'm%) =
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3.3. ANNIHILATION

Abbildung 3.18: Vertexdiagramme fiir die Korrelationsfunktion IT5"

Vertexdiagramme
Bei der Berechnung der Vertexdiagramme Abb. 3.15¢-f tritt ein neues Problem auf: Selbst

wenn man von der Faktorisierung fiir ng?rg) ausgeht, enthalten die resultierenden Diagramme

zwei Schleifen. Einziger machbarer Ausweg ist hier das Ausweichen auf eine neue Methode,
die ndher an QCD Faktorisierung angelehnt ist. Startpunkt ist dabei die Korrelationsfunktion

M2 (pkg) = i / dy 0T {55 0).050) } B - @) (@), (3:32)

Nach perturbativer Entwicklung des T-Produkts wird dieses Matrixelement genau wie o
faktorisiert in eine Pion- und eine B-Meson-Verteilungsfunktion, die definiert ist iiber [41,42]

(0]d*(x)b°(0)|B"(p — q))
- # Cdw e (14 y) ¢Z(w) — #elw) - &(w);fr |, (3.33)
(=) | )

20x

wobei o und 3 Spinor-Indizes sind und p — ¢ = mpv. Die entsprechenden Diagramme sind
in Abbildung 3.18 gezeigt.

Schwierig ist in diesem Fall auch die Wahl der Kinematik. (p — ¢)*> = m% und ¢? = 0 sind
durch den Anfangszustand festgelegt. Hier wurde das 7 zunéchst in den Anfangszustand ge-
schrieben, damit bei der hadronischen Darstellung als Grundzustand der Ein-Pion-Zustand
in der Form (0 ’ Jis ’7r_>~<7r_ ‘ 63(0) ‘7?_§0> beitridgt. Dies kann dann mit der Dispersionsrelati-
on gleichgesetzt werden, und nach geeigneter analytischer Fortsetzung wird aus dem zweiten
Faktor das gesuchte Matrixelement <7T_7T+}6§}§0>. Man braucht also zwei unabhéngige ki-
nematische Variablen: In der einen wird die Dispersionsrelation geschrieben und anschlieend
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Abbildung 3.19: Weiche Annihilationsdiagramme fiir die Korrelationsfunktion F'.

in der anderen analytisch fortgesetzt. Dies ist nur zu erreichen, wenn wieder ein kiinstlicher
Impuls £ am Vertex eingefiithrt wird. Schliellich muss die Kinematik so gewéhlt sein, dass
die internen Quark-Linien hinreichend virtuell sind.

Diese Anforderungen werden durch die folgende Wahl erfiillt:

p—k)P=s < 0 (p—k—q?*=P> < 0

(k—q)? =0 ¢ =0
(p—a)? = mjp 3349
P’-q¢"=Ep > mp ¢ =E, > 0.

Der Impulsiibertrag {? der internen Quark-Linie ist mit
P=us+uP*<0

weit von der Massenschale entfernt. Die Dispersionsrelation wird dann in der Variablen s
geschrieben und nach der analytischen Fortsetzung zu P? — m% verschwindet auch k wieder.

Vor der Schleifen-Integration muss noch die z-Abhéngigkeit in der B-Verteilungsamplitude
(3.33) behandelt werden: Der Vorfaktor 2 kann durch partielle Integration eliminiert werden,
der Faktor 1/(vz) durch die in der Diplomarbeit [7] gefundene Identitét

i px : o
[ =5 [ de st - cosionte). (3.35)
qx —00
Das Ergebnis ist, dass alle vier Diagramme einzeln verschwinden. Man kann also schluss-
folgern, dass dieser Diagrammtyp erst bei hoherem Twist und/oder héheren Ordnungen der
Storungstheorie beitrdgt und daher insgesamt vernachlissigt werden kann.

3.3.2 Berechnung der weichen Diagramme fiir 6;‘

Bisher wurde davon ausgegangen, dass das ausgetauschte Gluon hinreichend virtuell ist, um
es rein storungstheoretisch zu beschreiben - als O(ag)-Korrektur zur Korrelationsfunktion
F©)_ die aus technischen Griinden iiber 19 beschrieben wurde. Aber auch der Fall, dass
das Gluon einen niedrigen Impulsiibertrag hat, also , weich® ist, ldsst sich in Lichtkegel-

Summenregeln berechnen, wobei diesmal der Umweg iiber die Faktorisierung von 119 nicht
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notig (und auch nicht moglich) ist. Der Mechanismus ist in Abbildung 3.19 gezeigt: Die
Quarkschleife emittiert ein weiches Gluon, welches dann in das Pion aufgenommen wird. Die
Quarks in der Schleife propagieren dabei nach wie vor iiber eine kurze, lichtartige Distanz,
sodass auch die Twist-Entwicklung giiltig bleibt.

Die Wechselwirkung virtueller Quarks mit weichen Gluonen wird beschrieben, indem die
Quarkpropagatoren in einem externen Gluon-Feld entwickelt werden. Entwicklungsparame-
ter sind dabei der Abstand 22 sowie der Twist der resultierenden Terme. Statt der Schleifen-
diagramme vereinfachenden Feynman-Eichung wird nun die Fock-Schwinger-Eichung ver-
wendet [43], deren Eichbedingung

r, A (xz) =0 (3.36)

ist (mit der Wahl des Koordinatenursprungs z, = 0 ist sie identisch mit der Lichtkegel-
Eichung), sodass x,0" = z,D". Sie bricht explizit die Translations-Symmetrie, denn der
Punkt z = 0 ist jetzt ausgezeichnet; nach Aufsummierung der Diagramme zu eichinvarianten
Groflen wird sie aber wiederhergestellt. Harte und weiche Beitrige sind einzeln eichinvariant,
sodass die Wahl unterschiedlicher Eichbedingungen gerechtfertigt ist.

In [44] (siehe auch [7]) wurde die Entwicklung der Quarkpropagatoren durchgefiihrt, mit
dem Ergebnis, dass sich fiir das masselose d-Quark

820 =~ {ADAON0) = b — s [ avGo(un) (o, — diven) + .

und fiir das massive b-Quark

S3(0.2) = —i{O|T{b(0)b(x)}]0) = / (d‘*’f ke K

2m)t k2 —m}
1 (3.37)

d*k . 11 T,
—/dUGTp(’USII)/ ezkm|: %‘i‘mb n VT+7p ]+

(2m)4 2(k2—m2)? " k2 —m2

0

ergibt. Die Punkte stehen dabei jeweils fiir Terme hoherer Ordnung in 2% bzw. G?, D*G,,,,, . . ..
Letztere resultieren, kombiniert mit den iibrigen Quarkfeldern in der Korrelationsfunktion,
in Operatoren héheren Twists, die entsprechend unterdriickt sind und hier vernachléssigt
werden.

Benutzt man diese Propagatoren fiir die Entwicklung des T-Produktes im Korrelator (3.1),
so kommt man auf Matrixelemente der Form <O‘ﬂGWd‘7r_>. Der niedrigste Twist dieser
Quark-Antiquark-Gluon-Operatoren ist 3, bricht man die Reihe nach Twist 4 ab, tragen nur
Operatoren mit einem Feldstéarke-Operator bei. Das Twist-3-Matrixelement ist

<0‘a<0)0uu75Ga,8<x3>d<xl)‘77-7 <Q)> = if3ﬂ [<QQQM95V - Qﬁquau) - <QO¢qyg,3,u - Q,GQVgauﬂ

1
/ Doy wgﬂ(ai)e_iq'(“m”?’%), (3.38)
0
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sein Beitrag zum Korrelator F(©) verschwindet aber nach Spurbildung. Die Twist-4-Beitrige
sind

<0|a(0)l’yuéaﬁ(l‘3)d(l‘1)|7T(q)> = fﬂ' \/DO{Z efiq(l'lal«kmgas)
qz

x [<gmqﬁ — guat) B () + 4, =0 (5 () + 5||(Oéz)>] . (339)

sowie die Entsprechung mit iy, — 7,7s, éag — Gop und @) 1 — ), 1. Dabei ist éag =
%Eaﬁp)\Gp)\, Da; = dojdagdazd (1 — ap — ag — ag); 1 und x sind lichtartig: z; = u;z; mit
beliebigem u; und z? = 0. Die Form der Wellenfunktion kann z.B. [34] entnommen werden:

o|(a,00,a3) = 120572re,r(a1 — )y,
p1(a,a0,03) = 30(a1 — a2)a§ )

1
@”(()617062,043) = —120(57%0(10(20[3 (g —+ Eﬂ—(l — 30&3)) s

2
@J_(Oél,()ég,ag) = 30()é§ ((% + 2572r€7f(1 — 20[3)) (1 — 043)) .

Der Parameter €, verschwindet im Limes p — oo dhnlich wie die Gegenbauer-Momente
der Zweiteilchen-Verteilungsamplitude ¢,. Er und die Normierung 62 sind nichtperturbati-
ve Parameter, die z.B. aus QCD Zweipunkt-Summenregeln bestimmt werden kénnen (der
Berechnung von §2 bzw. % widmet sich eigens das Kapitel 4.2).

Da 22, y? und (2 — y)? nur nidherungsweise lichtartig sind, ist die Verwendung von (3.39)
streng genommen nicht eindeutig, denn fiir z kénnte ein beliebiger dieser drei Abstédnde
eingesetzt werden. Die sich daraus ergebenden Unterschiede sind dann aber Effekte hoherer
Ordnung im Sinne der Twist-Entwicklung und im Folgenden wird z = x gewéhlt. Wie
sich am Ende herausstellt ist der zu z,/(¢z) proportionale Teil mit dieser Wahl ohnehin
vernachléssigbar klein.

Die nichttriviale Koordinatenabhingigkeit wird wieder mittels partieller Integration bzw.
der Identitdt (3.35) behandelt. Alle Beitrédge lassen sich dann auf das Integral

d*l L, , 1! T
2m)4 14((1 + (p — q)vaszq)? — m? :Z(p_Q+va3Q)“167r2 0 d$m2—:cp—q+voz3q2
b b

zurtickfithren und die Korrelationsfunktion ist

94



3.3. ANNIHILATION

F(O“) SoftAnn( = 2 § = (p q) )

:f;?:;b/ /dv/ Dal{ P’ — (1 —an)s ;( 2 —2(1 —vag)s')

. [(p? 438"+ 22(1 — v)(P? — 35)) . () — (1 — da(1 — v)) P + 35')@(%)]

1 [ ) P?
3 /_ S ) e T )PP — (1= — )57 (m2 — (1 = vay)¥)

(e 9]

[<P2 — ") () + @ur(ai)) — (P? = s") (1 — 22(1 — 0))(y () + @(%)] } '

Die Berechnung des Imaginérteils in s liefert dann Deltafunktionen, die fiir die «;-Integration
benutzt werden. AnschlieBend werden wegen s < s§ < |P?| ~ m} Terme der Ordnung s/ P?
im Zahler vernachléssigt, sodass

fnm2 /1 1
dvdxd
47 P? ves a3m§ —z(1 —vaz)s

{ (—P2(1 +2(1 —v)x) —3s'(1 —2(1 — U):L’))QOJ_(()’ as, az)

ImsF(aé‘),Ann,Soft<S’ P27 8/)

+ (P*(1 = 4(1 — v)z) + 35") 3. (0, as, as)

s — P? o o
+ [¢||<@37 07 &3) - S0H<07 0_43, &3) _(1 - 2(1 - ’U)ZU) (¢||<a37 07 043) - ¢||(07 0537 O43))
+01(a3,0,a3) — 1 (0, a3, 03)—(1 = 2(1 — v)z) (P 1 (@3,0,3) — $1(0, A, 043))} }
(g = 1 — ag). Der Term in der [eckigen] Klammer ist dabei der analytisch integrierte

&-abhiéingige Teil, der aus dem zu z,/(qz) proportionalem Term in der Twist-4-Verteilungs-
amplitude (3.39) resultiert. Da er numerisch sehr klein (< 1%) ist, wird er ab jetzt nicht

mehr ausgeschrieben.
Die analytische Fortsetzung in P? ist trivial. Auch der Imaginirteil in s’ = (p — ¢)?

lasst sich durch Anwendung der Standardformeln leicht berechnen. Darin treten wiederum
Deltafunktionen auf, die fiir die z-Integration benutzt werden. Das Resultat nimmt dann die
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einfache Form

sf sB
9 0 0 s’
~. . = m 2 S 2 2o 2
_ t . _ _
(7 W+\O§\Bo>fff Ty s—y be T /dse s/M /—IemB/M s'/M
0 b

dv [ d v —a
/ v/ ag{ 2B+3s’+2(m23—38’>M]9‘“<0’5‘3’0‘3>

vag s
2/3/ 1—v

m

vag s

— [mQB +3s’ — 4mQBM] 1 (0, as, ag)} } {1+ 0(s5/P?)}
(3.40)

an. In der hier verwendeten Naherung trégt dieser Teil keinen Imaginérteil und damit nicht
zur starken Phase der Zerfallsamplitude bei.

3.3.3 Faktorisierbarer Beitrag von Og

Eingangs wurde gezeigt, dass die Annihilationsdiagramme mit den Strom-Strom-Operatoren
Of, verschwinden, wenn man die Amplitude faktorisiert, da der Vektorstrom erhalten ist.
Anders bei dem Operator O¢, der nach Fierz-Transformation aus S & P-Strémen besteht:

(rtn~|O¢|B —2(x 7 |(dd) sy p|0)(0| (db)s_p|B"Y

Of = —2(d(1 +75)d)(d(1 = 75)d) . (3.41)

>A fakt

Aus dem rechten Faktor wird nach Anwendung der QCD Bewegungsgleichungen die B-
Meson-Zerfallskonstante (0|dysb|B) = —im% fp/my (der Skalare Anteil des S — P-Stroms
tragt wegen der Paritdtserhaltung nicht bei), der linke ist ein ein skalarer Pion-Formfaktor,

(7~ ()" (—q)|dd|0) = F((p — 0)°). (3.42)

Dieser beschreibt die Erzeugung eines Pion-Paares aus dem skalarem Quarkstrom dd bei
zeitartigem Impulsiibertrag (p — ¢)* = m%. Insgesamt ist also

<7r+7r*}0g‘§0> = —2@—fBFS(mB)

Der skalare Pion-Formfaktor F¥ wird nun mit Lichtkegel-Summenregeln auf die gleiche
Weise berechnet, wie in [45] der elektromagnetische Formfaktor berechnet wurde, und zwar
zuniichst fiir raumartigen Impulsiibertrag P2 = (p — ¢)? < 0. Erst am Ende wird wieder
analytisch zu P? = m% fortgesetzt. Da der Wilson-Koeffizient cg, mit dem das Matrixelement
(3.41) multipliziert wird, sehr klein ist, geniigt eine Berechnung ohne ag-Korrekturen. Zudem
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(a) Tree-Level (b) Mit weichem Gluon

Abbildung 3.20: Korrelationsfunktion fiir den skalaren Pion-Formfaktor mit den externen

Stréomen jo = dd und jfjg) = UYaY5d.

zeigt die Erfahrung mit dem elektromagnetischem Formfaktor, dass diese wahrscheinlich
klein sind.
Die Korrelationsfunktion ist dieses Mal

To(pa) = i / dz ¢ (O[T (D ()dd(0)} 7 ())

wobei j\ = tiy,7ysd der gleiche Axialvektorstrom wie in (3.1) ist (siche Abbildung 3.20a).
Fiihrt man zwischen den Stromen einen kompletten Satz hadronischer Zustande ein, erhélt
man (mit m, = 0) die hadronische Darstellung

ifF2(P? *  palD, g, s
To(p,q) = f_ig)pa "‘/ ds % . (3.43)
p or 5=

Mittels Storungstheorie und Twistentwicklung kann man die Korrelationsfunktion ande-
rerseits auch wieder in QCD berechnen und das Ergebnis mit (3.43) gleichsetzen. Da der
Grundzustandsbeitrag in der hadronischen Darstellung proportional zu p,, ist, ist in der Zer-
legung nach Lorentz-Strukturen, T, (p, q) = T(p*, (P*)ps + T"(p?, P?)q, nur der erste Term
relevant. Der so berechnete Korrelator wird als Dispersionsrelation geschrieben und mit der
hadronischen Darstellung gleichgesetzt,

1 [~ Im/T(s, P? [ S (P? o P?
T(p2<O,P2<O):—/ ds —= <S’2 ) _ ifx “(2 )+/ g5 25 2)
™ Jo 5—p —p R

und nach Subtraktion der angeregten Zustédnde und Anwenden der Borel-Transformation
beziiglich p? auf beiden Seiten liest sich die Summenregel

F2(P?) = —i

84 )
/ ds e/ Im,T (s, P?). (3.44)
0

T Jx
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Den fiihrenden Term in T'(p?, P?) erhilt man durch Einsetzen des freien Feynman-Pro-
pagators fiir das kontrahierte d-Feld. Dabei tragt nur die in (3.6) definierte Twist-3-Vertei-
lungsamplitude bei, und

1

du 1d
2 2\ s -
0

Ganz genau wie bei den weichen Annihilationsdiagrammen beschrieben, kénnen auch Dia-
gramme mit weichen Gluonen beriicksichtigt werden, die sich dann als Beitrdge von Quark-
Antiquark-Gluon-Verteilungsamplituden im Ergebnis zeigen (sieche Abb. 3.20b). In diesem
Fall trégt aber keins der Diagramme zu der Lorentz-Struktur ~ p, bei [4].

Der Imaginirteil beziiglich s = p? ist wieder sehr einfach und liefert die Delta-Funktion
§ (us+uP?), die uw auf u = —P?/(s — P?) festlegt. Mit s < s7 < |P?| ~ m% kann dies aber
zu 1 gendhert werden, sodass nur der Endpunkt der Verteilungsamplituden beitréagt. Nach
der analytischen Fortsetzung zu P? = m% ist das Ergebnis

F) = =220 (1= 5P7) (n) = igalw) ) |- (14 OlsE/mi)

my 6

u=1

3.3.4 Heavy Quark Limit und QCD Faktorisierung

In der QCD Faktorisierung sind nur die harten Annihilationsdiagramme beriicksichtigt, bei
denen ein Quark-Antiquark-Paar aus dem elektroschwachen Vertex und ein weiteres aus
einem Quark-Antiquark-Gluon-Vertex entstehen, die zusammen die zwei Pionen im End-
zustand formen. In den iibrigen Diagrammen (Vertex- und faktorisierbare) entsteht im
storungstheoretischen Teil (dem , harten Kern*) jedoch nur ein Quark-Antiquark-Paar. Diese
Diagramme lassen sich daher nicht in zwei Pion-Verteilungsamplituden faktorisieren.

Aber auch die harten Annihilationsdiagramme bereiten Probleme: Das Konvolutionsinte-
gral (2.23) hat logarithmische Endpunkt-Divergenzen. Genau wie der Twist-3-Beitrag zur
harten Emission wird diese logarithmische Divergenz durch einen generischen Logarithmus
ersetzt:

1 1 1 Y du ; m
T’ACQ?CDF ~ /0 du dv ()071'(,1/[/)()071'(,0) (m + %) , /0 E — XA = (1 +/)AewA) logA—: .
(3.45)

Dabei wird Ay, = 500 MeV gesetzt; pa < 1 und die Phase ¢4 sind unbestimmt, werden aber
als klein angenommen und in den iiblichen numerischen Analysen vernachléssigt. Mit dieser
Wahl erhélt man aus QCD Faktorisierung

r§Pr =8 x 107

Da in der Isospin-0-Amplitude mit diesem Zahlenwert eine Diskrepanz zwischen Theorie und
Daten festgestellt wurde, liegt die Vermutung nahe, die Schéitzung konne eine Gréflenordnung
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zu klein ausgefallen sein und/oder die Phase ¢ 4 konnte signifikant sein. Durch einen weiteren
Vorgriff auf die numerische Auswertung im letzten Teil dieses Kapitels kann diese Frage
verneint werden: Das Ergebnis

ri7 = ([-0,67755] +i[3,6777) x 1077

bestétigt, dass der Beitrag insgesamt klein ist, die Groflenordnung fiir A; also richtig ist.
Gleichwohl ist es nicht konsistent mit der Wahl p4 = 0. Es lédsst sich auch kein Wert fiir
pa finden, fiir den QCD Faktorisierung und Lichtkegel-Summenregeln diagrammweise gleich
sind (siche Anhang A). Das ist keine Uberraschung, denn die Verwendung von dem gleichen
Wert fiir X 4 in allen Annihilationsdiagrammen wird der Situation nicht gerecht.

Interessant ist aber die Frage, warum in QCD Faktorisierung eine Endpunkt-Divergenz
auftritt, nicht aber in den Lichtkegel-Summenregeln. Dazu kann das Ergebnis (3.30) fiir die
harten Annihilationsdiagramme genau wie schon das fiir die harten Emissionsdiagramme in
1/my, entwickelt werden. Das Resultat

A ! T ! ™
phard LOSR / du? (2“) / 20 e
0 0

my U v

ist zwar formal mit 1/m; zum Emissionsdiagramm unterdriickt, zeigt aber genau die gleiche
Endpunkt-Divergenz fiir u — 0 wie sie in der QCD Faktorisierung auftritt. Dort aber kann
sie als Konsequenz der Tatsache verstanden werden, dass der Impuls des leichten Quarks im
B-Meson vernachlassigt wird, was wiederum durch die zu Grunde liegende 1/m,-Entwicklung
bedingt wird. Wird dieser Impuls dagegen — zu illustrativen Zwecken — beriicksichtigt, wie er
von der B-Meson-Verteilungsamplitude (3.33) vorgegeben wird, so erhélt man ein Ergebins

[4],

1 N u+w/mp
fw(ﬂ—w/m3> fw(l—(u—w/mg)(@—w/mg)> ’
das in der Tat endlich ist und nur im Limes m;, — oo in den divergenten Ausdruck (3.45)
ibergeht. Durch den Pol bei & = w/my, hat es sogar einen Imaginérteil. Setzt man Zah-
lenwerte ein, so hat das Ergebnis eine dhnliche GroBlenordnung wie das aus den Lichtkegel-

Summenregeln.

3.3.5 Diskussion

Mit Hilfe der Lichtkegel-Summenregeln konnten die Annihilations-Diagramme erstmals oh-
ne Einfiihrung neuer Parameter berechnet werden. Das Ergebnis ist frei von Divergenzen —
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anders als in der QCD Faktorisierung, wo die Divergenz auf das Vernachléssigen der Bewe-
gung des leichten Quarks im B-Meson zuriickzufiihren ist. Insbesondere wurde dabei auch
ein Imaginérteil von den harten Annihilationsdiagrammen gefunden, ein neuer Beitrag zur
starken Phase der Zerfallsamplitude. Die Annihilationsdiagramme sind dabei insgesamt mit
1/my, gegeniiber den Emissionsdiagrammen unterdriickt. Hervorzuheben ist auch die Tatsa-
che, dass ein faktorisierbarer Annihilationsbeitrag von dem Operator Og gefunden wurde,
der in anderen Ansétzen fehlt.

Die Berechnung der harten Annihilationsdiagramme basiert dabei auf der Twist-2-Néhe-
rung fiir den faktorisierten Korrelator Y. In QCD Faktorisierung wurde auch der Twist-3-
Beitrag berechnet; er enthélt dieselbe Endpunkt-Divergenz wie der Twist-2-Term. In Licht-
kegel-Summenregel ist das Ergebnis ebenfalls divergent, wenn man in 119 die Twist-3-Ver-
teilungsamplituden einsetzt. Der Grund ist leicht zu verstehen: Letztere verschwinden nicht
am Endpunkt u,v — 0, sodass die Divergenz des Gluon-Propagators 1/uv P? nicht gekiirzt
wird. Insbesondere bedeutet dies, dass die kinematische Region, in der das Gluon nicht mehr
perturbativ ist, nicht unterdriickt ist, sodass der Ansatz an sich nicht mehr giiltig ist. Ganz
anders stellt sich aber die Situation dar, wenn man zuriick zu der eigentlichen Korrelations-
funktion F(©) geht. Dort tritt nur eine Pion-Verteilungsamplitude auf. Setzt man fiir diese
den Twist-3-Beitrag ein, so verschwinden die Diagramme bereits nach Dirac-Spurbildung.
Daraus kann man schlieffen, dass die Divergenz in Twist 3 ein Artefakt der Faktorisierung

von 1YY ist und es in Wirklichkeit keinen Twist-3-Beitrag zu diesen Diagrammen gibt.

3.4 Auswertung

Die neuen Berechnungen der Annihilations- und Emissionsdiagramme kénnen nun zusammen
mit anderen Ergebnissen aus Lichtkegel-Summenregeln verwendet werden, um die Verzwei-
gungsverhaltnisse und C' P-Asymmetrien der B — nrw-Zerfille zu berechnen. Als Parameter
fiir die Berechnung gehen jetzt nur noch prozessunabhéngige Grofen ein, sodass das Ergebnis
als echte Vorhersage zu werten ist. Einige der Parameter, die nicht (wie z.B. f;) direkt gemes-
sen werden konnen, sind selbst aus Lichtkegel-Summenregeln (wie der B — m-Formfaktor
fBr) oder QCD Zweipunkt-Summenregeln (wie fp und die Parameter der Verteilungsam-
plituden) berechenbar. Die Strategie der numerischen Auswertung ist, fiir diese direkt die
entsprechenden Formeln einzusetzen. Dadurch kann eine konsistente Fehlerabschétzung er-
reicht werden, denn viele der Formeln héngen von den gleichen Parametern ab.

3.4.1 Parameterwahl
Summenregeln in B-Kanal

Die Zweipunkt-Summenregel fiir fg, die Lichtkegel-Summenregel fiir fz, und die fiir die
B — mr-Zerfallsamplituden haben alle gemeinsam, dass anstatt des B-Mesons ein exter-
ner pseudoskalarer Strom eingesetzt wird, in dessen Impulsiibertrag eine Dispersionsrelati-
on und eine Borel-Transformation durchgefiihrt wird. In der hadronischen Zustandsdichte
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p(s') tragen dann jeweils die gleichen angeregten Zustdnde bei. Fiir die zugehorigen Pa-
rameter werden daher gleiche Werte eingesetzt. Fiir die b-Quarkmasse wird wie in fg, die
Einschleifen-Pol-Masse eingesetzt, die sich aus der M S-Masse m,(m,) = 4,2540,15 GeV [20]
zumy = 4,7+ 0,1 GeV ergibt. Das Intervall fiir den Borel-Parameter, M’? = 10 + 2 GeV?,
und der Dualitiits-Schwellenwert s5 = 35 F2 GeV? (der Fehler in letzterem ist mit dem von
my, korreliert) folgen aus der fp-Summenregel.

Renormierungsskala

Die Renormierungsskala wird zu p, = /m% —m} = 2,4 GeV gesetzt, was nahe bei m/2
liegt. Dies entspricht auch der durchschnittlichen Virtualitit der Quarks in den Korrelations-
Funktionen, fiir die M’ ein Maf ist. Die Wilson-Koeffizienten des effektiven Hamiltonopera-
tors bei dieser Skala werden aus Tabelle 2.1 (Seite 39) entnommen. Die zu ag(Mz) = 0,1187
[20] gemessene Kopplungskonstante ist bei dieser Skala ag(my/2) = 0,284. Um die Effek-
te hoherer Ordnung der Storungstheorie abzuschétzen, wird fiir die Fehlerberechnung die
Renormierungsskala bis 2, variiert.

Summenregeln im 7-Kanal

In einigen Rechnungen ist auch ein Pion durch einen externen (axialen) Strom ersetzt worden.
Fiir die Dispersionsrelation und Borel-Transformation in dessen Impulsiibertrag werden die
Parameter eingesetzt, die sich aus der Zweipunkt-Summenregel fiir f, ergeben [46]: M? =
1,0f8;§ GeV? und s§ = 0,7 GeV?. Fiir f, selbst wird indes der Messwert f, = 131 MeV
eingesetzt.

Kondensate

Fiir einige Parameter (fp [47] und einige Parameter der Pion-Verteilungsamplitude) wird
das Ergebnis einer Berechnung mit Zweipunkt-Summenregeln eingesetzt. In dieser Methode
treten als Parameter Vakuum-Kondensate auf, die die Tatsache reflektieren, dass die QCD-
Felder im physikalischen Vakuum nicht verschwinden”. Die verwendeten Zahlenwerte sind
(0]gq|0)(1 GeV) = (—0.240 £+ 0.010 GeV)? (was iiber die PCAC-Relation p, = —2(qq)/f?
auch 4i,(1 GeV) = 1,61+ 0,20 GeV festlegt), (0|G?|0)(1 GeV) = 0.012 + 0.006 GeV* und
<O}chq}O> = (0.8£0.2 GeV) x <O}ch‘0>(1 GeV). Die Skalenabhéngigkeit des Quark-Gluon-
Kondensates ist dabei vernachléssighar, alle anderen werden bis zur gemeinsamen Skala
evolviert.

Pion-Verteilungsamplituden

Fiir die Pion-Verteilungsamplitude (3.6) in Twist 2 werden in der Zerlegung (3.7) in Gegen-
bauer-Momente nur af und a] beriicksichtigt. Wahrend ein Fit der Lichtkegel-Summenregeln

"In den in Kapitel 4 vorgestellten Zweipunkt-Summenregeln werden diese Beitriige ebenfalls behandelt.
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fir fp, an die Messdaten fiir B — wlv [48] die Bereiche
a5 (1 GeV) =0.1+0.1, aj(1 GeV) > —0.07
liefert, wurde durch eine Analyse des my*~y-Formfaktors [49] die Einschrankung
aj(1 GeV) +aj(l GeV) =0.1+0.1
erhalten. Kombiniert man diese beiden Resultate, erhédlt man die Intervalle
aj(1 GeV) =0-+0.27, aj(1 GeV) =—-0.07+0.20, (3.46)

die konsistent mit anderen Literaturwerten sind (und insbesondere mit dem Ergebnis (4.22)
aus Kapitel 4), aber auch eine rein asymptotische Verteilungsamplitude (af = 0) einschlie-
Ben. Fiir die weitere Fehlerauswertung werden beide Parameter unabhingig um die Mittel-
werte der Intervalle variiert.

Schliefflich bleiben noch die Parameter der Twist-3 und Twist-4 Dreiteilchen-Verteilungs-
amplituden (3.6), fiir die Ergebnisse aus Zweipunkt-Summenregeln [36,50,51], f3.(1 GeV) =
0.0035+0.0018 GeV?, w3, (1 GeV) = —2.88 und (1 GeV) = 0.1740.05 GeV?, e;(1 GeV) =
0.5, eingesetzt werden. Auch alle diese Parameter werden zur gemeinsamen Skala p;, evol-
viert.

3.4.2 Numerische Resultate

Mit diesen Eingabewerten konnen wir jetzt zur Tat schreiten und die Parameter der Am-
plitudenzerlegung aus Abschnitt 2.2.5 auswerten. Die Unsicherheiten werden dabei wie folgt
abgeschétzt: Der Zentralwert ergibt sich aus den Zentralwerten aller Eingabeparameter.
Dann wird jeder davon einzeln in seinem Fehlerintervall variiert und der Effekt auf das
Ergebnis als Einzelfehler gewertet. AnschlieSend werden alle Einzelfehler, getrennt nach po-
sitiven und negativen, quadratisch addiert und als Unsicherheit des Ergebnisses angegeben.
(Ein Scan iiber die Intervalle der Eingabeparameter, der eigentlich die bessere Wahl wire,
ist wegen des enormen Rechenaufwandes, der durch zahlreiche numerische Integrationen
entsteht, nicht machbar.)
Wir beginnen mit dem B — w-Formfaktor, der mit den obigen Eingabewerten

£15(0) = 0,26 + 0,03

ist. Dieses Intervall ist konsistent mit der Neuberechnung [52], wo auch eine neue, kleine
Twist-3 O(ag)-Korrektur berticksichtigt wurde.

Fiir die Emissions-Diagramme der Strom-Strom-Operatoren mit hartem Gluon-Austausch
aus Abschnitt 3.2 ist dann in Twist 2:

T@Eard,Twz _ ([_1’94:8:?] + i[—3,6féj9¢]) x 1072.
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Fiir den Twist-3-Beitrag liefern weder Lichtkegel-Summenregeln noch QCD Faktorisierung
ein endlichres Resultat. Als Abschétzung wird hier das gleiche Intervall addiert wie in QCD

Faktorisierung:
hard,Tw3 __ +3,1 -2
g =(2,5057) x 107~

Die Emissions-Diagramme mit weichen Gluonen werden aus [31] entnommen:
= (1870 x 1072,
und die Summe dieser Beitrége mit korrelierter Fehlerabschatzung ist
re = ([2,4 £3.2] +i[-3,675]]) x 1072,

Die entsprechenden harten Korrekturen mit den Pinguin-Operatoren Os g, die wegen der
kleinen Wilson-Koeffizienten ohnehin wenig relevant sind, wurden in dieser Arbeit nicht
betrachtet, daher wird hier auf QCD Faktorisierung zuriickgegriffen:

pOhard — (97 404) x 1072

Deren weiche Korrekturen mit Twist < 4 verschwinden unterdessen [7].
Das Resultat der in Abschnitt 3.3 berechneten Annihilationsdiagramme fiir die Strom-
Strom-Operatoren ist
ra = ([—0,67" %] +i[3,6777]) x 107

und der neu gefundene, faktorisierbare Beitrag von Og:
6 +0,05
Ry =0,23"55-

Letzterer mag grof erscheinen, multipliziert mit dem Vorfaktor (cg + ¢5/3) ist dieser Effekt
aber von dhnlicher Groflenordnung wie ¢;7 4. Nichtfaktorisierbare Korrekturen dazu werden
daher vernachlissigt: r5° = 0.

Die Pinguin-Diagramme schliefllich wurden in [32,33] berechnet und fiir die Strom-Strom-
Operatoren ist

rp, = [0.1155% +i (11753)] x 1072, rp, = [—0.187388 + i (—0.807540)] x 1072,
rp, = (0.935563) x 1072, ra” = — (3.8743) x 1072,

Fiir die entsprechenden Matrixelemente von O34 ergibt sich aus der Loop-Integration in
dimensionaler Regularisierung die bereits erwéhnte endliche Differenz und fg;”c)b o~ 7’27?17
(asCr)/(36m). Die Pinguindiagramme der Operatoren Osg, die eine V + A-Struktur ha-
ben, ergeben sich (bis auf Vorzeichen) aus denen von O 2, da jeweils nur der Vektor- oder
Axialvektoranteil beitragt. Dies ist in der Zerlegung (2.31) bereits beriicksichtigt worden.

Bevor es zur Phédnomenologie geht, kurz noch ein Wort zur Qualitéit der verwendeten
Lichtkegel-Summenregeln. Ein wichtiges Maf3 dafiir ist die Abhéngigkeit vom Borel-Parame-

ter, die moglichst klein sein sollte. Dabei konnen die einzelnen Parameter in der Zerlegung
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(a) Realteil (b) Imaginérteil

Abbildung 3.21: T}, in Abhiingigkeit der Borel-Parameter M? und M'? (fiir alle anderen Ein-
gabeparameter wurden die Zentralwerte eingesetzt).

der Amplituden aber nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden, denn sie entspre-
chen verschiedenen Beitragen zu ein und derselben Korrelationsfunktion, und in Lichtkegel-
Summenregeln wird das Resultat oft erst durch hohere Ordnungen in ag und der Twist-
Entwicklung stabilisiert. Um eine Grofle auszuwihlen, die von C'K M-Winkeln unabhéngig
ist, wurde exemplarisch der Teil 75, = |\,| (Aéu’m) + Aéu’l’Z) + A(()Z?’)) der Amplitude un-
tersucht: Abbildung 3.21 zeigt, wie Real- und Imaginérteil dieser Grofle von den Borel-
Parametern im Pion- und B-Meson-Kanal, M? und M'"?, abhingen. An der Einteilung der

z-Achse ist abzulesen, dass die Variation in der Tat nur schwach ist und sich im Rahmen
der iiblichen Genauigkeit von Summenregeln von ca. 20% bewegt.

Fiir die Berechnung der Verzweigungsverhéltnisse werden schliellich die B-Lebensdauern
und die C'K M-Parameter benétigt, die aus [3] entnommen werden: Nach quadratischer Ad-
dition von statistischem und systematischem Fehler wird |V, = (4,22 4 0,26) - 1072 gesetzt
und fiir den Winkel  das konservative Intervall v = (58,6 £10)° verwendet. Die berechneten
Verzweigungsverhéltnisse und deren Gegeniiberstellung mit den aktuellen Messwerten der
B-Fabriken [26] sind dann:

x1076 Br (BT — ™7’ Br(B'— atr") Br(B’ — n7°)
Fxp. Mittelwert 55+ 0.6 5.0+ 04 145+ 029
Theorie 66715708 0.7 e 1s 0,25 00t oot

Wiéhrend bei den Messwerten die Fehler wieder quadratisch addiert wurden, wurden im
theoretischen Resultat die Unsicherheiten aus den C'K M-Parametern als zweites separat
geschrieben. Die Resultate fiir die C'P-Asymmetrien sind:
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Abbildung 3.22: Vorhersagen fiir die Direkte C P-Asymmetrie adci}; als Funktion des CK M-
Winkels . Der dunkelgraue Bereich zeigt die theoretische Unsicherheit, der
hellgraue die von |Vy3|.

agp(BT - mtn’)  agp(BY — wtam)  a@p(BY — w'nY)
BaBar —0.01£0.10 0.09 £ 0.16 0.12 £ 0.56
Belle 0.02 + 0.08 0.56 &= 0.14 0.44 +0.56
Exp.Mittel 0.01 + 0.06 0.37 £0.10 0.28 +0.40
Theorie 0 —0.04 £0.01 £0.01  0.65 95700

Abbildung 3.22 zeigt die Abhéngigkeit der Vorhersagen vom C'K M-Winkel v. Zum Ver-
gleich mit Ergebnissen aus parametrischen Fits sind schliellich die in (2.32) auf Seite 52
definierten Parameter T, P und C interessant. Fiir die Parametrisierung in [29],

N : P
A 0
= — d —
ve T’ ‘ T’
ist das Ergebnis
x=0271007, A= (—179)°,
d=022"700"00, ©=(—-173+1)°. (3.47)

Der zweite Fehlerwert in d ist dabei die Unsicherheit von |V].

3.4.3 Diskussion

Im Vergleich zum Resultat aus naiver Faktorisierung hat sich qualitativ nur wenig gedndert.
Zwar ist insbesondere das vormals viel zu klein vorausgesagte Verzweigungsverhiltnis fiir
B? — 7979 etwas niher an den Messwert gelangt, trotzdem sind die Verzweigungsverhilt-
nisse insgesamt inkonsistent mit den Daten. Das gleiche gilt fiir den Vergleich der Parameter
(3.47) mit dem in [29] vorgenommenen Fit.
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In Abschnitt 2.2.5 wurde dargelegt, dass die Diskrepanz durch einen neuen, grofien und
negativen Beitrag zur Isospin-0-Amplitude behoben werden koénnte. Der in dieser Arbeit
berechnete Annihilationsmechanismus ist aber zu klein, um Theorie und Daten zusammen-
zubringen. Auch die Neuberechnung der Emissionsdiagramme ergab keine Annéherung, son-
dern bestétigte den Zahlenwert aus der QCD Faktorisierung. Es stellt sich also die Frage,
wo der fehlende Beitrag herkommt — wenn nicht von neuer Physik. Versuche, die Dis-
krepanz durch hohere perturbative Ordnungen in QCD Faktorisierung zu erkliaren [53],
verbessern die Situation nur unwesentlich. Diese hoheren Ordnungen tragen zur Isospin-
0- und zur Isospin-2-Amplitude gleichermafien bei. Als Ausweg blieben noch die Pinguin-
Annihilationsdiagramme, die durch eine gluonische Resonanz zum Zusammenbruch der Licht-
kegel- bzw. Storungsentwicklung fithren koénnten. Allerdings wiirde eine solche Resonanz
auch den Zerfall B® — p°p° verstiirken; ein daraus resultierendes mit B® — 797% vergleich-
bares Verzweigungsverhéltnis konnte aber experimentell ausgeschlossen werden. Aufgrund
der grofien theoretischen und experimentellen Unsicherheiten wére ein Schluss auf Physik
jenseits des Standardmodelles aber in jedem Falle verfriiht.
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Kapitel 4
Kaon versus Pion: SU (3) s;-Verletzung

Die Zerfille B — Kn, B — Kn, B — KK und B, — KK haben mit B — 771 vie-
les gemeinsam: Alle beteiligten Mesonen sind weiter Pseudoskalare und die Zerfallsproduk-
te im Vergleich zum B leicht, also hochenergetisch. Daher lésst sich diese gesamte Klasse
von Zerfillen mit genau den gleichen Methoden, angefangen von der Operatorproduktent-
wicklung fiir den effektiven Hamiltonoperator bis zu QCD Faktorisierung oder Lichtkegel-
Summenregeln behandeln. Diese Zerfélle haben ein grofies phénomenologisches Potenzial:
Die geladenen B* — (7w K)*-Zerfille sind zum Beispiel sensitiv auf den C K M-Winkel .
Aufgrund der anderen Flavour-Struktur spielen aulerdem in den Zerfillen Pinguin-Opera-
toren eine weitaus wichtigere Rolle: Der Zerfall b — s ist auf Tree-Ebene verboten und auf
Einschleifen-Ebene durch den GIM-Mechanismus unterdriickt. Die Pinguin-Operatoren sind
wiederum besonders empfindlich auf neue Physik bei grofien Skalen. Und schliellich kann
man hoffen, auch iiber die QCD-Effekte einiges zu erfahren und auf B — 77 zu iibertragen.

Bei der Berechnung der B — mm-Prozesse wurden die Massen der Up- und Down-Quarks
grundsétzlich vernachlassigt — angesichts der Tatsache, dass sie weniger als ein Dreifligs-
tel der néchstgroferen Skala Agcp betragen, eine zweifellos gerechtfertigte Néherung. Im
masselosen Limes gilt dann die Isospin-Symmetrie, die auf Relationen zwischen den Zerfalls-
amplituden fithrt. Dariiberhinaus sind Feynman-Diagramme, die sich nur in den leichten
Quark-Flavours unterscheiden, identisch und brauchen nicht jeweils neu berechnet zu wer-
den.

Bei den neuen Prozessen tritt jetzt zusétzlich das Strange-Quark im Anfangs- und/oder
Endzustand auf. Mit seiner Masse m, ~ 100 MeV ist es immer noch relativ leicht. Die Versu-
chung liegt nahe, auch diese Masse zu vernachléssigen. Die Isospin-Symmetrie erweitert sich
dann auf die SU(3) fiavour-Symmetrie unter Austausch von u, d und s-Quarks. Ahnlich wie in
Kapitel 2.2.1 kann dann eine Amplitudenzerlegung nach SU(3) s;-Multipletts vorgenommen
werden, die Relationen zwischen den Zerfallsamplituden liefert, wie z.B. [54]

Vus
Vud

AB™ =7 K°) +V2A(B™ - n°K™) = V2 ( ) AB™ = 77 {1+ 0su}, (4.1)
wobei der speziell fiir dese Relation eingefiihrte Faktor dgr(3) mit m, — 0 verschwindet.
Héaufig wird noch ein Schritt weiter gemacht, und einzelne Diagramme werden gleichgesetzt,
wenn sie nur durch den Austausch von Quark-Flavours ineinander iibergehen (was keiner

107



KAPITEL 4. KAON VERSUS PION: SU(3)-VERLETZUNG

SU(3) pi-Transformation des gesamten Systems entspricht). Die Beitrége der Diagramme
kénnen dann aus kombinierten Fits an B — 7w und B — K, wobei die Parameter fiir
beide Félle gleichgesetzt werden, bestimmt werden [29].

Angesichts des Ziels, die Daten aus den Zerfillen fiir Préazisionsbestimmungen zu nut-
zen, muss man sich aber Gedanken dariiber machen, wie gut die SU(3) ;-Symmetrie bzw.
der Limes mg; — 0 ist. Der einzige direkt zugéngliche Effekt ist (abgesehen von der grofie-
ren Kaon-Masse, die die Kinematik leicht verdndert) das Verhéltnis der Zerfallskonstanten:
[/ fr = 1,20. Diese Abweichung, die sich direkt auf die Amplituden in naiver Faktorisierung
iibertrégt, ist in der Regel die einzige, die beriicksichtigt wird. Dabei ist es alles andere als
klar, ob nicht auch in anderen Teilen der Amplitude, z.B. dem B,y — K-Formfaktor oder
nichtfaktorisierbaren Beitragen ~ 20%ige Abweichungen auftreten, die in der Summe grof3
werden.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Rechnungen liefern wesentliche Bausteine zur Be-
antwortung dieser Fragen. Fiir eine vollsténdige phénomenologische Beschreibung wie bei
B — 7r reichen diese indes nicht aus. Allerdings werden geniigend Informationen zusam-
mengetragen, um in allen Zerfallskanilen die SU(3) ;-verletzenden Effekte in naiver Faktori-
sierung sowie fiir die Relation (4.1) auch in den nichtfaktorisierbaren Beitragen zu berechnen.

Der erste Teil dieses Kapitels widmet sich der Twist-2 Lichtkegel-Verteilungsamplitude
des Kaons, die im Gegensatz zu der des Pions asymmetrisch ist. Thre Asymmetrie liefert
zum Beispiel den fithrenden SU(3) s-verletzenden Beitrag in fpx und fp k. Sie wird daher
in angemessener Prizision — unter Einschluss von O(ag)-Korrekturen — berechnet. Im zwei-
ten Teil wird die Normierungskonstante fiir die Twist-4 Dreiteilchen-Verteilungsamplitude
berechnet, die in nichtfaktorisierbaren Diagrammen mit weichem Gluonaustausch auftritt.
Im letzten Teil werden diese und weitere Resultate zur Berechnung des Parameters dg(s)
verwendet und die iibrigen Zerfallsamplituden in naiver Faktorisierung bestimmt.
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4.1 Asymmetrie der Zweiteilchen-Verteilungsamplitude:

K
a;

4.1.1 Definition und Verwendung

Die Twist-2 Lichtkegel-Verteilungsamplitude des Kaons ist ganz analog zu der des Pions
(3.6) definiert:

(K~ (q)15(0)7,75 [0,2] u(2)[0) 220 = _iq”fK/o du e P (u,p) . (4.2)

Dabei wurde diesmal die Wilson-Linie [0,z] ausgeschrieben, die fiir die Eichunabhéngigkeit
sorgt, %« = 1 — u wie gehabt und p ist die Renormierungsskala, die ein Uberbleibsel der
z2-Abhéngigkeit ist. Mit der Isospin- und C'P-Symmetrie der starken Wechselwirkung be-
schreibt dieselbe Verteilungsamplitude auch K+, K° und I

Sie ist universell und tritt in einer Vielzahl von Prozessen, angefangen von leptonischen
oder inklusiven B, B, und D — K-Ubergingen bis hin zu den in dieser Arbeit behandelten
exklusiven B-Zerfillen auf, wenn eine auf Lichtkegelentwicklung basierende Rechenmetho-
de wie QCD Faktorisierung oder Lichtkegel-Summenregeln verwendet wird. Die Twist-2-
Amplitude ist dabei jeweils der fithrende Beitrag.

Die Pion-Verteilungsamplitude ist wegen der Isospin-Symmetrie symmetrisch unter v < u,
sodass in der Zerlegung nach Gegenbauer-Momenten,

r i (spt) = Gui <1 + 3 AR () u u>) , (4.3)

n=1

die ungeraden Momente verschwinden: a3, , = 0. Diese Symmetrie wird jetzt aber durch die
Masse des Strange-Quarks verletzt. Dadurch tragt letzteres im Durchschnitt einen anderen
Impulsanteil z; als das u (z3):

1

(rs — ) - = /du or(u)(u—u) = %a{(.

Das erste Gegenbauer-Moment beschreibt also die Asymmetrie der durchschnittlichen Im-
pulskonfiguration. Wie schon frither erwédhnt, werden hohere Gegenbauer-Momente nach
Evolution zu einer hinreichend grofien Skala, z.B. i ~ m;, klein und tragen wegen der schnel-
leren Oszillation der zugehorigen Gegenbauer-Polynome auch mit kleinerem Gewicht bei. Der
fithrende SU(3) p-verletzende Beitrag (in der Entwicklung nach Twists und Gegenbauer-
Momenten) ist dann in der Regel und abgesehen von dem Verhéltnis fr/f, proportio-
nal zu aff. Ein illustratives Beispiel sind die B — K und B, — K-Formfaktoren, aus
denen sich in naiver Faktorisierung die Zerfallsamplituden By — 7K,KK ergeben. In
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Lichtkegel-Summenregeln, in denen diese Formfaktoren als Konvolution iiber eine Lichtkegel-
Verteilungsamplitude geschrieben werden, erhélt man sie aus fg, durch Ersetzungen m, —
mg, fr — fx und eben ¢, — @g. Die hohe Relevanz von af ist nach Einsetzen von
Zahlenwerten schnell ersichtlich:

fer(0) ~ (1,34 1,1af (1)) f5(0)
fB.x(0) (1,3 = 1,001 (1)) f5(0) .

Die erste Berechnung von aX wurde in [36] mit Zweipunkt-Summenregeln vorgenommen,

wie im weiteren Verlauf dieses Kapitels beschrieben wird. Dabei wurden zwei verschiedene
Varianten verwendet, die sich in der zu Grunde liegenden Korrelationsfunktion unterschei-
den. In der ,, Diagonalen“ wurde ein T-Produkt aus zwei Axialvektorstromen verwendet, in
der ,Nichtdiagonalen® aus einem Axial- und einem Pseudovektorstrom, und beide Varianten
lieferten das Ergebnis

Q

[aX (1 GeV)]9% ~ 0,17

In [55] wurde die nichtdiagonale Variante néher betrachtet; dabei wurde ein Vorzeichenfehler
in der urspriinglichen Rechnung gefunden; zusétzlich wurde versucht, die Genauigkeit durch
Beriicksichtigung von Strahlungskorrekturen zu erhohen, und die neue Vorhersage lautete

[a (1 GeV)]PP = —0,18 £0,09.

Es gibt also einen direkten Widerspruch zwischen den beiden Varianten. Um diesen auf-
zulosen, werden im Folgenden Korrekturterme zu der diagonalen Korrelationsfunktion be-
rechnet. Das Resultat,

al(1 GeV) = 0,054 0,02,

bestiitigt qualitativ das erste Ergebnis. Aber welches Vorzeichen sollte af denn haben?

Die naive Erwartung ist, dass aX* positiv sein sollte. Denn dies bedeutet, dass das schwe-
rere Strange-Quark im Durchschnitt einen héheren Impulsanteil im Kaon triagt. Da seine
Masse aber noch unter der Skala Agcp liegt, ist dies nicht zwingend. Zweierlei Argumente,
die im Anschluss an die Rechnung dargelegt werden, sprechen deutlicher fiir einen positiven
Wert: Zum einen sind zwei unterschiedliche Berechnungen fiir den K — w-Formfaktor fx,
bei positivem af besser miteinander konsistent. Zum anderen zeigt sich in der numerischen
Auswertung, dass die nichtdiagonale Variante numerisch instabil ist und die der Summenre-
gel zu Grunde liegende Entwicklung nicht gut funktioniert, wogegen das neue Ergebnis keine
derartigen Probleme hat.

4.1.2 Lokale Operatoren und Renormierung

Um die Renormierung und das damit zusammenhéngende Skalenverhalten der Gegenbauer-
Momente zu verstehen, ist es hilfreich, die Gegenbauer-Momente als Matrixelemente lokaler
Operatoren zu verstehen. Da die Gegenbauer-Polynome orthogonal sind (wenn Sie zusammen
mit der Funktion 6ut integriert werden), kann man das Moment a® herausprojizieren, wenn
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man in (4.2) die Ersetzung ¢/#9* — Co/*(u — @) vornimmt. Diese Ersetzung entspricht der
Wirkung der Operation
224
lim C3/2 <1 - —,ﬁ> :
20 i qz

Ein beliebiges Moment aX ist dann das Matrixelement des lokalen Operators V4 (der obere
Index soll an die Axialvektor-Struktur des Vertex erinnern):

d
(¢2)Npay = (K~ (9)|V,}(q)[0), Vi (g) = 2" il_)r% C3/2 (1 — %%) 5(0)7,75 [0,2] u(2) .

(4.4)
Der Faktor N, = % kommt von der Normierung der Gegenbauer-Polynome. Die
Multiplikation des Ausdrucks mit z# geschieht nur zur leichteren Handhabbarkeit und z ist
wie in der Definition der Wellenfunktion ein lichtartiger Vektor: 22 = 0. Mit der Einfiihrung
des neuen Symbols 2 = z, auf das die Ableitung 0/0z nicht wirken soll, kann man den
Ausdruck vereinfacht mit v, — 7 schreiben. Die Wirkung der Ortsableitung auf die Wilson-

Linie ist identisch mit der Eichkovarianten Ableitung, sodass

Vi =5 (1-222) e (15)

1 qz

eine fquivalente Definition ist'. Wihrend in (4.5) die Lokalitéit offensichtlicher ist, ist fiir
praktische Zwecke (4.4) geeigneter, da sich Rechnungen so im Bezug auf n leichter allgemein
halten lassen. ¢ ist jeweils der durch den Vertex flieSende Impuls.

Die Operatoren VA(g) werden auf dhnliche Weise renormiert wie die Vierfermion-Opera-
toren, deren Renormierung in Kapitel 2.1.2 erklart wurde. Das heifit, dass zur Bestimmung
der anomalen Dimensionen zunéchst die in Abbildung 4.1 gezeigten Diagramme ausgerech-
net werden miissen. Dabei muss bei der stérungstheoretischen Entwicklung auch die Wilson-

Linie
1
0,2] =P {exp <—igs/0 dt t“z“AZ(tz))}

beriicksichtigt werden. P steht fiir das pfadgeordnete Produkt, aus dem, wenn in z die Zeit-
ordnung vorliegt, das zeitgeordnete Produkt wird. Zusétzlich miissen noch die Selbstenergie-
Diagramme addiert werden und die Feldrenormierung durchegfiihrt werden, was insgesamt
der Multiplikation des Resultats mit (1 + 2 - d,,/2) entspricht. Die Diagramme werden in
dimensionaler Regularisierung berechnet, und es sind nur die divergenten und p-abhéngigen

2D
qz

K

Durch eine Translation kann man zeigen, dass af* wie in [36] als Matrixelement von 57vs ( ) u geschrie-

ben werden kann.
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Abbildung 4.1: Diagramme zur Berechnung der anomalen Dimensionen der Operatoren V,4(q)
(schraffierte Ovale). Diagramme (b) und (c) kommen aus der Entwicklung der
Wilson-Linie.

Terme interessant. Bei expliziter Rechnung fiir n = 0,1,2,3 sind die Resultate:

(ulp — @)3(p ‘VO )‘O>dw = 0,

32
(ulp = DSV @0, = (= DSV D), (B 1085 )
— 50
(ulp = SV @0 = (= DSV D0, (B 41085 )
~ -« _ 314 2
(ulp = SV @0, = = DNV D), S (Ba+108L5)

Es fallt auf, dass die divergenten Beitrige jeweils proportional zum Tree-Level-Resultat sind:
Es tritt also keine Operatormischung auf. Wéhrend dies hier nur ein Ergebnis expliziter
Berechnung ist, wurde in [36,44, 56 allgemein gezeigt, dass die Gegenbauer-Momente die
Basis darstellen, in denen die Operatoren nicht mischen.

Um die Divergenzen zZu kompen51eren wird im M S-Schema die Operatorrenormierung

0 32 50 314)

VA - VnA = ( o ’ynAdw) V,, durchgefiihrt. Die Anomalen Dimensionen vy 123 = ( T

konnen dabei direkt aus (4.6) abgelesen werden; die allgemeine Formel ist [36, 44, 56]

4 n+1
n — 5 1—
7 3< (n+ R Z )

Insbesondere muss Vg, ein reiner Axialvektorstrom, nicht remormiert werden.
Die Renormierung iibertragt sich direkt auf die Gegenbauer-Momente:

dnK =a, (1 + 4_7nAd1V>
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(a) Fithrende Ordnung
der Storungstheorie

o

(b) Hadronische Darstellung:
Grundzustandsbeitrag

Abbildung 4.2: Korrelationsfunktion IT" der Zweipunkt-Summenregel fiir /.

(der Hut wird ab jetzt wieder weggelassen). Wie sich aus (4.6) ablesen ldsst, gibt die Anomale
Dimension auch die Renormierungsskalenabhéingigkeit der Operatoren V,, bzw. der Momente

K oo
a, an:

K
da,, as g

dlogu v

= —2v,—a,, .

Diese Differenzialgleichung lasst sich nach Separation der Variablen integrieren, wobei die
p~-Abhéngigkeit der Kopplungskonstante aus (1.2) von Seite 19 verwendet wird:

log @ (1) —logay (o) = — /

=

log p

log 10

ak (ko) as(po)

2% “

ar (1) _ <as<u>>%%_

dlog i/

Numerisch ergibt sich z.B. fiir die Evolution von pg = 1 GeV, bei der die Momente berechnet
werden, zu p ~ my, bei der sie verwendet werden:

n 0

1 2 3 4

10 11

an (4.7 GeV) 1
an(l GeV)

0,72 0,59 0,52 047

0,32 0,31

Bei der Evolution ist zu beachten, dass sich bei der Charm-Quark-Masse u = m, =~
1,3 GeV der Wert von (3, dndert, und eine entsprechende Anschlussrechnung vorzunehmen

1st.

4.1.3 Zweipunkt-Summenregel

Die QCD Zweipunkt- oder SVZ-Summenregeln, die lange vor Lichtkegel-Summenregeln ent-
wickelt wurden [46], basieren auf einer Korrelationsfunktion, die als Vakuum-nach-Vakuum-
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Matrixelement von zwei Stromen definiert ist,

157 ~ (0| T {js(2),52(0) }0)

sodass bei der Berechnung der Korellationsfunktion selbst keine hadronischen Gréflen wie
Lichtkegel-Verteilungsamplituden auftreten. Diese kommen erst iiber die hadronische Dar-
stellung
T~ (0] |2)(R|72|0)

ins Spiel, mit der das Dispersionsintegral {iber die Korrelationsfunktion gleichgesetzt wird.
Dieses Vorgehen selbst ist aber bei den Lichtkegel-Summenregeln dhnlich geblieben. Daher
werden die Schritte hier nur sehr knapp nochmals aufgelistet.

Gesucht ist also eine Zweipunkt-Korrelationsfunktion, in deren hadronischer Darstellung
die Momente der Kaon-Verteilungsamplitude auftreten. Die geeignete Wahl hierzu ist

I"(¢% qz) = i/d4x eiqx<O}T {a(z)#yss(z), VnA(q)}}O> (4.7)

und in Abbildung 4.2 dargestellt. Mit 2% = 0 ist dies immer Proportional zu (¢z)? und héngt
ansonsten nicht von z ab:I1"(¢%,¢2) = (¢2)*1I"(¢*). Nach Einfiigen eines kompletten Satzes
hadronischer Zusténde ’h><h} — genau wie in (3.9) auf Seite 64 — erhalt man die hadronische

Darstellung
2 N,ak o (s
() = L&t +/ a5 P5) (4.8)
my —q s s—q
Diese wird mit der Dispersionsrelation,
1 [/ Im,JI"
I (¢%) = _/ ds miz@) (4.9)
7 Jo s —q% — i€

gleichgesetzt, und nach Subtraktion des Dualitiits-Intervalls s{f < s < oo und Borel-Trans-
formation ist die Summenregel fiir o/

emi/M\ ]

siS )
alt = ( N, ) ;/0 ds e /M Tm,I1"(s) . (4.10)

Dabei ist s der effektive Dualitéits-Schwellenwert fiir die angeregten Zustéinde (der prinzi-
piell fiir jedes n verschieden sein kann) und M der Borel-Parameter.

Schreibweise fiir allgemeines n

Die Berechnung der Diagramme fiir allgemeines n vereinfacht sich, wenn man fiir V4 die

Definition (4.4) einsetzt und den Differenzialoperator cy ?(..) erst am Ende anwendet. Das
heifit man startet mit

IL.(¢%, ¢2) :i/d4w e (0|T {a(w) 2ys5(x), 5(0) 275 [0, 2] u(2)}0) , (4.11)
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sodass
220,

1 qz

) I.(q%, q2) -

Der Hut iiber dem 2z verdeutlicht dabei nur wieder, dass die Ortsableitung 0, hier nicht
wirken soll. Er wird im Weiteren wieder weggelassen. Das Ergebnis fiir II, ldsst sich stets in
der Form

1
HZ(qZ,qz) = (qz)Q/ du eiaqzﬂ(u,QQ) (4.12)
0

angeben, wobei die Funktion (u,¢?) auch Deltafunktionen in u und Ableitungen davon
enthalten kann. Ausgedriickt durch diese Funktion ist die Summenregel fiir a”* dann

2(2n + 3 mi/ME\ e . (!
al = (2n +3) ¢ K2 —/ ds /M / du O3 (u — @) Imym (u,s),
3(n+1)(n+2) fi T Jo 0

wobei jetzt auch der Normierungsfaktor N,, eingesetzt wurde. Ist die Funktion m(u,q*) al-
so bekannt, lassen sich daraus prinzipiell alle Momente aff bestimmen. Wie schon in [36]
bemerkt, konvergiert die im folgenden vorgestellte Operatorproduktentwicklung mit stei-
gendem n immer schlechter, sodass am Ende nur die Projektionen mit n < 2 verwendbar
sind.

4.1.4 Operatorproduktentwicklung und Kondensate

Die Aufgabe ist jetzt wieder, die Korrelationsfunktion in QCD zu berechnen. Dabei wird
¢® zunichst als negativ und groff gewiihlt, sodass die Storungstheorie giiltig ist. Fiir das
T-Produkt kann das Wick-Theorem angewendet werden und fiir kontrahierte Felder werden
Feynman-Propagatoren eingesetzt, wiahrend die nicht kontrahierten Felder als normalgeord-
netes Produkt stehen bleiben, zum Beispiel:

T{q(x1)q(22) @2 (23)qr (21) } =: (%1($1)Q2($2)_2($3)(]|1($U4) C4 (@) (@) G (ws) qr (24)
+ 0 qi(20)ga(02) @a(ws) g (24) = + 2 Gu(21)q2(22) Ga(23) ¢ (24) = -
(4.13)

Das Matrixelement der normalgeordneten Produkte mit dem stérungstheoretischen Vakuum
ist dann Null, denn dort verschwinden die Felder nach Definition. Im physikalischen Vakuum
ist dies dagegen nicht der Fall, und die Matrixelemente von normalgeordneten Operatoren
sind — sofern diese Lorentz- und Eichinvariant sind, denn diese Symmetrien gelten auch fiir
das Vakuum — von Null verschieden.

Die Impulse dieser Vakuumfelder sind allerdings klein im Vergleich zu ¢ (bzw. der Abstand
x klein im Vergleich zur Skala, auf der sich die Vakuumfelder &ndern), sodass nichtlokale
Operatoren in der Koordinate entwickelt werden konnen:

QUac(x) = QUQC(O) + 'IMDMQ’UGC(O) +oee
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Da im Folgenden wieder die Fock-Schwinger-Eichung (3.36) verwendet wird, wurde bereits
x, 0" = x, D" eingesetzt. Durch Ausnutzung der Lorentz-Invarianz (und bei entsprechender
Wahl des Koordinatenursprungs in der Fock-Schwinger-Eichung) ldsst sich das Matrixele-
ment des normalgeordneten Quark-Antiquark-Operators aus obigem Beispiel dann reduzie-
ren auf

(0]: @& (21)g5(x4) :[0) = (0]: @2(0)g5(0) :|0) + (w4 —21)(O]: g5 (0) Dyeqs(0) :[0)+- -+, (4.14)

wobei jetzt die Spinorindizes a und [ sowie die Farbindizies a und b mit ausgeschrieben
wurden. Aufgrund der Lorentz-Symmetrie muss der erste Beitrag proportional zu d,g0a
und der zweite zu (7,)qs0a sein. Kontrahiert man den ersten Faktor mit d,3d4 und den
zweiten mit (v*)ga04, SO erhilt man

1
(Of g2 10) = 5 (0laal0)ndes

(Of: @Dy :[0) = —2(019]0)3up (3 )as

wobei in der zweiten Zeile die QCD Bewegungsgleichung i) ¢ = m, ¢ fir das Quarkfeld
ausgenutzt wurde. Ein entsprechender Ausdruck ergibt sich auch fiir den Fall, dass die Ab-
leitung auf ¢ wirkt. Bei der Schreibweise <O}q’q}0> gilt weiter die Normalordnung und die
Summierung iiber Farb- und Spinorindizes ist impliziert.

Das Beispiel (4.13) entspricht der Struktur des Korrelators in niedrigster Ordnung der
Storungstheorie. In hoheren Ordnungen der Kopplungskonstanten und in héheren Ordnun-
gen der Koordinatenentwicklung treten aber auch normalgeordnete Produkte mit Gluon-
Feldern auf. Diese lassen sich nach Dimension sortieren. Beschréankt man sich auf Dimension
< 6, ist die Auswahl an lokalen, Eich- und Lorentzinvarianten Operatoren iiberschaubar, und
es werden die folgenden Kurzschreibweisen eingefiihrt (ohne Ausschreibung der Summation
tiber Farbindizes):

<0’: qq : 0> Quark-Kondensat Dim.3

(0]: =Grege, :10) (0|G?[0)  Gluon-Kondensat Dim.4
<OJ: 95q0,, G"t%q - 0; <O (qu‘O> Quark-Gluon-Kondensat Dim.5
0’: (ql'rq)(qlsq) :|0 Vier-Quark-Kondensat ~ Dim.6

Das :normalgeordnete: Produkt wird im Folgenden nicht mehr ausgeschrieben; das Vierquark-
Kondensat héngt von den vorerst allgemein gehaltenen Dirac- und Farbmatrizen I', 5 ab.

Die einzige zur Verfiigung stehende Skala fiir diese Matrixelemente ist Agcp. In der Korre-
lationsfunktion dagegen tritt als Skala nur der Impulsiibertrag ¢® auf, sodass die Operatoren
héherer Dimension mit A, /q* unterdriickt sind. Ein MaB fiir die Virtualitét, auf die die
Korrelationsfunktion nach Dispersionsrelation und Borel-Transformation sensitiv ist, ist der
Borel-Parameter M ~ 1 GeV.

Das T-Produkt kann so also entwickelt werden in lokale Operatoren von steigender Di-
mension. An die Stelle dieser lokalen Operatorproduktentwicklung ist bei den Lichtkegel-
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Summenregeln die Twist-Entwicklung getreten. Die numerischen Werte der Vakuum-Kon-
densate sind neue, prozessunabhingige Parameter, die z.B. aus Fits von Vorhersagen der
QCD Summenregeln zu Daten gewonnen werden kénnen.

4.1.5 Berechnung der Diagramme

Bei der Operatorproduktentwicklung des Korrelators fiir die Momente a werden die Kon-
densate bis einschliefflich Dimension 6 beriicksichtigt. Da die Strange-Masse m4 im Vergleich
zum Borel-Parameter klein ist, wird auch in ihr entwickelt; insgesamt werden Beitriage ver-
nachléssigt, wenn die Summe der Kondensatdimension und der Potenz von myg grofler als
sechs ist. Die Masse des u-Quarks wird zu null gesetzt.

Ein sehr niitzliches Hilfsmittel fiir die Berechnung der Diagramme mit Kondensaten ist die
Hintergrund-Eichung. Diese ist fiir sich keine Eichbedingung, sondern zunéchst eine Schreib-
weise, in der Vakuum-Felder und perturbative Gluonen getrennt werden. Wie in [57] gezeigt,
kann man auf konsistente Weise fiir beide eine unterschiedliche Eichung verwenden. Fiir die
Vakuum-Felder wird jetzt die Fock-Schwinger-Eichung (3.36) verwendet. Die Wilson-Linie
verschwindet somit, [0,z]ps = 1, und trégt nicht direkt zu den Kondensaten bei. Fiir die
perturbativen O(ag)-Korrekturen dagegen wird die Feynman-Eichung verwendet. Hier muss
die Wilson-Linie beriicksichtigt werden.

Perturbativer Term

Der ,rein perturbative® Beitrag ist derjenige, in dem alle Felder auskontrahiert wurden.
In niedrigster Ordnung Stérungstheorie ist dies das Einschleifen-Diagramm Abb. 4.2a. Die
Berechnung dieses Diagrammes ist sehr einfach, sodass hier auch nicht in m, entwickelt wird,
und das Resultat lautet

uil m? — ug?
TP (u,q%) = _?2)7r2 log ( - e 1 ) . (4.15)
Ein zusitzlicher Term, der polynominell von ¢? abhingt wurde nicht ausgeschrieben, da er
nach der Borel-Transformation verschwindet. Gleiches gilt auch fiir die Abhéngigkeit von
der Renormierungsskala p. O(ag)-Korrekturen sind bisher nur im masselosen Fall berechnet
worden [55,58,59] und betragen fiir n = 0 weniger als 10%. Fiir aX ist der perturbative Term
(also die Konvolution von (4.15) mit C’f/Q(ﬂ —u)) insgesamt von der Ordnung m?/M?, denn
er muss mit my; — 0 verschwinden und m;, geht nur in gerader Potenz ein. Im Vergleich zu
dem Beitrag des Quark-Kondensates (sieche unten) ist er sehr klein, weswegen die O(agm?)-
Korrekturen fiir das Loop-Diagramm vorerst vernachléssigt werden — deren Berechnung kann
und wird in der Zukunft noch nachgeholt werden.

Quark-Kondensat

Den Dimension-3-Term in der OPE erhélt man in fithrender Ordnung Stérungstheorie aus
den mittleren beiden Termen in der Wick-Formel (4.13), was den Diagrammen Abb. 4.3 ent-
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(a) s-Kondensat (b) u-Kondensat

Abbildung 4.3: Beitrage des Quark-Kondensates zur Korrelationsfunktion auf Tree-Level

Abbildung 4.4: O(ag)-Korrekturen zum Beitrag des s-Kondensates in der Korrelationsfunktion.
Die Diagramme in der zweiten Zeile kommen aus der Entwicklung der Wilson-
Linie. Fiir das u-Kondensat gibt es einen entsprechenden Satz Diagramme.

spricht. Das u-Kondensat <0‘ﬂu‘0> tragt im Limes m, =~ 0 nicht bei. Fiir das s-Kondensat
muss die Koordinatenentwicklung (4.14) bis zur dritten Ordnung durchgefithrt werden, um
alle Terme bis O(m?) zu erhalten. Die Matrixelemente der Operatoren mit mehreren kovari-
anten Ableitungen haben dabei eine komplizierte Struktur — durch Anwendung der QCD
Bewegungsgleichungen erhélt man unter anderem auch einen Beitrag des Quark-Gluon-
Kondensates, wie weiter unten gezeigt wird. Hier jedoch ist nur der Teil von Interesse, der
wieder proportional zu <0‘§5’0> ist, der in der hier benétigten Ordnung

_ 1, . 1. 1 1.
(0[5a(0)s5(2)[0) = 7(0]s5(0) (56a — 7 msluse — g7 M0 + %1222“7”3[%]@)
ist [60,61]. Das Resultat fiir die Korrelationsfunktion ist damit
. mg(5s) 1m?2 1m?2
w9 (u,q%) = (42)? {(1 - _—2) o(u) = 5—50"(u)| -

Fiir af* ist dieser Term der bei weitem dominante, deswegen werden auch die O(ag)-
Korrekturen dazu beriicksichtigt. Fiir die Gluonen in den zugehdorigen Schleifendiagrammen

118



4.1. ASYMMETRIE DER ZWEITEILCHEN-VERTEILUNGSAMPLITUDE: aff

Abbildung 4.5: Beitrag des Gluon-Kondensats zur Korrelationsfunktion

(Abb. 4.4) wird die Feynman-Eichung verwendet, was wie eingangs erwahnt unabhéngig von
der Eichung der Vakuumfelder moglich ist. Damit miissen auch Beitrédge aus der perturba-
tiven Entwicklung der Wilson-Linie beriicksichtigt werden. Anstelle der Funktion 7 (u,q?),
die sehr kompliziert wird, ist es hier einfacher, direkt die Projektionen fiir n = 0,1,2, 3 des
Resultats anzugeben:

_ 3 4 oy mg{uu)
d 3/2 as(qq) 2y _ _%m5<88>___8 5
) = e Th e @

) 4o, my(3 2 31
wcttenemen) = L s () 3]

S— S

4 as ms(uu)

371 (¢2)?
1 - _ 4 oy M (55 25 ¢ 763
[ oy = g (s -vos (55)) -
_ Ao Tms(uu)
32 (¢2)?
' : 4o, my 157 2 24629
/ duCy (= w)r W (ug?) = 22 m< >[ <A e (_Z_))+W}
0
B 4as9ms )
3712 (2)2

Die zweite Zeile ist fiir af relevant. Die Entwicklung in m, wurde hier nach O(m!) abge-
brochen. Der Beitrag des u-Kondensates ist UV-endlich, denn es triagt auf Tree-Ebene nicht
bei. Der Koeffizient der UV -Divergenz im Beitrag des s-Kondensates ist genau die anoma-
le Dimension (4.6). Die Kombination m(0|5s|0) ist Renormierungsinvariant (die anomalen
Dimensionen von Masse und Kondensat heben sich auf). Die Renormierung von a® bzw. des
Quark-Stroms in der Korrelationsfunktion besteht dann einfach darin, Ay, — 0 zu setzen.

Gluon-Kondensat

Da die Korrelationsfunktion selbst keine Gluon-Felder enthélt, sind fiir das Gluon-Kon-
densat in der perturbativen Entwicklung zwei Wechselwirkungsterme einzusetzen. In der
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Fock-Schwinger-Eichung gibt es einen einfachen Zusammennang zwischen dem gluonischen
Feldstérke-Tensor und dem Feld A, [43]:

At(x) = %xaGO‘“(O) + %:pyxa(D“G”“)(O) +..., (4.16)
wobei fiir das Gluon-Kondensat nur der erste Term relevant ist. Aquivalent kann man auch
die Entwicklung des Quark-Propagators im externen Gluon-Feld (3.37) einsetzen, wenn man
diese bis zur zweiten Ordnung in der Feldstérke fortfithrt. Weiterhin ist zu beachten, dass
es in der Operatorproduktentwicklung des Operators mgSs in erster Ordnung der Storungs-
theorie auch einen zum Gluon-Kondensat proportionalen Term gibt, wie in [62] ausgefiihrt
wird: 1 N
_ S ~2
<O‘msss‘0> = _E<O‘7G ‘0> 4o

Entsprechend muss zu dem Wilson-Koeffizienten von <O}G2 ‘0> das (—1/12)-fache des Wilson-
Koeffizienten von <O‘ms§s‘0> auf Tree-Ebene addiert werden. Das Resultat der Diagramme

Abb. 4.5 ist dann
G2>
12

m2u(2uq¢® + (1 — 3u)m?)
(m? —ug®)?
5 2 5 > 5/ 2
(¢%)? 3¢°)  2mi—¢*)?  3(¢%)?
Wichtig ist, dass dieser Beitrag im Limes m, — 0 nach Konvolution mit ungeraden Gegen-
bauer-Polynomen verschwindet® und der Beitrag zu af* ist von der Ordnung m?.

6 (g g2) —

_|_

Quark-Gluon-Kondensat

Das Quark-Gluon-Kondensat tragt auf zweierlei Arten bei (Abb. 4.6). Zum einen nach Ein-
setzung eines Wechselwirkungstermes dhnlich wie beim Gluon-Kondensat. Fiir das Gluon-
Feld A,(x) wird dann die Entwicklung (4.16) eingesetzt, wobei auch hier nur der erste
Term beitréigt. In dem daraus resultierenden Matrixelement der Art (0[5(0)G,.(0)s(2)|0)
wird schliellich das Feld s(z)wieder in der Koordinate entwickelt. Die nullte Ordnung der
Entwicklung in z fithrt dann sofort auf das Quark-Gluon-Kondensat, wihrend das Matrix-
element <0’§aGWD,\55}O> (cv,3: Spinorindizes) zu bestimmen bleibt. Die Struktur in den
Lorentz- und Spinor-Indizes hat die allgemeine Form [A - €,,707 75 + B - (9070 — 9ur V)] ga-
Die Koeffizienten A und B erhélt man aus Kontraktion mit geeigneten Dirac-Matrizen und
Anwendung der QCD Bewegungsgleichungen, sodass schliefflich [57,60, 63]

(015G Da55[0) = 2 01506 [0) g7 — -

?Der Grenziibergang ms — 0 darf erst nach der Konvolution gemacht werden, da ansonsten logarithmisch
divergente Terme auftreten. Wird die Rechnung von vorn herein mit ms = 0 durchgefiihrt, dann tritt
der Zusétzliche Term aus dem Gluon-Kondensat nicht auf und das Ergebnis ist direkt endlich und
symmetrisch unter u < .
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(a) Ein Wechselwirkungsterm (b) Koordinatenentwicklung des
s-Kondensates

Abbildung 4.6: Beitrag des s-Quark-Gluon-Kondensates zur Korrelationsfunktion.

Zum zweiten erhélt man durch dhnliche Uberlegungen einen Beitrag aus der zweiten Ordnung
der Entwicklung (4.14) des Quark-Kondensates in der Koordinate:

1 ) _
<O‘§(JDHD,,5ﬁ‘O>§GS =% (390003 — 1[0w]a) <0‘SO’GS‘O> )

Beide Beitrage verschwinden fiir das u-Kondensat, und das Ergebnis lautet

789 (u,q%) = %ms<sGs)5'(u) o

Vierquark-Kondensat

Der Tree-Level-Beitrag des Vierquark-Kondensates, der sich direkt aus dem letzten Term
von (4.13) ergibt, verschwindet, denn das zugehorigen Diagramm 4.7a zerfallt in zwei Teile
und der Impuls ¢ kann nicht iibertragen werden. In Ordnung ag gibt es drei Beitridge: Erstens
vom gemischten Kondensat (Diagramme 4.7b), das nach Flavour-Singletts faktorisiert wird:

(0]taupsyss|0) = (0]uaus|0)(0]5,s5[0) .

Zweitens aus Diagrammen mit einem Wechselwirkungsterm, wenn man fiir das Gluonfeld
A, (z) die Entwicklung (4.16) bis zum zweiten Term fortfithrt. Durch Anwendung der QCD-
Bewegungsgleichungen

D,G"* = —gsq7"t%q

erhilt man daraus durch #hnliche Uberlegungen wir beim Quark-Gluon-Kondensat

(0]35]0)"

<0’§ZDPGZVS%}0> = Ys 33 .94

[gpu%t - gpu’YV]ga [ta]ba .

Und schlieBlich drittens aus dem Term dritter Ordnung der Koordinatenentwicklung (4.14).
Auch hier kommen die QCD-Bewegungsgleichungen zur Anwendung, und

4mi g
qaqa 35 .94

(0]@2(0) DD, Dxg5(0)[0) 5°0(0|ga|0)” [gor + Vg — 5% Gur] s
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(a) Dieses Tree-Level-Diagramm tréigt nicht bei

(c) <0‘§s‘0>2 aus der (d) <0‘§s’0>2 aus der
Koordinatenentwicklung von Koordinatenentwicklung von
(0[54,:5|0) (0]3s]0)

Abbildung 4.7: Beitrige des Vierquark-Kondensates zur Korrelationsfunktion. Die Beitrdge von
<O|ﬂu‘0>2 sind analog zu denen von <0‘§s‘0>2.

(¢ = u,s). Die Summe aller drei Terme ist dann

700 (4. g?) = — % (4559 () + 8'(w)] + (@) [6(a) + &' (@)
3 (85) () o (u) + 6()] ) (4.18)

Der gemischte Beitrag (ss)(uu) verschwindet bei ungeraden Momenten.
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Resultat fiir a®

Die Berechnung der Imaginérteile beziiglich s = ¢? ist mit der Formelsammlung aus Anhang
B.3 kein Problem, und die s-Integration in der Summenregel (4.10) kann leicht analytisch
durchgefiihrt werden. Setzt man die n = 1-Projektionen aller Beitrige zusammen, so lautet
das Endergebnis

K _
all —

emic/M? {5m;1 /S(If _ s (m?—15)%  5my(ss) (1 . 1m?

2 ) 472 oo st 3 M2

5asCr Mg - (25 . M2M M? , i
+ o M2[—(uu)+2(ss)<6+7E—e 6/ S(If log(ﬁ)_El(_W

5ms(sGs)y  80m s ,,_ s _ 9
Ty am s (B (e )}' (4.19)

Der perturbative Beitrag ist von zweiter Ordnung in der m,-Entwicklung,

s (m?—s)? 5m§ A
ot [ L o

47?2

und Ei(z) = — [T dt e7'/t. Der O(m?2)-Term des perturbativen Teils sowie das Quark-
und Quark-Gluon-Kondensat auf Tree-Level stimmen mit dem urspriinglichen Resultat [51]
iiberein, die iibrigen Terme sind neu.

4.1.6 Numerische Auswertung

Als Eingabeparameter tritt hier zunéchst die Strange-Quark-Masse auf, die zu m4(1 GeV) =
130 4= 20 MeV (MS-Masse) gesetzt wird. Fiir das u-Kondensat wird wie schon bei der
B — 7mr-Analyse der Wert (0[gg|0)(1 GeV) = — (240410 MeV)?, der allgemein auch fiir das
d-Kondensat gilt, verwendet. Fiir das s-Kondensat wird dagegen ein anderer Wert verwendet.
Dieser héngt zwar prinzipiell von m, ab und muss mit my — 0 in <O‘(jq‘0> iibergehen. Bisher
konnte das Kondensat aber nicht aus den Grundgleichungen der QCD berechnet werden und
auch die Abhéngigkeit zwischen s-Kondensat und -Masse ist unbekannt. Daher wird fiir erste-
res ein mg-unabhéngiges Intervall verwendet: <0’§5}0> = (0,8+ 0,3)<0’ch}0>. Weiterhin wird
wie bei der Auswertung derB — 7m- Amplituden <O‘G2‘0>(1 GeV) = 0,012 & 0,006 GeV*,
(0]gGq|0)(p) = (0,8 £ 0,2 GeV?){0|gq|0)(1 GeV) (mit vernachlissigharer u-Abhéngigkeit)
und <O}8G’S}O>/<O}qu}O> <O}33 (jq’0> verwendet. Die Renormierungsskala wird mit
dem Borel-Parameter y = M identiﬁziert und fiir die starke Kopplung weiter der Messwert
ag(Myz) = 0,1187 verwendet.

123



KAPITEL 4. KAON VERSUS PION: SU(3)-VERLETZUNG
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Abbildung 4.8: Neue Summenregel-Vorhersage fiir a*

Nulltes Moment: fx

Um die Zuverléssigkeit der Summenregel zu testen, wird zunéchst der Fall n = 0 betrachtet.
In diesem Fall erhilt man genau die bereits bekannte Summenregel fiir fx [46], beziehungs-
weise in der hier verwendeten Schreibweise al theer = (fiheor / f22P-) Dabei wird diese jetzt
zusitzlich um den O(as<0‘(jq‘0>)—Term und hohere Ordnungen in m, verfeinert. Der expe-
rimentelle Messwert ist f7" = 160 MeV [20].

Zuerst wird der Dualitéits-Schwellenwert s so gefittet, dass die Abhiingigkeit vom Borel-
Parameter moglichst schwach ist. Der erlaubte Wertebereich fiir diesen ergibt sich durch
die Forderung, dass die OPE gut konvergieren soll (untere Grenze) und dass der Beitrag
des Dualitéits-Intervalls s§ < s < oo klein sein soll (obere Grenze). In dem Intervall
0,5 GeV? < M? < 1,0 GeV? sind sowohl der relative Beitrag des Vierquark-Kondensates als
auch der des Dualititsintervalls weniger als 30%. s& wird dann zu 1,05 GeV? gefittet. Die
Summenregel-Vorhersage ist dann fi#r = (0,92 4+ 0,02) f?. Die Einzelfehler aus Veriation
der Eingabeparameter wurden quadratisch addiert. Die Ubereinstimmung von theoretische
Vorhersage und Messwert ist durchaus zufriedenstellend und rechtfertigt das Vertrauen in die
Methode. Fiir fx selbst wird ab jetzt aber trotzdem der experimentelle Messwert verwendet.

Die Asymmetrie: af

Die Voraussage fiir aX in Abhingigkeit des Borel-Parameters ist in Abbildung 4.8a gezeigt.
Die untere Grenze fiir M? muss hier allerdings auf 0,8 GeV? angehoben werden, da die
OPE ansonsten nicht gut genug konvergiert. An dieser unteren Grenze betriagt auch die ag-
Korrektur zum Kondensat-Term weniger als 50% des Tree-Level-Beitrags: Die Anwendung
der Storungstheorie scheint also gerechtfertigt. Andererseits ist der Kontinuums-Beitrag auch
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bis M? < 1,5 GeV? weniger als 10% des Gesamtresultats (sie Abbildung 4.8b). Innerhalb
dieser Grezen #ndert sich das Resultat nur wenig mit M?. Da die Abhingigkeit von sf
extrem schwach ist (nur mit m?/M? oder ag unterdriickte Terme héingen iiberhaupt von s{
ab), wird der Wert vom Fall n = 0 iibernommen. Wird fiir den Zentralwert M? = 1 GeV?
eingesetzt und die Variation im Intervall 0,8 GeV? < M? < 1,5 GeV? als Fehler quadratisch
zu den iibrigen addiert, so ist das Endresultat

al(1 GeV) = 0,05+ 0,02. (4.20)

Nach der Beriicksichtigung der zusédtzlichen héheren Ordnungen in mg und «ag ist das Er-
gebnis aus der diagonalen Summenregel im Vergleich zu [36] signifikant kleiner geworden,
das Vorzeichen hat sich aber nicht geéndert.

Hohere Momente: aX und a3

Durch einfaches Einsetzen von n = 2 erhélt man quasi als kostenlose Dreingabe auch eine
Vorhersage fiir das zweite Moment:

as (1 GeV) = 0,277077. (4.21)
Im Limes my, — 0 und <O‘§3‘0> — <O‘(jq‘0> wird daraus das zweite Moment des Pions,
a3(1 GeV) = 0,267 0% , (4.22)

das vergleichbar zu anderen Abschétzungen ist, etwa aus Fits zu Daten (wie in Abschnitt
3.4.1 auf Seite 101 verwendet). Die Fehlerintervalle sind signifikant grofier geworden als bei
n = 1, ein Zeichen fiir die bereits eingangs erwidhnte Beobachtung, dass die Operaturpro-
duktentwicklung mit steigendem n immer schlechter wird.

al* aus der nichtdiagonalen Summenregel

Die nichtdiagonale Summenregel, die ein negatives Ergebnis fiir a* liefert, wird jetzt mit
den identischen Eingabeparametern untersucht. Dabei fallt zuerst auf, dass sich drei Terme
numerisch gegenseitig fast genau autheben: Der perturbative Beitrag und der des Quark-
Kondensates in O(aQ) sowie das Quark-Gluon-Kondensat. Dieser Effekt ist dabei offenbar
Zufall und kann nicht auf ein tieferes Prinzip zuriickgefithrt werden. Ubrig bleiben die ag-
Korrekturen des perturbativen und des Quark-Kondensat-Terms, die das Ergebnis damit
dominieren. Betrachtet man den perturbativen Teil allein, dann ist die O(ag)-Korrektur et-
wa doppelt so grof wie der O(a%)-Beitrag (dieses Verhalten zeigt sich in der nichtdiagonalen
Summenregel auch bei n = 0). Die Abhéngigkeit vom Borel-Parameter ist in Abbildung 4.9a
geplottet und die Variation in M? ist vergleichsweise grofi. In Summenregeln ist dies oft ein
Zeichen dafiir, dass die Korrelationsfunktion grofie Beitrdge von Instantonen, nichtpertur-
bativen Beitrdgen jenseits der Operatorproduktentwicklung, enthélt. Es ist beispielsweise
bekannt, dass Summenregeln mit zwei pseudoskalaren Stromen in der Korrelationsfunktion
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Abbildung 4.9: aff aus der nichtdiagonalen Summenregel

dadurch in der Regel unbrauchbar werden. Wie Abbildung 4.9b zeigt, gibt es auch kein Be-
reich fiir den Borel-Parameter, in dem sowohl der relative Beitrag des Dualitétsintervalls als
auch der des letzten (Dim. 6) Terms der Operatorproduktentwicklung unter 30% liegen.

Alle diese Fakten zusammengenommen, dréngt sich der Schluss auf, dass die nichtdia-
gonalen Summenregeln entweder aufgrund der eher zufilligen grofien Sensitivitdat auf ag-
Korrekturen und/oder wegen Instantonen kein zuverlissiges Resultat liefern.

4.1.7 Beitrag von K,
K

Im vorletzten Abschnitt wurde bereits erwihnt, dass in der diagonalen Summenregel fiir a;
das Dualitéitsintervall s{ < s < oo nur einen kleinen Beitrag liefert. Offensichtlich tragen in
der hadronischen Darstellung der Korrelationsfunktion Zusténde, die schwerer als das Kaon
sind, nur wenig bei. Um diese Schlussfolgerung zu untermauern, kénnen die ersten angeregten
Zusténde direkt betrachtet werden. In der Korrelationsfunktion mit zwei Axialvektorstromen
tragen pseudoskalare und axiale Mesonen bei.

Die nach dem Kaon néchstleichten Pseudoskalaren Mesonen mit gleichem Flavour-Inhalt
sind K(1440) und K (1830) [20]. Ihre Zerfallskonstanten sind proportional zu den Mas-
sen der leichten Quarks, insbesondere lieferte eine Abschéitzung in Summenregeln, dass
fx(1440,1830) < 20 MeV. Addiert man diese Beitrége explizit in der hadronischen Darstellung
(4.8), sodass der Schwellenwert s, {iber dem die Zustéinde mittels Quark-Hadron-Dualitét
abgeschiitzt werden, entsprechend erhéht wird, wird die Anderung groBenordnungsmiiBig
[r (1440,1830)/ fr < 2% betragen. In der hadronischen Darstellung kénnen diese pseudoskala-
ren Mesonen daher sicher vernachlassigt werden.

Der Beitrag des leichtesten Axialvektor-Mesons K7(1270) [20] dagegen kann mit einer
eigenen Summenregel-Rechnung bestimmt werden. Die zugehorigen hadronischen Gréfien
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werden definiert als
(Olay,yss|Ki(q, ) = € frym, (4.23)

(K1 (g, M)|5(0)775[0,2]u(2)[0) = Gﬁ*fmmm/o du e P, (u), (4.24)

wobei ¢, (u) eine der Verteilungsamplituden des K; und e der Polarisationsvektor ist. Damit
wird die hadronische Darstellung (4.8) zu

2N K 2 Nn K1 ) n
Hn<q2):fK nQy, +fK1 a, +/ ds P (s)

2 2 2 2 2
mi —q*  mi, —q Y

(4.25)

Das Integral iiber angeregte Zustdnde, das iiber den entsprechenden Teil des Dispersionsin-
tegrals abgeschitzt wird, beginnt jetzt erst bei der Grenze s, > (1270 MeV)?, aus der fiir
das Dualitétsintervall die neue effektive Schwelle si' > s& wird. Die Summenregel (4.10)

wird dann zu

1

_ 11 [%

fraKe miM 4 g2 qFaemmi MT o / ds e~/ Im,IT"(s) . (4.26)
nT 0

Um den Term f# aX' zu bestimmen, wird eine allgemeinere Korrelationsfunktion

M (q,2) =i / d*z €' "(0|T {a(x).y55(), 5(0) 775 [0,2] u(2)} |0) (4.27)
eingefiihrt, die, in Lorentz-Skalare zerlegt, die Form

H;u/ - quuQV + HQQ;LV + H3q;tzu + H4Z;,L(:ZV + H5ZMZV

hat. II; ist dabei identisch mit der bisher fiir das Kaon verwendeten Korrelationsfunktion
(4.11): (q2)*T11(¢%, q2) = 1.(¢?, qz). Withrend das K ausschliellich zu IT; beitrigt, trigt K,
sowohl zu II; als auch zu Il bei:

fi

1
H;Iful(%z) = (quql/ - guvmiﬁ) 2 _ 2/ du "ok, (u) .
My, — 4~ Jo
Wegen der Transversalitiit e*-q = 0 ist der K;-Beitrag zu II, und II, bis auf den Faktor m%ﬁ
identisch; in IIy ist K; zudem der leichteste beitragende Zustand. Die Grofie f?ﬁanKl kann

also aus einer Summenregel fiir II, bestimmt werden:

Ky

_ 2(2n+3) 1 [% oz 7
—m2 f2 gfeT i M — —/ ds e=¥/M / du C3?(u — @) Imgms(u,s) .
KlfK1 n 3(n+1)(n+2)7r 0 0 n ( ) 7T2< )
(4.28)

Dabei ist durch Ily(¢?, qz) = fol du " %my(u,q*) die Funktion my(u,q®) ganz analog zu
7(u, ¢*) definiert.
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Da es hier nur um eine grobe Abschiitzung geht, werden in der Berechnung von s (u, ¢?)

nur der perturbative a2-Term sowie Quark- und Quark-Gluon-Kondensat beriicksichtigt.
Fiir n = 0 ist das Ergebnis mit (4.28):

iy =y
Sk, = emz;ﬂ 2<0‘ss‘0> +e M2 ms<0‘uu‘0> — <O‘uGu‘O>
Ky
sl 2
e M?2 6_1V12
e = B 2 O ) +

_87:?]%42 <E1< j\é;g) — Ei <—A”;))] . (4.29)

Dieses Ergebnis® wird jetzt in (4.26) eingesetzt, um die urspriingliche Summenegel fiir f
zu verbessern. Bei der Bestimmung von 3{){ ! zeigt sich, dass die beste Borel-Stabilitat erzielt
wird, wenn fiir (4.26) und (4.29) der gleiche Wert verwendet wird (obwohl sie auf unter-
schiedlichen Korrelationsfunktionen basieren). Der Fit ergibt si' ~ 1,7 GeV? und damit
f&, ~ 0.03170003 GeV?, was mit dem aus der 7 — Kjv,-Zerfallsbreite extrahierten Wert
gut iibereinstimmt [5]. Das Resultat fiir fz #ndert sich damit kaum.

Mit diesem Wissen kann jetzt n = 1 eingesetzt werden, mit dem Resultat

C12M

(m? — M?m? 4+ 20M*)

miey
e M2
frart = T 6m3<0}53]0> + —e M ms<0]uu]0> + — 18 Ve <O}5Gs}0>
o1
5 _m22m,M?*+md, 5 e M* . ]
_ Ee M e <O}uGu}0> — 13 7T2M2(SK1)2 (4M4<Sé( )ng + (M2 — sé( )mi)
m?
5 e M2
+ PNV (4M4m§ + MQm;l — mf)

5 mi(mt —6M*) [ [ s o m?
e (0 (5e) B i)

und nach Division durch den eben angegebenen Wert fiir f7 ist alt ~ —0.0475: 831 Schlielich

kann alles zusammen in (4.26) eingesetzt werden und der neue Zahlenwert fiir af* ist

af = 0.0770:02. (4.30)

3Die Tatsache, dass hier hohere Ordnungen und Exponentialfunktionen in m, auftreten, obwohl in der
Korrelationsfunktion selbst nur bis O(m%,m32,ms) (Loop, Quark-Kondensat, Quark-Gluon-Kondensat)
entwickelt wurde, ist auf die s-Integration zuriickzufiihren, bei denen in Diagrammen mit dem Strange-
Quark-Propagator m? die untere Integrationsgrenze ist. Wihrend streng genommen das Resultat wieder

in m; entwickelt werden miisste, richtet das Mitnehmen der hoheren Ordnungen aber auch keinen Schaden
an.
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Dies liegt etwas iiber dem ohne explizite Berticksichtigung von K;(1270) bestimmten Wert,
ist aber mit diesem konsistent. Aus der Tatsache, dass die Differenz nur moderat ist, folgt
also, dass die diagonale Summenregel fiir aX durch K; nur wenig , verunreinigt* wird, die
Quark-Hadron-Dualitédt also mit zufriedenstellender Genauigkeit verwendet werden kann.
Insbesondere kann ein negativer Wert fiir a* mit groer Sicherheit ausgeschlossen werden.

4.1.8 Vergleichsrechnung mit fg

Eine interessante Mdoglichkeit, unabhingig von den Zweipunkt-Summenregeln Riickschliisse
auf af zu machen, bietet der K — w-Formfaktor f;-_, der #ihnlich wie der B — m-Formfaktor
definiert ist iiber

(= (p = @) |57l K°(p)) = 2 () — (Fi£:(0%) — [ia(@®))ap -

Bei positivem Impulsiibertrag 0 < ¢* < (mg — m;)? ist er zum Beispiel in Kj3-Zerfillen
messbar. Theoretisch interessant ist aber auch sein Verhalten bei negativem ¢?. In diesem
Bereich ist er geradezu ein Paradebeispiel fiir die Anwendung von Lichtkegel-Summenregeln
[30] und wird genau wie der elektromagnetische Pion- oder Kaon-Formfaktor [45,34] be-
rechnet, wobei die Pion- und Kaon-Verteilungsamplituden als zentrale Groflen auftreten.
[ (¢* < 0) ldsst sich dabei auf zwei unterschiedlichen Wegen berechnen, von denen ei-
ner die Kaon-Verteilungsamplitude und damit aX involviert, withrend der andere nur die
Pion-Verteilungsamplitude benétigt. Dann kann ermittelt werden, fiir welchen Wert von aX
die Ergebnisse besser konsistent miteinander sind. Dies wurde in [34] bereits in Twist-2-
Genauigkeit durchgefiihrt, lasst sich aber mittels der dort angegebenen Resultate leicht auf
Twist 4 verbessern.

Startpunkt der Berechnung ist die allgemeine Korrelationsfunktion

T (pyg) =i / d'z " (0|T {(32(0)7,7501(0)), (e1 @1 () 1ds (2) + €2 @o(2) 12 (2)) } [P (D))

il

von der in der Zerlegung nach Lorentz-Skalaren nur der Term T'((p+ ¢)?,¢*) proportional zu
pup, verwendet wird.
Fiir die erste Summenregel wird davon der Spezialfall

T (p+9°¢) =T(p+ > ¢ =5,y =u,qa=d, P=7"e =1,e,=0)  (4.31)
betrachtet. In der hadronischen Darstellung tragt hier als leichtester Zustand das Kaon bei:
, 1
TE((p+ 2,2:—/d4xe“ﬂ i —2ff ().
F(p+ 94 m%(_(p+q)2( fr) (—2fi(d%))
Nach dem iiblichen Vorgehen, das heifit schreiben der Dispersionsrelation in (p + ¢)*, Sub-

traktion der angeregten Zustdnde mittels Quark-Hadron-Dualitdt und schlieSlich Borel-
Transformation, erhélt man damit die Summenregel fiir f_(¢?):

K
50

[ (d®) = o / ds e M Im,T1(s = (p+ q)*.¢%)
Kr 227Tf[( o s+1 - ; .
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Der Ausdruck fiir 7} ist in [34] bis Twist 4 angegeben und kann nach den Ersetzungen (4.31)
direkt eingesetzt werden, zur Illustration sei hier nur der Twist-2-Beitrag gezeigt:

1 g2 m2
Feala?) = 2 / du pr(w)e” 7w (4.32)
fK ulf
mit uf = —¢*/(—¢* + s§).
Die zweite Summenregel erhilt man aus der allgemeinen Korrelationsfunktion durch

T((p+9)%>) =T((p+9)°¢* g1 =d,gh =5, =u, P =K e; =0,e5=1).

In der hadronischen Darstellung ist der Grundzustand diesmal das Pion,

TS ((p + 9)%g?) = / iy e (i 1) (~2fE ()

(p+q)?

sodass die entsprechende Summenregel am Ende

1
2im fr

S0
() = / ds e I, Ty(s = (p + ¢)*¢")
0

lautet. Auch hier wird nur der Twist-2-Beitrag

1 g2 um
f;ﬂ(qQ) = J}—K/ du ng(u)e_uk—fq?_Tg + .. (4.33)

0

mit s§ = (1 — ul)(—q¢*/ul + m?%) wiedergegeben, wihrend sich die Beitriige der hoheren
Twists mit den entsprechenden Ersetzungen aus den allgemeinen Formeln in [34] ergeben.

Wihrend (4.33) also iiber ¢y von alf abhingt, tritt in (4.32) keine asymmetrische Ver-
teilungsamplitude auf. Zur Aswertung werden jetzt in beide Summenregeln die gleichen
Zahlenwerte wie bisher eingesetzt, lediglich aff wird als feier Parameter offen gelassen. Im
Giiltigkeitsbereich —3 GeV? < ¢*> < —1 GeV? der Summenregel kann jetzt zum Beispiel der
Quotient der beiden betrachtet werden, der idealerweise 1 sein sollte. Abbildung 4.10 zeigt
diesen Quotienten als Funktion von ¢? fiir verschiedene Werte von af (wobei in der Fehler-
abschétzung auch die Variation des Borelparameters 1 GeV? < M? < 2 GeV? beriicksichtigt
wurde). Es zeigt sich, dass der Quotient bei positivem af* tatsichlich gut mit 1 konsistent
ist, wihrend die Abweichungen bei negativem af* deutlich gréfer sind. Alternativ kann man
auch den Impulsiibertrag z.B. zu ¢ = —2 GeV? fixieren und die Gleichung nach a!* auflésen,
woraus sich dafiir ein Wert von a ~ 0,2 4 0,1 ergibt.

4.1.9 Diskussion

Die hier vorgestellte Neuberechnung von aff iiber QCD Zweipunkt-Summenregeln macht
die erste Abschétzung [36] durch Beriicksichtung hoherer Ordnungen in my, ag und den
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2b e 12

1 e 1
08| o eI 08| .
06f. .~ 06"~
04" 04l
0.2 0.2

1 15 2 25 3 1 15 2 25 3 1 15 2 25 3
M?/ Gev? M?/ Gev? M?/ Gev?
(a) ok = 0a05f8"8? (b) aX =0 (c) af = —0,18 4+ 0,09

Abbildung 4.10: f;% (¢?) aus (4.33) dividiert durch die gleiche Grofie aus (4.32) fiir verschiedene
Werte von aff. Die gestrichelten Linien zeigen die Unsicherheiten (Variation mit
allen Eingabeparametern quadratisch addiert).

Kondensaten insgesamt deutlich genauer. Dabei wurde eine diagonale Korrelationsfunktion
verwendet, und das Resultat steht im direkten Widerspruch zu dem kiirzlich [55] aus der
nichtdiagonalen Korrelationsfunktion gewonnenem. Letzteres leidet aber an numerischen
Instabilitdten und weder die Quark-Hadron-Dualitét noch die Operatorproduktentwicklung
scheinen in dieser Methode gut zu funktionieren. Das Vertrauen in das Resultat der diagona-
len Summenregel wird durch eine Reihe von Argumenten untermauert: So konnte gezeigt wer-
den dass die Summenregel auf angeregte Zustinde (allen voran K;(1270)) nur wenig sensitiv
ist, die Ndherungen und Entwicklungen zeigen numerisch eine gute Stabilitdt. Und schlief3-
lich konnte ganz unabhéngig von der direkten Berechnung iiber den K — w-Formfaktor
gezeigt werden, dass al mit ziemlicher Sicherheit positiv ist.

Das Resultat aff = 0,05 & 0,02 steht also bereit, um in der Berechnung von hadronischen
Prozessen verwendet zu werden. Relevant ist es etwa in hadronischen oder semileptonischen
B und B,-Zerfillen mit einem oder mehreren Kaonen im Endzustand und tritt zum Beispiel
in Lichtkegel-Summenregeln und QCD Faktorisierung iiber die Kaon-Verteilungsamplitude
auf. Wéhrend in vielen Fillen der fithrende SU(3) ;-verletzende Beitrag abgesehen von fr / fx
proportional zu af ist, sollte bei der Beurteilung der Unsicherheit nicht vergessen werden,
dass aX den Charakter eines Korrekturterms hat. Mag der relative Fehler in dem Resultat
auch 40% betragen, so ist das Resultat, dass af* mit grofier Sicherheit relativ klein ist, als ab-
solute Aussage betrachtet, durchaus eine Prézisionsvorhersage im Rahmen der methodischen
Genauigkeitsgrenzen.

4.2 Normierung der Dreiteilchen-Verteilungsamplitude: dx

Die Normierung der Twist-2-Verteilungsamplituden ist durch die Zerfallskonstanten f; und
fx gegeben, die beide sehr genau gemessen wurden. Der Asymmetrieterm a hat eher den
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Charakter einer Korrektur zweiter Ordnung, was die SU(3) ;-Brechung anbelangt, ist aber
deshalb so bedeutsam, weil die Twist-2-Verteilungsamplitude in vielen hadronischen Gréfien
den fithrenden Beitrag liefert. Geht man zu hoherem Twist, nimmt die numerische Rele-
vanz in dhnlichem Mafle ab, wie die Unkenntniss steigt. Die Normierung der Zweiteilchen-
Verteilungsamplitude in Twist 3 ist mit f; x {iber den ebenfalls gut bekannten Faktor p, x
verbunden. Die Normierungsfaktoren far g und 67 ;- der in (3.38) und (3.39) auf Seite 93
definierten Quark-Antiquark-Gluon-Verteilungsamplituden sind dagegen nicht direkt expe-
rimentell messbar. Sie konnen iiber Zweipunkt-Summenregeln berechnet werden, was bisher
aber nur fiir das Pion gemacht wurde [50]. Um einen Eindruck von SU(3)y-verletzenden
Effekten bei hoheren Twists zu bekommen wurde daher exemplarisch die Normierungskon-
stante §2- der Twist-4-Verteilungsamplitude des Kaons berechnet. Die Normierungskonstante
fzx in Twist 3 liefe sich auf &hnliche Weise berechnen, aber die Rechnung ist technisch et-
was aufwendiger. Die rein qualitative Aussage iiber das Verhiltnis 6% /02, die das Ziel dieser
Rechnung ist, ldsst sich aber auch auf f3x / fs, iibertragen.

4.2.1 Zweipunkt-Summenregel und Diagramme

Die Normierungskonstante 0% ergibt sich aus dem lokalen (r = y = 0) Grenzwert des
Matrixelements (3.39), das die Twist-4-Verteilungsamplitude definiert:

(Olau|K*(p)) = —ifxdipu, ay = 5%,Gput, (4.34)

mit épu = %epWﬁGaﬁ . In [50] wurden — fiir die entsprechende Konstante des Pions — zwei
Ansitze gezeigt, deren Ergebnisse gut iibereinstimmen. Der erste basiert auf einer Korre-
lationsfunktion mit @, und dem Axialvektor-Quarkstrom jﬁK) = uy,7ss, die vom Gluon-
Kondensat dominiert wird. In dieser Rechnung wird der zweite Ansatz verwendet, der auf
der Korrelationsfunktion

Tow(q) =i / e d*z(0|T{a/,(x),a,(0)}0).

basiert, von der nur die g,q,-Komponente 7(¢?) verwendet wird.

Da der Leser inzwischen zu einem Experten auf dem Gebiet der Summenregeln avan-
ciert ist, wird die Rechnung hier nur noch sehr knapp vorgestellt. Aus der hadronischen
Darstellung des Korrelators

2 ¢4 o)
ﬁ'(qQ) _ ];11(5[( +/ ds ph(s)

mK_QQ s —q?

wird die Summenregel abgelesen:

K

1 [0
53 fr = ;/ ds Im,79CP (s)emic—s)/M?
0
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R A S o o

(a) s-Quark- (b) u-Quark- (¢) Gluon- (d) Vierquark-
Kondensat Kondensat Kondensat Kondensat

Abbildung 4.11: Beitriige zur Korrelationsfunktion fiir 4%

In der Berechnung werden die Kondensate bis zur Dimension 6 beriicksichtigt. Ledig-
lich das Quark-Gluon-Kondensat wird dabei ausgelassen, da sein Beitrag proportional zur
Quarkmasse und damit im Vergleich sehr klein ist. Gleiches gilt fiir den rein perturbativen
Beitrag, fiir den eine Zweischleifen-Rechnung nétig ist. Bereits sein Beitrag zu 62 ist ver-
schwindend gering und Korrekturen treten erst in der Ordnung m? auf. Das Resultat fiir die
verbleibenden Diagramme Abb. 4.11 ist

4 2 m3 /M2 2| Qs [/ _%— 1o
0xf=ce {M [ - <<ss> 3<uu>)+72<wG>

+ gwas<§s><ﬂu>}
+ 0 (mg) + O (ms (qGq)) .

Mit K — m, my — 0 und (0[ss[0) — (0|gq|0) stimmt dies mit dem Resultat von [50]
iiberein.

4.2.2 Resultat

Mit den iiblichen Zahlenwerten fiir die Kondensate ist das Verhéltnis der Twist-4-Normie-
rungskonstanten
O fx
07 [
Das Intervall ist mit 1 konsistent, erlaubt aber auch eine Abweichung in der Grélenordnung

von fx/ fr. Die deutlich schwierigere Berechnung von f3x ist bisher noch nicht durchgefiihrt
worden, das obige Resultat motiviert aber eine Schétzung von

= 1,07 015 - (4.35)

ﬁi:1piam (4.36)

Jar

die im folgenden Abschnitt verwendet wird.
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4.3 SU(3)fl in B— PP

Die neuen Parameterwerte fiir das Kaon kénnen jetzt fiir die B — P P-Zerfallsamplituden
(B = B*,B° B,, P = 7, K) verwendet werden. Dazu muss zuerst der effektive Hamilton-
operator (2.13) (Seite 37) verallgemeinert werden, denn die dort angegebenen Operatoren
dndern alle die Strangeness-Quantenzahl nicht (AS = 0). Der Strangeness-veriandernde Teil
mit AS = £1 ergibt sich aber aus (2.13) durch die Ersetzung d — s in den Quarkstrémen und
in den C'K M-Faktoren. Die Wilson-Koeflizienten bleiben dabei die gleichen, denn bei der ho-
hen Skala der darin enthaltenen Physik fallt die Masse des Strange-Quarks nicht ins Gewicht.
Allerdings &ndert sich die Hierarchie der C'K M-Faktoren, sodass die Pinguin-Operatoren
Os.. g eine weitaus wichtigere Rolle spielen, und auch die in B — 77 vernachléssigten elek-
troschwachen Pinguine relevant sind [64]. Wie schon bei B — 77 tragen die Operatoren in
verschiedenen Kombinationen und mit verschiedenen Diagrammen zu den Zerfallskanélen
bei; eine umfassende Beschreibung der einzelnen Zerfallsamplituden wiirde aber den Rah-
men dieser Arbeit sprengen, weswegen stattdessen auf die Literatur [29,65,66,67] verwiesen
wird. Der Hauptfokus dieses Teils ist hingegen, die Matrixelemente der einzelnen Vierquark-
Operatoren auf die numerischen Unterschiede zu untersuchen, die sich ergeben, wenn ein Up-
oder Down-Quark durch ein Strange-Quark ausgetauscht wird. Denn genau diese Unterschie-
de werden in phédnomenologischen Analysen héufig vernachlissigt oder pauschal durch fr / fr
abgeschétzt.

In Quark-Schleifen mit hoher Virtualitiat, zum Beispiel in den Vertexkorrekturen der Emis-
sionsdiagramme, steht die Strange-Quark-Masse im Verhéltnis zur harten Skala i, ~ m; und
die Nitherung m, = 0 ist durchaus gerechtfertigt (in der Berechnung von af und 6% war
die relevante Skala mit M ~ 1 GeV deutlich niedriger). Daher geniigt es in vielen Fillen, in
den Ausdriicken fiir die Matrixelemente und verwandte Grofien die Pion-Parameter (Masse,
Verteilungsamplituden, Summenregel-Parameter etc.) durch die des Kaons zu ersetzen.

4.3.1 Amplituden in naiver Faktorisierung

Wie schon bei B — 7 kann man mit naiver Faktorisierung eine erste Abschitzung fiir die
Zerfallsamplituden erhalten. Die Faktorisierungsformel (2.18) wird dafiir zunéchst verallge-
meinert:

%<B\OBP1P2\P1P2> = Appp, = i%(sz —mb,) frfhp (MB,) - (4.37)
Der Operator Opp, p, steht dabei allgemein fiir denjenigen Vierquark-Operator, der einen
Farbsinglett-V — A-Strom mit den Quantenzahlen des emittierten Mesons P, enthélt und
einen weiteren, der den B— P;-Ubergang induziert. Dieser Operator ist je nach betrachtetem
Zerfallskanal ein anderer Teil des effektiven Hamiltonoperators. Je nach Zerfallskanal treten
hier neben dem guten Bekannten fx neue Formfaktoren fiir die Uberginge B — K und
B, — K auf.

Die Berechnung des B — w-Formfaktors in Lichtkegel-Summenregeln, die hier nicht im

134



4.3. SU(3)ﬂ INB— PP

Detail vorgestellt wird, fiithrt auf [21]

1
fam? du m2 m?2 — ¢*u
fEe(a®) = ) ;B —exp (4 - e (1)

uo

LB o5 () gl (u,p)
my 3 6

upy™ () +

) + O(ag) + hohere Twists

mit gpff),(u) = dcp((f)(u)/du und uy = (mi — ¢?)/(sf — ¢*). Die Beitrige der Twists 3
und 4 liefern entsprechende Konvolutionen iiber die zugehorigen Zwei- und Dreiteilchen-
Verteilungsamplituden, die O(ag)-Korrekturen sind zuséitzliche Terme in den Konvolutions-
kernen. Der B — K-Formfaktor ist der entsprechende Ausdruck mit ¢, — @x,m; — mg
etc.. Die Zahlenwerte fiir die Summenregel-Parameter im Kaon-Kanal werden der Zweipunkt-
Summenregel fiir fx (aus Abschnitt 4.1.6 Seite 124) entnommen. Fiir die Asymmetrie af*
wird das neue Ergebnis (4.20) verwendet. Das zweite Moment alf wird ebenfalls aus der
Zweipunkt-Summenregel (4.21) entnommen, aus Konsistenzgriinden wird jetzt auch fiir das
Pion das entsprechende Ergebnis (4.22) fiir a] verwendet. Auf die Beriicksichtigung hoherer
Momente wird hier verzichtet, denn erstens gibt es beziiglich des Kaons keine Informationen
dariiber und zweitens zeigten die numerischen Auswertungen in Kapitel 3, dass ihr Einfluss
gering ist. Die Normeriungskonstanten der hoheren Twists werden fiir das Pion wie zuvor
zu f3x = 0,0035 GeV? und 62 = 0,17 £ 0,05 GeV? gesetzt, fiir das Kaon werden die Korrek-
turen (4.35) und (4.36) verwendet, Asymmetrieterme aber nicht berticksichtigt. Durch die
etwas gednderten Eingabewerte fiir a5, (die aber mit den Intervallen (3.46) konsistent sind)
verschiebt sich der Zentralwert fiir f (0) etwas, was aber nicht weiter ins Gewicht fAllt, da
im Weiteren nur Verhéltnisse von Formfaktoren bzw. Amplituden betrachtet werden. Wich-
tiger ist es, dass in diesen Verhéltnissen Zahler und Nenner in konsistenter Weise berechnet
werden. Fiir den B — K-Formfaktor ergibt sich

15 (0)
f5(0)

Fiir den By — K-Formfaktor wird zusétzlich fp, bendtigt. Dafiir muss in der Zweipunkt-
Summenregel fiir fp das leichte Quark durch das Strange-Quark ersetzt werden [47] und

% = 1,16 £ 0,05

B

_ +0,12
— 1,36_0’09 .

Beim B, — K-Ubergang ist das Strange-Quark jetzt Spectator, sodass die Asymmetrie
der Kaon-Verteilungsamplitude mit anderem Vorzeichen beitragt (¢ (u) statt @ (u)). Das
Resultat ist

J5,x(0)

J5(0)

_ +0,14
— 1,21_0711 .
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In der naiven Faktorisierung (4.37) treten die Formfaktoren bei nichtverschwindendem
p? = m2% > 0 auf, was die Kinematik etwas verdindert. Numerisch hat dies aber einen ver-
schwindend geringen Einfluss, wie sich aus expliziter Berechnung ergibt:

\(fep(m%) — fp(0))/ferp(0)] < 1% , sodass weiter die Niherung verschwindenden Im-
pulsiibertrages verwendet wird. Im Ergebnis zeigt sich dann, dass sich die SU(3) -verletzenden
Effekte teils gegenseitig aufheben, teils aber auch aufaddieren:

Apr = HEAprn =122

Apkr = 1,36i8:é§

Aprx = 1,65f8:ﬁl X ABrr - (4.38)
Ap.xx = 1,520

Apxe = 125505 |

Die Abweichung von 1 bzw. fx/f. rechtfertigt die Verwendung von SU(3)s als Symme-
trie nicht, und es gibt keine Rechtfertigung, die Strange-Quark-Masse grundsétzlich zu ver-
nachléssigen.

4.3.2 Nichtfaktorisierbare Anteile

Exemplarisch werden jetzt auch die nichtfaktorisierbaren Beitrdge in der SU(3) s-Relation
(4.1) auf Effekte der Strange-Quark-Masse untersucht. Dazu wird zuerst die Zerlegung
der Zerfallsamplituden in der in Abschnitt 2.2.5 auf Seite 47 eingefiihrten Schreibweise
benotigt, wobei elektroschwache Pinguin-Operatoren im effektiven Hamiltonoperator wei-
ter vernachliissigt werden. Die Amplitude fiir B~ — 7~ 7" ist dabei ein alter Bekannter; hier
tragt nur die Isospin-2-Amplitude bei. Diese enthélt nur Emissions-Diagramme der Strom-
Strom-Operatoren:

A(B_ — 7T_7T0) = %ABT(W %(01 +¢2) + 2(c1 + c)rp™"

In dem Parameter rg fiir die nichtfaktorisierbaren Emissions-Diagramme wurde jetzt zur
spateren Unterscheidung als oberer zusétzlich Index der Zerfallskanal angegeben. Die Zer-
fallsamplitude B~ — 7°K~ enthilt sowohl zwei Klassen von Emissions-Diagrammen, bei
denen entweder das Kaon oder das Pion das emittierte Teilchen ist, als auch Pinguin- und
Annihilations-Diagramme. In B~ — K dagegen tragen nur diese Pinguin- und Anni-
hilationsdiagramme bei, die aber durch Austausch von u- und d-Quarks (in diesem Falle
iibrigens eine echte Isospin-Transformation) aus den Diagrammen fiir B~ — 7% K~ hervor-
gehen. In der Relation (4.1) heben sich diese Beitrdge dann gegenseitig auf:

\/5.,4(8* — WOK*) —|—.A(B* — W*RO) = \/5.,4(3* — WOK*)E.

Damit ist es ausreichend, die Emissions-Diagramme der Strom-Strom-Operatoren (OY, bzw.
die entsprechenden mit d — s) zu betrachten. Zwecks Eindeutigkeit wird im Folgenden die
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Notation O™ = (du)y_4(db)y_ 4 die die Operatoren des effektiven Hamiltonsoperators mit
AS =0 (2.13) und O;"(s) = (Su)y_a(8b)y_4 fiir die Operatoren des AS = 1-Teils verwendet.
Der Emissionsteil der B~ — 7Y K~ -Zerfallsamplitude ist dann gegeben durch

*
o VUS ub

Em \/§

wobei die nichtfaktorisierbaren Emissionsbeitrige,

.A(B* — WOK*)

¢ c
Apri (Cl + §2 + 262T§WK> + Apkr (02 + §1 + 201T§K”> ] ,

g _ (TEAOMNB) ) e, _ (KOS IE')
(e k- |0r I, |0,

analog zu (2.26) auf Seite 49 definiert wurden. Genau wie dort wird der B’ Zerfall als
Referenz verwendet, aus dem nach Austausch des Spectator-Quarks der B~-Zerfall wird.
rB™K entspricht dabei dem Fall, dass K das emittierte Teilchen ist, withrend in 7257 das
Pion emittiert ist. Diese beiden Parameter bleiben jetzt noch zu bestimmen:

Fiir die Diagramme mit harten Gluonen kann das Ergebnis (3.26) aus dieser Arbeit leider
nicht verwendet werden, da es nur fiir den Fall giiltig ist, dass die Verteilungsamplitude des
emmittierten Mesons symmetrisch ist. Fiir r,ﬁ?”K’h“’“d muss also auf die QCD Faktorisierung
(2.23) zuriickgegriffen werden, wo die Verteilungsamplitude des Kaons die des (emittierten)
Pions ersetzt. Aus Konsistenzgriinden wird auch fiir rgKﬂ’hard das Ergebnis der QCD Fak-
torisierung verwendet, fiir das in der Faktorisierungsformel (2.23) auf Seite 44 fp, — fBK
sowie im Teil 7! die Kaon-Verteilungsamplitude eingesetzt wird.

Die Diagramme mit weichen Gluonen dagegen konnen wieder mit der in Kapitel 3.1 vorge-
stellten Methode in Lichtkegel-Summenregeln berechnet werden [31]. In der Berechnung der
Korrelationsfunktion fiir 72™ treten dann Schleifendiagramme mit internem Strange-Quark
auf, wobei die Virtualitédt der Schleife ~ 1 GeV ist. Die Strange-Quark-Masse muss dort ent-
sprechend berticksichtigt werden. Dabei triagt auch das Quark-Kondensat proportional zu

ms bei. Das Resultat in Twist 3 lidsst sich durch einen Korrekturfaktor ausdriicken [7,6]:

K, so w 47T2m8 0 qu O 4m§ TT,S80 w
rgK, ft,T:s:<1Jr 3;\44’1 }>_M2>T§ ,ft,T3'

Dabei ist M ~ 1 GeV der Borel-Parameter im Kaon-Kanal. In Twist 4 wurden ebenfalls die
O(m?)-Korrekturen berechnet, die aber numerisch bedeutungslos sind, was motiviert, hier
auch den Beitrag des Quark-Kondensates zu vernachlissigen [7, 6]:

BrK,soft,Tw4 __, Bnm,soft,Tw4
Tp N T .

Der Parameter 785" dagegen ergibt sich aus 8™ durch die Ersetzung der Verteilungsampli-
tuden und der zugehdrigen Summenregel-Parameter: Hier kommen wieder die Normierungs-
konstanten % und fs3 ins Spiel.
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Die SU(3) - Verletzung in den nichtfaktorisierbaren Beitrégen ergibt sich zu

i 1 = (—45%30 +i[-7,9757]) x 1072
Tgmr »~=3,0 )7 —8,5 )
g (58757 +i[2,5750]) x 1072
Tgmr 2 —2.5 1~ —5,0 ’

und ist in Anbetracht der Tatsache, dass die rg’s selbst Korrekturterme sind, klein.

4.3.3 SU (3)f;-Relationen

Da in der SU(3)s-Relation (4.1) Pinguin- und Annihilationsdiagramme nicht beitragen,
kann jetzt der Parameter dgy (3 bestimmt werden, der nur fiir diese spezielle Relation ein-
gefiihrt wurde (also eine prozessabhingige Grofle ist). Ubertragen auf andere Relationen
lasst sich das Resultat also nur qualitativ. Auflésen der Relation nach diesem Parameter
und Einsetzen der Zerfallsamplituden liefert

(Cl + C2/3 + 2027*57”()]('[(/]('7‘_ + (C2 + 01/3 + 261T5K7r)fBK/fBﬂ—
[(Cl + 02/3 + 2027’5—5”7‘—) + (02 —+ 01/3 + 201Tg7r7r)]

und nach Einsetzen der Zahlenwerte ist

dsu) = (0,21570018) + (—0,009 0010 )i -

dsu(3) = -1,

Neben (4.1) werden in der Literatur auch andere Relationen verwendet. In [65] wird zum
Beispiel eine SU(2)-Untergruppe der SU(3) als Symmetrie gefordert. Diese ,,U-Spin“ ge-
nannte Symmetrie entspricht dem Vertauschen von d- und s-Quarks und fiithrt zum Beispiel
auf die Relation

.A(Bs — K+K_) ~ A(BO — 7r+7r_) .

Aus (4.38) konnen die Amplituden lediglich in naiver Faktorisierung abgelesen werden, und

A(B; — KJrKi)fakt _ Ap,kx 10,18
— = 1,5270714.

.A(EO — ﬁ*ﬁ*)fakt Aprr

Die Abweichung von 1 ist hier bedeutend und man kann schlussfolgern, dass es keine Recht-
fertigung gibt, die U-Spin-Symmetrie im Gegensatz zu SU(3)y; als gute Néherung zu ver-
wenden.

In [65] wird weiterhin die Abschétzung

AB, = K*K" )~ AB" = 7" K")
vorgeschlagen. Wieder reicht die Datenlage nur zu einer Berechnung in naiver Faktorisierung,
gleichwohl ist die Abweichung wieder grof3:
A(Bs — KJFK?)fakt _ A.kx

A(FO — 7T+K_)fakt - Apexk

_ +0,14
— 1725_0712 .
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4.3.4 Fazit

Mittels QCD Zweipunkt- und Lichtkegel-Summenregeln konnen die Zweikorper-Zerfalle der
B-Mesonen in Pionen und Kaonen berechnet werden, ohne dabei die SU(3)-Symmetrie
zu verwenden. Ein Vergleich der Resultate zeigt, dass diese Symmetrie nicht besonders gut
erfiillt ist und in phdnomenologischen Analysen nicht verwendet werden sollte. Einer Bestim-
mung der hadronischen Zerfallsamplituden unter Verwendung oben zitierter Symmetriere-
lationen ist eine Berechnung in ,voller® QCD, das heif3t einschliellich endlicher s-Quark-
Masse, vorzuziehen. Fiir diese vollstiandige Analyse fehlen aber noch die Berechnungen der
nichtfaktorisierbaren Anteile in Lichtkegel-Summenregeln. Lediglich die weichen Emissions-
Diagramme sind bekannt, diese reichen fiir die exemplarische Analyse der SU(3)s-Relation
(4.1) aber aus. Das Ergebnis fiir den Parameter dgy(s) hat relativ kleine theoretische Fehler
und kann daher in Anwendungen dieser Relation direkt verwendet werden.

Hervorzuheben ist, dass alle SU(3) y-verletzenden Effekte, das heifit fx/fr, vx/pr und
Verteilungsamplituden hoheren Twists sowie deren Effekte auf Formfaktoren und nicht-
faktorisierbare Beitrége, mittels Zweipunkt-Summenregeln auf die fundamentalen SU(3) y-
verletzenden Parameter zuriickgefiihrt werden kénnen: Die Strange-Quark-Masse mg und die
Differenz der Kondensate <O‘§s‘0> — <0‘(jq‘0>. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden
Groflen, der in der QCD zweifelsohne bestehen muss, ist dagegen noch unbekannt, sodass
sie als unabhéngige Eingabewerte betrachtet werden.

Die Tatsache, dass sdmtliche Parameter als Funktion von mg, und <O}§s’0> — <0’ch}0>
bekannt sind, ermdoglicht insbesondere eine konsistente Fehlerabschédtzung, bei der auf den
gleichen Eingabeparameter zuriickzufithrende Unsicherheiten nicht mehrfach gezéhlt werden.
In Lichtkegel-Summenregeln heben sich so Unsicherheiten in Quotienten teilweise gegenein-
ander auf.
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

B — wr-Zerfille spielen eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der C'K M-Winkel o und ~.
Der Vergleich mit Messungen in anderen Prozessen erlaubt es, das Standardmodell und sei-
ne Beschreibung der C'P-Verletzung zu iiberpriifen. Um aus den Messdaten der B-Fabriken
und weiteren Experimenten aber auf die fundamentalen Parameter zuriickzuschliefen, ist
eine genaue theoretische Beschreibung notig. Das Quark-Confinement macht dies zu einer
schwierigen Aufgabe, denn mit reiner Stérungstheorie kénnen die Prozesse nicht beschrieben
werden. In der QCD Faktorisierung wurden im Rahmen einer 1/m;,- und ag(m;) -Entwick-
lung storungstheoretisch berechenbare Anteile von nichtperturbativen, prozessunabhéangigen
GroBen getrennt. Im Vergleich zu den Messdaten wurde aber die Isospin-0-Amplitude (in
der Isospin-Zerlegung des Zwei-Pionen-Endzustandes) nicht richtig vorhergesagt. In dieser
[sospin-0-Amplitude tragen insbesondere Pinguin- und Annihilationsdiagramme bei. Um zu
tiberpriifen, ob 1/mj-unterdriickte Beitrdge an der Diskrepanz schuld sind, muss auf eine
andere Methode zuriickgegriffen werden. Die Lichtkegel-Summenregeln bieten sich hier an,
denn sie beschreiben die hadronischen Zustédnde nicht {iber neue, nichtperturbative Para-
meter, sondern benutzen Dispersionsrelationen und die Quark-Hadron-Dualitét. Dabei sind
auch Effekte hoherer Ordnungen in 1/my, berechenbar, zum Beispiel der Austausch weicher
Gluonen. Mit einer Modifikation der urspriinglich vorgeschlagenen Methode, die B — m7-
Zerfallsamplituden in Lichtkegel-Summenregeln zu berechnen, konnten jetzt auch Emissi-
onsdiagramme mit hartem Gluonaustausch und Annihilationsdiagramme berechnet werden.
Die Ergebnisse schlossen auch eine harte Phase aus Endzustands-Wechselwirkungen ein. Zu-
sammen mit bereits zuvor in Lichtkegel-Summenregeln berechneten Beitrigen konnten jetzt
alle relevanten Diagramme zu den Zerfallsamplituden zusammengesetzt werden. Allerdings
wurde kein grofler, neuer Beitrag zu der Isospin-0-Amplitude gefunden und die Diskrepanz
zwischen Theorie und Daten bleibt weiter bestehen. Es kann nur spekuliert werden, ob dafiir
zum Beispiel resonante Pinguin-Annihilationsdiagramme verantwortlich sind. Fragen wirft
auch die Faktorisierung der Korrelationsfunktion auf, denn in hoheren Twists treten hier
(wie auch in der QCD Faktorisierung) divergente Integrale auf. Fiir einen Schluss auf neue
Physik jenseits des Standardmodelles ist es jedoch in jedem Falle noch zu friih.

Ebenso wichtig sind auch die Zerfille B — K7, KK und die entsprechenden B,-Zerfille.
Darin tritt jetzt ein Strange-Quark an die Stelle eines leichten (Up- oder Down-) Quarks.
In einigen dieser Prozesse dominieren Pinguin-Operatoren, die besonders sensitiv auf neue,
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unbekannte Teilchensorten sind, welche in der Pinguin-Schleife beitragen konnen. Aulerdem
werden sie hdufig benutzt, um auf die Dynamik der B — nr-Zerfélle zuriickzuschliefen.
Dafiir werden Diagramme, die sich nur durch die Quark-Flavours (Up, Down, Strange)
unterscheiden, gleichgesetzt, was der Postulierung einer SU(3)s-Symmetrie gleichkommt.
Die Strange-Quark-Masse ist aber im Vergleich zu hadronischen Skalen nicht klein, und
die SU(3) f;-Symmetrie ist durch sie explizit gebrochen. Diese SU(3) y-verletzenden Effekte
kénnen mit QCD Zweipunkt- und Lichtkegel-Summenregeln untersucht werden. Der wich-
tigste Effekt ist dabei die Asymmetrie der fithrenden Lichtkegel-Verteilungsfunktion des
Kaons. Diese Asymmetrie wurde in Zweipunkt-Summenregeln neu berechnet, wobei die Be-
stimmung von Termen hoéherer Ordnung in ag und in der Operatorproduktentwicklung fiir
die Kondensate das Ergebnis deutlich genauer machte. Auch die Strange-Massen-Effekte
in der Twist-4-Verteilungsamplitude konnten so abgeschétzt werden, wobei hier aber nur
die Normierungskonstante bestimmt wurde, denn der Twist-4-Beitrag zu Zerfallsamplitu-
den ist ohnehin klein. Auch in nichtfaktorisierbaren Beitragen macht sich die Strange-Masse
bemerkbar, wie sich aus Lichtkegel-Summenregeln bestimmen lieS. Damit konnte gezeigt
werden, dass die oft verwendeten SU(3)s-Relationen im Hinblick auf Prézisionsmessungen
keine besonders guten Nédherungen sind. Gleichzeitig aber wurde die Moglichkeit erdffnet,
die Zerfallsamplituden unter voller Beriicksichtigung der Strange-Masse zu bestimmen, was
die Verwendung von SU(3)y iberfliissig macht. Fiir eine vollstdandige Bestimmung aller
Zerfallsamplituden in Lichtkegel-Summenregeln miissen in der Zukunft alle nichtfaktorisier-
baren Beitrdge in Diagrammen mit Strange-Quarks berechnet werden, was in erster Linie
eine Fleilarbeit ist.

Wiéhrend in dieser Arbeit also weder Theorie und Experiment in besseren Einklang ge-
bracht werden konnten, noch ein Schluss auf Physik jenseits des Standardmodells moglich
war, so konnte doch die theoretische Beschreibung von Zweikorper-B-Zerfillen in Pionen
und Kaonen deutlich verbessert werden, denn die Methode der QCD Summenregeln erlaub-
te es, sowohl 1/my-Effekte als auch SU(3)s-verletzende Effekte systematisch zu berechnen.
Diese haben in der bisherigen Untersuchung der Zerfille gefehlt.
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Anhang A

Vergleich mit Notationen in QCD
Faktorisierung

In der QCD Faktorisierung [23,24,25] werden die B — wr-Zerfallsamplituden einschlieBlich
nichtfaktorisierbarer Beitrage aus hartem Gluonaustausch durch die Parameter a; und b;
ausgedriickt:

AB — 7t = [)\ual + 3 M)+ r;ag)]Am

p=u,c
[ Aubr A (b + 2b1)| B
\/iA(Bi - 77'777'0) :)\u(al + a2>A7r7r7
wobei 17 = 24 /My, Arr = Z'G—\/%m%fgﬂ(())fw und B, = ZG—\/ngfz Der Vergleich dieser
Ausdriicke mit der in Abschnitt 2.2.5 eingefiihrten Zerlegung liefert den Zusammenhang

zwischen den Parametern. Der Beitrag der Emissionsdiagramme mit den Strom-Strom-Ope-
ratoren O, wird durch a; 5 ausgedriickt:

c c
a; = cl+§2+202rE, Ay = cg+§1+201rE.

Die Beitridge von Pinguin-Operatoren und -Diagrammen sind

C3

3 +2637”E+ 201Tpp+203(7’pu+7”pb)

P P
Qy + Tryag = C4+

C €
+2(cs + c6) (37p, +7p, +7p,) + 17 <c6 + §5> + 255+ g rsy

und die der Annihilationsdiagramme schlieflich

P

'A'ﬂ'ﬂ'
Bﬂ'ﬂ'

T

Y
Bﬂ'ﬂ'

by =2ci714 , b3:[203rA+<06+C—;>R3+2057’2

™ AT('TI'
b4:2[c4r2 )—1-067"154} B
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Mit den Ergebnissen dieser Arbeit (Abschnitt 3.4) erhélt man fiir die Emissions- und Anni-
hilationsdiagramme:

a1 = 1,0207595 4 (0,02010%2)

a4y = 015700 4 (—0,08175%)
BT(ﬂ' ; B
b = [F015700 + i (0.827730)] x 1072
BT(ﬂ' ; -
b = [LBURST 4 (0,015556)] x 107

b4 ~ %bl

&1

Die verschiedenen Annihilationsdiagramme, die zu b; und by beitragen, werden in der QCD
Faktorisierung durch die Parameter Azl’f;g ausgedriickt, fiir die die Entsprechungen

. Crp i . Cr i
TAATUT_ 18 A187r7r s TZAFW: 18 A2B7r7r s
C Cr .
RgAﬂwﬁ?FA,?{Bwﬂ ) TgAnwﬁl_gAngn

sind. Dies sind aber keine Identitédten, denn in QCD Faktorisierung und Lichtkegel-Summen-
regeln wurden unterschiedliche Niherungen verwendet. So ist zum Beispiel RS von Ordnung
o, wihrend A} von Ordnung o, ist.

Fiir die divergenten Konvolutionsintegrale wurde in QCD Faktorisierung der Parameter

1
du 4 my

X4= — = (1 ¥A) log —
A /O ” (1+ pae )ogAh

eingefithrt und Aj, darin zu 500 MeV gesetzt. Die Werte fiir p4 und ¢4 werden in allen
Annihilationsdiagrammen gleichgesetzt und sind in der Standard-Auswertung 0. Allgemein
ist aber nicht zu erwarten, dass diese Beitrédge iiberall identisch sind. Die Entsprechung
zwischen A} und r4 liefert zum Beispiel

pa=084705, wa=(1553)" .

Da X4 quadratisch in die Ergebnisse der QCD Faktorisierung eingeht, ergeben sich aus der
Gleichsetzung zwei Losungen, von der hier die mit dem kleineren p4 gezeigt ist. Aufgrund
der konzeptionellen Unterschiede gerade zwischen RS und A?; und der in dieser Arbeit ver-
wendeten Niherung 75 & r% =~ 0 erscheint es nicht sinnvoll, X 4 zum Vergleich aus einer der
anderen Entsprechungen zu bestimmen.
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Anhang B

Komplexe Analysis

B.1 Analytische Fortsetzung

Im Folgenden werden der Begriff ,, analytische Fortsetzung® definiert und einige damit zusam-
menhingende mathematische Schlussfolgerungen aufgelistet. Deren Beweise befinden sich in
allen Standardwerken iiber komplexe Analysis (z.B. [68]). Auch fiir Details iiber die genau
zu erfiillenden Voraussetzungen, Spezialfille o.4. wird auf die Literatur verwiesen.

Eindeutigkeit

Sei D eine Teilmenge von C und f1, fo : D — C seien komplex differenzierbare (=analytische)
Funktionen. Wenn es eine Teilmenge G C D gibt, sodass fi(z) = fo(z) VzeG, dann ist auch
fi(z) = fo(x)VxeD.

Zwei analytische Funktionen mit gleichem Definitionsbereich, die auf einer Teilmenge des
Definitionsbereiches identisch sind, sind also automatisch tiberall identisch.

Analytische Fortsetzung einer reellen Funktion

Sei D eine Teilmenge von R und f; : D — C eine stetig differenzierbare, komplexwertige
Funktion. Sei G eine Teilmenge von C sodass D C G und f; : G — C eine komplex
differenzierbare Funktion mit f5(z) = fi(z) VzeD. Nach dem vorausstehendem Satz ist diese
Funktion f5 zu vorgegebenem f;, D und G eindeutig. Sie heiflt analytische Fortsetzung von

f1 auf G.

Beispiel: Analytische Fortsetzung des Logarithmus

Sei D =|0,00[ und fi(z) = logx der reelle Logarithmus. Es ldsst sich keine analytische
Fortsetzung von f; auf C finden. Auf Gy = C\] — 00,0] allerdings schon: Sie ist durch
fo(r-e) =logr+i(p—n-27) mit neZ sodass —7 < p —n - 21 < 7 gegeben. Dies ist die
allgemein {ibliche Definition des komplexen Logarithmus, der einen Schnitt an der negativen
reellen Achse hat:

log(—x + ie) — log(—x — i€) = 2mi (x >0).
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Alternativ konnte man aber auch z.B. mit G5 = C\[0,i00[ die positive imaginire Achse aus
dem Definitionsbereich herausnehmen. Mit f3 (r - €'¢) = logr + i(p —m - 27) und —37 <
p—m-21 < %71' erhélt man eine analytische Fortsetzung des Logarithmus auf G3, die sich von
fo unterscheidet. Dieses Beispiel verdeutlicht schon, dass die analytisch fortgesetzte Funktion
je nach Definitionsbereich unterschiedlich sein kann.

Reflexionsprinzip von Schwarz

Sei D =|—o00,0[und f; : D — R eine reellwertige, differenzierbare Funktion. Sei G = C\ [0,00]
und f5 : G — C die analytische Fortsetzung von f; auf G. Dann ist

! (fa(s +ie) — fo(s —i€)) firs>0.

lgI(l]Ime(S + ie) = EE%Z

Dieser Satz ist der Grund, warum die Diskontinuitdt analytisch fortgesetzter Funktionen
auf der positiven reellen Achse als ,,Imaginérteil“ bezeichnet wird. Ist die Voraussetzung,
dass f; reellwertig ist, nicht erfiillt, kann der als Diskontinuitdt definierte Imginérteil auch
komplexwertig sein.

B.2 Produktregel

Real- und Imaginérteil eines Produktes aus zwei komplexen Zahlen berechnet sich aus
(a1 +iby) - (ag +1iby) = (aras — b1by) + i(arby + ashy) .

Fiir den als Diskontinuitdt definierten Imaginérteil einer Funktion

Imgf(s) = Discyfs = %(f(s+ie) — f(s —ie))

und den entsprechend definierten Realteil
1
Re,f(s) = 5 ((s+ie) + (s i)

lasst sich die analoge Regel finden:
Img [f1(s) f2(s)] = % [f1(s +i€) fo(s +i€) — fi(s — i€) fo(s — i€)]

= 55 (s i0) als + ) = (s + i€) = 20Tm. i (9) (s + i€) = 20T ()]
= fa(s +i€) Im, f1(s) + fi(s + i€) Img fo(s) — 20 Img f1(s) Ty fo(s)

= [fals +i€) — ilm, fo(s)|Tmg f1(s) + [fi(s + i€) — ilmy f1(s) | Tm, fo(s)
= Re; fo(s) Ims fi(s) + Res fi(s) Imy fo(s) . (B.1)

und analog

Re, [f1(5) f2(s)] = Res fi(s) Res fa(s) — Imy fi(s) Imy fa(s) . (B.2)
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sTm(s) Tm(s)
€ = - i el >
S0 Re(s) ;B/ Re(s)
(a) Urspriinglicher Integrationsweg (b) Dazu dquivalenter Integrationsweg

Abbildung B.1: Integrationswege zum Beitrag von Polen in Dispersionsintegralen

B.3 Formelsammlung: Imaginarteile

Die Funktionen, von denen der als Schnitt definierte Imaginérteil benttigt wird, sind Pro-
dukte aus rationalen Funktionen (also Briiche mit Polynomen in Zé&hler und Nenner) und
Logarithmen. Zunéchst werden fiir die einzelnen Bestandteile die Imaginérteile angegeben,
anschlieend wird gezeigt, wie man den Imaginérteil zusammengesetzter Funktionen erhélt.

Pole
Die Funktion f habe einen Pol der Ordnung n an der Stelle sq:
F(s)

(s —so)™’

f(s) =

wobei F'(s) eine endliche, differenzierbare Funktion ist. Gesucht ist der Imaginérteil dieser
Funktion, iiber den im Allgemeinen integriert wird:

o0 1 o0
[ / T, f(s)ds = — | (f(s+ i) — f(s — i) ds.
0 2t Jo
Dies entspricht der Integration von f(s) entlang des in Abbildung B.la gezeigten Integra-
tionsweges. Mit € — 0 ist dies ein geschlossener Integrationsweg, der den Pol sy im mathe-
matisch negativem Sinne umlauft, und kann daher durch den in Abbildung B.1b gezeigten

Weg ersetzt werden. Dieses Integral {iber den geschlossen Weg ist das Residuum:
I = —mRessf(s).

Das Residuum, definiert als der Koeffizient des ﬁ—Terms in der Laurent-Reihe um sy, ist
fiir die Funktion f(s) leicht zu bestimmen:

F(s)y 1 da!

Rt~ =Dt e
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Setzt man dies in das Dispersionsintegral ein, so erhélt man nach (n — 1)-facher partieller
Integration

I L -1
I=—nm 1) /o F(s)6™ V(s — sq)ds
also
- F(s) _ (=" - . s
TP s v

Logarithmen

Der Imaginérteil des komplexen Logarithmus, der so definiert ist, dass der Schnitt auf der
negativen reellen Achse liegt, ergibt sich aus dem Beispiel im vorigen Abschnitt zu

Im; log(s) = —mO(—s). (B.3)
Schwieriger wird es bei Logarithmen von Quotienten, zum Beispiel

a+bs
c+ds’

f(s) =log

Die Koeffizienten a,b,c,d seien dabei derart, dass das Argument bei s < 0 reell und positiv ist,
also 0.B.d.A. b,d < 0. Diese Funktion muss jetzt auf C\[0,00[ analytisch fortgesetzt werden.
Die Fuktion

fi(s) = log(—b) + log <—% — S) —log(—d) — log (—2 — 5)

ist fiir negative s mit f(s) identisch, auBerdem hat sie die Eigenschaft, dass sie einen Schnitt
auf der positiven reellen Achse hat. Dies ist also die einzig mogliche analytische Fortsetzung,
und

Im, f(s) = Imgfi(s) = —m [@ (s + %) -0 (s + 2)} .

Analoges gilt auch fiir den Logarithmus eines Produktes.

Zusammengesetzte Funktionen

Die in der Rechnung dieser Arbeit vorkommenden Funktionen lassen sich als Produkte

n

f(s) =11/

J=1

schreiben, wobei jedes f;(s) entweder ein Logarithmus, ein Pol oder eine regulire (endliche
und differenzierbare) Funktion ohne Imaginérteil ist. Mit der Produktregel (B.1) und (B.2)
kann man den Imaginérteil der Gesamtfunktion auf die Einzel-Imaginérteile zuriickfiihren.
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B.3. FORMELSAMMLUNG: IMAGINARTEILE

Dafiir bietet sich, gerade bei der Benutzung von Computeralgebrasystemen, die Formulierung
als Rekursionsformel an:

n

I, (ﬂ]:[1 fj<s)) =>

k=1

Res fr(s) - Img (H fj(5)> + Im, fr(s) - Reg (H fj(s)>] :

j#k J#k
Dazu werden noch die Realteile Regy der Bestandteile gebraucht:
e Der Realteil einer reguléren Funktion F'(s) ist identisch mit der Funktion selbst.

e Der Realteil eines Pols, iiber den integriert wird, ist definiert als der Hauptwert des

Integrales:
/ ds Resﬂ :¢ dsﬂ .
0 (s =s0)™ Jo (s —s0)"

e Der Realteil eines allgemeinen Logarithmus ist der Logarithmus des Betrages

Reglog (f(s)) = log [ f(s)] -
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Anhang C

Imaginarteil der Cy-Funktionen

C.1 C\ mit einem massiven Propagator

Gesucht ist der Imaginérteil Im; der in (3.21) auf Seite 75 definierten skalaren Dreipunkt-
Funktion
Co(s,uv P? u(s — v P?),m3,0,0)

fir P> < 0und 0 < u,v <1 (u=1—u). Sie lidsst sich am einfachsten durch das Feynman-
Parameter-Integral ausdriicken:

Coz—/o dx/o wdy [(1— 2 —y) (m} = (z+ay)s) + oy P> (1 — 2 — y)ia —uz)] "

Fiir P2 < 0 und s < m? + P? hat dieses Integral keinen Pol, sodass Cj rein reell ist. Mit
der Substitution y = (1 — x)y’ vereinfacht sich der Ausdruck derart, dass x nur noch linear
auftritt, sodass die x-Integration leicht analytisch durchgefiihrt werden kann:

_ [t Tog[(1 —y) (mp —ay(s — v P?))] —log [(1 —y) (mj — 5) + uvy P’]
o= [ (1 =) ((y — s — vyP?)

Die Logarithmen wurden dabei schon so geschrieben, dass ihr Schnitt nach analytischer
Fortsetzung auf der positiven reellen s-Achse liegt.

Jetzt wird der Imaginérteil unter dem Integral bestimmt. An der Nullstelle des Nenners,
s = —yvP?/(1—y), heben sich die Logarithmen auf, sodass dieser Pol nicht zum Imaginérteil
beitragt. Nach der Produktregel (B.1) muss der Imaginirteil der Logarithmen mit dem
Realteil des Poles multipliziert werden, sodass das y-Integral zum Hauptwertintegral wird.
Der Imaginérteil der Logarithmen selbst ist durch (B.3) gegeben, sodass

1 @(s—ngruval%y)—@(s—ﬂiymg—vP2>
Im,Cy = ﬂ% dy — 5
0 (1 —ay) (1 = y)s +vyP?)

Aus den ©-Funktionen kénnen jetzt neue Integrationsgrenzen abgelesen werden, wobei nach
2

wie vor P? < 0 ist. Die erste ©-Funktion liefert 0 < y < %% __ ynd s > mg, die zweite
mbferuvP
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ANHANG C. IMGINARTEIL DER Cj-FUNKTIONEN

2

# <y <lund s > %‘% + v P?. Die Stammfunktion des Integranden ist zunichst
allgemein
/ — gy — 1081 — ay) —log((y —1)s — vy P?)
(1 —ay)((1 —y)s+ vy P?) v vP?—us ’

und die y-Integration hat einen Pol bei yo = — 5. Wenn dieser Pol auflerhalb des Integra-

2
tionsbereiches liegt, kann die Stammfunktion direkt verwendet werden. Dies ist fiir s < %
der Fall. Ansonsten muss die Hauptwertintegration explizit durchgefiihrt werden, wofiir die
Beziehung

1 Yyo—e€ 1
s ar =t ([ s ave [ an)
0 - 0 Yyo+e
benutzt wird. Fiir die Bereiche y < yg und y > yo miissen die Vorzeichen der Logarithmus-
Argumente in der Stammfunktion dann unterschiedlich gesetzt werden (was in bestimmten
Integralen im Gegensatz zum unbestimmten Integral zunéchst keinen Unterschied macht,
denn die Imaginérteile, die sich durch den Vorzeichenwechsel in den Logarithmen ergeben,
heben sich an Ober- und Untergrenze auf). Die beiden Fille s < %ﬁ unterscheiden sich
im Resultat schlieBlich durch das Vorzeichen eines Terms @ s — mj, sodass man beide Fille
zusammenfassen kann, wenn dieser Term durch seinen Betrag ersetzt wird:

T —v P*m} — u s
Im,Cy =1 : O(s — mj
0= s~ P Og<us(s—m§—vP2) (5 =)
T —uv P?*(s — mj} — v P?) m;
B 1 b Os— b _y p?
us— v P? °g<u<s—vP2>|mz—as|) (-5

Da die Cy-Funktion wie oben erwihnt bei P? < 0 und s < mj + P? rein reell ist, muss
nach dem Schwarz’schen Reflexionsprinzip auch der Imaginérteil Img fiir positives s reell
sein, solange P? negativ bleibt. Es lidsst sich leicht {iberpriifen, dass die Argumente der
Logarithmen in ImCj immer positiv sind, sodass die Forderung erfiillt ist. Wiirde der Term
mj — us ohne Betragsstriche vorkommen, wiire dies nicht der Fall.

C.2 Cy mit zwei massiven Propagatoren
Die zweite auftretende Dreipunktfunktion ist
Co (s, uv P? a(s — v P?),0,m}, mg) )

Durch Feynman-Parameter geschrieben, ist dies nach Linearisierung des Nenners in y:

CO:_/O dx/o dy [mg—(l—ux)ys+vxP2(y—u(1—(l—y)x))rl.
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C.2. Cy MIT ZWEI MASSIVEN PROPAGATOREN

Fiir P? < 0 und s < mj + P? ist auch dieses Integral endlich, sodass Cj rein reell ist. Die
y-Integration kann jetzt leicht durchgefiihrt werden:

o /1 dxlog (m? — z(1 — z)uvP?) — log (m} + vz P? — (1 — ux)s)
R A (1 —uz)(s — vz P?)

An der Nullstelle des Nenners s = vz P? heben sich die Logarithmen auf, sodass hier kein
Pol ist, der zum Imaginérteil beitragt. Der erste Logarithmus héngt nicht von s ab und
triigt folglich ebenfalls nicht zum Imaginirteil bei. Ubrig bleibt der zweite Logarithmus
multipliziert mit dem Hauptwert des Pols:

1—ux

1
I = — .
m,Clo Wﬁ dx(l —ux)(s — veP?)

An dem Pol verschwindet aber die ©-Funktion, sodass das Hauptwertintegral mit dem nor-
malen Integral identisch ist. Die Stammfunktion des Integranden ist

@ (S m§+ﬂvm p? )

/ 7 p log(1 — ux) — log(s — vx P?)
— xr =T .
(1 —uz)(s — vz P?) us— v P?

Allerdings sind hier die Integrationsgrenzen, die sich aus der ©-Funktion ergeben, deutlich
komplizierter:

2
myu

0O<z<1 fir P?<——"— s>m],
v

2

s —my miu  m?
— b <r<l fir PP<—— iy PP<s<my,
us+uv P LT
2
m2u m
0<z<l1l fir P> —-—— s>—L4ypP2,
VU U
s—mg .. 2 mgu 2 mg 2
0<r<———= fir P°>—"— m; <s<—+vP".
u s+ uv P2 VU U

Je nach Integrationsbereich miissen auch hier die Vorzeichen des Arguments im Logarith-
mus passend gewihlt werden, damit die resultierende Funktion reellwertig bleibt, wie sie
es nach dem Schwarz’schen Reflexionsprinzip sein muss. Das Wissen um die Reellwertig-
keit kann man auch direkt nutzen, indem kurzerhand alle Argumente von Logarithmen als
Absolutbetrag genommen werden. Das Resultat ist

s(umi + uv P?)

m
Im,Cp = L O (s —m?
M0 = s o P28 us?+vP*mi—us) (5 = m)
log (s — v P%)(um? + uv P?) 5 S_mb . p? ]
u(us? +vP2mi —us)) u

Dieses Resultat gilt nur fiir P? < 0. Die analytische Fortsetzung zu positivem P? ist recht
aufwendig. Hier hilft das kinematische Argument aus Abschnitt 3.3.1 weiter, nach dem ImC),
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ANHANG C. IMGINARTEIL DER Cj-FUNKTIONEN

auch bei positivem P? keinen Imaginirteil hat, die Betrige bleiben also auch nach der ana-
Iytischen Fortsetzung stehen und in der obigen Formel darf direkt ein positives P? eingesetzt
werden. Das Resultat wird durch eine explizite Rechnung bestétigt, die allerdings zu lang
ist, um sie hier im Detail aufzulisten. Stattdessen wird nur der verwendete Algorithmus
skizziert:

1. Schreibe fiir negatives P? die Integrationen iiber u, v und s aus, und zwar so, dass die
einzelnen Integrationsbereiche disjunkt sind.

2. Schreibe die Absolutbetrige (auch fiir P? < 0) aus als log |a| = ©(a) log(a)+O(—a) log(—a)
und bestimme die zugehorigen, disjunkten Integrationsbereiche.
Das Resultat ist jetzt eine Summe von Integrationen [ ds [ du [ dv iiber Funktionen,
die keine Betrige mehr enthalten und analytisch in P? sind. Die Integrationsbereiche
iiberlappen sich nicht.

3. Skaliere (substituiere) alle Integrationsvariablen so, dass die Integrationen von 0 bis 1
bzw. fiir s von 0 bis co gehen. Nur noch die Integranden hiingen jetzt von P? ab.

4. Setze die Integranden in P? analytisch fort und bestimme den Imaginirteil Imp:.
5. Schreibe die resultierenden ©-Funktionen erneut als Integrationsbereiche.
6. Mache die Skalierung der Integrationsvariablen wieder riickgéingig.

Das Ergebnis dieser Prozedur, die auch auf das Cjy mit einem schweren Propagator angewen-
det werden kann und dort zum richtigen Resultat fiihrt, ist, dass sich in der Tat alle Terme
gegeneinander aufheben und Imp2Im,Cy = 0 ist.
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