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Kurzfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ein Fernfeldlöser basierend auf den linearisierten Euler-
Gleichungen und ein Fernfeldlöser basierend auf der akustischen Analogie von Ffowcs Wil-
liams & Hawkings für akustische Problemstellungen mit Konvektion in das Open-Source Pa-
ket OVERTURE implementiert, sowie Large-Eddy Simulationen des aerodynamischen und akus-
tischen Feldes eines isolierten Tragflügels und verschiedener Düse-Flügel-Klappe Konfigura-
tionen durchgeführt.
Zur Validierung derMethoden und Verifikation ihrer Implementierungwurden spezielle Test-
fälle zur Evaluation vonCFD/CAA-Programmcode durchgeführt. Darüber hinauswurden die
kompressible Umströmung eines NACA0012 Tragflügels mit einer Machzahl der Anströmung
von M∞ = 0.4 und der Reynoldszahl, basierend auf der Sehnenlänge von ReC = 408000 so-
wie ein kompressibler runder Freistrahl mit Mj = 0.9 und der Reynoldszahl, basierend auf
dem Düsendruchmesser von ReD = 3600 simuliert. Die numerischen Berechnungen zeigten
in allen Fällen eine gute Übereinstimmung mit den analytischen Lösungen beziehungsweise
den Ergebnissen aus Messungen und direkten numerischen Simulationen aus der Literatur.
Darüber hinaus diente die Freistrahlsimulation zur Findung einer geeigneten Aufspaltung
des Lighthillspannungstensors, Tij, und zum Test, ob eine Richtungsableitung Rückschlüs-
se auf die Richtcharakteristik einzelner Komponenten der Lighthill-Quelle S = ∂2Tij/∂xi∂xj
basierend auf instantanen Daten zulässt. Die Simulationen zeigten, dass die vorgeschlagene
Auswertung instantaner Lighthill-Quellen, S, und deren linearer Anteile, Sl, und nicht linea-
rer Anteile, Sn, Rückschlüsse auf die Richtcharakteristik des emittierten Schallfelds erlauben.
Die Ergebnisse bestätigen, dass der nicht lineare Anteil keine Vorzugsrichtung hinsichtlich
der Schallabstrahlung aufweist, während der lineare Anteile eine klare Vorzugsrichtung ent-
lang der Freistrahlachse und nur einer sehr geringe akustische Abstrahlung orthogonal dazu
besitzt. Ferner zeigte sich, dass ein erhöhter Wert für Sl mit Bereichen kohärenter Wirbelstruk-
turen und großer Gradienten in der mittleren Geschwindigkeit zusammenfällt und das korre-
spondierende Schallspektrum für Winkel von < 30◦, gemessen von der Freistrahlachse, durch
ein Peak bei der Strouhalzahl von StD = 0.2 gekennzeichnet ist.
Im zweiten Teil dieser Arbeit wurden Düse-Flügel-Klappe Konfigurationen mit unterschiedli-
chen Klappenwinkeln und Bypassgeschwindigkeiten simuliert. Dabei stellte sich heraus, dass
die in Experimenten aufgetretenenBuckel immittleren vierstelligen Frequenzbereich desDruck-
spektrums auf eine Rückkopplung zwischen Klappe und unterer Flügelhinterkante zurück-
zuführen sein könnten. In der Kombination mit Tragflügel und Düse, treten auf der Flügel-
und Klappenunterseite im Mittel erhöhte Werte des Lighthill-Quellterms auf, welche im Fall
des isolierten Tragflügels nicht beobachtet wurden. Außerdem war eine starke Kontaminati-
on mit Schall der Frequenz um 3.6 kHz im Bereich unterhalb der Düse zu beobachten. Aus
der Analyse der einzelnen Lighthill-Quellkomponenten hinsichtlich ihrer bevorzugten akusti-
schen Abstrahlung wird vermutet, dass gerichteter Schall aus dem Bereich des Potentialkerns
an Flügel- und Klappenunterseite reflektiert wird, wobei die Geschwindigkeitsdifferenz zwi-
schen Primär- und Sekundärstrahl eine nicht zu vernachlässigende Rolle bei der Brechung und
Streuung des aus dem Primärstrahl stammenden Schalls spielt.



Abstract

In this work, a far-field solver based on the linearized Euler equations and a far-field solver
based on the acoustic analogy of Ffowcs Williams & Hawkings for acoustic problems with
convection were implemented in the open source package OVERTURE, and large-eddy simula-
tions of the aerodynamic and acoustic field of an isolated airfoil and various nozzle-wing flap
configurations were performed. To validate the methods and verify their implementation, spe-
cial test cases were performed to evaluate CFD/CAA program code. In addition, compressible
flow around a NACA0012 aerofoil with free stream Mach number of M∞ = 0.4 and Reynolds
number based on chord length of ReC = 408000 and a compressible jet with Mj = 0.9 and
Reynolds number based on nozzle diameter of ReD = 3600 were simulated. In all cases, the
numerical calculations showed good agreement with the analytical solutions and the results
from measurements and direct numerical simulations from the literature, respectively.In addi-
tion, the jet simulation was used to find a suitable decomposition of the Lighthill stress tensor,
Tij, and to test whether its directional weighting allows conclusions to be drawn about the di-
rectionality of individual components of the Lighthill source S = ∂2Tij/∂xi∂xj based on instan-
taneous data. The simulations showed that the proposed evaluation of instantaneous Lighthill
sources, S, and their linear components, Sl, and nonlinear components, Sn, allow conclusions
to be drawn about the directivity of the emitted sound field. The results confirm that the non-
linear component has no preferred direction with respect to sound radiation, while the linear
component has a clear preferred direction along the jet axis and only a very small acoustic
radiation orthogonal to it. Furthermore, an increased value for Sl was found to coincide with
regions of coherent vortex structures and large gradients in mean velocity, and the correspon-
ding acoustic spectrum for angles of < 30◦, measured from the jet axis, is characterized by a
peak at the Strouhal number of StD = 0.2.
In the second part of this work, nozzle-wing flap configurations with different flap angles and
bypass velocities were simulated. It was found that the bumps in the mid-four-digit frequency
range of the pressure spectrum that appeared in experiments could be due to feedback between
the flap and the lower trailing edge of the wing. In the combination with airfoil and nozzle, in-
creased values of the Lighthill source term occur on the wing and flap lower edge on average,
which were not observed in the case of the isolated airfoil. In addition, strong contamination
with sound of frequency around 3.6 kHz was observed in the region below the nozzle. From
the analysis of the individual Lighthill source components in terms of their preferred acoustic
radiation, it is suspected that directional sound from the region of the potential core is reflected
from the underside of the wing and flap, whereby the velocity difference between the prima-
ry and secondary jets plays a non-negligible role in the refraction and scattering of the sound
originating from the primary jet.
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1 Einleitung

Die Arbeit ist motiviert durch die zunehmende praktische Relevanz der Freistrahl-Klappe In-
teraktion (engl.: Jet-Flap Interaction, JFI): Infolge Effizienz optimierenderMaßnahmen, werden
an Flugzeugen zunehmend die neue Generation von Turbofan-Triebwerken mit einem extrem
hohen Bypass-Verhältnis (sog. UHBR-Triebwerke) verbaut. Installationseffekte führen dazu,
dass die Tragflügel und Klappen in das Einflussgebiet des Triebwerksstrahls geraten, was zu
aerodynamischen und aeroakustischen Interferenzen führen kann. Diese gilt es hinsichtlich
der aerodynamischen und aeroakustischen Mechanismen und resultierenden akutischen Fel-
der genauer zu untersuchen.
Zwar wurden ähnliche Installationseffekte in der Vergangenheit bereits untersucht [1, 2], al-
lerdings bestehen zwischen den neuesten Konfigurationen und den ersten Arbeiten auf die-
sem Gebiet einige grundlegende Unterschiede: Bei den untersuchten Flugzeuggeneration der
1960er bis 1980er Jahre waren die Klappen in der Regel mehrfach geschlitzt und es traten beim
Start Klappenwinkel der letzten Klappenreihe von bis zu 70◦ auf [3]. So konnte es dazu kom-
men, dass der Triebwerksstrahl direkt auf die Klappe trifft (die Klappe wäscht). Die resultie-
renden starken aerodynamischen Effekte führten zwar zu einer Erhöhung des Auftriebs aber
immer auch zu negativen aeroakustischen Interferenzen [4]. Diese Konfigurationen wurden
ausführlich untersucht.
Bei den jüngsten Flugzeuggenerationen geht der Trend in Richtung einer Reduzierung der
Klappenanzahl und hin zu kleineren Ablenkungswinkeln der Startklappen im Bereich von 9◦

bis 22◦ [3], wodurch sich die JFI zunächst verringert. Da die Triebwerke aber aufgrund der ho-
hen Bypass-Verhältnisse dichter am Flügel platziert werdenmüssen (ein hohes Fahrwerkmuss
aus Gewichtsgründen vermieden werden [5]), ist auch dann ein signifikanter aeroakustischer
Wechselwirkungseffekt vorhanden, wenn keineHochauftriebskonfigurationen eingesetztwer-
den und die letzte Klappe nicht direkt durch den Strahl beaufschlagt wird. Weil das Triebwerk
dichter am Flügel montiert ist, kann es zudem auch zu Wechselwirkungseffekten zwischen
Strahl und Flügel kommen.
Hinsichtlich solcher Freistrahl-Flügel-Klappe Konfigurationen ist die Datenlage noch relativ
dünn. Jüngere Veröffentlichungen [6, 7, 8, 4, 9] beginnen sich aufgrund der oben beschriebe-
nen anwendungstechnischen Relevanz allmählich intensiver damit zu beschäftigen.
Auch wenn sich das Problem aus den gut untersuchten Einzelproblemen Freistrahl- und Trag-
flügellärm zusammensetzt, entsteht durch die Interaktion ein Problem, welches sich nicht a
priori durch die Summe der Einzelprobleme darstellen lässt. Zur groben Abschätzung des In-
stallationseffekts kann aber der durch die vollständige Konfiguration erzeugte Lärm als eine
lineare Superpositionierung unabhängiger Quellen (d.h. Lärm aus der Gesamtkonfiguration
= isolierter Freistrahllärm + isolierter Flügellärm + JFI-Lärm ⇒ JFI-Lärm = Lärm aus der Ge-
samtkonfiguration - isolierter Freistrahllärm - isolierter Flügellärm) betrachtet werden [8]. Zur
Einleitung in die Theorie wird deshalb im Folgenden kurz auf die wichtigsten und gut be-
kannten aerodynamischen und aroakustischen Mechanismen bei subsonischen Freistrahlen
und der Tragflügelumströmung eingegangen. Es soll sich an dieser Stelle auf das für die hier
untersuchten Fälle Bedeutende beschränkt werden. Im Anschluss wird die für die Arbeit re-
levante Literatur hinsichtlich der hier untersuchten Freistrahl-Flügel-Klappe Konfigurationen,
zu sehen in Abbildung 1.1, diskutiert.
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Abb. 1.1: Skizze einer hier untersuchten Freistrahl-Flügel-Klappe Konfiguration. Dj ist hier der Durch-
messer eines äquivalenten einstrahligen Freistrahls aus einer Düse mit einer Querschnittsfläche gleich
der Gesamtfläche von innerem und äußeremDüsenring der Bypass-Düse hier. Untersuchungen zeigen,
dass diese Größe einigermaßen mit der Position der Mittellinie der äußeren Scherschicht einer Bypass-
Düse übereinstimmt [10].

Relevante Arbeiten

Freistrahllärm
Die Veröffentlichung des ersten Teils einer zweiteiligen Arbeit von Lighthill [11, 12] im Jahr
1952, wird oft als Beginn der Forschung im Bereich des Freistrahllärms genannt [13]. In sei-
nen Arbeiten von 1952 und 1954 brachte Lighthill die Bewegungsgleichungen für kompres-
sible Strömungen (die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen) in eine Form, die die Aus-
breitung akustischer Wellen darstellt und begründete so die Theorie der bis heute etablierten
akustischen Analogien. Die Lighthill-Gleichung, als Resultat seiner Arbeit, trennt den Schall
generieren Teil von dem für die Ausbreitung des Schalls relevanten Teil und liefert so eine
inhomogen Wellengleichung mit einem nominalen Quellterm S (Quadrupole) auf der rechten
Seite. Der Quellterm S wird in Form lokaler Ableitungen ausgedrückt und korrespondiert,
wenn auch nicht formal, mit den Wirbeln in einer turbulenten Strömung. Als Resultat von
Messungen und Simulationen kann das aerodynamische Feld in große Wirbel und kohärente
Strukturen sowie kleinskalige Wirbel unterteilt werden. Der Prozess der Schallerzeugung von
großen turbulenten Strukturen scheint mittlerweile gut verstanden, bei der feinskaligen Tur-
bulenz sind diesbezüglich noch einige Fragen offen [13]. Ein wichtiges Ergebnis, das aus der
Theorie der akustischen Analogie abgeleitet werden kann, ist das U8

j -Skalierungsgesetz, wo-
nach die von einem Freistrahl abgestrahlte akustische Leistung der Quadrupole mit der achten
Potenz der FreistrahlgeschwindigkeitUj variiert.
Lighthill erkannte aber auch die Bedeutung der Konvektion für die Richtwirkung von Frei-
strahllärm (Brechung des Schalls im Freistrahl selbst). Durch die stark nicht-uniforme Strö-
mung im Freistrahl und die Scherschicht am Freistrahlrand werden die Schallwellen mehr
oder weniger stark konvektiert und somit abgelenkt. Dies führt dazu, dass der Schalldruckpe-
gel in einem Bereich um 30◦ von der Freistrahlachse maximal wird und in Hauptstromrrich-
tung deutlich abnimmt. Für heiße Freistrahlen nimmt dieser Effekt zu [13].
Freund [14] fand mittels DNS eines subsonischen Freistrahls mit moderater Reynoldshzahl
heraus, dass die Quellen in Strömungsrichtung nicht akustisch kompakt sind (d.h. dass die
räumliche Ausdehnung der Quelle nicht klein gegenüber den auftretenden Wellenlängen ist),
und die am stärksten abstrahlenden Komponenten der Schallquelle (in seinem Fall) nicht mit
dem Peak der turbulenten kinetischen Energie übereinstimmen. In einer späteren Arbeit von
Freund [15] wurde der Lighthill-Quellterm, wie schon 1969 von Ribner [16] vorgeschlagen, in
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eine lineare (Turbulenz interagiert mit der Hauptströmung) und eine nicht-lineare Komponen-
te (reine Turbulenz) aufgespalten und ihr jeweiliger Beitrag zum gesamten Schallfeld unter-
sucht. Dabei zeigte sich, wie auch in anderen Arbeiten, dass die nicht-linearen Anteile uniform
abstrahlen, während die linearen Quellanteile eine deutliche, Dipol ähnliche, Abstrahlcharak-
teristik aufwiesen (illustriert in Abbildung 1.2 a bzw. b). Der Bereich um den Freistrahl unmit-
telbar nach dem Düsenauslass wird von ungerichtetem Schall, resultierend aus der kleinskali-
gen Turbulenz in der Scherschicht, dominiert (Schallkomponente 5 in Abbildung 1.3). Weiter
stromab, folgt aus der Brechung des abgestrahlten Schalls der stark gerichteten linearen Quel-
lanteile, eine verstärkte Schallabstrahlung im Bereich um 30◦ bis 45◦ von der Freistrahlachse
(Komponente 6 in Abbildung 1.3). Diese Beobachtungen sind insofern für die Konfiguration
dieser Arbeit wichtig, dass die Klappe je nach Winkel die Mischungschicht, also den Bereich
großer Gradienten der Haupströmung bei gleichzeitiger Anwesenheit von Turbulenz, streift.
Die Klappe sollte daher, so die Vermutung, besonders die Entwicklung der linearen Quellan-
teile (Turbulenz-Scherschicht Interaktion) in diesem Bereich maßgeblich beeinflussen.
Es ist wichtig zu bemerken, dass es sich bei dem Lighthill-Quellterm um einen nominalen
Quellterm handelt, d. h. er berücksichtigt neben den tatsächlichen Schallquellen implizit auch
die Konvektion und Brechung des Schalls in einem nicht uniformen Medium. Tatsächlich ist
es sogar so, dass der größte Teil der Lighthill-Quelle S nicht abstrahlt. Daraus entsteht die
bis heute nicht vollständig geklärte Problematik, wie die tatsächlich akustisch abstrahlenden
Komponenten des Quellterms von den nicht abstrahlenden getrennt werden können. Um die
strahlenden und nicht strahlenden Anteile der Strömung voneinander zu trennen, haben eini-
ge Forscher Filtertechniken im Wellenzahl-Frequenzbereich eingesetzt.
Freund [14] z.B. versuchte den abstrahlenden Teil vom nicht abstrahlenden Teil des Lighthill-
Quellterms zu trennen, indem er das Kriterium |kx | < |ω|/a∞ für den abstrahlenden Teil von
bS(kx,ω, r) nutzte, wobei bS die in den Wellenzahl-Frequenzbereich transformierte Lighthill-
Quelle, kx die axiale Wellenzahl, ω die Winkelfrequenz und a∞ die Schallgeschwindigkeit in
der Umgebung kennzeichnet. Er wies aber auch darauf hin, dass dieses Kriterium die radia-
le Struktur der Strömung (Wellenzahl kr in radialer Richtung) vernachlässigt. Daher reicht in
Fällen mit starken radialen Strömungskomponenten die Verwendung eines Filterkriteriums,
das nur auf der axialen Wellenzahl basiert, nicht aus, um die strahlenden und nicht strahlen-
den Anteile zu trennen. Für ein gegebenes kx und ein erfülltes |kx | < |ω|/a∞ , könnte kr groß
genug sein, um |k| =

p
k2x + k2r größer als |ω|/a∞ werden zu lassen. Ein Filter, das nur auf

|kx| < |ω|/a∞ basiert kann daher einige der nicht abstrahlenden Komponenten erfassen.
Sinayoko et al. [17] definierten Quellterme zur Approximation physikalischer Quellen, indem
sie die Strömung, mittels eines linearen Faltungsfilters angewandt auf das Strömungsfeld, in
nicht strahlende und strahlende Komponenten zerlegten. Sie zeigten, dass ihre Aufspaltung
physikalischer ist als jene die durch klassische akustische Analogien erzielt werden, bei denen
das Strömungsfeld in einen stationären Mittelwert und eine fluktuierende Komponente (wie
z.B. in der oben erwähnten Arbeit von Freund [15]) zerlegt wird. Allerdings ist dieses Vorge-
hen sehr aufwendig und für die komplexe Konfiguration hier, im Rahmen dieser Arbeit kaum
durchzuführen.
Einen neuen Beitrag zur Freistrahlakustik lieferten jüngst Schmidt et al. [18] und Towne et
al. [19]. Sie identifizierten und erklärten eine neue Klasse akustischer Wellen, die im Poten-
tialkern subsonischer runder Freistrahlen eingeschlossen sind. Diese Wellen werden von der
Scherschicht kanalisiert und sind daher radial auf das Nahfeld des Strahls begrenzt. Unter be-
stimmten Bedingungen schwingen die eingefangenenWellen aufgrundwiederholter Reflexion
zwischen der Düsenaustrittsebene und dem Ende des Potentialkerns hin und her. Diese Reso-
nanz (d.h. das Vorhandensein von sowohl stromaufwärts als auch stromabwärts laufender
eingeschlossener Wellen) führt zu einer Akkumulation von Energie, die als diskrete Töne im
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Abb. 1.2: Illustration der Abstrahlcharakteristik von: (a) Turbulenz alleine (self noise), (b) Turbulenz-
Scherschicht Interaktion (shear noise), (c) konvektive Verstärkung und (d) Akustik-Strömungs Interak-
tion. Entnommen aus [34].

Nahfeldspektrum beobachtet werden können. Die Untersuchungen von Towne et al. [19] legen
nahe, dass die Resonanzbedingungen, nur für Freistrahlen mit bestimmten Mach-Zahlen und
Temperaturverhältnissen existieren. Aus der Theorie werden für einen isothermen Freistrahl
Resonanzwellen und die dazugehörigen Töne für Mach-Zahlen im Bereich von 0.82 < Mj < 1
erwartet, für einen isothermen Freistrahl mit Mj = 0.9 konnten sie kürzlich nachgewiesenwer-
den [19, 20]. Die untersuchten Freistrahlen waren alle einstrahlig, die Düsenfreistrahlen dieser
Arbeit sind zweistrahlig und deutlich komplexer. Daher und weil die Machzahlen nicht im
oben genannten Bereich liegen, wird der beschriebene Mechanismus für die Konfigurationen
hier zunächst nicht erwartet.
Eine ausführlichere Rückschau auf die Erkenntnisse der sehr umfangreichen Untersuchungen
der Vergangenheit soll an dieser Stelle nicht erbracht werden. Tam [13] gibt eine Zusammen-
fassung der Erkenntnisse und behandelt zudem den Lärm von supersonischen Freistrahlen,
eine allgemeinere Zusammenfassung ist in [21] zu finden. Ferner findet man Untersuchungen
von idealisierten generischen Freistrahlen ohne Düse in Bogey et al. [22], Foysi et al. [23]. Die
Untersuchungenwelche die Anwesenheit einer Düse explizit berücksichtigen in Uzun &Hus-
saini [24], Bogey et al. [25], Mendez et al. [26], Nichols et al. [27], Brès et al. [28] und Cetin et al.
[29] sowie die Simulationen eines koaxialen Düsenfreistrahls inMihăescu et al. [30], Georgiadis
& DeBonis [31], Bogey et al. [32] und Casalino & Lele [33].

Tragflügellärm
Tragflügellärm ist das Resultat aus dem Zusammenspiel von instationären Störungenmit dem
Flügel und im allgemeinen gut bekannt [21]. Dieses physikalische Problem hat zu zahlrei-
chen Untersuchungen mehr oder weniger idealisierter Modellprobleme geführt (z.B. [35, 36,
37, 38, 39]). Daraus folgen die wichtigsten auftretendenMechanismen der Schallerzeugung am
Tragflügel als Vorderkantenlärm, Grenzschichtlärm, Lärm von laminaren Instabilitäten, Hin-
terkantenlärm und für den Fall eines geteilten Flügels der Spaltlärm (Illustriert in Abbildung
1.3):
(i) Vorderkantenlärm entsteht durch die Interaktion von Wirbeln in der Anströmung mit der
Flügelvorderkante, wobei die Form und Dicke der Vorderkante entscheidende Designpara-
meter zur Reduktion dieser Schallkomponente sind [40]. (ii) Grenzschichtlärm entsteht in der
turbulenten Grenzschicht auf der Oberfläche des Flügels und wird maßgeblich durch die Rau-
heit der Oberfläche beeinflusst. Details zu der Entwicklung von Grenzschichten auf ebenen
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Platten [41, 42, 43] und auf Flügeln mit Druckgradient [44, 45] sind in den genannten Arbei-
ten der Arbeitsgruppen von z.B. Moin und Schlatter nachzulesen. (iii) Laminares Instabili-
tätsrauschen (LI-Lärm) entsteht durch die Wechselwirkung einer instabilen laminaren Grenz-
schicht (in der Form von Tollmien-Schlichting (TS) Wellen) mit der Hinterkante (im Folgenden
TS-p′-Prozess genannt) und dem damit verbundenen Rückkopplungsmechanismus zwischen
dem Beginn der Instabilität und dem Streubereich. Es entsteht ein Breitbandbuckel, der mit
mehreren tonalen Komponenten überlagert ist [46]. Da bei diesem Prozess laminare Wirbel-
strukturen mit der Hinterkante interagieren, tritt er nur bei relativ niedrigen Reynoldszahlen
oder bei zweidimensionalen Simulationen auf. (iv) Der Hinterkantenlärm (TE-Lärm) folgt aus
der Streuung der turbulenten Grenzschicht an der Hinterkante. Dabei interagieren aerody-
namische Druckschwankungen aus der turbulenten Grenzschicht (aufgrund der plötzlichen
Änderung der Randbedingungen) mit der Hinterkante (im Folgenden ω-p′-Prozess genannt),
wobei die so erzeugten akustischen Wellen eine dipolähnliche Abstrahlcharakteristik aufwei-
sen. Dieser Prozess dominiert den niederfrequenten Teil des Schallpegelspektrums (auch zu
sehen am SPL-Profil des isolierten Tragflügels in Abbildung 1.4 b) und ist dort gegenüber den
anderen Mechanismen sehr stark [46]. Zahlreiche Arbeiten haben sich diesem Thema gewid-
met, z.B. [47, 48, 49, 39] um nur wenige zu nennen. Die Streuung nicht akustischer Störungen
mit kleiner Amplitude an der Hinterkante wird als ein linearer Prozess eingestuft, dagegen
ist die Turbulenz selbst in der Nähe der Hinterkante ein nichtlineares Problem. Die implizi-
te Aufspaltung in aerodynamische Störungen und den Schall ist, insbesondere bei höheren
Strömungsgeschwindigkeiten, nicht immer eindeutig und stellt eine konzeptionelle Hürde für
eine umfassende Theorie der aerodynamischen Schallerzeugung dar [21]. (v) Mit Spaltlärm ist
hier der Teil des Schallfeldes gemeint, der aus der Spaltregion zwischen Tragflügel und Klappe
emittiert wird. Wobei es hier schwer ist, zwischen dem Lärm durch die Interaktion der Grenz-
schicht mit der Tragflügelhinterkante (TS-p′-Prozess) und der Klappenvorderkante und dem
Lärm durch die Spaltströmung zu unterscheiden. Arbeiten dazu sind [50, 51].
Jeder dieser Mechanismen tritt auch bei der hier untersuchten Düse-Flügel-Klappe Konfigura-
tion auf.

Freistrahl-Klappen Lärm
Freistrahl-Klappen Lärm ist der Lärm, der aus der Interaktion eines Freistrahls mit der Hinter-
klappe eines Tragflügels resultiert. Da die unmittelbare Wirkung des Flügels auf die Struktur
der Freistrahlmischungsschicht meist gering ist, wurden in der Vergangenheit vereinfachte
Modelle wie z.B. eine ebene schräg angestellten Platte untersucht, um die wichtigsten physi-
kalischen Mechanismen der JFI herauszufinden.
Faranosov et al. [8] untersuchten den Einfluss des Klappenwinkels einer realistischen Konfigu-
ration mit einer zweistrahligen Düse ohne co-flow auf den emittierten Schall für den Fall mit
und ohne Pylon. Ihre Experimente zeigten, dass der JFI-Lärm monoton mit dem Anstieg des
Klappenauslenkungswinkels zunimmt und Installationseffekte daher zur korrekten Beurtei-
lung des Lärmpegels von Flugzeugen mit eng an den Flügel gekoppelten Düsen explizit be-
rücksichtigt werdenmüssen. Außerdem zeigte sich, dass das JFI-Rauschen für die untersuchte
Konfigurationmit installiertem Pylon im Vergleich zum Fall ohne Pylon qualitativ gleich bleibt
und das Eigenrauschen des Pylons nur für hohe Frequenzen (größer 5000Hz) signifikant war,
während das JFI-Rauschen in einem Bereich um 2500Hz auftrat und auch nur in diesem Fre-
quenzbereich mit demKlappenwinkel zunahm (vgl. Abbildung 1.4 a). Das erste Peak im Spek-
trum bei rund 1000Hz zeigte sich nicht sensitiv gegenüber dem Klappenwinkel.
Belyaev et al. [4] untersuchten die Auswirkung des Klappenwinkels einer realistischen Konfi-
gurationmit co-flow auf das Geräusch der JFI. Sie stellten fest, dass die Schallintensität im Fall
mit co-flow für einen breiten Frequenzbereich exponentiell zunimmt, wenn sich die Klappen-
kante der Scherschichtgrenze nähert (vgl. Abbildung 1.4 b). Aus diesen Ergebnissen konnte
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folgender funktionaler Zusammenhang für den aus der JFI resultierenden Schalldruck p′JFI
aufgestellt werden [4]:

p′2JFI ∝ exp
�
h

Dj
ǫ( f , θ, φ)

�
, (1.1)

wobei ǫ( f , θ, φ) eine noch unbekannte Funktion der Frequenz und Richtung ist. Bei den Un-
tersuchungen eines keilförmigen Körpers in einem planen Freistrahl mit niedriger Geschwin-
digkeit von Powell [52] zeigte sich, dass die fundamentale (niedrigste) Tonfrequenz nicht nur
durch die mittlere FreistrahlgeschwindigkeitUj und die ÖffnungsabmessungD bestimmtwar,
sondern auch durch den dimensionslosen Abstand des Körpers von der Düsenkante l/D be-
einflusst wurde [53]. Dieses Ergebnis deutet auf das Vorhandensein eines Rückkopplungsme-
chanismus zwischen der Düse und der Kante des Keils hin. Die gezackte Form der Peaks in
den Schalldruckspektren von Referenz [8] und [4] (nicht zu sehen in der rein qualitativen Dar-
stellung 1.4) legen nahe, dass auch bei der JFI eine Rückkopplung zwischen Düsenkante und
Klappenkante [34] und/oder der Flügelvorderkante [54] vorliegt die zu Resonanz führt. Ein
möglicherMechanismus, der diesen Effekt erklärt, wurde in [4] vorgeschlagen: Die hintere Flü-
gelkante befindet sich imNahfeld des Freistrahls, wo hydrodynamische, nicht strahlende (oder
schwach strahlende) Druckpulsationen vorherrschen. Diese Pulsationen können durch eine
Überlagerung von instabilen Wellenpaketen modelliert werden, die sich stromabwärts von
der Düse entwickeln. Bei Unterschallströmungen führen sie hauptsächlich zu Druckschwan-
kungen, die exponentiell entlang der Normalen zur Achse abfallen, wobei nur ein kleiner Teil
akustische Energie in das Fernfeld strahlt. Wenn die hintere Flügelkante in diesem Bereich ab-
klingender Störungen (Instabilitätswellen) angeordnet ist, werden die Störungen an der Kante
gestreut und wandeln sich in akustische Wellen um, wodurch die Schallintensität im Fernfeld
deutlich erhöht wird.
Das erklärt die exponentielle Abnahme der Intensität des Wechselwirkungsrauschens mit der
Verringerung des Strahl-Klappe Abstandes, aber nicht die gezackte Form des Schallspektrums.
Jordan et al. [9] schlug jüngst eine Erklärungmittels der oben vorgestellten Theorie von Schmidt
et al. [18] und Towne et al. [19] vor. Sie Untersuchten das sehr vereinfachte Modell eines run-
den isothermen Freistrahls in der Nähe einer angestellten ebenen Platte indem der Abstand
zwischen Plattenhinterkante und Düsenlippe variiert und der aerodynamische Druck an der
Düsenkante und der akustische Druck im Fernfeld gemessen wurde. Die von Jordan et al.
beobachte Verteilung der spektralen Peaks konnte nicht mit dem üblichen Modell erklärt wer-
den, bei dem die Resonanz durch Kopplung zwischen abwärts laufenden Kelvin-Helmholtz-
Wellenpaketen (KH) und stromaufwärts laufenden Schallwellen beschrieben wird. Sie zeigten
vielmehr, dass die stärksten Töne auf die Kopplung zwischen KH-Wellenpaketenund einer Fa-
milie gefangener, stromaufwärts laufender akustischerModen im Potentialkern des Freistrahls
zurückzuführen sind. Allerdings bleiben bei diesen vereinfachten Modellen möglicherweise
wichtige Effekte unberücksichtigt: (i) Durch die starke Anstellung der Platte um 45◦ werden
stromauf laufende Wellen oberhalb des Freistrahls nicht wie bei einer realistischen Konfigura-
tion zwischen Flügel und Freistrahl eingeschlossen. (ii) Der Einfluss der Vorderkante und des
hinteren Teils des Tragflügels wird nicht erfasst. (iii) In realistischen zweistrahligen Düsen liegt
kein Potentialkern vor wie es in einem einstrahligen Jet der Fall ist, der theoretische Rahmen
von Towne et al. [19] könnte daher in diesem Fall versagen.
Bisher wurden realitische JFI-Konfigurationen der jüngeren Generation ausschließlich experi-
mentell untersucht. Aus Sicht des Autors, liefern die oben zitierten Arbeiten aber noch keine
umfassend schlüssige Erklärung der beobachteten Phänomene des JFI-Lärms und des kleine-
ren Peaks im niederfrequenten Teil des Druckspektrums. Die Arbeit hier möchte daher die
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Abb. 1.3: Schematische Darstellung einer Freistrahl-Klappe Interaktion mit co-flow: 1, Voderkanten-
lärm; 2, Spaltlärm; 3, Hinterkantenlärm; 4, Düsenkantenlärm; 5, Lärm von kleinskaligen tubulenten
Strukturen in der Scherschicht; 6, gerichteter Lärm von großskaligen kohärenten Strukturen. Aerody-
namische Kelvin-Helmholz Wellen (blau) und akustische Rensonanzwellen (grün). Die Darstellung der
Profile der Hauptströmung sind nur qualitativ und relativ zum co-flow aufgetragen.
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Abb. 1.4: Qualitativer Verlauf des Schalldruckpegels einer Freistrahl-Flügel-Klappe Konfiguration (a)
ohne co-flow (nach den Daten von Faranosov et al. [8]) und (b) mit co-flow (nach den Daten von Belyaev
et al. [4]):—, Gesamtkonfiguration für unterschiedliche Klappenwinkel δ; - - -, isolierter Düsenfreistrahl;
− ·−, isolierter Tragflügel.

Grundlagen für umfassende LES basierte Untersuchungen legen.

Numerisches Framework

Die zu Untersuchende Konfiguration ist komplex. Die Beschreibungen oben zeigen, welche
Anforderungen an das numerische Framework hinsichtlich der akkuraten Erfassung der ge-
nannten Effekte gelegt werden. Sie beinhaltet auf der aerodynamsichen Seite Aspekte einer
Kanalströmung mit der Aussströmung ins Freie, freie Scherströmungen und Tragflügelum-
strömung. Das aeroakustische Feld besteht aus Komponenten von Freistrahllärm, Vorder- und
Hinterkantenlärm, Spaltlärm und Interaktionslärm.
Prinzipiell ist die Berechnung des aerodynamischen und akustischen Feldes einer JFI, durch
die numerische Lösung der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in nur einer Simulati-
on möglich. Unabhängig davon, ob dies durch eine direkte numerische Simulation (DNS) oder
mit einigen Modellierungsnäherungen (LES) geschieht, umfassen solche Simulationen typi-
scherweise eine große Bandbreite von Längen-, Zeit- und Energieskalen [55]. Hinzu kommt,
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∂ΩS

ΩS

∂ΩCFD
ΩCFD

ΩCAA

Abb. 1.5: Berechnungsgebiete hybrider Methoden am Beispiel einer Tragflügelumstömung. ∂ΩS um-
schließt alle relevanten Schallquellen. ΩCAA := {x | x 6∈ ΩS}.

dass die Konfiguration für relativ hohe Reynoldszahlen undmoderateMachzahlen untersucht
werden soll.
Folgt man Kolmogorov und nimmt an, dass die kleinsten Skalen der Turbulenz universell und
isotrop sind und nur von der kinematischen Viskosität ν und der Dissipation ǫ abhängen, führt
eine Dimensionsanlyse zur Definition des Kolmogorovschen Mikrolängenmaß η = (ν3/ǫ)1/4.
Die Anzahl erforderlicher Gitterpunkte, N = Lx/Δx, für die DNS einer turbulenten Strömung
kann mit der Länge der größten Wirbel, le, über le/η = (u′3/ǫ)(ǫ1/4/ν3/4) = (u′4/νǫ)3/4 =

Re3/4le
abgeschätzt werden. Damit liegt die Anzahl der erforderlichen Punkte in der Größen-

ordnung N3 ∼ O[(le/η)3], und skaliert mit Re9/4le
. Berücksichtigt man noch die Änderung der

Zeitschrittweite zur Aufrechterhaltung der CFL-Bedingung, aΔt/Δx ∼ O(1), und die Inte-
gration über einige Umdrehungszeiten (turnover times) der größten Skalen, abzuschätzen via
le/u′, mit dem Zeitschritt Δt, skalieren die Gesamtkosten mit N4 ∼ Re3le/Mt. D.h. die Kosten
skalieren zudem invers mit der turbulenten Machzahl Mt = u′/a.
Soll auch das akustische Feld direkt mit berechnet werden, skalieren die Gesamtkosten, auf-
grund des ausgeprägten Unterschieds zwischen den integralen und akustischen Längenska-
len, bei einer turbulenten Strömung mit moderater Geschwindigkeit proportional zu Re3le/M

4
t

[56]. Die Kosten für die direkte Berechnung des akustischen Feldes mithilfe einer LES, ska-
lieren unter der Annahme, dass die Größe der kleinsten aufgelösten Wirbel mit dem Taylor-
Längenmaß, λg, korrespondiert, aufgrund von le/λg ∝ Re1/2le

, immer noch mit Re2le/M
4
t . Die

Kombination aus relativ hohen Reynoldszahlen und geringen Machzahlen macht eine direkte
Simulation des aerodynamischen und akustischen Feldes damit sehr teuer.
Um dieses Problem zu verringernwurden in der Vergangenheit hybrideMethoden entwickelt.
Dabei wird das Berechnungsgebiet, wie in Abbildung 1.5 schematisch dargestellt, in einen
aerodynamischen Bereich (akustisches Nahfeld), ΩCFD, welcher alle relevanten akustischen
Quellen S beinhaltet und einen, unweit der instationären Strömung liegenden, akustischen
Bereich (akustisches Fernfeld, He ≫ 1), ΩCAA, aufgeteilt. Im ersten Schritt wird dann das
Nahfeld mithilfe einer DNS oder LES berechnet; das Fernfeld wird berechnet, indem in einem
zweiten Schritt relativ zu den NS-Gleichungen günstigere akustische Gleichungen gelöst wer-
den.
Diese hybriden Methoden lassen sich in zwei Ansätze gliedern: (i) Beim ersten Ansatz [57]
wird ein Randwertproblem gelöst. Dazu wird die CFD-Lösung auf ∂ΩS (oder ∂ΩCFD) mithilfe
z.B. der linearisierten Euler-Gleichungen oder der homogenen Wellengleichung ins Fernfeld
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propagiert. (ii) Beim zweiten Ansatz wird eine inhomogeneWellengleichung (akustische Ana-
logie) gelöst. Dazu wird während der CFD-Simulation ein akustischer Quellterm aus den Strö-
mungsgrößen explizit berechnet. In der darauf folgenden CAA-Simulation werden dann eine
Wellengleichung, die als Volumen- und/oder Oberflächenintegrale formuliert ist, sogenannte
Kirchhoff- oder Ffowcs Williams-Hawkings-Verfahren [58], oder z.B. die Acoustic Pertubation
Equations (APE) von Schröder & Ewert [59, 60] gelöst.
Die Vorteile des ersten Ansatzes sind seine Unabhängigkeit von Objekten innerhalb ∂ΩS und
seine relativ einfache numerische Umsetzung; ein Nachteil ist, dass das Fernfeld vom Rand
∂ΩS aufgebaut werden muss (die Kosten daher mit der Entfernung skalieren) und die Lösung
nicht an einzelnen Beobachterpunkten berechnet werden kann. Letzteres ist bei den Ffow-
cs Williams-Hawkings-Verfahren möglich, wobei die Kosten von der Distanz zwischen der
Schallquelle und dem Beobachterpunkt im Fernfeld unabhängig sind. Aufgrund dessen wur-
den Vertreter beider Ansätze im Rahmen dieser Arbeit in das numerische Framework imple-
mentiert.

Ziele und Aufbau der Arbeit

Für die Arbeit werden folgende zwei Ziele definiert:
I) Die Entwicklung und Validierung eines numerischen Frameworks zur akkuraten Simulation
des aerodynamischen und aeroakustischen Feldes der oben beschriebenen Freistrahl-Flügel-
Klappe Konfiguration und Implementierung in das open Source Paket OVERTURE [61].
II) Die numerische Untersuchung der Auswirkungen der Freistrahlgeschwindigkeit und des
Klappenwinkels auf die aerodynamischen Strukturen und das abgestrahlte Schallfeld einer
Freistrahl-Flügel-Klappe Konfiguration.

Die Arbeit ist wie folgt organisiert: In Kapitel 2 werden die verwendeten Modelle und nume-
rischen Methoden für die Berechnung des aerodynamischen Feldes beschrieben und validiert.
Im Anschluss werden in Kapitel 3 die verwendetenModelle undMethoden für die Vorhersage
des akustischen Fernfeldes erklärt und deren Validierung präsentiert. Danach folgt in Kapitel
4 die Präsentation der Ergebnisse der Untersuchten Flügel-Klappe Konfigurationen. Kapitel
5 behandelt die Untersuchung der aerodynamischen und akustischen Felder, die sich aus der
Wechselwirkung des turbulenten Freistrahls mit dem Flügel und der Klappe ergeben. In die-
sem Kapitel wird auch kurz auf mögliche Maßnahmen zur Reduktion des Interaktionslärms
zwischen Freistrahl und Klappe eingegangen. Das Kapitel 6 gibt eine Zusammenfassung der
Arbeit und Vorschläge für weitere Untersuchungenmit dem im Rahmen der Arbeit aufgebau-
ten numerischen Framework.





2 Modelle und numerische Methoden im
Nahfeld

Für die Berechnung desNahfeldes ΩCFD, werden die kompressiblenNavier-Stokes-Gleichungen
gelöst. Die numerische Lösung der Gleichungen erfolgt mittels einer konservativen Finite-
Differenzen Diskretisierung zweiter Ordnung und/oder mit der nicht-konservativen Diskreti-
sierung sechster Ordnung. Der verwendete konservative Löser ist Teil des Open-Source Pakets
OVERTURE [61] und schon in der Standardversion des Pakets parallelisiert wurde aber für die
Zwecke hier angepasst und um diverse Runge-Kutta Verfahren zur Zeitintegration ergänzt.
Er diente für erste Simulationen mit dem Fokus auf die Aerodynamik der Strömung und als
Benchmark, besitzt aber die Nachteile geringer Ordnung in der Genauigkeit und einer mit-
telmäßigen parallelen Skalierbarkeit. Der nicht-konservative Löser steht dem Anwender in
zweiter Ordnung aber nicht parallelisiert in OVERTURE zur Verfügung. Er wurde im Rahmen
der Arbeit unter Anderem um Verfahren höherer Ordnung in Raum und Zeit sowie geeignete
Randbedingungen und Filter ergänzt und parallelisiert und liefert so die Basis für akkurate
akustische Simulationen. Die Verwendung von überlappenden Gittern ist mit beiden Lösern
möglich. Die Details zu den Modellen sowie einige Testergebnisse, werden im Folgenden vor-
gestellt.

2.1 Konservativer Navier-Stokes Löser

Beim konvervativen Löser (CNSCAD) sind die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in
konservativer Form formuliert und konservativ, d.h. energieerhaltend, diskretisert.

2.1.1 Grundgleichungen

Für ein ideales Gas lassen sich die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen für kartesische
Koordinaten und in konservativer Form schreiben als:

∂U

∂t
+

∂F

∂x
+

∂G

∂y
+

∂H

∂z
=

∂Fv

∂x
+

∂Gv

∂y
+

∂Hv

∂z
, (2.1)

mit den nicht viskosen Flüssen

F =




ρu
ρu2 + p

ρvu
ρwu

u(E+ p)



, G =




ρv
ρuv

ρv2 + p
ρwv

v(E+ p)



, H =




ρw
ρuw
ρvw

ρw2 + p
w(E+ p)



,
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und den viskosen Flüssen

Fv =




0
τxx
τxy
τxz

ujτxj − qx



, Gv =




0
τyx
τyy
τyz

ujτyj − qy



, Hv =




0
τzx
τzy
τzz

ujτzj − qz



.

U = [ρ, ρu, ρv, ρw, E]T ist der Lösungsvektor, wobei ρ der Massendichte des Fluids, p dem
thermodynamischen Druck und E der totalen Energie entsprechen. u = [u, v,w]T ist der Ge-
schwindigkeitsvektor. Unter der Annahme eines Newtonschen Fluids, beschrieben mit der
thermischen Zustandsgleichung für ideale Gase, ergeben sich die Relationen:

p = (γ − 1)
�
E− 1

2
ρukuk

�
,

T =
p

ρRg
,

τij = µ
�
∂iuj + ∂jui

�
− 2

3
µδij(∇ · u).

Dabei ist T die totale Temperatur, Rg = R∗/Mw die spezielle Gaskonstante, wobei R∗ =
8,314 J/(molK) und Mw die molare Masse ist; γ = cp/cv ist der Isentropenexponent. Die spe-
zifischenWärmekapazitäten für konstantenDruck, cp, und konstantes Volumen, cv, lassen sich
mit

cp =
γ

γ − 1
Rg und cv =

1
γ − 1

Rg

ausdrücken. Treten nur geringe Temperaturschwankungen auf, kann der Einfluss der Tem-
peratur auf die Viskosität, µ, vernachlässigt und µ = konst. angenommen werden. Mit dem
Fourier’schen Gesetz

qi = −k
∂T

∂xi
= − k

Rg

∂

∂xi

�
p

ρ

�
= −k̃

∂

∂xi

�
p

ρ

�
,

welches denWärmefluss qi in xi-Richtung beschreibt, ist das Gleichungssystem (2.1) geschlos-
sen. k = µcp

Pr ist dabei die thermische Leitfähigkeit; k̃ = k/Rg und Pr ist die Prandtl-Zahl.

Da die Koeffizienten der Finite-Differenzen Schemata für uniforme Gitter definiert sind, ist
es erforderlich, die Gleichungen (2.1) vom physikalischen Raum mit krummlinigen Gittern in
den Rechenraum mit konstanter Gitterweite zu transformieren: x = (x, y, z) → ξ = (ξ, η, ζ).
Erfolgt die Transformation in nicht konservativer Form, wird der Differentialoperator ∇ =
(∂x, ∂y, ∂z) durch M∇ξ ersetzt, wobei M = ∇ξ = ∂ξ/∂x die Metrik-Terme der Gittertransfor-
mation enthält und∇ξ = (∂ξ , ∂η , ∂ζ) ist. Für die hier verwendete konservative Diskretisierung
erfolgt die Transformation durch die Ersetzung von∇ durch

∇ =
1
J
∇ξ ·A,
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wobei J = det
�

∂x
∂ξ

�
die Determinante der Jacobi-Matrix

∂x

∂ξ
=

�
∂xi
∂ξ j

�
=




∂ξx ∂ηx ∂ζx
∂ξy ∂ηy ∂ζy
∂ξz ∂ηz ∂ζz




ist und A = JM = J ∂ξ
∂x die Metrik-Koeffizienten aij enthält. Die Transformationsmatix A =�

aij
�
lässt sich aus der Adjunkte zu ∂x

∂ξ berechnen:

A = J
∂ξ

∂x
= J

�
∂x

∂ξ

�−1

= adj
�

∂x

∂ξ

�
=




∂ηy∂ζz− ∂ζy∂ηz ∂ζx∂ηz− ∂ηx∂ζz ∂ηx∂ζy− ∂ζx∂ηy
∂ζy∂ξz− ∂ξy∂ζz ∂ξx∂ζz− ∂ζx∂ξz ∂ζx∂ξy− ∂ξx∂ζy
∂ξy∂ηz− ∂ηy∂ξz ∂ηx∂ξz− ∂ξx∂ηz ∂ξx∂ηy− ∂ηx∂ξy


 .

Damit können die ersten Ableitungen formuliert werden als:

∂

∂x
=

1
J

�
∂

∂ξ
a11 +

∂

∂η
a21 +

∂

∂ζ
a31

�
,

∂

∂y
=

1
J

�
∂

∂ξ
a12 +

∂

∂η
a22 +

∂

∂ζ
a32

�
,

∂

∂z
=

1
J

�
∂

∂ξ
a13 +

∂

∂η
a23 +

∂

∂ζ
a33

�
.

In krummliniegen Koordinaten lautet das Gleichungssystem (2.1) in der konservativen Form
dann:

∂U

∂t
+

1
J

�
∂F̃

∂ξ
+

∂G̃

∂η
+

∂H̃

∂ζ

�
=

1
J

 
∂F̃

v

∂ξ
+

∂G̃
v

∂η
+

∂H̃
v

∂ζ

!
, (2.2)

wobei

F̃ = a11F + a12G+ a13H, F̃
v

= a11F
v + a12G

v + a13H
v,

G̃ = a21F + a22G+ a23H, G̃
v

= a21F
v + a22G

v + a23H
v,

H̃ = a31F + a32G+ a33H, H̃
v

= a31F
v + a32G

v + a33H
v.

Die Gleichungen für ein zweidimensionales Problem erhält man, indem ∂x3/∂ξn = δ3n gesetzt
wird. Die Transformationsmatirx reduziert sich in diesem Fall zu

A =

�
∂ηy −∂ηx
−∂ξy ∂ξx

�
.

2.1.2 Räumliche Diskretisierung

Es sei Ui die diskrete Approximation von U(xi) am Gitterpunkt i = (i, j, k), und die Index-
konventionU i±1 meint U i±1,j,k,U j±1 meint U i,j±1,k und so weiter. Die diskrete numerische Ap-
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proximation von Gleichung (2.2) ist dann gegeben mit

dUi

dt
+

1
Ji

 
F̃ i+1 − F̃ i−1

2Δξ
+

G̃j+1 − G̃j−1

2Δη
+

H̃k+1 − H̃k−1

2Δζ

!

i

= . . .

. . .
1
Ji

 
F̃
v
i+ 1

2
− F̃

v
i− 1

2

Δξ
+

G̃
v
j+ 1

2
− G̃

v
j− 1

2

Δη
+

H̃
v
k+ 1

2
− H̃

v
k− 1

2

Δζ

!

i

.

(2.3)

Die nicht viskosen Flüsse werden dabei mittels zentraler finiter Differenzen zweiter Ordnung
approximiert, wobei z.B. F̃ i±1 = a11,i±1F i±1 + a12,i±1Gi±1 + a13,i±1H i±1 ist. Die viskosen Flüsse
werden so berechent, dass das resultierende Differenzen Schema einem kompakten 3× 3× 3-
Stencil entspricht:

F̃
v
i± 1

2
=

a11,i + a11,i±1

2
Fv
i± 1

2
+

a12,i + a12,i±1

2
Gv

i± 1
2
+

a13,i + a13,i±1

2
Hv

i± 1
2
,

G̃
v
j± 1

2
=

a21,j + a21,j±1

2
Fv
j± 1

2
+

a22,j + a22,j±1

2
Gv

j± 1
2
+

a23,j + a23,j±1

2
Hv

j± 1
2
,

H̃
v
k± 1

2
=

a31,k + a31,k±1

2
Fv
k± 1

2
+

a32,k + a32,k±1

2
Gv

k± 1
2
+

a33,k + a33,k±1

2
Hv

k± 1
2
,

wobei

Fv
l± 1

2
=




0
τxx,l± 1

2

τxy,l± 1
2

τxz,l± 1
2

Qx



, Gv

l± 1
2
=




0
τyx,l± 1

2

τyy,l± 1
2

τyz,l± 1
2

Qy



, Hv

l± 1
2
=




0
τzx,l± 1

2

τzy,l± 1
2

τzz,l± 1
2

Qz



,

mit

Qx = un,l± 1
2
τxn,l± 1

2
− qx,l± 1

2
,

Qy = un,l± 1
2
τyn,l± 1

2
− qy,l± 1

2
,

Qz = un,l± 1
2
τzn,l± 1

2
− qz,l± 1

2
.

Der erste Term von z.B. Qx folgt mittels Einsteinscher Summenkonvention zu un,l± 1
2
τxn,l± 1

2
=

ul± 1
2
τxx,l± 1

2
+ vl± 1

2
τxy,l± 1

2
+wl± 1

2
τxz,l± 1

2
, wobei l = {i, j, k} ist. Die anderen Terme sind gegeben

mit:

τxx,l± 1
2
=

4
3
µ
�
D±x

l± 1
2
ui

�
− 2

3
µ
�
D±y

l± 1
2
vi +D±z

l± 1
2
wi

�
,

τyy,l± 1
2
=

4
3
µ
�
D±y

l± 1
2
vi

�
− 2

3
µ
�
D±z

l± 1
2
wi +D±x

l± 1
2
ui

�
,

τzz,l± 1
2
=

4
3
µ
�
D±z

l± 1
2
wi

�
− 2

3
µ
�
D±x

l± 1
2
ui +D±y

l± 1
2
vi

�
,

τxy,l± 1
2
= τyx,l± 1

2
= µ

�
D±x

l± 1
2
vi +D±y

l± 1
2
ui

�
,

τxz,l± 1
2
= τzx,l± 1

2
= µ

�
D±x

l± 1
2
wi +D±z

l± 1
2
ui

�
,

τyz,l± 1
2
= τzy,l± 1

2
= µ

�
D±y

l± 1
2
wi +D±z

l± 1
2
vi

�
,

qxn ,l± 1
2
= −k̃ D±xn

l± 1
2

�
pi
ρi

�
, n = {1, 2, 3}.

Der Index (·)l± 1
2
= 1

2 ((·)l + (·)l±1) kennzeichnet das arithmetische Mittel von (·) zweier be-

nachbarter Gitterpunkte in l-Richtung. Die Definition der Differenzenoperatoren D±xn
l± 1

2
ist im

Anhang Kapitel C.1 zu finden.
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Stabilisierung. Zur Stabilisierung der Methode, wird die artifizielle Viskosität der Form

1
Ji

h�
F̃
a
i+ 1

2

�
i
−

�
F̃
a
i+ 1

2

�
i−1 +

�
G̃

a
j+ 1

2

�
j
−

�
G̃

a
j+ 1

2

�
j−1 +

�
H̃

a
k+ 1

2

�
k
−

�
H̃

a
k+ 1

2

�
k−1

i

zur rechten Seite von Gleichung (2.3) addiert, wobei

F̃
a
i+ 1

2
= Cǫ λ1,i+ 1

2
max

n
0, 1−

si+ 1
2

Cω

o
D3

i Ui ,

G̃
a
j+ 1

2
= Cǫ λ2,j+ 1

2
max

n
0, 1−

sj+ 1
2

Cω

o
D3

jUi ,

H̃
a
k+ 1

2
= Cǫ λ3,k+ 1

2
max

n
0, 1−

sk+ 1
2

Cω

o
D3

kUi ,

und die Viskosität von vierter Ordnung ist. Sie basiert auf einer von Jameson [62, 63] ent-
wickelten artifiziellen Viskosität. Der Differenzoperator D3

l angewandt auf den diskreten Lö-
sungvektorUi ist definiert mit

D3
l Ui = U l+2 − 3U l+1 + 3U l −U l−1 ,

wobei wieder je nach Richtung l = {i, j, k} ist. Der Parameter sl+ 1
2
ist eine Abfrage basierend

auf dem thermodynamischen Druck:

sl+ 1
2
= max

�
Sl−1, Sl, Sl+1, Sl+2

	

mit

Sl−1 =

����
pl − 2pl−1 + pl−2

pl + 2pl−1 + pl−2

���� , Sl =

����
pl+1 − 2pl + pl−1

pl+1 + 2pl + pl−1

���� ,

Sl+1 =

����
pl+2 − 2pl+1 + pl
pl+2 + 2pl+1 + pl

���� , Sl+2 =

����
pl+3 − 2pl+2 + pl+1

pl+3 + 2pl+2 + pl+1

���� ,

und λm,l+ 1
2
ist proportional zum größten Eigenwert in ξm-Richtung und gegeben mit

λm,l+ 1
2
=



�����

3

∑
n=1

amn,l+ 1
2
un,l+ 1

2

�����+
 

γpl+ 1
2

ρl+ 1
2

! 1
2
 

3

∑
n=1

�
amn,l+ 1

2

�2
! 1

2

 1

Δξm
.

Der Faktor vor der zweiten Summe, entspricht der mittleren diskreten Schallgeschwindigkeit
am Gitterpunkt i. Die Konstanten Cǫ und Cω sind, falls nicht explizit anders erwähnt, Cǫ = 0.1
und Cω = 0.01.

2.1.3 Zeitliche Integration

Da alle hier durchgeführten Simulationen instationär sind, ist für die Berechnung der Lösung
von der Zeitebene tn zur nächsten Zeitebene tn+1 = tn + Δt eine zeitliche Integration des
Gleichungssystems erforderlich. Gleichung (2.3) wird dafür umformuliert zu:

dUi

dt
= Fi(U, t) (2.4)
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wobei Ui der Lösungsvektor, U = [ρ, ρui, E]T , im Gitterpunkt i = (i, j, k) ist. Fi ist eine
nicht-lineare Vektorfunktion vonU, sie enthält die approximierten konvektiven und diffusiven
Terme der kompressiblen Navier-Stokes- oder Euler-Gleichungen im inneren Gebiet und die
Randbedingungen im Randgebiet sowie, falls vorhanden, alle Kraftterme (z.B. Dämpfungs-
terme). Die zeitliche Integration dieser Gleichung erfolgte bei dieser Arbeit je nach Fall und
Simulationsstadium entweder mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren oder einem expli-
ziten Adams-Prädiktor-Korrektor-Verfahren:

(i) Runge-Kutta Verfahren. Die expliziten s-stufigen Runge-Kutta (RK) Verfahren zählen zu den
Einschrittverfahren, d.h. die Lösung der Zeitebene n + 1 hängt nur von der Lösung der vor-
herigen Zeitebene n und s Zwischenlösungen ab. Sie verdanken ihre Popularität im Zusam-
menhang mit den kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen daher, dass sie die Ansprüche
an lineare und nicht lineare Stabilität, Genauigkeit, geringer Dissipation und Dispersion so-
wie hoher Effizient wie kaum ein anderes Zeitintegrationsverfahren addressieren. Auf diese
Punkte wird weiter unten in Kapitel 3.1.2 detaillierter eingegangen. Das klassische s-Stufige
RK-Verfahren lässt sich wie folgt formulieren:

Un+1
i = Un

i + Δt
s

∑
j=1

bjK
(j)
i ,

mit

K
(i)
i = Fi

�
U(i), t(i)

�
, U(i) = Un + Δt

i−1

∑
j=1

aijK
(j)
i , t(i) = tn + ciΔt,

wobei Un = U(tn) und Un+1 = U(tn + Δt) der Lösungsvektor der Zeitebene n respekti-
ve n + 1 ist. Die Koeffizienten aij, bj und ci sind in Tabelle C.3 Anhangkapitel C.2 für die in
dieser Arbeit verwendeten Verfahren angegeben. Zu jedem Zeitschritt müssen die Vektoren
Ki

(1), . . . ,Ki
(s) für jeden Gitterpunkt i simultan gespeichert werden. Das bedeutet formal einen

Speicherbedarf von s × N (hier ist N die Gesamtzahl der Freiheitsgrade des Systems, typi-
scherweise die Anzahl der Gitterpunkte mal der Anzahl der abhängigen Variablen), was für
große Gitter immense Speicherressourcen allokiert. In der Vergangenheit wurden daher die
klassischen RK-Verfahren im Hinblick auf die Speicheranforderungen verbessert. So folgten
aus den Arbeiten von Williamson [64] und Carpenter & Kennedy [65] die speichereffizien-
ten Low-Storage Runge-Kutta (LSRK) Verfahren. Der s-Stufige 2N-Storage Algorithmus dazu
lautet:

1. Für j = 1, . . . , s

W
(j)
i = AjW

(j−1)
i + ΔtFi

�
U(j−1), t(j−1)

�
,

U
(j)
i = U

(j−1)
i + BjW

(j)
i ,

2. Dann

Un+1
i = U

(s)
i .

Hier istU(0) = Un und t(j−1) = tn + cjΔt, wobei cj mit Aj und Bj berechnet werden kann; Aj, Bj

sind mit den Koeffizienten aij und bi des klassischen RK-Verfahrens verknüpft und in Tabelle
C.3 zu finden. Da nurW und U für jeden Freiheitsgrad gespeichert werden müssen, reduziert
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sich der Speicherbedarf auf formal 2N. Bei den LSRK-Verfahren ist s = p nur bis zur Ordnung
p = 3möglich [64], für ein vierte Ordnung LSRK erhöht sich die erforderliche Stufenanzahl auf
s = 5 [65]. Trotz der Verbesserung hinsichtlich der Speichereffizienz bleibt der Nachteil, dass
für einen expliziten RK-Schritt der Ordnung p mindestens s = p Stufen benötigt werden, also
s-mal die rechte Seite berechnet werden muss. Dies stellt für große Probleme einen immensen
Rechenaufwand dar. Um diesen Rechenaufwand zu umgehen, wurden währen der Entwick-
lungsphase der Strömung, die günstigeren Prädiktor-Korrektor Verfahren zur Zeitintegration
verwendet.

(ii) Adams-Prädiktor-Korrektor Verfahren. Bei dem expliziten Adams-Prädiktor-Korrektor (PC)
Verfahren handelt es sich um ein lineares Mehrschrittverfahren (LMM). Ein k-Schrittverfahren
verwendet k LösungenUn−j

i , mit j = 0, . . . , k− 1, um die Lösung der nächsten Zeitebene,Un+1
i ,

zu bestimmen, was voraussetzt, dass die Lösungender Zeitebenen n bis n− k+ 1 bekannt sind.
Bei dem hier verwendeten sogenannten PECE-Verfahren (P = predict, E = evaluate, C = cor-
rect) muss die rechte Seite, Fi(U), unabhängig von der Ordnung nur zweimal pro Zeitschritt
berechnet werden. Dazu wird zuerst mithilfe des Adams-Bashforth Verfahrens der Ordnung k
die vorläufige Näherungslösung

eUi = Un
i + Δt

k−1

∑
j=0

αj Fi(U
n−j)

für Un+1
i bestimmt, und dann mit dem Adams-Moulton Verfahren der Ordnung k+ 1 korri-

giert:

Un+1
i = Un

i + Δt

"
β0 Fi(eU) +

k

∑
j=1

β jFi(U
n+1−j)

#
.

Abschließend wird dann noch Fi(U
n+1) berechnet. Da nur die rechte Seite, Fi(eU), der Nähe-

rung eUi zusätzlich berechnet werden muss, ist dieses Verfahren hinsichtlich der Auswertung
von F sehr günstig. Die Koeffizienten αj und β j sind in Tabelle C.3 Anhangkapitel C.2 gegeben.
Eine Ausführliche Diskussion der Stabilität von Mehrschrittverfahren ist in [66] ab Seite 40 zu
finden.

ImRahmen dieserArbeit wurde sowohl das klassische als auch das Low-StorageRK-Verfahren
jeweils in dritter und vierter Ordnung implementiert und verifiziert [67]. Die verwendeten
PC-Verfahren sind Bestandteil des Overture-Frameworks und wurden so ohne weitere Unter-
suchungen verwendet.

2.1.4 Validierung

Um die numerische Dissipation und Dispersion des Finite-Differenzen Schemas, sowie die
vorhanden Randbedingungen hinsichtlich ihrer Eignung für aeroakutische Simulationen zu
untersuchen, wurden vier (zwei- und dreidimensionaler akustischer Impuls und Wirbel) der
dafür entwickelten Benchmark-Testfälle [68, 69] simuliert. Die Variablenwurdenmit der Schall-
geschwindikeit a∞, der Dichte ρ∞ und ρ∞a2∞ als Druckskale dimensionslos gemacht. Alle Be-
rechnungen erfolgtenmit zweiter Ordnung in Raum und Zeit undmit der Courant-Friedrichs-
Lewy (CFL) Zahl von 0.9. Im folgenden werden die 3-D Fälle kurz beschrieben, eine Beschrei-
bung der 2-D Fälle ist in Kapitel 2.3.4 zu finden, sie wurden mit den identischen Parameter-
einstellungen der 3-D Fälle simuliert. Das Simulationsgebiet der Länge L = 100 wurde in jede
Raumrichtung mit N = 251 Gitterlinien diskretisiert.
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3-D akustischer Impuls. Bei diesem Testfall ist eine Druck- und Dichte-Störung in der Form
eines Gaußimpulses als Anfangsbedingung vorgesehen. Der Impuls wird in einer uniformen
Strömung, u0 = (M, 0, 0), mit konstanter mittlerer Dichte, ρ0 = 1, und Druck, p0 = 1/γ, im
Koordinatenursprung platziert. Die Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0 lauten:

(
p′ = ρ′ = ǫ exp

�
−α

�
x2 + y2 + z2

��
,

u′i = 0,

wobei α = (ln 2)/b2. Die Halbwertbreite des Gaußimpulses ist b = 3 und die Amplitude ist
ǫ = 0.001. Die analytische Lösung dieses Anfangswertproblemes ist gegeben mit:

p′(x, t) =
ǫ

β

Z ∞

0
ξ2 exp

�
− ξ2

4α

�
cos(tξ) j0(ξη) dξ,

mit
η =

�
(x− Mt)2 + y2 + z2

�1/2
,

wobei β = 2α
√

πα ist. j0 ist die sphärische Besselfunktion erster Art und Ordnung Null, und
mit j0(ξη) = sin(ξη)/(ξη) gegeben.
Abbildung 2.1 und 2.2 zeigt die Druckfelder |p′|/ǫ in der (x, y)- und (y, z)-Ebene. Die vom
Anfangsimpuls generierte akustische Welle breitet sich aus und erreicht sukzessive die Rän-
der des Berechnungsgebiets, wobei die Amplituden der auf die Ränder treffenden Welle im
Bereich |p′|/ǫ ≥ 10−2 liegen. Für den Zeitschritt t = 40 ist eine gute Übereinstimmung mit
der analytischen Lösung zu beobachten. Mit zunehmender Zeit wird die entsprechende Kon-
tur für Amplituden von |p′|/ǫ = 3× 10−3 etwas von den am Rand reflektierten Wellen ver-
zerrt. Somit ergibt sich eine effektive Reflexionsrate von 15%. Durch die Verwendung einer
Dämpfungszone (Sponge), Gleichung (2.9), der Länge lsp = 10 (daraus folgt die Boxlänge
L = 120 und N = 301) und σmax = 1, werden die Reflexionen auf ein für aerodynamische
Simulationen akzeptables Maß reduziert. Die zeitliche Entwicklung der L2-Norm des Drucks,

L2,p =
h

1
N3 ∑

N
i,j,k p

′2
i,j,k

i1/2
, im physikalischen Gebiet, ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Der im

Gebiet verbleibende Restdruck liegt, für den Fall mit Dämpfungszone, ein bis zwei Größen-
ordnungen unter dem L2-Wert der Anfangsstörung und knapp eine Größenordnung über dem
L2-Wert für die Simulation mit dem nicht-konservativen Löser (CNS), welcher vom Autor um
Verfahren sechster Ordnung und geeignete Fernfeldrandbedingungen erweitert wurde und
damit teilweise bessere Ergebnisse liefert, als der Benchmark-Code von Tam [66]. Die Ergeb-
nisse für den zweidimensionalen Impuls, zu sehen in Abbildung 2.4, zeigten ein ähnliches aber
tendenziell besseres Verhalten.

3-D Wirbelring. Bei dem zweiten Testfall wird ein achsensymmetrischer Wirbelring, welcher
von der uniformen Strömung, u0 = (M, 0, 0), durch das Berechnungsgebiet konvektiert wird.
Die mittlere Dichte ist ρ0 = 1 und der mittlere Druck beträgt p0 = 1/γ, beide sind, wie bei den
anderen Testfällen, konstant und uniform. Die Anfangsbedingungen bei t = 0 für die axiale
und radiale Geschwindigkeit uv

x und uv
r des Wirbelrings sind:





uv
x = ǫv

r0
r
(r− r0) exp

�−α(x2 + (r− r0)
2� ,

uv
r = −ǫv

r0
r
x exp

�−α(x2 + (r− r0)
2� ,
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Abb. 2.1: 3-D akustischer Impuls in uniformer Strömung. Druckfelder |p′|/ǫ aufgetragen in der (x, y)-
Ebene bei z = 0 von links nach rechts zur Zeit t = 40, t = 80 und t = 120: analytische Lösung (oben);
präsentierte Simulation ohne Dämpfungszone (mitte) und mit Dämpfgungszone (unten). Darstellung
von 4 Isokonturen definiert mit einem Verhältnis von 2 von 1.5× 10−3 bis 1.2× 10−2.
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Abb. 2.2: 3-D akustischer Impuls in uniformer Strömung. Druckfelder |p′|/ǫ aufgetragen in der (y, z)-
Ebene bei x = 0: analytische Lösung (links); präsentierte Simulation ohne Dämpfungszone (mitte) und
mit Dämpfungszone (rechts), jeweils bei t = 40 (oben) und t = 80 (unten). Darstellung von 4 Isokonturen
definiert in Abbildung 2.1.
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Abb. 2.3: 3-D akustischer Impuls. Zeitliche Entwicklung von L2,p mit: (a) M = 0 und (b) M = 0.5.
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Abb. 2.4: 2-D akustischer Impuls. Zeitliche Entwicklung von L2,p mit: (a) M = 0 und (b) M = 0.5.

mit:

r = (y2 + z2)1/2 6= 0, θ = arctan(z/y),

wobei α = (ln 2)/b2. Für sehr kleine r gilt uv
x = uv

r = 0. Mit den Werten für Wirbelradius, r0 =
20, Halbwertbreite, b = 5, die Amplitude der Geschwindigkeit ǫv = 0.03, und die Machzahl
M = 0.5, sind die Anfangsbedingungen bei t = 0 vollständig gegeben und lauten:

p′ = ρ′ = 0, u′ = uv
x, v′ = uv

r cos θ, w′ = uv
r sin θ.

In Abbildung 2.5 sind die Wirbelstärkefelder in der (x, y)-Ebene zu sehen. Zur Zeit t = 100
erreicht das Wirbelzentrum den Auslassrand. Da die Randbedingungen nicht exakt angepasst
sind, treten in der Folge numerische Artefakte auf. Durch den zusätzlichen Dämpfungsterm
(2.9) mit σmax = 1 und lsp = 35 werden diese jedoch nahezu vollständig eliminiert. Dabei
verringert der Term die Wirbelstärkeamplitude bevor der Wirbel auf den Rand trifft (zu sehen
in der Veränderung der Konturlinien) und die sich entgegen der Strömung ausbreitenden Re-
flexionen. Auch die bei der Konvektion durch den Auslassrand generierten unphysikalischen
Druckfluktuationen, visualisiert mit der L2-Norm in Abbildung 2.6, werden durch die Dämp-
fungszone effektiv reduziert. Abbildung 2.6 zeigt aber auch, dass für eine zu starke Dämp-
fungszone (großes σmax) Reflexionen vom Sponge selbst erzeugt werden und die Dämpfungs-
rate wieder abnimmt.
Damit stellt die Verwendung der konservativen Methode in Kombination mit einer gut ange-
passten Dämpfungzone einen adäquaten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Kosten dar.

2.1.5 Parallele Performanz

Die Parallelisierung basiert auf einer Aufteilung der einzelnen Gitter auf verschiedene Prozes-
soren. Umgesetzt wird dies durch die Anwendung der im OVERTURE-Framework enthaltenen
A++/P++-Bibliotheken. Ziel von A++/P++ ist die Erweiterung der in C++ enthaltenen Da-
tentypen um eine Sammlung von Array-Datentypen und Funktionen. Ein sequentielles A++
Array wird dabei in einer parallelen Umgebung zu einem parallelen P++ Array, das auf die
verfügbaren Prozesse aufgeteilt wird. Die Verteilung der Arrays wird dabei von P++ übernom-
men, lediglich die Angabe wie viele Prozesse für die Aufteilung des globalen Gitters verwen-
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Abb. 2.5: 3-D Wirbelring in uniformer Strömung: Wirbelstärkefelder |ωz| = |∂xv′ − ∂yu
′| ohne Dämp-

fungszone (oben) und mit Dämpfgungszone (σmax = 0.1) (unten), aufgetragen in der (x, y)-Ebene bei
z = 0 von links nach rechts bei t = 50, t = 100 und t = 150. Darstellung von 5Wirbelstärke-Isokonturen
von 5× 10−4 bis 80× 10−4 jeweils mit einem Verhältnis von 2. - - -, kennzeichnet den Beginn der Dämp-
fungszone bei x = 15.
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Abb. 2.6: Zeitliche Entwicklung von L2,p für (a) 3-D Wirbelring und (b) 2-D Wirbel: —, ohne Dämp-
fungszone; - - -, σmax = 0.1; · · · , σmax = 0.5.



2.2 Nicht konservativer Navier-Stokes Löser 23

Kerne Knoten Gitterpunkte pro Kern Aufteilung Zeit p. S. [sec] Speedup

6 0.5 128× 192× 384 3× 2× 1 50.40 1.00
12 1 128× 192× 192 3× 2× 2 25.70 1.96
24 2 128× 96× 192 3× 4× 2 13.30 3.79
48 4 128× 96× 96 3× 4× 4 8.51 5.92
96 8 64× 96× 96 6× 4× 4 3.77 13.37
192 16 64× 48× 96 6× 8× 4 2.48 20.32
384 32 64× 48× 48 6× 8× 8 1.24 40.65

Tab. 2.1: Starker Skalierungstest mit 3-D akustischem Impuls, durchgeführt in einer Box mit 3843 Git-
terpunkten. Der Speedup für die Ausführung auf np Kernen ist T(n0)/T(np) mit der Ausführung auf
n0 = 6 Kernen als Basis, wobei T(np) die Ausführungszeit pro Schritt auf np Kernen ist. Der Zeitschritt
betrug in allen Fällen Δt = 0.05. p. S. bedeutet pro Schritt.

det werden sollen, ist zu treffen. Die Anzahl der Prozessoren pro Teilgitter muss nicht einheit-
lich sein, sie ist von der Größe eines jeden Teilgitters abhängig. Die Kommunikation zwischen
den Prozessoren wird mittels sogenannter ghost points (fiktive Punkte außerhalb des physi-
kalischen Simulationsgebiets) umgesetzt. Dabei kann Prozess n auf die ghost points all seiner
angrenzenden Prozesse zugreifen und vice versa. Der Informationsaustausch zwischen den
ghost poinst unterschiedlicher Teilgitter erfolgt mit Hilfe der PARTI-Bibliothek. Dabei wird
zuerst festgelegt, welcher Prozess welche Daten wohin übermitteln soll, anschließend werden
alle Daten als MPI-Nachricht verschickt.
Die Skalierungs-Tests wurden auf dem HorUS-Cluster der Universität Siegen (Hardware: 136
Knoten, 2 Intel Xeon X5650 CPUs pro Knoten mit 2.66GHz Taktfrequenz, 6 Kerne pro CPU,
12 MB Cache pro Knoten) durchgeführt. Als Testfälle wurden der dreidimensionale akusti-
sche Impuls auf einem kubischen Gitter mit 3843 Punkten, die dreidimensionale Umströmung
eines NACA0012 Profils auf zwei überlappenden Gittern mit insgesamt rund 2.7× 107 Punk-
ten (Details zum Gitter in Tabelle 3.2) und die Düse-Flügel-Klappe Geometrie auf acht Gittern
mit global rund 108 Gitterpunkten (Details in Tabelle 4.3) jeweils 20 Zeitschritte simuliert. Die
betrachteten Zeiten entsprechen der Ausführungszeit, die für einen einzelnen vollständigen
Navier-Stokes-Schritt erforderlich ist. Die starken Skalierungstests (Wie variiert die Lösungs-
zeit mit der Anzahl der Prozessoren für eine feste Gesamtproblemgröße?) (Tabellen 2.1, 2.2
und 2.3 sowie Abbildung 2.7 (a)) zeigen, dass für eine hinreichende Problemgröße, die bes-
te Wahl eine Ausführung auf 96 Prozessorkernen ist, unabhängig davon, ob das globale Gitter
aus einem odermehreren sich überlappenden Teilgittern besteht. Auf der anderen Seite zeigen
die schwachen Skalierungstests (Wie variiert die Lösungszeit mit der Anzahl von Prozessoren
für eine feste Problemgröße pro Prozessor?) für den Fall des akustischen Impulses mit kon-
stantem Zeitschritt Δt = 0.02 (Tabellen 2.4, 2.5 und 2.6 sowie Abbildung 2.7 (b)), dass je nach
Arbeitslast pro Kern eine schwache parallele Effizienz im Bereich um 0.8 für bis zu 343 Pro-
zessorkerne auf dem HorUS aufrechterhalten werden kann. Wenn man berücksichtigt, dass
der vorliegende Algorithmus die Lösung von fünf PDEs pro Zeitschritt beinhaltet sind diese
Ergebnisse akzeptabel.

2.2 Nicht konservativer Navier-Stokes Löser

Tam [66] (S.138) zeigte, dass der Einfluss der Formulierung (primitiv oder konservativ) auf
die Genauigkeit sehr gering ist. Hixon et al. [70] zeigen, dass die primitive Formulierung der
Navier-Stokes-Gleichungen einen geringeren Dispersionsfehler gegenüber der konservativen
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Kerne Knoten Gitterpunkte pro Kern (G1) Aufteilung (G1) Zeit p. S. [sec] Speedup

6 0.5 235× 178× 71 3× 2× 1 26.00 1.00
12 1 117× 178× 71 6× 2× 1 18.90 1.38
24 2 117× 89× 71 6× 4× 1 9.64 2.70
48 4 58× 89× 71 12× 4× 1 5.13 5.07
96 8 58× 44× 71 12× 8× 1 3.32 7.83
192 16 58× 44× 35 12× 8× 2 1.48 17.57
384 32 29× 44× 35 24× 8× 2 1.04 25.00

Tab. 2.2: Starker Skalierungstest anhand einer NACA0012 Umströmung. Die Angaben zur Aufteilung
und den Gitterpunkten pro Kern gelten für das Hintergrundgitter G1. Der Zeitschritt betrug in allen
Fällen Δt = 10−5C/a∞.

Kerne Knoten Gitterpunkte pro Kern (G1) Aufteilung (G1) Zeit p. S. [sec] Speedup

6 0.5 677× 503× 39 3× 2× 1 125.00 1.00
12 1 338× 503× 39 6× 2× 1 80.70 1.55
24 2 338× 251× 39 6× 4× 1 41.10 3.04
48 4 169× 251× 39 12× 4× 1 19.10 6.54
96 8 169× 125× 39 12× 8× 1 9.34 13.38
192 16 84× 125× 39 24× 8× 1 5.55 22.52
384 32 84× 62× 39 24× 16× 1 3.33 37.54

Tab. 2.3: Starker Skalierungstest Düse-Flügel-Klappe Konfiguration mit Δt = 10−5.

Kerne Knoten Globale Gittergröße Aufteilung Zeit p. S. [sec] Effizienz

27 2.25 384× 384× 384 3× 3× 3 11.10 1.00
64 5.33 512× 512× 512 4× 4× 4 13.10 0.85
125 10.42 640× 640× 640 5× 5× 5 13.10 0.85
216 18 768× 768× 768 6× 6× 6 14.30 0.78
343 28.58 896× 896× 896 7× 7× 7 14.00 0.79
512 42.67 1024× 1024× 1024 8× 8× 8 14.60 0.76

Tab. 2.4: Schwacher Skalierungstest mit 128× 128× 128 Gitterpunkten pro Kern.

Kerne Knoten Globale Gittergröße Aufteilung Zeit p. S. [sec] Effizienz

27 2.25 288× 288× 288 3× 3× 3 4.78 1.00
64 5.33 384× 384× 384 4× 4× 4 4.77 1.00
125 10.42 480× 480× 480 5× 5× 5 5.33 0.90
216 18 576× 576× 576 6× 6× 6 6.23 0.77
343 28.58 672× 672× 672 7× 7× 7 6.06 0.79
512 42.67 768× 768× 768 8× 8× 8 8.78 0.54

Tab. 2.5: Schwacher Skalierungstest mit 96× 96× 96 Gitterpunkten pro Kern.
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Kerne Knoten Globale Gittergröße Aufteilung Zeit p. S. [sec] Effizienz

24 2 288× 384× 192 4× 3× 2 5.02 1.00
48 4 288× 384× 384 4× 3× 4 5.40 0.93
96 8 576× 384× 384 6× 4× 4 6.28 0.80
192 16 576× 768× 384 8× 6× 4 6.30 0.80
384 32 576× 768× 768 8× 6× 8 5.92 0.85

Tab. 2.6: Schwacher Skalierungstest mit 72× 128× 96 bzw. 96× 96× 96 Gitterpunkten pro Kern.
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Abb. 2.7: (a) Speedup der starken Skalierungstests: –�–, akustischer Impuls auf einem Gitter mit rund
5.7× 107 Gitterpunkten ( –�–, optimierte Version von P++); –•–, NACA0012 auf zwei Gittern mit global
rund 2.7× 107 Punkten; –N–, Düse-Flügel-Klappe Konfiguration auf acht Gittern mit global rund 108

Punkten; · · · , idealer Speedup. (b) Starke Effizienz, E(np) = n0T(n0)/(npT(np)), der starken Skalie-
rungstests sowie schwache Effizienz, E(np) = T(n0)/T(np), des akustischen Impulses mit: - -�- -, 1283

Gitterpunkten pro Prozess; - -◦- -, 963 Gitterpunkten pro Prozess; - -△- -, 963 Gitterpunkten pro Prozess
und voll ausgelasteten Knoten.
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Formulierung aufweisen. Werden die Navier-Stokes-Gleichungen in primitiver Form notiert,
vereinfacht sich deren Diskretisierung und die Implementierung von Verfahren höherer Ord-
nung sowie spezieller Randbedingungen ist deutlich einfacher zu realisieren. ImVorfeld dieser
Arbeit wurden der primitive Löser des OVERTURE-Frameworks von zweiter auf sechste Ord-
nung erhöht und es wurden die asymptotischen Fernfeld-Randbedingungen von Tam &Dong
[71] implementiert [72]. Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Löser und die Randbedingungen
parallelisiert und hinsichtlich der Ausführungszeit optimiert.

2.2.1 Grundgleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen lassen sich in der primitiven Form schreiben als:

∂ρ

∂t
+ (u ·∇)ρ + ρ(∇ · u) = 0,

∂u

∂t
+ (u ·∇)u+

1
ρ
∇p =

µ

ρ

�
∇2u+

1
3
∇(∇ · u)

�
,

∂T

∂t
+ (u ·∇)T + (γ − 1)T(∇ · u) = (γ − 1)

�
k̃

ρ
∇2T +

µ

Rgρ
Φ

�
,

(2.5)

wobei u = [u, v,w] der Geschwindigkeitsvektor in kartesischen Koordinaten, ρ die Dichte,
p der Druck und T die totale Temperatur des Fluids ist. Die thermische Zustandsgleichung
liefert den Druck

p = ρRgT

und mit

Φ =
∂ui

∂xj

�
∂uj

∂xi
+

∂ui

∂xj

�
− 2

3
(∇ · u)2

ist das Gleichungssystem (2.5) mit dem Lösungsvektor U = [ρ, u, T] geschlossen. Die dyna-
mische Viskosität, µ, wird als konstant angenommen, γ = cp/cv ist das Verhältnis der spezifi-
schen Wärmekapazitäten, Rg ist die spezifische Gaskonstante und k̃ = k/Rg ist die dimensi-
onslose thermische Leitfähigkeit. Die dimensionslose Form des Gleichungssatzes erhält man,
indem in den Gleichungen (2.5) die folgenden Substitutionen vorgenommen werden:

µ =
1
Re

, Rg =
1

γM2 , k̃ =
γ

γ − 1
1
Pr

1
Re

,

wobei die Machzahl, M, mit der Skale für die Geschwindigkeit,U, (bspw. a∞ oderUj) und der
Schallgeschwindigkeit im Unendlichen, a∞, gebildet wird. Re und Pr ist die Reynolds- bzw.
Prandtl-Zahl.

2.2.2 Diskretisierung und Randbedingungen

Die Approximation der räumlichen Ableitungen des Gleichungssystems (2.5) erfolgt im inne-
ren Simulationsgebiets mit einem zentralen 7-Punkte Finite-Differenzen (FD) Schema sechster
Ordnung. Im Randgebiet (fiktive Punkte außerhalb des physikalischen Simulationsgebiets)
werden die Gleichungen der jeweiligen Randbedingungen gelöst und die Ableitungen wer-
den normal zum Rand mit unsymmetrischen FD-Schemata approximiert. Weitere Details zur
räumlichen und zeitlichen Diskretisierung sind in [72] zu finden.
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Der hier verwendete Ansatz zur Formulierung von nicht-reflektierenden Randbedingungen
für offener Ränder, besteht in der Herleitung von Randbedingungen anhand der asymptoti-
schen Lösungen der linearisierten Euler-Gleichungen (LEE). Tam et al. [73, 71] leiteten nach
diesem Ansatz zweidimensionale Radiation- und Outflow-Randbedingungen für das akusti-
sche Fernfeld her. Den Herleitungen geht die Separation der Strömungsfluktuationen in drei
verschiedene Moden und eine Aufteilung des Randes voraus. Aus diesem Vorgehen folgen
keine Diskontinuitäten zwischen benachbarten Rändern unterschiedlicher Randbedingungen
und es bedarf keiner speziellen Behandlung der Gebietsecken [74]. Für Ränder, die vorwie-
gend mit akustischen Fluktuationen beaufschlagt werden, sind in den Randpunkten die so-
genannten Radiation-Randbedingungen zur Bestimmung des LösungsvektorsU zu lösen. Da
der Lösungsvektor die absolute Temperatur, T, und nicht den Druck enthält, sind die origina-
len Randbedingungen entsprechend umzuformulieren. Die Radiation-Randbedingungen lau-
ten danach für zwei- und dreidimensionale Strömungen:

∂
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T


 = −Vg
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1
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 ,

wobei Vg(r, θ, φ) = u · er +
h
a2 − (u · eθ)

2 −
�
u · eφ

�2i 1
2
die Gruppengeschwindigkeit der akus-

tischen Wellen ist, u = [u, v,w] ist der mittlere Geschwindigkeitsvektor und a =
q

γRgT

ist die lokale gemittelte Schallgeschwindigkeit (bei im Mittel isothermen Strömungen wird
hier a = a∞ = konst. gesetzt). Der Ursprung des Richtungsvektors rer, O(xo, yo, zo), wird
in das Zentrum der dominierenden Schallquelle gelegt und im dreidimensionalen Raum ist
r =

p
(x− xo)2 + (y− yo)2 + (z− zo)2 und ∂

∂r = sin θ cos φ ∂
∂x + sin θ sin φ ∂

∂y + cos θ ∂
∂z . Im

zwei- und dreidimensionalen Fall ist die Konstante cdim = 2 respektive cdim = 1.
An Rändern, die zusätzlich mit Entropie- undWirbelstärkefluktuationen beaufschlagt werden,
wurden die generalisierten Qutflow-Randbedingungen verwendet; sie enthalten den Druck p
undmüssendaher ebenfalls umformuliert werden. Die Druckterme in der Qutflow-Randbedingung
für die Dichte lassen sich mithilfe der thermischen Zustandsgleichung, p = ρRgT, eliminie-
ren und unter der Annahme uniformer mittlerer Schallgeschwindigkeit lautet die Bedingung
dann:
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,

wobei ∂T
∂t und

∂ρ
∂t mit der jeweiligen Radiation-Randbedingung berechnetwerden. Analog dazu

folgen die Outflow-Randbedingungen für die Geschwindigkeiten:
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− ρ

∂T

∂xi

�
.

Die Methoden und Randbedingungen wurden vom Autor ausführlich verifiziert und in [72]
dokumentiert; ein Auszug der Ergebnisse des CNS-Lösers wurde in den Abbildungen 2.3 und
2.4 vorweggenommen. Im Folgenden soll daher nur auf die vorgenommene Parallelisierung
und Optimierung des Codes eingegangen werden.
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Abb. 2.8: Speedup des nicht konservativen Lösers für (a) 2D-Impuls und (b) 3D-Impuls jeweils mit 106

Gitterpunkten: –�–, mit voll ausgelasteten Knoten und –◦–, mit einem Kern pro Knoten (mit optimierter
P++ Version (blau)); · · · , idealer Speedup.

2.2.3 Parallelisierung und Optimierung

Die Parallelisierung basiert wie beim konservativen Löser auf den A++/P++-Bibliotheken von
OVERTURE. Da der Fokus dieser Arbeit aber nicht auf der Codegestaltung liegt, wird hier
nicht auf die Details der Parallelisierung eingegangen. Stattdessen sollen nur die Ergebnisse
der Leistungsanalyse des nicht-konservativen Lösers diskutiert werden.
Abbildung 2.8 zeigt die Skalierung des nicht konservativen Lösers für einen zwei- und einen
dreidimensionalen akustischen Impuls auf einem Gitter mit jeweils 106 Gitterpunkten. Es fällt
auf, dass der Speedup, unabhängig von der Dimensionalität des Problems, mit nur einem ge-
nutzten Prozess (Kern) pro Rechenknoten deutlich besser ist, als für den Fall voll besetzter
Knoten. Die intensive Analyse mit der Software SCALASCA zeigte, dass mit zunehmender
Anzahl aktiver Prozesse pro Knoten die Kommunikationszeit und die Rechenzeit zunimmt.
Diese Beobachtung deutet auf eine ungünstige Speichereffizienz des Codes. Je mehr Prozesse
aktiv sind, desto weniger schnellen L3-Caches stehen für jeden Prozess zur Verfügung. Die
Optimierung von A++/P++ hinsichtlich der Kommunikation führte aus diesem Grund nur
zu einer leichten Verbesserung des Speedups. Ein speicheroptimiertes Refactoring des Codes
zeigte sich als sehr aufwendig und ohne Garantie auf Erfolg, weswegen im Rahmen dieser Ar-
beit davon abgesehen wurde. Die hier gezeigte parallele Performance gibt somit den aktuellen
Leistungsstand des Codes wieder.
Abbildung 2.9 vergleicht die Skalierung des nicht-konservativen Lösers sechster Ordnung mit
der des konservativen Lösers zweiter Ordnung aus Kapitel 2.1. Speedup und Effizienz sind
sehr ähnlich. Hinsichtlich der Rechenzeit pro Zeitschritt ist der konservative Löser zweiter
Ordnung im Mittel rund 20% schneller als der nicht-konservative Löser sechster Ordnung.
Die maximale Gitterweite und damit auch die maximale Zeitschrittweite Δt = CFLΔymin/a,
sind aufgrund einer Mindestauflösung der Grenzschicht von Δy+ ≤ 1 limitiert. Für eine hin-
reichende Qualität der Lösung, sollte die Gitterweite im Übergangsbereich zwischen zwei Git-
tern zudem nahezu identisch sein (siehe Kapitel 2.3), was die mögliche Gitterstreckung im
Nahfeld deutlich begrenzt. Da aus diesen Gründen der Aufwand einer hohen Ordnung des
FD-Schemas durch eine geringere räumliche Auflösung bei den untersuchten Konfiguratio-
nen nur im Fernfeld kompensiert werden kann, wurde in den meisten Fällen, der schnellere
konservative CNSCAD-Löser im Nahfeld verwendet.
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Abb. 2.9: Speedup (a) und Effizienz (b) berechnet anhand des 3D-Impuls auf einem kubischem Gitter
mit 3843 Gitterpunkten: –�–, konservativer Löser in 2. Ordnung (Z.p.S.: 12.5, 6.30, 3.19, 2.81, (6.2)); –�–,
nicht konservativer Löser in 6. Ordnung (Z.p.S.: 15.2, 7.84, 4.12, 3.35, (7.6))(jeweils mit optimierter P++
Version gerechnet); · · · , idealer Speedup. (In denKlammern steht die Zeit pro Schritt jeweils auf 24,48,96
und 192 Kernen (Mittelwert)).

2.3 Numerische Lösung von PDEs auf überlappenden Gittern

Das Differentialgleichungssystem (2.1) oder (2.5) wird numerisch unter Berücksichtigung der
gegebenen Rand- und Anfangsbedingungen auf einem Gitter oder mehreren sich überlappen-
den Gittern gelöst. Der dazu verwendete theoretische Rahmen wird im Folgenden beschrie-
ben.

2.3.1 Räumliche Diskretisierung mittels körperangepasster strukturierter Gitter

Das Simulationsgebiet Ω wird durch ein Gitter oder die Überlagerung mehrerer Teilgitter
Gg diskretisiert. Ein krummliniges physikalisches Gitter wird als Knotenfolge in den Indizes
(i, j, k) angegeben

xg = xg(i) = xg(i, j, k) = [x1(i, j, k), x2(i, j, k), x3(i, j, k)]g = [xijk, yijk, zijk]g = [xi, yi, zi]g,

wobei xg ∈ R
3 über die Abbildung xg = DGg

(ξ) im Knoten i = (i, j, k) mit i ∈ Z eindeutig
definiert ist. ξ = [ξ1, ξ2, ξ3] = [ξ, η, ζ] spannt den kartesischen Rechenraum auf, der durch
einen Einheitswürfel der Kantenlänge 1 definiert ist: ξ ∈ [0, 1]3. Der Raum wird durch die
Gitterlinien Nx, Ny und Nz in die jeweilige Richtung uniform diskretisiert1:

ξ = ξ(i) = ξ(i, j, k) = [ξ(i), η(j), ζ(k)] = [ξi, ηj, ζ j].

Die Gitterweite im Rechenraum folgt somit aus der Anzahl der Gitterlinien und ist z.B. in
y-Richtung Δη = 1/(Ny − 1). Für zum Beispiel ein festes ξ(i = I) und η(j = J) definiert
die Variable ζ eine Gitterlinie. Der Zusammenhang zwischen dem Lösungsvektor U(xi) am
physikalischen Ort xi und im Rechenraum ist direkt gegeben mit U(x) = U(xijk, yijk, zijk) =
U(ξi, ηj, ζk) = U(i, j, k) = U ijk = Ui = U(i). Für den Ableitungsoperator ∇ ist dies nicht
der Fall. Da die Koeffizienten zur Approximation der Ableitungen für den uniformen Rechen-

1Die ghost lines liegen außerhalb des Einheitswürfets, d.h. bei einem Gitter mit zwei ghost lines ist i ∈
{−2,−1, 0, 1, . . . ,Nx − 2,Nx − 1,Nx,Nx + 1}
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raum definiert sind, müssen die Grundgleichungen vom physikalischen Raum (x, y, z) in den
Rechenraum (ξ, η, ζ) transformiert werden. Im Fall einer nicht-konservativen Diskretisierung2

geschieht dies, indem der Ableitungsoperator∇ ersetzt wird durch

∇ = Mg∇ξ ,

wobei Mg = ∇ξ die Metrik-Terme der Gittertransformation des Gitters Gg enthält; sie wird
durch die Invertierung von M−1

g = ∇ξx berechnet. Diese werden bei der Gittererstellung ent-
weder aus den Gitterfunktionen der einzelnen Gitter analytisch bestimmt oder mittels Diffe-
renzenquotienten numerisch berechnet.
Für beispielsweise ein zentrales 5-Punkte Stencil zur Berechnung der Ableitungen, ist der Lö-
sungsvektor in zwei fiktiven Gitterlinien am Rand eines jeden Gitters Gg zu spezifizieren. An
physikalischen Rändern ∂Ω des Gebiets Ω werden sie mittels Randbedingungen spezifiziert.
An den unphysikalischen Rändern der Gitter (Überlappungsgebiete) muss ein Informations-
austausch zwischen den Gittern gegeben sein. Dazu wird U in den Randpunkten des ersten
Gitters via Interpolation über eine definierte Anzahl von Punkten des zweiten Gitters approxi-
miert und vice versa. Die Größe des verwendeten Interpolaionsstencils beeinflusst dabei maß-
geblich die Genauigkeit und die Kosten der Interpolation.

2.3.2 Interpolationsmethode

Die Wahl der Interpolationsmethode ist in zweierlei Hinsicht von besonderer Bedeutung: (i)
kann sie die globale Ordnung in der Genauigkeit herabsetzen und (ii) beeinflusst sie die Durch-
lässigkeit der Überlappungszone für die akustische und dynamische Energie. Letzteres hat
großen Einfluss auf die Vorhersagegenauigkeit akustischer Schwankungsgrößen.
Aus diesem Grund wurden einige Techniken wie B-Splines, kompakte Methoden, Lagrange-
oder Hermite-Interpolation im Zusammenhang mit überlappenden Gittern in der Aeroakus-
tik von diversen Autoren untersucht [75, 76, 77, 78, 79]. Guénanff et al. [80] fanden, dass
für ihren Testfall die Hermite-Interpolation den besten Kompromiss zwischen der Genauig-
keit und den Kosten der Interpolation lieferte. Dies liegt darin begründet, dass die Hermite-
Interpolation bei gleicher Ordnung weniger Interpolationspunkte benötigt als z.B. die Interpo-
lation via Lagrange-Polynomen. Jedoch zeigte sich auch, dass die oben genannten Methoden
für komplexe Geometrien im Vergleich zur Lagrange-Interpolation nicht einfach zu implemen-
tieren sind [81]. In dieser Arbeit wird daher die, bereits in OVERTURE implementierte, explizite
Lagrange-Interpolation verwendet. Da nur eine Beschreibung in [82] aber keine Validierung
der Methodik hinsichtlich akustischer Problemstellungen gefunden wurde, wird diese nach
einer Kurzbeschreibung im Folgenden geliefert.
Die Interpolation findet im Rechenraum (ξ, η, ζ) statt. Es sei Ug(xg(i, j, k)) der Lösungsvek-
tor im dreidimensionalen Raum am Ort xg(i, j, k) des Gitters Gg. Wird angenommen, dass ein
Gitter G1 ein zweites Gitter G2 überlappt, dann wird die Lösung U1 im Punkt x1(i, j, k) =
(xijk, yijk, zijk)1 (Empfängerpunkt) am Rand des Gitters G1 via expliziter Interpolation über ein
N × N × N Punkte Stencil (Spenderpunkte) des Gitters G2 aus der Lösung des zweiten Gitters
U2 wie folgt berechnet3:

U1(xijk, yijk, zijk)1 = U1(ξi, ηj, ζk)1 ≈
N−1

∑
l=0

N−1

∑
m=0

N−1

∑
n=0

αl(si)αm(sj)αn(sk)U2(ξ
l , ηm, ζn)2.

2 Für eine konservative Diskretisierungsmethode ist die Überführung der Gleichungen in den Rechenraum deut-
lich aufwendiger. Details dazu in Kapitel 2.1

3Oben stehende Indizes kennzeichnen die Zählung im Interpolationsstencil.



2.3 Numerische Lösung von PDEs auf überlappenden Gittern 31

Abb. 2.10: Zweidimensionales Interpolationsstencil mit N = 5 im (ξ, η)-Raum und (x, y)-Raum.

Dazu ist es erforderlich die mit dem Empfängerpunkt, x1(i, j, k), korrespondierende Position
im Rechenraum des Spendergitters G2 zu berechnen. Diese Position, ξ′ = D−1

G2
(x1), errechnet

sich aus dem Mapping von Gitter G2, DG2 , angewandt auf den Ortsvektor des Empfänger-
punkts, x1(i, j, k), des Gitters G1. Wobei x2 = DG2(ξ) das Mapping des Rechenraums (Ein-
heitswürfel der Kantenlänge eins) in den vom Gitter G2 überdeckten physikalischen Raum ist.
Das Gittergenerierungsprogramm liefert die Koordinaten ξ′ eines jeden Punktes (Empfänger-
punkt) welcher interpoliert werden muss.
Die Interpolationskoeffizienten α werden hier mittels Lagrange-Polynome berechnet. Für ein
Schema der Größe N, sind die Koeffizienten Polynome von der Ordnung N − 1 und definiert
via:

αl(si) =
N−1

∏
p=0,p 6=l

si − p

l − p
mit si =

ξ′i − ξ0

Δξ
,

αm(sj) =
N−1

∏
p=0,p 6=m

sj − p

m− p
mit sj =

η′
j − η0

Δη
,

αn(sk) =
N−1

∏
p=0,p 6=n

sk − p

n− p
mit sk =

ζ′k − ζ0

Δζ
.

ξ0 = (ξ0, η0, ζ0) ist der Ursprung des Interpolationsstencils. Der Ursprung ξ0 wird durch die
Bedingung definiert, dass der Abstand zwischen der Empfängerposition ξ ′ und dem Zentrum
des Interpolationsstencils, ξ0 + N−1

2 ξΔ, wobei ξΔ = (Δξ,Δη,Δζ) die uniformen Gitterweiten
enthält, minimal sein soll (zur Anschauung siehe Abbildung 2.10).

2.3.3 Genauigkeit und Ordnung der Interpolation

Bei der Benutzung überlappender Gitter stellt sich die Frage, wie hoch die Interpolationsord-
nung zu wählen ist, sodass die globale Ordnung in der Genauigkeit erhalten bleibt4. Die Be-
antwortung dieser Frage hängt ab von der Ordnung der zu lösenden PDE, ppde, und der Ord-

4Meistwird die globale Ordnung der Diskretisierung schon durch die Verwendung einseitiger Schemata amRand
herabgesetzt. Dies sei an dieser Stelle nicht berücksichtigt.
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nung des Diskretisierungsverfahrens,pΔ, sowie von der Gestaltung der Gitterüberlappung.
Die Überlappungsbreite d der Gitter ist ein Vielfaches der Gitterweite Δ, wobei der Faktor
mit der Breite des Interpolations-Stencils zunimmt.
Für die Lösung einer elliptischen Gleichung zweiter Ordnung5 mit einer räumlichen Diskre-
tisierung von zweiter Ordnung ist eine Interpolation6 dritter Ordnung erforderlich wenn die
globale Ordnung von zwei aufrecht erhalten bleiben soll. Chesshire & Henshaw [82] unter-
suchten ein Randwertproblem ppde-ter Ordnung auf einem eindimensionalen überlappenden
Gitter. Sie zeigten, dass wenn die Überlappungsbreite d linear mit der Gitterweite Δ zunimmt,
d.h. d ∝ Δ, die Breite des Interpolationsstencils für eine globale Ordnung von p = pΔ,

N = ppde
pΔ

2
+ 1

sein muss. Um die Genauigkeit der inneren Zentraldifferenzen-Verfahren vierter Ordnung
(pΔ = 4) global beizubehalten, ist somit eine Stencilbreite von N = 5 notwendig. Aufgrund
von Variationen in der Gittertopologie kann die Überlappung auch lokal leicht unterschiedlich
sein. Bei der Gestaltung der Gitterüberlappung kann als grobes Kriterium für die Qualität der
Quotient aus den Gitterweiten der beiden Gitter

Q =
Δe

Δs

betrachtet werden. Die Qualität der Überlappung ist gut, wenn Q ≤ 1 ist. Die Gitterweite
des Spendergitters, Δs, sollte also größer oder gleich der des Empfängergitters, Δe, sein. Bei
den Problemen in dieser Arbeit, ist die Informationsausbreitung von feinem (Nahfeld) zu gro-
bem Gitter (Fernfeld) und damit der hinsichtlich numerischer Artefakte ungünstigste Fall vor-
herrschend. Durch die Überlappungstopologie der Untersuchten Düse-Flügel Konfiguratio-
nen sind die Interpolationsstencils, relativ zum Empfängerpunkt einseitig ausgerichtet. Sherer
& Scott [83] zeigten, dass der Fehler einer Interpolation mit der Einseitigkeit des Interpolati-
onsstencils zunimmt. Der Einfluss von N auf den Interpolationsfehler wurde daher für unter-
schiedliche Q untersucht.

2.3.4 Interpolationsfehler

Zur Abschätzung des Interpolationsfehlerswurden zwei Testfälle auf jeweils drei unterschied-
lichen Gittern (Gitter #1, #2 und #3) durchgeführt. Das Berechnungsgebiet erstreckt sich dabei
von [0, 480] × [0, 480] in x- und y-Richtung und wird mit zwei sich überlappenden Gittern
vernetzt. Das Hintergrundgitter G1 besteht dabei immer aus 481× 481 Gitterlinen. Die Dimen-
sionen des Vordergrundgitters G2 sind [40, 440]× [40, 240], je nach Gitter unterscheiden sie sich
hinsichtlich Gitterweite und Versatz relativ zumHintergrundgitter (siehe dazu Abbildung 2.11
und Tabelle 2.7). Aus den Erkenntnissen der ersten beiden Testfälle, wird abschließend noch
die Brechung akustischer Wellen an zwei Zylindern unterschiedlichen Durchmessers simu-
liert. Damit soll die Eignung des Verfahrens für akustische Untersuchungen in Anwesenheit

5Für dieUntersuchung der Interpolationsgenauigkeitwurde ein elliptisches Randwertproblembetrachtet. Bei den
instationären NS-Gleichungen handelt es sich zwar um spezielle parabolische PDEs mit einem parabolischen
(Wärmeleitungs- und Diffusions-) Anteil und einem hyperbolischen (Wellen-) Anteil, da aber für die Interpola-
tion nur der stationäre Anteil der NS-Gleichungen relevant ist und dieser ähnliche Phänomene beschreibt wie
elliptische Gleichungen, ist die Betrachtung einer elliptischen Gleichung aus Sicht des Autors an dieser Stelle
eine zulässige Vereinfachung.

6Eine Interpolation mit dem Abbruchfehler O(hN) besitzt die Ordnung N. D.h. eine quadratische Interpolation
(drei Punkte) auf einem äquidistanten Gitter ist eine dritte Ordnung Interpolation.
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Abb. 2.11: Zoom in Gitter #1 (links), #2 (mitte) und #3 (rechts): - - -, Hintergrundgitter G1; —, Gitter G2.

Gitter Nx,G2 Ny,G2 Δx Δy x-Shift y-Shift Q

#1 401 201 1 1 0.5 0.5 1
#2 201 101 2 2 0.5 0.5 2
#3 201 101 2 2 0 0 2

Tab. 2.7: Gitterparameter. Das Hintergrundgitter G1 besteht immer aus 481× 481 Gitterlinen (Δs = 1).

schallharter Körper nachgewiesen werden.
Gelöst wurden in allen Fällen die konservativen kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
(CNSCAD-Methode) ohne Reibung (µ = 0) undWärmeleitung (k̃ = 0). Die Gleichungen wur-
den mit den Refernzwerten ρ∞, ρ∞a2∞ und a∞ für die Dichte, den Druck und die Geschwindig-
keit und bei den ersten zwei Testfällen mit der Gitterweite Δ des Referenzgitters als Längens-
kale entdimensionalisiert.

2-D akustischer Impuls. Bei dem ersten Testfall ist ein zweidimensionaler akustischer Impuls als
Anfangsbedingung vorgesehen. Der Impuls wird in der Form eines Gaußimpulses in einem
ruhenden Fluid, u0 = (0, 0), mit konstanter mittlerer Dichte ρ0 = 1 und Druck p0 = 1/γ bei
xo = 240 und yo = 300 platziert. Die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t = 0 lauten:

(
p′ = ρ′ = ǫ exp

�
−α

�
(x− xo)

2 + (y− yo)
2�� ,

u′ = v′ = 0,

mit α = (ln 2)/b2. Die Halbwertbreite des Gaußimpulses beträgt b = 6 und die Amplitude
ǫ = 0.001. Der Fall wurde auf allen drei Gittern jeweils mit zweiter, vierter und sechster Ord-
nung in der Interpolation simuliert. Dabei wurden jeweils die Lösung bei t = 150 und der
Fehler relativ zur Lösung auf nur einem Gitter mit 481× 481 Linien (Refernzlösung) betrach-
tet.
Abbildung 2.12 zeigt die Ergebnisse für das Gitter #1. Für die quadratische Interpolation (Sten-
cil N = 3) sind Reflexionen im Hintergrundgitter G1 und ein kleiner Fehler im Gitter G2 zu
erkennen. Der Fehler liegt jedoch fast zwei Größenordnungen unter der Amplitude der akus-
tischen Welle. Für die Interpolation mit Stencils der Größe N = 5 und N = 7 reduziert sich
der Fehler (< 1% der Druckamplitude p′) deutlich und ist mit den dargestellten Konturlinien
nur noch unmittelbar am Gitterinterface zu visualisieren. Wird die Gitterweite des Gitters G2

verdoppelt (Gitter #2), steigt der Fehler um eine Größenordnung an (20% der Druckamplitu-
de) und kann nur marginal durch die Erhöhung der Interpolationsordnung verringert werden,
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Abb. 2.12: Gitter #1 mit der Interpolationsordnung von: drei (links), fünf (mitte), sieben (rechts). Nor-
mierte Druckfluktuation bei t = 150 (oben): —, Konturlinen bei 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 und 0.05. Fehler
relativ zur Referenzlösung auf einem Gitter (unten): —, Konturlinen bei 0.0005 und 0.001. Das innere
Rechteck kennzeichnet den Rand des Gitters G2.

siehe Abbildung 2.13. Wird der Gitterversatz von Gitter #2 auf Null reduziert (Gitter #3, in die-
sem Fall kommt es zu keiner Interpolation, sondern nur zu einem Datenaustausch zwischen
den Gittern), zeigt sich das gleiche Verhalten (Abbildung 2.14). Dies deutet darauf hin, dass
der Fehler primär durch den Sprung in der Gitterweite und die damit erhöhte Dispersion be-
gründet ist. Der Interpolationsfehler liefert im Fall von Gitter # 2 einen sehr kleinen Beitrag
zum Gesamtfehler.

2-D kompressibler Wirbel. Nun wird die Konvektion eines zweidimensionalen kompressiblen
Wirbels in einer uniformen Strömung, u0 = (0,My), mit My = −0.5 sowie konstantermittlerer
Dichte, ρ0 = 1, und Druck, p0 = 1/γ, betrachtet. Der Wirbel wird wie der Impuls bei xo = 240
und yo = 300 positioniert. Die Anfangsbedingungen für die Fluktuationen bei t = 0 sind:





p′ = ρ′ = 0,

u′ = ǫ (y− yo) exp
�
−α

�
(x− xo)

2 + (y− yo)
2�� ,

v′ = −ǫ (x− xo) exp
�
−α

�
(x− xo)

2 + (y− yo)
2�� ,

wobei α = (ln 2)/b2. Die Amplitude, ǫ, ist 0.01 und ein Maß für die Stärke des Wirbels, die
Halbwertsbreite beträgt b = 9. Im Gegensatz zum akustischen Impuls ist es bei diesem Test-
fall entscheidend, welche Gleichungen im physikalischen Gebiet gelöst werden. Während das
nichtlineare Ausgleichsphänomen, der eintretende Druckabfall im Wirbelzentrum, von den
Euler-Gleichungen beschriebenwird, ist dies für die LEE nicht der Fall. Werden die LEE gelöst,
kommt es zu keinemAbfall des Drucks imWirbelzentrum und keiner initialen Druckwelle als
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Abb. 2.13:Gitter #2: Konturlinien wie in Abbildung 2.12. Bei der Darstellung des Fehlers (unten) wurde
noch eine Konturlinie bei 0.01 (—) hinzugefügt.
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Abb. 2.14: Gitter #3: Konturlinien wie in Abbildung 2.13.
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Resultat dieses Ausgleichs.
Abbildung 2.15 zeigt den Betrag der Druckfluktuation bei t = 300 normiert mit demDruckab-
fall imWirbelzentrum |p(x = 240, y = 285, t = 30)− p0| ≃ 0.0028 für die Simulation auf Gitter
#1. Die Druckwelle vor dem oberen Rand ist das Resultat nicht exakt angepasster Anfangsbe-
dingungen und tritt identisch in der Referenzlösung auf nur einem Gitter auf, weswegen sie
bei der Betrachtung des Fehlers verschwindet. Beim Durchgang des Wirbels durch das Über-
lappungsgebietwerden im Fall eines 3× 3 Interpolationsstencils unphysikalische Druckwellen
mit einer Amplitude von 5% des Druckabfalls im Wirbelzentrum und damit in der Größen-
ordnung der Initialsisierungswelle generiert. Für ein 5× 5 Stencil reduziert sich der Fehler auf
unter 0.2%, für N = 7 wird wie beim Impuls-Testfall keine weitere Verbesserung erzielt. Der
Fehler der Berechnungen auf Gitter #2, dargestellt in Abbildung 2.16, ist wie erwartet etwas
größer und lässt sich durch das Erhöhen der Interpolationsordnung nur marginal verringern.
Für N = 7 steigt der Fehler sogar gegenüberN = 5 wieder etwas an. Eine Ursache dafür könn-
te die mit der Ordnung ebenfalls erhöhte Neigung zu Oszillationen der Lagrange-Polynome
sein (Runge Phänomen), welche besonders im Fall asymptotisch konstanter Lösungen, wie es
hier der Fall ist, auftreten. Dass der Fehler auch hier wieder primär durch die Verdopplung der
Gitterweite und nicht durch die Interpolation selbst verursacht wird, zeigt der Vergleich mit
der Lösung auf Gitter #3 in Abbildung 2.17. Für Gitter #3 ist keine Interpolation erforderlich
und dennoch tritt ein deutlicher Fehler auf. Da mit der Überlappungsbreite auch die Anzahl
der Zellen für den Informatoinsaustausch zunimmt, sinkt der Fehler mit zunehmender Über-
lappung auch für den Fall ohne Interpolation.
Abschließend zeigt der Vergleich von Abbildung 2.18 mit Abbildung 2.15, dass der Fehler im
Fall von impliziter Interpolation größer ist als bei expliziter Interpolation.
Für N = 5wurden im Fall expliziter Interpolation ein sehr geringer Interpolationsfehler festge-
stellt. Eine Erhöhung der Ordnung auf N = 7 erscheint nicht sinnvoll. Bei allen nun folgenden
Simulationen wurde daher eine Interpolation fünfter Ordnung verwendet.

2-D akustische Quelle mit zwei Zylindern. Bei diesem Testfall wird die Brechung akustischerWel-
len an zwei soliden Zylindern betrachtet. Dies ist ein gutes Problem zum Testen der Rand-
bedingungen und Interpolationsschemata an gekrümmten Grenzen. Die Quelle wird in ein
ruhendes Fluid, u0 = (0, 0), im Ursprung des Koordinatensystems platziert. Die mittlere Dich-
te, ρ0 = 1, und der mittlere Druck, p0 = 1/γ, sind jeweils konstant. Dazu wird zu der rechten
Seite der Energiegleichung der Quellterm S addiert:

∂E

∂t
= RHS(E) + S, (2.6)

wobei

S = ǫ exp
�
−α

�
x2 + y2

��
sin(ωt)×min

(
1.0,

�
t

t0

�3
)
,

mit α = (ln 2)/b2, b = 0.2 und t0 = 4. Der Term rechts dient dazu die Quellstärke bis zur Zeit
t = t0 kubisch auf ihrenMaximalwert ǫ = 1 ansteigen zu lassen. Die Wellenzahl ist k = 4π, die
Kreisfrequenz, ω = a0k, folgt dann mit a0 = 1 zu 4π und die Wällenlänge ist λ = 2π/k = 0.5.
Die Position des ersten Zylinders ist (x1, y1) = (0, 4) und sein Durchmesser beträgt D1 = 2λ,
die des zweiten ist (x2, y2) = (0,−4) und sein Durchmesser beträgt D2 = λ. Für die gege-
benen Anfangsbedingungen existiert eine analytische Lösung [69], deren Lösung allerdings
nicht trivial ist. Sherer [84] zeigte jedoch, dass die Lösung der linearisierten akustischen Quel-
le eine sehr gute Approximation der exakten Lösung liefert. Dabei folgt das totale Feld aus
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Abb. 2.15: Gitter #1 mit der Interpolationsordnung von: drei (links), fünf (mitte), sieben (rechts). Druck-
fluktuation bei t = 300 normiert mit dem Druckabfall im Wirbelzentrum |min{p− p0}| ≃ 0.0028 bei
t = 30 (oben): —, Konturlinen bei 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 und 0.05. Fehler relativ zur Referenzlösung auf ei-
nem Gitter (unten):—, Konturlinen bei 0.001, 0.002, 0.003, 0.004 und 0.005;—, 0.01. Das innere Rechteck
kennzeichnet den Rand des Gitters G2.
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Abb. 2.16: Gitter #2: Konturlinien wie in Abbildung 2.15.
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Abb. 2.17: Gitter #3: Konturlinien wie in Abbildung 2.15.
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Abb. 2.18: Gitter #1 mit impliziter Interpolation: Konturlinien wie in Abbildung 2.15.

der Summe aus einfallendem (incident) Feld und an den Zylindern gebrochenen (scattered)
Feldern:

Φ = Φinc +
M

∑
i=1

Φsc
i ,

wobei die lineare Quelle

Φinc(rs, k) = − k

4
H

(1)
0 (krs) (2.7)

ist, mit der radialen Distanz vom Quellzentrum rs = [(x− xs)2 + (y− ys)2]1/2 und der Wellen-
zahl k = ω/a∞. Das gebrochene Feld ist jeweils für den Zylinder i gegeben mit:

Φsc
i (ri, θi, k) = A0iH

(1)
0 (kri) +

N

∑
n=1

H
(1)
n (kri) [Ani cos (nθi) + Bni sin (nθi)] (2.8)

wobei ri = [(x− xi)
2+ (y− yi)

2]1/2; H(1)
n ist die Hankelfunktion erster Art der Ordnung n und

die Genauigkeit der Lösung wird über den Parameter N bestimmt (für N → ∞ ist die Lösung
exakt). Die Koeffizienten Ani und Bni folgen aus der Lösung eines linearen Gleichungssystems,
auf das aus Gründen der Lesbarkeit hier nicht weiter eingegangenwird, Details dazu sind aber
in [84] zu finden. Die analytische Lösung wurde in MATLAB implementiert und mit der Ge-
nauigkeit N = 50 berechnet. Sherer zeigte, dass der Fehler für N = 50 hinreichend klein wird
[84]. Sie dient als Referenzlösung für den Vergleich in Abbildung 2.19.
Die Simulationen erfolgten in der gewohntenWeise dimensionslos, derDurchmesserD1 diente
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als Längenskale. Das Hintergrundgitter besteht aus 1601 × 2401 Gitterlinien (Δx = Δy =
0.02λ), das Gitter um den oberen Zylinder hat einen inneren Radius von r1 = 0.5 und be-
steht aus Nθ ×Nr=629× 51 Linien, das um den unteren Zylinder hat einen inneren Radius von
r2 = 0.25 und 629 × 76 Linien. Bei beiden Gittern liegt das Interface zum Hintergrundgitter
bei ri = 1, sodass sich für beide Zylinder die maximale Gitterweite in Umfangsrichtung von
Δsmax = 2πri/Nθ ≃ 0.02λ und die konstante radiale Gitterweite von Δr = 0.02λ ergibt. Die
Interpolation war von der Ordnung N = 5. Der Rand wurde mit einer Dämpfungszone der
Länge lsp = 4λ versehen.
Das Druckfeld in Abbildung 2.19 zeigt bei beiden Zylindern keinerlei numerische Artefakte
im Bereich der Gitterüberlappung. In der Abbildung rechts ist die Null-Ebene der Druckfluk-
tuation in der Umgebung des oberen und unteren Zylinders dargestellt. Die Übereinstimmung
der numerischen Simulation mit der analytischen Lösung ist ausgesprochen gut. Dies bestätigt
auch die Schnittdarstellung 3.7 (a) in Kapitel 3.1.
Zusammenfassend kann man also sagen, dass das oben beschriebene konservative Verfahren
für die Vorhersage akustischer Felder in Anwesenheit schallharter Körper bei einer Interpola-
tion mit N = 5 geeignet ist.

2.4 Forcing

Die Anwendung eines Forcings, d.h. die Addition artifizieller Kraftterme F zu den RHS-
Termen, erfolgt vor der zeitlichen Integration der Navier-Stokes-Gleichungen in der Form
∂tUi = · · ·+ F(U). Mit diesem Ansatz wurden in dieser Arbeit artifizielle Dämpfungszonen
zur Unterdrückung nicht physikalischer Reflexionen, Einlassrandbedingungenund Störungen
numerisch umgesetzt.

2.4.1 Dämpfungszonen

Diverse Untersuchungen zeigten [85, 86, 74], dass wenn starke Wirbelstärke-Moden das Be-
rechnungsgebiet verlassen, trotz der speziellen Fernfeldrandbedingungenunphysikalische Re-
flexionen entstehen, welche durch die oben aufgeführten Maßnahmen nicht ausreichend ge-
dämpft werden können. In solchen Fällen starker Wirbelstärke-Moden wird deshalb der fol-
gende Dämpfungsterm zu System (2.4) hinzugefügt:

dUi

dt
= · · ·− σi (U −Uref)i (2.9)

mit der Referenzlösung Uref und

σi = σ(xi, yi, zi) = σmax,x

�
xi − xo
lsp,x

�2

+ σmax,y

�
yi − yo
lsp,y

�2

+ σmax,z

�
zi − zo
lsp,z

�2

,

wobei die Dämpfungsfunktion σ(xi) bei xmax = xo + lsp,x den Wert des Dämpfungkoeffizien-
ten σmax,x annimmt; xo und xmax sind die Positionen des Beginns und des Endes der Dämp-
fungszone in x-Richtung. Der Dämpfungterm ist nur in dem Bereich xo ≤ x ≤ xmax der Länge
lsp,x vor dem Rand des Berechnungsgebiets wirksam und drück die Lösung in diesem Bereich
in RichtungUref (häufigwird die mittlere StrömungU als Referenzlösung gewählt); die Dämp-
fungsstärke nimmt ab der Position xo parabolisch mit x zu (siehe schematische Darstellung in
Abbildung 2.20). Der Dämpfungkoeffizienten σmax ist aus Gründen der Stabilität für alle kon-
servativen Variablen gleich zu wählen [87]. Dämpfungszonen arbeiten perfekt für Entropie-
Moden, führen aber zu einer Kopplung zwischen akustischen und Wirbelstärke-Moden [88].
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Abb. 2.19: Links: Druckfeld zu der Zeit t = 30; Farbintervall von −5 × 10−3 bis 5 × 10−3. Rechts:
Konturlinie bei p′ = 0 für −1 ≤ y ≤ 9 (oben) und −9 ≤ y ≤ 1 (unten): —, Simulation; - - -, analytische
Lösung (ℜ{Φ}). Die dünne Linie um den Zylinder kennzeichnet jeweils das Gitterinterface bei ri = 1.
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Abb. 2.20: Exemplarischer Verlauf der Dämpfungszone: (a) σ(x), (b) σ(y).
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Abb. 2.21: Verlauf der Einlasszone: (a) in x-Richtung und (b) in y-Richtung.

Aus diesemGrund ist es wichtig, die Dämpfungsfunktion nicht zu schnell ansteigen zu lassen,
da sonst von der Dämpfungszone selbst Reflexionen generiert werden. Mani [88] zeigte, dass
quadratisch ansteige Dämpfungzonen den besten Kompromiss zwischen starker Dämpfung
und geringer Reflexion an der Zone darstellen. Für die Wahl der Länge der Dämpfungszone,
gibt Mani die Empfehlung, dass die Mindestlänge zur Dämpfung von Schallwellen der Wel-
lenlänge λ etwa lsp/λ ≈ 0.5 bis 2 sein sollte und für eine effektive Dämpfung von Wirbeln mit
dem Durchmesser Dv die Zonenlänge lsp > 2Dv beträgt.

2.4.2 Einlass-Forcing

Ähnlich wie bei der Freistrahlsimulation von Freund [14], wird das Geschwindigkeitsprofil
am Düseneinlass und die Hintergrundströmung mithilfe eines zusätzlichen Kraftterms, ganz
analog zur Dämpfungszone oben im Text, aufgeprägt:

dUi

dt
= · · ·− σi

�
U −Utarget

�
i

(2.10)

Dabei beschreibt Utarget den Soll-Verlauf von ρ, u und T bzw. E am Einlass. Die räumliche
Ausdehnung dieser Einlass-Zone, schematisch Dargestellt in Abbildung 2.21 (a), wird durch
eine tanh-Funktion definiert:

σ(xi) =
σmax

2

�
1− tanh

�
xi − xo

b

��
, (2.11)

wobei σmax die maximale Stärke der Zone ist und xo das Ende der Zone definiert (σ(xo) =
σmax/2); b ist einMaß für die Flachheit des Stärkeabfalls am Ende der Zone.Mit zunehmendem
b fällt die Zone räumlich langsamer auf null ab. Soll die Ausdehnung der Einlass-Zone auch in
y-Richtung begrenzt werden (Abbildung 2.21 (b)), ist Gleichung (2.11) wie folgt zu erweitern:

σ(xi, yi) =
σmax

2

�
1− tanh

�
xi − xo

b

��
× 1

2

"
tanh

 
yi − y

(a)
o

by

!
− tanh

 
yi − y

(b)
o

by

!#
,

wobei y(a)o und y
(b)
o das untere respektive obere Ende der Zone definieren.
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Abb. 2.22: Isokonturen der Wibelstärkemagnitude, |ωx|, in der y-z-Ebene bei x = x0 für ein typisches
Wirbelringforcing mit Nm = 9. Konturebenen von min: |ωx|r0/Uj = 0.01 (dunkel) bis max: 0.1 (hell).

2.4.3 Wirbelring-Forcing

Zur Entwicklung eines turbulenten Freisstrahls wird die zunächst laminare Scherschicht mit-
hilfe einer von Bogey et al. [89] vorgeschlagenen Anregungsprozedur (Tripping) gestört. Dazu
wird ein random pulsierender Wirbelring mit Radius r0,jl bei x = x0 in der Scherschicht plat-
ziert. Die Störungenwerden generiert, indemder Basiswirbelringmit der azimutalen Funktion
cos(mθ), wobei θ = arctan(z/y) ist, kombiniert und zu jedem Zeitschritt zu denRHS-Termen
der Geschwindigkeitskomponenten superpositioniert wird (qt := ∂tq):



ut

vt
wt


 = · · ·+

Nj

∑
j=1

Nl

∑
l=1

αjUj

Nm

∑
m=0

ǫm cos(mθ + ϕm)



uring
vring
wring



jl

, (2.12)

wobei ǫm ∈ [−1, 1] und ϕm ∈ [0, 2π] uniforme randome Variablen in der Zeit sind. Sie stehen
jeweils mit der Amplitude und der Phase einer jeden Störungs-Mode in Zusammenhang und
werden in jedem Zeitschritt neu berechnet.Nj entspricht der Anzahl an Freistrahlen (Jets) und
Nl der Anzahl an Scherschichten (Layers) pro Freistrahl (Bei der hier untersuchten Zweistrom-
düse sind es zwei Freistrahlringe mit jeweils einer inneren und einer äußeren Grenzschicht).
Die Anzahl der Moden,Nm, hängt von der Reynoldszahl ab und ist für ReD = 3600 bis 4× 105

im Bereich von Nm = [9, . . . , 16] zu wählen [22, 90, 91]. Das gleiche gilt für die Amplitude,
α ∈ [0.01, 0.007], im gegebenen ReD-Wertebereich. Die kartesischen Geschwindigkeitskompo-
nenten des Basiswirbelrings sind für r =

p
y2 + z2 6= 0 jeweils gegeben mit



uring
vring
wring



jl

= 2
r0,jl

rΔ0
exp

"
− ln(2)

�
Δ(x, r)

Δ0

�2
#


r− r0,jl
y(x0 − x)/r
z(x0 − x)/r


 ,

wobei Δ(x, r)2 = (x − x0)2 + (r − r0,jl)
2 ist. Bei Δ(x, r) = Δ0 ist die Wirbelgeschwindigkeit

maximal, die azimutale Geschwindigkeit, uθ, des Wirbelrings ist null. Δ0 wird im Bereich der
Impulsverlustdicke gewählt (Δ0 ≃ δθ). Das Wirbelstärkefeld eines typischen Wirbelringfor-
cings ist in Abbildung 2.22 exemplarisch für Nm = 9 dargestellt.
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2.5 Methoden zur Wirbelidentifikation

Da einfache Bedingungenwie beispielsweise die Existenz eines lokalen Druckminimums nicht
immer eindeutig gleichbedeutendmit demVorhandensein einesWirbels sind, wurden im Lau-
fe der Jahre weitere Methoden zur Identifikation von Wirbeln entwickelt. Pierce et al. [92] fass-
ten diese zusammen und bewerteten sie hinsichtlich ihrer Eindeutigkeit und Interpretation.
Die Wahl des Identifikationskriteriums hängt dabei stark davon ab, wie ein Wirbel oder Wir-
belgebiete definiert werden. Die Autoren fassen zusammen, dass die drei Kriterien (Δ,Q,λ2)
scharfe Λ-Wirbel darstellen. Für die in dieser Arbeit verwendeten Kriterien, folgt eine Kurz-
beschreibung.

2.5.1 Komplexe Eigenwerte von ∇u

Nach Chong et al. [93] ist ein Wirbelkern ein Gebiet, in dem die Wirbelstärke stark genug ist,
um zu bewirken, dass der Spannungstensor von Rotation dominiert wird. Dies impliziert, dass
der Geschwindigkeitsgradiententensor,∇u, komplexe Eigenwerte besitzt, was zu geschlosse-
nen oder spiralförmigen Stromlinien führt. Dieses Kriterium wird nur für eine positive Diskri-
minante

Δ =
�1
3
Q̃
�3

+
�1
2
R̃
�2

des charakteristischen Polynoms λ3 + Pλ2 + Qλ + R = 0 erfüllt. Allgemein ist Q̃ = Q− 1
3P

2,
R̃ = R + 2

27P
3 − 1

3PQ, P = −I∇u = −∇ · u, Q = I I∇u und R = −I I I∇u = −det(∇u). Für
inkompressible Strömungen wird P = 0 und die Berechnung von Δ vereinfacht sich entspre-
chend.

2.5.2 Positive zweite Invariante von ∇u

Für Hunt et al. [94] sind Wirbel stark wirbelnde Zonen mit Wirbelstärke. Sie fanden heraus,
dass es in turbulenten Strömungen zu einer rotationsfreien Spannung/Dehnung von Wirbeln
kommt. Um wirbelnde Zonen eindeutig als Wirbel zu identifizieren, sollten zwei Kriterien
erfüllt sein: (i) Der Druck sollte in der Zone ein lokales Minimum aufweisen und (ii) die rotati-
onsfreie Spannung des Wirbels sollte im Vergleich zur Wirbelstärkemagnitude klein sein. Um
dies zu Quantifizieren, nutzten sie die zweite Invariante des Geschwindigkeitsgradiententen-
sors,∇u, welche gegeben ist mit

Q = I I∇u = −1
2

�
∂ui

∂xi

∂ui

∂xi
− ∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

�
. (2.13)

Für eine inkompressible Strömungen reduziert sie sich zu

Q = −1
2

∂ui

∂xj

∂uj

∂xi
=

1
2

�
kΩk2 − kSk2

�
=

1
2

�
kΩijk2 − kSijk2

�
,

wobei Sij = 1
2

�
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

�
und Ωij =

1
2

�
∂ui
∂xj

− ∂uj

∂xi

�
der symmetrische und antimetrische An-

teil von ∇u ist. Das Kriterium Q > 0 beschreibt ein Gebiet, in dem die Euklidische Norm des
Rotationstensors, Ωij, größer ist als die des Scherspannungstensors Sij; also die Rotation die
Scherung in allen Raumrichtungen überwiegt. Für die Praxis ist die Bedingung Q > Qth bes-
ser geeignet als allein ein positives Vorzeichen von Q. Hunt et al. [94] schlagen vor, dass als
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Schwellwert Qth = Qrms gewählt werden sollte. Eindeutigkeit hinsichtlich der Existenz eines
Wirbelkerns liegt jedoch erst vor, wenn Q > Qth und p < pth, wobei die Wahl pth = hpi als
sinnvoll erscheint. Ein Vorteil des Q-Kriteriums gegenüber den anderen ist, dass es auch in
zweidimensionalen Strömungen zur Detektion von Wirbeln herangezogen werden kann.

2.5.3 Zwei negative Eigenwerte von ΩikΩkj + SikSkj

Da lokale Druckminima auch durch instationäre Dehnung des Strömungsfeldes auch ohne
Wirbelbildung entstehen oder vorhandeneDruckminima durch viskose Effekte eliminiert wer-
den können, vernachlässigten Jeong & Hussain [95] diese Effekte bei der Wirbelidentifikation.
Sie werten das Vorhandensein vonWirbelstärke und Galilei-Invarianz als Bedingung für einen
Wirbelkern. Bildet man denGradienten der Navier-Stokes-Gleichung, folgt nachweiterenUm-
stellungen und unter Vernachlässigung der Terme aufgrund von Wirbelstärketransport, rota-
tionsfreier Spannung und viskosen Effekten die Gleichung

1
ρ

∂2p

∂xi∂xj
= −

�
ΩikΩkj + SikSkj

�
.

Die Informationen über lokale Druckminima sind in der Hesse-Matrix für den Druck, H(p) =
∂2p

∂xi∂xj
enthalten. Der Druck weist ein lokales Minimum auf, wenn zwei der drei reellen Eigen-

werte des symmetrischen Tensors (ΩikΩkj + SikSkj) negativ sind. Für die Ordnung der Eigen-
werte λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 folgt das einfache Kriterium λ2 < 0.

2.6 Mittelungsverfahren

Bei den untersuchten Fällen hier ist die mittlere Strömung nicht uniform. Die Mittelwerte
der Strömungsgrößen des Lösungsvektors, U, sind in diesem Fall ortsabhängig und müssen
berechnet werden. In dieser Arbeit werden nur statistisch stationäre Strömungen simuliert.
Nachdem sich die Strömung entwickelt hat, sind die Mittelwerte somit stationär und können
mit dem zeitlichen Mittelwert abgeschätzt werden. Für statistisch stationäre Strömungen ist
der zeitliche Mittelwert über das Zeitintervall Tav mit

hU(x, y, z)it ≡ 1
Tav

Z t0+Tav

t0
U(x, y, z, t)dt (2.14)

definiert. Ist die Strömung in eine oder mehrere Richtungen homogen, darf auch über diese
Richtungen räumlich gemittelt werden. Der räumliche Mittelwert in zum Beispiel z-Richtung
über den Bereich Lz ist definiert als

hU(x, y, t)iz ≡ 1
Lz

Z z0+Lz

z0
U(x, y, z, t)dz .

Zur Beschleunigung der Konvergenz wurde, wenn möglich, die Kombination aus zeitlicher
und räumlicher Mittelung angewandt:

hU(x, y)iz,t ≡ 1
Tav Lz

Z t0+Tav

t0

Z z0+Lz

z0
U(x, y, z, t)dzdt . (2.15)

Numerische Berechnung. Das Integral in Gleichung (2.14) wird mit der Summe über die Zeitebe-
nen approximiert, für denMittelwert über das diskretisierte Intervall [t0, t1, . . . , tn, . . . , tNt−2, tNt−1]
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folgt dann:

hU(x, y, z)it ≃ U
(Nt)
i,j,k =

1
Nt

Nt−1

∑
n=0

U
(n)
i,j,k,

wobei Nt = (tNt−1 − t0)/Δtav = Tav/Δtav + 1 der Anzahl der Zeitebenen entspricht über die
gemittelt wird. Die lokalen Mittelwerte zur Zeit tn = n Δtav + t0 werden vom Startzeitpunkt t0
für jeden Mittelungszeitschritt n während der Simulation berechnet über

U
(n)
i,j,k =

1
n+ 1

h
nU

(n−1)
i,j,k +U

(n)
i,j,k

i
für n = 0, . . . ,Nt − 1 (2.16)

wobei U(0) des Strömungsfeld bei t = t0 ist. Δtav kann, muss aber nicht mit dem Simulations-
zeitschritt Δt übereinstimmen. Um den Mittelungsaufwand zu reduzieren ist es für die Wahl
von Δtav sinnvoll, wenn die Felder zur Zeit t und zur Zeit t+ Δtav statistisch unabhängig sind
(d.h. hu′(t)u′(t+ Δtav)i ≈ 0). Mithilfe eines charakteristischen Zeitmaßes (z.B. die „eddy turn
over time“ oder die Zeit für die Konvektion eines Wirbels um seinen Radius tvort = rvort/u∞)
kann eine Abschätzung erfolgen: Δtav ≈ tvort ≈ 10...1000Δt. Gerade bei expliziten Zeitin-
tegrationsverfahren ist der Simulationszeitschritt sehr klein. Ein Mittelungszeitschritt in der
Größenordnung von Δt würde den Mittelungsaufwand in diesem Fall erhöhen ohne die Kon-
vergenz zu beschleunigen.
Die Approximation von Gleichung (2.15) lautet

hU(x, y)iz,t ≃ U
(Nz,Nt)
i,j =

1
Nt Nz

Nt−1

∑
n=0

Nz−1

∑
k=0

U
(n)
i,j,k,

und analog zu Gleichung (2.16) erhält man die Vorschrift zur Mittelung simultan zur Simula-
tion zu

U
(Nz,n)
i,j =

1
n+ 1

"
nU

(Nz,n−1)
i,j +

1
Nz

Nz−1

∑
k=0

U
(n)
i,j,k

#
, (2.17)

wobei Nz = Lz/Δz+ 1 der Anzahl der (x, y)-Ebenen entspricht über welche gemittelt wird.



3 Modelle und numerische Methoden im
Fernfeld

Für die Berechnung des Schalldrucks im akustischen Fernfeld ΩCAA wurde eine zonale Metho-
de basieren auf den linearisierten Euler-Gleichungen (Lösung eines Randwertproblems) und
eine integrale Methode auf Basis der Ffowks-Williams & Hawkings Gleichung (Lösung einer
akustischen Analogie) implementiert. Die erste Methode soll dazu dienen einen Gesamtein-
druck des Schallfeldes, basierend auf schnell und kostengünstig durchzuführenden zweidi-
mensionalen Simulationen, zu erhalten. Im zweiten Schritt kann dann mithilfe des FWH-
Lösers der Schall an beliebigen Punkten im dreidimensionalen Raum berechnet werden.

3.1 Zonale Methode basierend auf den linearisierten Euler

Gleichungen

Ein einfacher Ansatz das Schallfeld zu berechnen ist, im akustischen Nahfeld (ΩCFD in Abb.
1.5) die Navier-Stokes-Gleichungen (NSE) und im akustischen Fernfeld (ΩCAA in Abb. 1.5) die
linearisierten Euler-Gleichungen (LEE) zu lösen. Folgt man Tam [66] S.298ff. nähert sich im
Fernfeld die NSE-Lösung der Euler-Lösung an, sodass dort die wesentlich günstiger zu lösen-
den Euler-Gleichungen verwendet werden können. Dazu werden die Variablen p′ (oder ρ′)
und u′ an (N − 1)/2 Gitterlinien am Rand des NSE-Gebiets zu jedem Zeitschritt ΔtLEE abge-
speichert;N ist dabei die Größe des Zentral-Differenzen Verfahrens im LEE-Gebiet. Im zweiten
Schritt werden die abgespeicherten Variablen dann als Randbedingung der LEE-Simulation
zu jedem Zeitschritt eingelesen. Entscheidenden Einfluss auf die Qualität der Lösung nimmt
die gittertechnische und numerische Gestaltung der Austauschzone (Interface) zwischen NSE-
Gebiet und LEE-Gebiet.
Zu den Ersten, die diesen Ansatz testeten gehören Freund et al. [57]. Dabei zeigte sich, dass
Gitterstreckung und Interpolation am Interface Fehler verursachen und die Gitter daher mög-
lichst uniform und ähnliche Gitterweiten in diesem Gebiet haben sollten. Shih et al. [96] zeig-
ten, dass die Berechnungskosten der hybriden Prozedur verglichen mit den Kosten einer LES
im gesamten Gebiet um bis zu 30% reduziert werden. Neben Anderen nutzten Berland et al.
[97] und Bogey & Baily [98] die Methode zur Berechnung von Freistrahllärm.

3.1.1 Grundgleichungen

Zur Herleitung der linearisierten Euler-Gleichungen für im Mittel uniforme Strömungen wer-
den die primitiven Variablen U = [ρ, u, p]T , wobei ρ die Dichte, u der Geschwindgkeitsvektor
und p der Druck ist, nach der ReynoldszerlegungU = U0+U ′ aufgespalten. Hier beschreiben
U0 = [ρ0, u0, p0]T den Mittelwert und U ′ = [ρ′, u′, p′]T die Fluktuation um den Mittelwert U0.
Die Linearisierung besteht in der Vernachlässigung aller Terme zweiter und höherer Ordnung
in den Schwankungsgrößen. Die linearisierten Euler-Gleichungen lauten dann mit Einstein-
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scher Summenkonvention:

∂ρ′

∂t
+ ρ0

∂u′j
∂xj

+ u0j
∂ρ′

∂xj
= 0,

∂u′i
∂t

+ u0j
∂u′i
∂xj

+
1
ρ0

∂p′

∂xi
= 0,

∂p′

∂t
+ u0j

∂p′

∂xj
+ γp0

∂u′j
∂xj

= 0.

(3.1)

Die linarisierte thermische Zustandsgleichung ist

p′ = (ρ0T
′ + T0ρ′)Rg.

Mit der Gleichung für die mittlere Schallgeschwindigkeit a20 = γp0/ρ0 und der Annahme aus
der linearen Akustik, dass p′ = a20ρ′, kann der Druck1 aus Gleichungssystem (3.1) eliminiert
werden und das System reduziert sich zu:

∂ρ′

∂t
+ ρ0

∂u′j
∂xj

+ u0j
∂ρ′

∂xj
= 0,

∂u′i
∂t

+ u0j
∂u′i
∂xj

+
a20
ρ0

∂ρ′

∂xi
= 0.

(3.2)

Wenn die Konvektionsgeschwindigkeit, u0j, verschwindet, lässt sich das Gleichungssystem in
die Wellengleichung überführen. Für eine nicht uniforme Strömung (u0 = u(x)) mit großen
Gradienten in den mittleren Stömungsgrößen ( ∂ui

∂xj
6= 0) wie z.B. Scherschichten, sind die Glei-

chungen (3.1) nicht mehr zulässig. In diesem Fall folgt z.B. der konvektive Term zu

uj
∂ui

∂xj
= (uj + u′j)

∂ui

∂xj
+ (uj + u′j)

∂u′i
∂xj

≈ (uj + u′j)
∂ui

∂xj
+ uj

∂u′i
∂xj

,

und es müssen auch die gemittelten Variablen am Rand abgespeichert und an den LEE-Löser
übergeben werden. Dadurch kann das NSE-LEE Interface auch im nicht-uniformen Gebiet
platziert und ΩCFD ggf. verkleinert werden. In jedem Fall aber muss die Annahme der linearen
Akustik am Interface hinreichend adäquat sein.

3.1.2 Diskretisierung

Die Ortsableitungen in Gleichung (3.1) werden unter Verwendung des 7-Punkte Dispersions-
relation erhaltenden (DRP) Finite-Differenzen Schemas von Tam & Webb [73] approximiert.
Die zeitliche Integration erfolgt wahlweise mit dem klassischen Runge-Kutta Verfahren dritter
Ordnung aus [64] oder einem Low-Dissipation und Low-Dispersion Runge-Kutta (LDDRK)
Verfahren aus [99] jeweils als 2N-Storage Implementierung.
Umdie räumliche und zeitliche Diskretisierung näher zu beschreiben und sie hinsichtlich ihrer
Stabilität und Genauigkeit zu untersuchen, ist es üblich, die eindimensionale lineare konvek-

1Da der Lösungsvektor beider Nahfeld-Methoden die Dichte enthält, wurden die Gleichungen in der Dichte-
Formulierung verwendet. Je nach Simulations-Setup ist die Druck-Formulierung jedoch vorteilhafter.
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tive Wellengleichung

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (3.3)

als Modellgleichung zu betrachten. Da die verwendeten Gleichungen linear sind, ist die Be-
trachtung der linearen Stabilität hier vollkommen ausreichend.

Räumliche Diskretisierung. Die räumliche Ableitung, ∂/∂x, einer beliebigen Funktion u, wird
auf einem äquidistanten Gitter {xi} = {x1, . . . , xN} (im eindimensionalen Fall) approximiert
mit

�
∂u

∂x

�

i

≃ 1
Δx

Nr

∑
l=−Nl

alui+l, (3.4)

wobei ui den Wert von u bei x = xi und Δx die uniforme Gitterweite in x-Richtung bezeich-
nen. Nl und Nr bezeichnet die Größe des FD-Stencils in negative beziehungsweise positive
x-Richtung, die Koeffizienten al sind in Tabelle C.1 für die klassischen und in Tabelle C.2 für
die DRP-Schemata aufgeführt.
Im allgemeinen sind die verwendeten Gitter nicht äquidistant und das physikalische Gitter
wird auf das uniforme Rechengitter abgebildet:

x = x(ξ).

Für ein in x-Richtung gedehntes Gitter ändert sich Gleichung (3.4) dann zu:

�
∂u

∂x

�

i

≃
�

∂ξ

∂x

�

i

1
Δξ

Nr

∑
l=−Nl

alui+l,

wobei Δξ = 1/(Nx − 1), mit Nx als der Anzahl an Gitterlinien, konstant ist. Der Metrik-Term,
∂ξ/∂x, wird direkt aus der gegebenen Gitterfunktion ξ = ξ(x) berechnet.
UmdasAuflösungsvermögenderApproximationen beurteilen zu können,wird sich der Fourier-
Analyse bedient. Dazu muss die diskrete Gleichung (3.4) in die kontinuierliche Form überführt
werden (für x = iΔx, folgt wieder Gleichung (3.4)):

∂u

∂x
(x) ≃ 1

Δx

Nr

∑
l=−Nl

alu(x+ lΔx), (3.5)

und die fouriertransformierte2 Gleichung (3.5) lautet

ikbu(k) ≃
 

1
Δx

Nr

∑
l=−Nl

ale
ilkΔx

!
bu(k) ≡ ik∗bu(k) (3.6)

2Die Fourier-Transformation, F , einer Funktion f (x) ist gegeben mit:

bf (k) = 1
2π

Z ∞

−∞
f (x)e−ikx dx

f (x) =
Z ∞

−∞

bf (k)eikx dk,

wobei bf (k) die Fouriertransformierte der Funktion f (x) und i die komplexe Einheit ist. Damit gilt:F
n

∂ f (x)
∂x

o
=

ik bf (k) und F { f (x+ Δ)} = eikΔ bf (k).



50 3 Modelle und numerische Methoden im Fernfeld

 0

 0.4

 0.8

 1.2

 1.6

 2

 2.4

 2.8

 3.2

 3.6

 4

 0  0.4  0.8  1.2  1.6  2  2.4  2.8  3.2

ℜ{
k∗

Δ
x
}

kΔx

k∗ = k
kl. FD-33
kl. FD-22
kl. FD-13
DRP-33
DRP-24
DRP-15

-6
-5.6
-5.2
-4.8
-4.4

-4
-3.6
-3.2
-2.8
-2.4

-2
-1.6
-1.2
-0.8
-0.4

 0
 0.4

 0  0.4  0.8  1.2  1.6  2  2.4  2.8  3.2

−
ℑ{

k∗
Δ
x
}

kΔx

kl. FD-33
kl. FD-22
kl. FD-13
DRP-33
DRP-24
DRP-15

Abb. 3.1: Realteil (Dispersion) (links) und Imaginärteil (Dissipation) (rechts) der effektiven Wellenzahl
k∗ für die finite-differenzen Approximation der ersten Ableitung: klassische FD-Schemata und DRP-
Schemata.

wobei

k∗ =
−i
Δx

Nr

∑
l=−Nl

ale
ilkΔx. (3.7)

k∗ ist die effektive Wellenzahl der Approximation (3.5) bzw. (3.4) und eine Funktion der tat-
sächlichen Wellenzahl k. Die dimensionslose effektive Wellenzahl, k∗Δx, ist ausschließlich ab-
hängig von denKoeffizienten al des FD-Schemas. Real- und Imaginärteil von k∗Δx der verwen-
deten zentralen und einseitigen FD-Schemata sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Abbildung 3.1
(links) zeigt, dass eine Wellenzahl k′ (k∗(k′) = k∗max) existiert für die die Gruppengeschwindig-
keit, c∂(k∗Δx)

∂(kΔx)
, verschwindet. FürWellen mit k > k′ ist die numerische Gruppengeschwindigkeit

der physikalischen entgegengesetzt.Während Wellenmoden mit positiver Gruppengeschwin-
digkeit zumAuslassrand propagieren und so das Gebiet verlassen, verbleibenModen derWel-
lenzahl k = k′ im Berechnungsgebiet. Sind diese Moden instabil, wachsen sie innerhalb des
Berechnungsgebiets exponentiell an und machen die Lösung unbrauchbar [100]. Im Fall des
stark einseitigen DRP-15-Schemas werden die Wellenzahlen im Bereich 1.6 < kΔx < 2.8 über-
schätzt. Die verwendeten Upwind-Schemata weisen im Bereich hoher Wellenzahlen eine nu-
merische Dissipation auf (Abbildung 3.1 (rechts)), welche entstehende Instabilitäten dämpft.

Zeitliche Integration. Für ein Zeitintegrationsverfahren ist es erforderlich, dass es für alle Wel-
lenzahlen stabil und für die räumlich aufgelösten Wellenzahlen genau ist. Für die Wahl des
Zeitschritts Δt genügt es daher nicht, innerhalb der Stabilitätsgrenzen, d.h. Verstärkungsfaktor
|r(z)| ≤ 1 (Gl. (3.9)), zu bleiben. Hu et al. [99] zeigten, dass dies zwar zu einer stabilen aber
nicht zwangsläufig genauen Lösung führt. Da sich akustischeWellen in Form von Longditudi-
nalwellen und weder dispersiv noch dissipativ ausbreiten, wird der Zeitschritt im LEE-Gebiet
maßgeblich durch den tolerierten und Dispersions- und Dissipationsfehler und nicht durch
die Stabilitätsgrenzen limitiert. Im NSE-Gebiet ist der Zeitschritt aufgrund der sehr kleinen
Gitterweite in der Grenzschicht deutlich kleiner als ΔtLEE und maßgeblich durch die Stabi-
litätsgrenzen limitiert. Da die Lösung am Interface zwischen NSE- und LEE-Domain zu je-
dem LEE-Zeitschritt herausgeschrieben werden muss, ist ΔtLEE schon vor dem Start der NSE-
Simulation zu bestimmen.

Setzt man die Diskretisierung (3.4) in Gleichung (3.3) ein, erhält man die semi-diskrete Glei-
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chung

∂ui

∂t
= − c

Δx

Nr

∑
l=−Nl

alui+l

und mittels einer Fourier-Analyse folgt

∂bu
∂t

= −ick∗bu, (3.8)

wobei bu die räumliche Fouriertransformierte von u und k∗(k) die effektiveWellenzahl (3.7) des
FD-Schemas ist. Wird Gleichung (3.8) mit einem s-stufigen expliziten RK-Verfahren zeitlich
diskretisiert, erhält man die Lösung zum nächsten Zeitschritt via

bun+1 =

 
1+

s

∑
j=1

Φj(−ick∗Δt)j
!
bun,

wobei die Koeffizienten Φj bei den klassischen RK-Verfahren durch die nj Zwangsbedingun-
gen für eine geforderteOrdnung in der Genauigkeit determiniertwerden und bei den LDDRK-
Verfahren aus einer Minimierung des Dissipations- und Dispersionsfehlers folgen. Sie sind in
Tabelle C.6 aufgelistet. Der Verstärkungsfaktor, r(z) = bun+1

bun , ist bei den RK-Verfahren gegeben
mit

r(z) = 1+ Φ1z+ Φ2z
2 + Φ3z

3 + · · ·+ Φsz
s, (3.9)

wobei ganz allgemein z = λΔt = (λr + iλi)Δt ist, λ ist dabei der Eigenwert des Operators
F (RHS-Terme) in (3.11); hier ist z = −ick∗Δt und damit rein imaginär. Das Verfahren ist für
alle Werte von z für die gilt |r(z)| ≤ 1 stabil. Der exakte Verstärkungsfaktor ist allerdings
re(z) = ez und es zeigt sich, dass r den exakten Faktor re mittels eines Polynoms s-ten Grades
approximiert. Das Verhältnis

r(z)

re(z)
= |r|e−iδ ⇒ δ = ℜ

�
i ln

�
r

|r|re

��

liefert den Dissipationsfehler 1− |r| und den Phasen (Dispersions) Fehler δ. In Abbildung 3.2
sind beide für das verwendete LDDRK4(5-6)-Schema über ck∗Δt aufgetragen. Die Kriterien
||r| − 1| ≤ 0.001 und |δ| ≤ 0.001 bestimmen das Δt für welches die Lösung genau ist und
|r| = 1 liefert den maximalen Zeitschritt für den die Simulation stabil bleibt. In [73] wurde
die Stabilität anhand der zweidimensionalen linearisierten Euler-Gleichungen untersucht. Mit
den Erkenntnissen aus [99] und [73] kann die Bedingung

cΔt

Δx
≤ min

�
La

k∗cΔxΨ
,

Ls
k∗maxΔxΨ

�
(3.10)

abgeleitet werden, wobei Ψ = [M+ (1+ (Δx/Δy)2)1/2] und M die Machzahl der Hauptströ-
mung ist. Im eindimensionalen Fall ohne Konvektion ist Ψ = 1. Die Limits Ls und La sind in
Tabelle C.6 für die verwendeten Verfahren gegeben. Die physikalische Interpretation hierzu ist
klar: Ist das FD-Schema in der Lage räumlich sehr kleine Skalen aufzulösen (großes k∗cΔx), wer-
den entsprechend auch die Zeitskalen kleiner und der Zeitschritt muss abnehmen um diese zu
erfassen.
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Abb. 3.2: Dissipationrate (a) und Dispersionsfehler (b) des optimierten LDDRK4(5-6) Schemas mit der
Genauigkeitsgrenze La = 2.00 und der Stabilitätsgrenze Ls = 2.85. Zum Vergleich das klassische RK4-
Verfahren (- - -) mit La = 0.67 und Ls = 2.83. (c) Stabilitätsgrense |r(λΔt)| = 1.

Bei den LEE-Simulationen in dieser Arbeit wurde das alternierende LDDRK-Verfahren vierter
Ordnung aus [99] mit fünf Stufen im ersten und sechs Stufen im zweiten Schritt verwendet.
Dabei wechseln sich ein 5- und 6-stufiges LDDRK zur Berechnung von un+1 ab. Die implemen-
tierte Low-Storage Vorschrift dazu lautet für j = 1, . . . , sl und l ∈ {1, 2}:

w
(j)
i = αjw

(j−1)
i + ΔtFi

�
u(j−1), t(j−1)

�
,

u
(j)
i = u

(j−1)
i + β jw

(j)
i ,

(3.11)

wobei t(j−1) = tn + cjΔt, u(0) = un, s1 = 5 und s2 = 6. Im Anschluss an die sl Zwischenschritte

wird un+1
i = u

(sl)
i gesetzt. Die Koeffzienten αj und β j sind aus [101] und in Tabelle C.4 aufge-

listet. Für das LDDRK-Verfahren in Kombination mit dem vierte Ordnung DRP-Schema (aus
Tabelle C.5 k∗cΔx = 0.95) für die Approximation der räumlichen Ableitungen, folgt aus (3.10)
für M = 0 die Zeitschrittbedingung Δt ≤ 2.1Δx

c .

Stabilisierung. Da die Zentral-Differenzen-Schemata keine numerischeDissipation besitzen (sie-
he Abbildung 3.1), können aufgrund von Randbedingungen, unzureichend aufgelöster Ska-
len oder Gitterinhomogenitäten entstehende numerische Instabilitäten nicht ausreichend ge-
dämpft werden [102]. Eine Filterung der Lösung verhindert das Anwachsen dieser hochfre-
quenten numerischen Fehler und damit unphysikalisches Verhalten. Bei den durchgeführ-
ten LEE-Simulationen wurde nach jedem n-ten Zeitschritt ein zentraler linearer Filteroperator
zehnter Ordnung auf die Lösung angewandt. Der Filteroperator F für ein uniformes kartesi-
sches Gitter ist definiert als (für eine Dimension):

F{u}(x) = eu(x) =
Nr

∑
l=−Nl

bl u(x+ lΔx). (3.12)

Die Filterkoeffizienten, bl , ergeben sich aus der Forderung an das Filter, die odd-even Moden
(Oszillationen bei denen jeder Gitterpunkt die gleiche Amplitude besitzt, aber ein anderes
Vorzeichen als sein Nachbargitterpunkt) vollständig zu unterdrücken:

Nr

∑
l=−Nl

bl(−1)l = 0.
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Abb. 3.3: Realteil (links) und Imaginärteil (rechts) der fouriertransformierten Filterfunktion bF (kΔx).

Diese Gleichung besitzt fünf Freiheitsgrade, welche zur Maximierung der Filterordnung ge-
nutzt werden. Zu diesem Zweck erfolgt eine Taylorreihenentwicklung von u(x + lΔx) für
l = −5, . . . , 5, und die Filterkoeffizienten werden berechnet sodass

F{u}(x) = u(x) +O(Δx10).

Die Filterkoeffizienten für das Randgebiet sind in Tabelle C.7 in Appendix C.2 aufgeführt, jene
für das innere Gebiet lauten:

b0 = 772/1024, b1 = b−1 = 210/1024, b2 = b−2 = −120/1024,

b3 = b−3 = 45/1024, b4 = b−4 = −10/1024, b5 = b−5 = 1/1024.

Die Freiheitsgrade können auch, wie von Bogey & Bailly [103] gezeigt, zur Optimierung des
Filterverhaltens in einem bestimmten Frequenzbereich genutzt werden.
Den Filteroperator für den zweidimensionalen oder dreidimensionalen Fall erhält man durch
die rekursive Anwendung des Filters in jede Richtung. Somit ergibt sich der Filteroperator für
zwei Dimensionen zu:

F{u}(x, y) =
Nr

∑
l=−Nl

Nr

∑
m=−Nl

blbm u(x+ lΔx, y+mΔy). (3.13)

Formuliert man Gleichung (3.13) für ein diskretes Gitter, so erhält man den Ausdruck

eui,j =
Nr

∑
l=−Nl

Nr

∑
m=−Nl

blbm ui+l,j+m,

wobei eui,j den gefiltertenWert von ui,j am Gitterpunkt i, j meint.
Desquesnes et al. [79] zeigten, dass die Filterung auf krummlinigen Gittern im Rechengebiet
ebenfalls von zehnter Ordnung ist, was jedoch nicht impliziert, dass dies auch für das physika-
lische Gebiet gilt. Abbildung 3.3 links zeigt den Realteil der fouriertransformierten Filterfunk-
tion, bF(kΔx) = ∑

5
l=−5 bl exp(−ilkΔx), für das innere Schema und die Schemata imRandgebiet.

Zum Rand hin muss auf zunehmend unsymmetrische Schemata ausgewichen werden. Wie in
Abbildung 3.3 rechts zu sehen, besitzen die backward Schemata in einem bestimmten Wellen-
zahlbereich einen negativen Imaginärteil. Für die forward Schemata kehrt sich das Vorzeichen
des Imaginärteils um.
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3.1.3 Fernfeld-Randbedingungen

Die akkurate Behandlung der Randbedingungen ist für die Simulation aeroakustischer Phä-
nomene von essenzieller Bedeutung [104]. Sind die Randbedingungen an offenen Rändern
nicht gut gestellt, kommt es zu unphysikalischen Reflexionen wenn akustische oder aerody-
namische Fluktuationen das Berechnungsgebiet verlassen. Diese Reflexionen kontaminieren
das Lösungsgebiet und verfälschen somit das physikalische Schallfeld.
Werden die Navier-Stokes- oder Euler-Gleichungen um einen Referenzzustand linearisiert,
können die Fluktuationen in akustische, Wirbelstärke- und Entropie-Moden zerlegt werden.
WährendWirbelstärke- und Entropiefluktuationenmit der Strömung stromab konvektiertwer-
den, weisen Fluktuationen akustischer Natur (Druckfluktuation) keine Vorzugsrichtung auf,
sondern propagieren mit der Summe aus Schall- und Strömungsgeschwindigkeit, Vg = (u0 +
a0) · er, [66, 74]. Aus diesem Grund ist eine Aufteilung des Rands in einen Teil, der vorwie-
gend von Druckfluktuationen (Schallwellen) erreicht wird (Radiation-Rand) und in einen Teil,
der mit allen drei Fluktuationsmoden beaufschlagt wird (Outflow-Rand) angebracht [66]. Für
radiation- und outflow-Rand erfolgt dann jeweils die Herleitung der Fernfeld-Randbedingun-
gen anhand der asymptotischen Lösung der einzelnen Moden.
Da bei den Simulationen hier, keine Entropie- oderWirbelstärkewellen ins Fernfeld übertragen
werden, und angenommen werden kann, dass die Haupstömung im LEE-Gebiet annähernd
uniform ist, wurden die Radiation Randbedingungen von Tam & Webb [73] für die offenen
Ränder der LEE-Domain verwendet. Sie lauten für eine zweidimensionale uniforme Strömung

�
1
Vg

∂

∂t
+

∂

∂r
+

1
2r

�


ρ′

u′

v′


 = 0, (3.14)

wobei Vg(φ) = u0 · er +
h
a20 −

�
u0 · eφ

�2i 1
2
= u0 cos φ + v0 sin φ +

�
a20 − (v0 cos φ − u0 sin φ)2

� 1
2 ,

r =
p
(x− xo)2 + (y− yo)2, ∂

∂r = cos φ ∂
∂x + sin φ ∂

∂y und a0 die Schallgeschwindigkeit ist. Fer-
ner ist zu beachten, dass der Ursprung des Richtungsvektors, O(xo, yo), in das Zentrum der
dominanten Schallquellen gelegt wird und somit außerhalb des LEE-Gebiets liegt.
Die Implementierung der Randbedingungen erfolgt mithilfe von ghost points, siehe Abbil-
dung 3.4. In den ghost points werden die Ratiation-Randbedingungen (3.14) und in den Gitter-
punkten innerhalb und am Rand des physikalischen Simulationsgebiets werden die LEE (3.2)
zur Berechnung von ∂tρ

′, ∂tu′ und ∂tv
′ verwendet, wobei zur Approximation der räumlichen

Ableitungen im Randgebiet neben den zentralen Differenzen-Verfahren auch unsymmetrische
Randschemata, wahlweise als klassische oder DRP-Verfahren, angewandt werden. Die zeit-
liche Integration der Randbedingungen erfolgt simultan mit dem inneren Gebiet, via LSRK-
oder LDDRK-Verfahren.

3.1.4 Interface-Randbedingungen

Der Rand welcher an das NSE-Gebiet anschließt (Interface), wird mit den gespeicherten Daten
aus der NSE-Simulation zu jedem Zeitschritt aktualisiert, was mit einer instationären Einlass-
Randbedingung verglichen werden kann. Dazu werden am Interface die Geschwindigkeitsf-
luktuationen u′ und die Dichte ρ′ an drei Gitterlinien (Spenderlinien) zu jedem LEE-Zeitschritt
während der NSE-Simulation gespeichert. Während der LEE-Simulation werden die korre-
spondierenden drei Gitterlinien des LEE-Gebiets (Empfängerlinien) zur entsprechenden Zeit
mit den gespeicherten Werten aus dem NSE-Gebiet aktualisiert. Mit der Lösung des Glei-
chungssystems (3.2) erfolgt dann die Propagation vom Nahfeld ins Fernfeld.
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Abb. 3.4: Links: Berechnungsgebiet:— physikalisches Gebiet (LEE), - - - Randgebiet (Radiation Randbe-
dingungen). Zur Berechnung der Ableitungen in Punkt •werden die Punkte ◦ herangezogen. Typische
stencils für die Berechnung der Ableitungen in inneren Punkten und Randpunkten A und ghost points
B. Rechts: Schema eines 2-D Berechnungsgebiets: Ursprung des Richtungsvektors O(xo, yo) liegt im
Zentrum der dominanten Quellen in ΩS.

Erste Untersuchungen haben gezeigt, dass es in den Ecken des LEE-Gebiets, in denen der
Interface-Rand an einen Radiation-Rand stößt, zu numerischen Artefakten kommt, wenn die
akustischen Wellen dieses Gebiet durchlaufen. Zur Reduktion dieser Problematik wurde die
Filterordnung auf acht reduziert und im mit der Ecke korrespondierenden NSE-Gebiet eine
numerische Dämpfungszone nach Ansatz (2.9) angewandt.

3.1.5 Validierung und Verifikation

Eine erste Verifikation der Implementierung wurde in [67] anhand eines zweidimensionalen
akustischen Impulses vorgenommen. Dabei wurde ein Amplitudenfehler beobachtet und das
Verfahren war auf uniforme Gitter beschränkt. Die nun folgenden Testfälle sollen zeigen, dass
diese Fehler und Einschränkungen behoben wurden und das Verfahren für die Vorhersage des
akustischen Fernfeldes für die hier untersuchten Konfigurationen gut geeignet ist. Ein grund-
legendes Problem der Freistrahl-Flügel-Konfiguration besteht in der Vorhersage des Schall-
felds, welches vom Düsenstrahl erzeugt und am Tragflügel des Flugzeugs gestreut wird. Als
starke Idealisierung und Vereinfachung dieses Problems, wurde daher das erste Problem des
zweiten CAA-Workshops [69] zur Verifikation des Verfahrens herangezogen.

2-D akustische Quelle mit Zylinder

Bei diesemTestfall wird die Reflexion akustischerWellen an einem solidenZylindermit Druch-
messer D = 1 im Koordinatenursprung betrachtet. Das Fluid ist in Ruhe, der mittlere Druck
ist p0 = 1/γ und die mittlere Dichte ist ρ0 = 1. Der Quellterm S wird auf der rechten Seite der
Energiegleichung (2.6) hinzugefügt und ist hier definiert mit:

S = ǫ exp
�
−α

�
(x− xs)

2 + (y− ys)
2�� sin(ωt)×min

(
1.0,

�
t

t0

�3
)
,

wobei α = (ln 2)/b2, t0 = 4, b = 0.2, ω = a0k mit a0 = 1 und die Amplitude ǫ = 1 beträgt.
Die Position der Quelle ist (xs, ys) = (4, 0) und es wurden Simulationen mit der dimensions-
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losen Frequenz von ω = 4π durchgeführt. Für das Problem existiert eine analytische Lösung
[69], für deren Berechnungwieder das MATLAB-Skript aus Kapitel 2.3.4 verwendet wurde. Die
Richtcharakteristik, definiert mit D(θ) = limr→∞ r hp′(r, θ, t)2i, wurde für den Radius R = 10
berechnet:

D(θ) = R hp′(R, θ, t)2i ≃ R

n2 − n1

n2

∑
n=n1

p′n(R, θ)
2,

wobei dieMittelung in allen Fällen über (n2− n1) = 2× 103 Samplingschritte derWeite Δtsp =
5× 10−3 erfolgte, was im Fall von ω = 4π 20 Perioden mit einer zeitlichen Auflösung von
100 Punkten pro Periode entspricht. Die für die analytische Richtcharakteristik erforderliche
zeitabhängige analytische Lösung (Druckfeld) ist gegeben mit:

p′(R, θ, t) = ℑ
nh

Φinc(rs,ω) + Φsc(R, θ,ω)
i
e−iωt

o
,

wobei Φinc aus Gleichung (2.7) mit rs = [(R cos θ − xs)2 + (R sin θ − ys)2]1/2 und Φsc aus Glei-
chung (2.8) mit i = 1 und N = 50 folgt.
Das gesamte Berechnungsgebiet besteht aus einem NSE-Gebiet und zwei LEE-Gebieten, die
oberhalb und unterhalb des NSE-Gebiets liegen und dieses jeweils mit einer Länge von 10Δy
überlappen. Die Abmessungen des NSE-Gebiets sind mit −12 ≤ xi ≤ 12 gegeben und Nx =
Ny = 2401 Gitterlinien teilen das Gebiet räumlich auf. Das Gitter um den Zylinder besteht
aus Nθ × Nr=629× 51 Gitterlinien. Die Dämpfungszone am Rand besitzt eine Länge von 2D
was vier mal der Wellenlänge entspricht. Die LEE-Gebiete besitzen in x-Richtung die selben
Abmessungen wie das NSE-Gebiet, in y-Richtung haben wir oben 4 ≤ y ≤ 12 und unten
−12 ≤ y ≤ −4, wobei die Gebiete jeweils mit Nx = 2401 und Ny = 1601 Gitterlinien dis-
kretisiert wurden. Das Interface befindet sich bei y = ±4 und für die drei Ränder, außer dem
Interface-Rand, des LEE-Gebietes werden die Radiation Randbedingungen (3.14) verwendet.
Um Gitteroszillationen zu eliminieren, wurde die LEE-Lösung zu jedem Zeitschritt mit einem
Filter sechster Ordnung gefiltert. Die dimensionslose Zeitschrittweite war Δt = 0.0025 und für
beide Gebiete identisch.
Abbildung 3.5 zeigt die instanten Druckfelder und Konturlinien für p′ = 0 jeweils im NSE-
und oberen LEE-Gebiet. Die Simulation stimmt sehr gut mit der analytischen Lösung überein.
Weder am NSE-LEE-Interface noch an den Auslassrändern des LEE-Gebiets sind unphysikali-
sche Reflexionen zu beobachten. Das bekannte Problem, dass in den Ecken des Interface-Rands
im LEE-Gebiet numerische Artefakte auftreten [57], konnte durch die Verwendung einer ge-
eigneten Dämpfungszone im NSE-Gebiet behoben werden. Die gute Übereinstimmung des
LEE-Felds mit der NSE-Lösung und der analytischen Lösung, wird auch von den Druckver-
läufen entlang der x- und y-Achse in Abbildung 3.7 und 3.8 bestätigt. Die Richtcharakteristiken
D(θ) zeigen ebenfalls eine sehr gute Übereinstimmungmit der analytischen Lösung (siehe Ab-
bildung 3.6).
Das Verfahren kann damit als validiert und verifiziert angesehen werden.

2-D/3-D NACA0012

Zur Validierung der gesamten LES/LEE Prozedur in Verbindungmit dem konservativenNah-
feldlöser, angewandt auf eine realistisches Problem, wurde die Umströmung eines zwei- und
dreidimensionalen NACA0012 Flügels simuliert. Die Reynoldszahl, basierend auf der An-
strömgeschwindigkeit und der Sehnenlänge des Profils, ist ReC = ρ∞u∞C/µ = 408000 und
die Machzahl, M∞ = u∞/a∞, ist 0.4. Der Anstellwinkel beträgt AoA=5◦. In Tabelle 3.1 sind



3.1 Zonale Methode basierend auf den linearisierten Euler Gleichungen 57

x

y

Abb. 3.5: Links: Instantanes Druckfeld p′ des NSE-Gebiets (unten) und oberen LEE-Gebiets (oben) mit
Farbintervall von −5× 10−3 (blau) bis 5× 10−3 (rot). Die Punkte im Radius R = 10 kennzeichnen die
virtuellen Mikrophone zur Aufnagme von prms; die Position des NSE-LEE Interfaces bei y = ±4 ist
mit einem Strich am Rand angedeutet. Rechts: Kontur p′ = 0 im Gebiet −5 ≤ (x, y) ≤ 5 (unten) und
4 ≤ y ≤ 9 (oben): —, NSE-Simulation; - - -, LEE-Simulation und · · · , analytische Lösung. Der Kreis um
den Zylinder kennzeichnet das Interpolationsgebiet.
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Abb. 3.8: Normierte instantane Druckfluktuation p′/|p′(4, 0)| entlang der y-Achse bei x = 0. Linienle-
gende siehe Abbildung 3.7. Die senkrechte Strichlinie bei y = 4 kennzeichnet das NSE-LEE Interface.
Der Amplitudenabfall der NSE-Lösung im Bereich y > 10 wird durch die Dämpfungszone bewirkt.
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Parameter physikalischer Wert dimensionsloser Wert

γ 1.4 1 1.4
Rg 287.15 J/(kgK) T∞/a2∞ 1/γ
cp 1.007× 103 J/(kgK) T∞/a2∞ 1/(γ − 1) = 2.5
ReC 4.08× 105 1 4.08× 105

Pr 0.715 1 0.715
C 0.045m 1/C 1
ρ∞ 1.2 kg/m3 1/ρ∞ 1
T∞ 293.15K 1/T∞ 1
a∞ = (γRgT∞)1/2 ≃ 343.3m/s 1/a∞ 1
p∞ = ρ∞RgT∞ ≃ 1.01013× 105 Pa 1/(ρ∞a2∞) 1/γ
µ 1.823× 10−5 kg/(ms) 1/(ρ∞a∞C) 9.8× 10−7

k 2.568× 10−4W/(mK) T∞/(ρ∞a3∞C) 3.4× 10−6

Tab. 3.1: 2-D/3-D NACA0012 Simulationsparameter: Die Viskosität berechnet sich aus µ =

ρ∞u∞C/ReC womit die dimensionslose Viskosität mit M∞
ReC

gegeben ist. Die thermische Leitfähigkeit

wird mit k = cpµ
Pr bestimmt und ist im dimensionslosen Fall identisch 1

γ−1
1
Pr

M∞
ReC

.

die Simulationsparameter und die verwendeten Referenzskalen kompakt dargestellt. Die Lö-
sungen berechnet mit dem Tool XFOIL und aus den Referenzen [105, 39, 106] dienten dabei als
Referenz.

Numerische Spezifikationen. Die Abbildungen 3.9 und 3.10 zeigen des Gitter. Das Hintergund-
gitter besteht aus Nx × Ny = 701× 351 Gitterpunkten und das körperangepasste O-Gitter des
NACA Profils hat die Größe von Nx × Ny = 961× 101. Angaben zur mittleren und minima-
len Gitterweite sind in Tabelle 3.2 gegeben, wobei im Fall des O-Gitters x für die Strömungs-
richtung und y für die Richtung orthogonal zur Profilkontur steht. Die Grenzschichtauflö-
sung in Wandeinheiten, Δx+i = Δxiuτ/ν, ist Δx+ ≈ 40, Δy+ ≈ 0.4 und Δz+ ≈ 20 wobei
uτ =

p
τw/ρ = 1.4× 10−2a∞ und τw = 2× 10−4ρ∞a2∞ ist.

Im Nahfeld, −1 ≤ x/C ≤ 3 und −1 ≤ y/C ≤ 1, wurden die kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen (2.1) mit räumlich und zeitlich zweiter Ordnung gelöst3. Der Informationsaus-
tausch zwischen den Gittern wurde mit der oben beschriebenen expliziten fünfte Ordnung4

Lagrange-Interpolation durchgeführt. Zur Stabilisierung und als Ersatz für ein explizites LES-
Modell wurde die in Kapitel 2.1.2 beschriebene artifizielle Viskosität verwendet.
Die Weiterführung der Lösung des nicht linearen viskosen Nahfelds in das lineare nicht vis-
kose Fernfeld erfolgte durch die Lösung der linearisierten Euler-Gleichungen (3.2) im akusti-
schen Fernfeld. Dazu werden am oberen und unteren Interface bei y = ±0.5C die fluktuie-
renden Strömungsgrößen ρ′, u′ und v′ an jeweils drei Gitterlinien gespeichert. Der Speicher-
zeitschritt ist identisch mit dem Zeitschritt der LEE Simulation und beträgt ΔtLEE = 0.001 ≈
100ΔtLES. Zur Vermeidung von Störungen in der Interfacezone, ist die Anzahl der Gitterlini-
en und die Gitterstreckung in x-Richtung in beiden Domains identisch. Das LEE-Gitter ist
in y-Richtung uniform, wobei die Gitterweite der mittleren Gitterweite der drei Interface-
Gitterlinien des LES-Gitters entspricht. Die LEEs sind räumlich mit dem klassischen Zentral-
Differenzen-Verfahren sechster Ordnung diskretisiert, die zeitliche Integration erfolgte mit
dem Low-Storage Runge-Kutta Verfahren dritter Ordnung nach Williamson [64]. Am Rand

3Die Ordnung wurde bewusst niedrig gewählt mit dem Ziel, eine hinreichende Qualität der Lösung schon bei
zweiter Ordnung nachzuweisen.

4Bei einer Interpolation dritter Ordnung kam es zu numerischen Artefakten im Überlappungsgebiet zwischen
O-Gitter und Hintergrundgitter ähnlich den Testfällen in 2.3.4.
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Abb. 3.9:NACA0012 mit AoA=5◦: Gesamtes Berechnungsgitter (gezeigt ist jede vierte Gitterlinie). An-
zahl Gitterpunkte etwa 3.3× 105.

Tab. 3.2: 2-D/3-D NACA0012: Gitterparameter. Δxi = Li/Ni.

Gitter Nx Ny Δx/C Δxmin/C Δy/C Δymin/C Δymax/C

Hintergrund 701 351 5.7× 10−3 2× 10−3 5.7× 10−3 3.2× 10−3 3.4× 10−2

Flügel 961 101 2.4× 10−3 7× 10−4 6× 10−4 2.1× 10−5 2.9× 10−3

werden die Radiation Randbedingungen (3.14) in Verbindung mit klassischen FD-Verfahren
vierter Ordnung eingesetzt. Der Ursprung des Richtungsvektors, rer = x− xo, liegt im LES-
Gebiet und ist xo = (C, 0). Zur Stabilisierung der Rechnung wird die Lösung zu jedem Zeit-
schritt mit dem Filter (3.13) in sechster Ordnung gefiltert. Am Auslassrand bei x = 2c und
an den Seitenrändern bei y = ±0.6C der LES startet eine quadratisch in der Stärke zuneh-
mende Dämpfungszone. Die Berechnungen erfolgen dimensionslos mit den Referenzskalen
ρ∞, a∞, a2∞ρ∞ für Dichte, Geschwindigkeit und Druck, sowie der Sehnenlänge C als Längens-
kale.
Für den 3-D Fall wird das Gitter des 2-D NACA0012 um ±0.05C in die dritte Raumrichtung
extrudiert. Die Auflösung beträgt Nx × Ny × Nz = 701× 351× 65 für das kartesische Hinter-
grundgitter und 961× 101× 129 Gitterlinien für das O-Gitter. Untersuchungen von Wolf et al.
[39] haben gezeigt, dass die Druckkorrelation bereits bei z ≈ 0.0025C verschwindet, weswegen
hier davon ausgegangen wird, dass die oben genannte Ausdehnung in z-Richtung ausreicht.
Die Gitterweite in Spannweitenrichtung ist konstant und beträgt für das Hintergrundgitter
Δz = 1.6× 10−3C und für das O-Gitter Δz = 7.8× 10−4C. Die charakteristischen Zeitparameter
sind mit jenen der 2-D Simulationen identisch und in Tabelle 3.3 dargestellt. Die Berechnung
der Mittelwerte erfolgt hier über die Mittelung in Spannweitenrichtung z und über die Zeit
t mit Gleichung (2.17). Um ein glattes dreidimensionales akustisches Startfeld zu gewährleis-
ten, wurde als Anfangsbedingung der 3-D Simulation die in Spannweitenrichtung extrudierte
Lösung der voll entwickelten zweidimensionalen Umströmung verwendet.

Aerodynamisches Feld. Für eine Betrachtung der Entwicklung der Grenzschicht, sind in Ab-
bildung 3.11 Momentaufnahmen des Wirbelstärkefelds der zwei- und dreidimensionalen Si-
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Abb. 3.10:NACA0012 mit AoA=5◦: Detailansicht des O-grid (gezeigt ist jede vierte Gitterlinie) (links),
Detailansicht der abgerundeten Hinterkante (rechts).

Tab. 3.3: Charakteristische Zeitparameter der LES/LEE-Simulation

LES LEE

Überströmzeit TC = C/u∞ 2.5C/a∞ ≃ 3.3× 104 s −
Initiale Entwicklungszeit Ti 5TC −
Simulationszeit T = Ti + Tavg + Tsp 42.5C/a∞ ≃ 3× 106Δt 10C/a∞

Mittelungzeit Tavg 10TC ≃ 2.5× 104Δtsp −
Samplingzeit Tsp 2TC ≃ 5× 103Δtsp −
Δt 1.4× 10−5C/a∞ 10−3C/a∞

Δtsp 10−3C/a∞ 10−3C/a∞

f
sp
c = 1/(2Δtsp) 500a∞/C ≃ 3800 kHz 3800 kHz
St

sp
c = f

sp
c 0.12C/u∞ 150 150

St
sp
c = f

sp
c 0.12C/a∞ 60 60

λc = 2π/kc = ppwΔx 21Δx ≃ 0.12C 6Δx ≃ 0.034C
f
g
c = a∞/λc 8.33a∞/C ≃ 64 kHz 29a∞/C ≃ 221 kHz
f
g
c = u∞/λc 3.33a∞/C ≃ 25 kHz 12a∞/C ≃ 190 kHz
St

g
c = 0.12C/λc 1 3.5

Stmin = 0.12C/(Tspa∞) 0.024 −

f
g
c = kcU

2π ist die maximal durch das Gitter aufzulösende Frequenz, wobei U die Referenzgeschwindig-
keit ist. Die Anzahl Punkte pro Wellenlänge ist ppw := 2π

kcΔx (alternativ (ppw− 1) := 2π
kcΔx ), kc = 2π

λc

ist die cut-off Wellenzahl des verwendeten FD-Schemas und λc = ppwΔx. Die maximale, mit dem
sampling Zeitschritt, aufzulösende Frequenz folgt aus dem Nyquist-Kriterium f

sp
c = 1

2Δtsp
. Die Samp-

lingzeit, Tsp, beschränkt die minimale Strouhal-Zahl Stmin = Lref/(TspUref). Die Strouhal-Zahl wirdmit
der Dicke des Profils, 0.12C, gebildet.
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Abb. 3.11: Instantane Visualisierung der Wirbelstärkenorm kωk (oben) und ωz (unten): 2-D Konfigura-
tion (links) und 3-D bei z = 0 (rechts). Die Farbskala reicht von 0 (weiß) bis 60a∞/C (schwarz).

mulation dargestellt. Das unterschiedliche Verhalten zwischen zwei- und dreidimensionalen
Grenzschichten wird hier gut deutlich: Die Genzschicht rollt in beiden Fällen im Bereich um
x = 0.3C zu Wirbelstrukturen auf. Die im 3-D Fall beobachteten Strukturen ähneln Tollmien-
Schlichting Instabilitäten aus anderen Simulationen [105, 107], welche ein charakteristisches
Zeichen für den Beginn des Laminar-Turbulenten Übergangs in einer Grenzschicht darstellen.
Während die Wirbel im 2-D Fall laminar bleiben und stromab größer werden, setzt im 3-D
Fall in diesem Bereich die Transition zur Turbulenz ein, in dessen Verlauf die Wirbel in Strom-
richtung gestreckt werden, in kleinere Strukturen zerfallen und schließlich die Grenzschicht
turbulent werden lassen. Davidson beschreibt in [108] S.569ff. ausführlich die Eigenschaften
„zweidimensionaler“ Turbulenz. Dieses prinzipielle Verhalten zeigt sich in sehr guter Über-
einstimmung mit den Ergebnissen von Marsden et al. [105, 38]. Auch der Nachlauf ist zu un-
terscheiden: Bei der zweidimensionalen Strömung erfolgt eine Wirbelpaarung mit bestimmter
Frequenz, was zu einemDruckspektrummit Frequenzpeak führen sollte. Bei der in z-Richtung
erweiterten Konfiguration ist der Nachlauf durch Strukturen diverser Längenskalen gekenn-
zeichnet.
Der Verlauf des Druckbeiwertes, Cp, entlang der Profilkontur ist in Abbildung 3.12 dargestellt.
Im zweidimensionalen Fall ist er in guter Übereinstimmung mit der XFOIL-Lösung, die Ab-
weichung an der Oberseite resultiert aus dem Aufrollen der Grenzschicht bei x/C ≈ 0.3 und
die Abweichung bei x/C ≈ 1 ist auf die abgerundete Hinterkante und die entstehende Ablö-
seblase an dieser Stelle (siehe Abbildung 3.14) zurückzuführen. Der Cp-Verlauf der 3-D Simu-
lation wird mit den Ergebnissen vonWolf [106] verglichen und ist diesen sehr ähnlich. Bei Ref.
[106] setzt die laminar-turbulente Transition etwas früher und abrupter ein, die Ursache dafür
wird in einer schwächeren artifiziellen Viskosität bei der Referenzsimulation vermutet. Der
Reibungsbeiwert, Cf , auf der Flügeloberfäche ist in Abbildung 3.13 zu sehen. In Abbildung
3.14 fällt auf, dass die Rezirkulationsgebiete qualitativ sehr ähnlich sind und sich in Strom-
richtung auf gleicher Position befinden. Im dreidimesionalen Fall befinden sie sich allerdings
weiter von der Profilkontur entfernt. Abbildung 3.15 zeigt kolorierte Isoflächen von Q, Glg.
(2.13), wobei die Farbskala mit derWirbelstärkemagnitude korrespondiert. Dabei beschreibt Q
das lokale Gleichgewicht zwischen Rotation und Scherung in allen Raumrichtungen. Für den
Fall Q > 0 überwiegt die Rotation die Scherung, was aber noch keine hinreichende Bedingung
für einen Wirbel darstellt. Es ist zu sehen, dass die Genzschicht bei x ≈ 0.3C beginnt aufzurol-
len. Bei x ≈ 0.45C lösen die instabilen Wirbelrollen von der Oberfläche ab und es bilden sich
Hufeisenwirbel. Der Trasitionsbereich erstreckt sich zwischen 0.3 ≤ x/C ≤ 0.6 und zeigt den
klassischen Übergang (beschrieben in Davidson [108], S. 11,107ff. und 443-444) von zwei- zu
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Abb. 3.14: Stromlinien der mittleren Strömung: 2-D (links), 3-D (rechts).
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Abb. 3.15: Turbulente Strukturen visualisiert mit dem Q-Kriterium. Gezeigt sind die Isoflächen von
Q = 7a2∞/C2. Die Farbskala repräsentiert die Wirbelstärkenorm kωk, sie reicht von 0 (gelb) bis 60a∞/C
(blau).
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Abb. 3.16:Mit uτ normierte Geschwindigkeitsprofile aufgetragen über der Wandeinheit y+ in der obe-
ren Grenzschicht für die Positionen: �, x/C = 0.78; △, x/C = 0.89 und ◦, x/C = 0.97. - - -, U+ = y+.

dreidimensionalen Instabilitäten über Λ-Wirbel und Hufeinsenwirbel bis hin zur voll turbu-
lenten Grenzschicht.
Der Verlauf der normierten mittleren Geschwindigkeit, U+ = u/uτ, in der Grenzschicht auf-
getragen über der Wandeinheit y+ ist in Abbildung 3.16 zu sehen. Die drei Zonen viskose
Unterschicht, logarithmische Zwischenschicht und Außenbereich sind deutlich zu erkennen;
die Ergebnisse sind in guter Übereinstimmung mit anderen Simulationen (siehe Ref. [38] und
[106] S.189). In Abbildung 3.17 sind die Geschwindigkeitsfluktuationen u′ und v′ für unter-
schiedliche x-Werte in Spannweitenrichtung aufgetragen (der Abstand zur Profiloberfläche
beträgt hy = 0.0032C was einem Wandabstand von h+y = hyuτ/ν ≃ 54 entspricht). Wie zu
erwarten sind die longditudinalen Fluktuationen stärker als die transversalen. Als Kriterium
für eine hinreichende Ausdehnung des Simulationsgebiets in Spannweitenrichtung, wird der
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Abfall der Zweipunktkorrelation

R(z)
ij (z, rz, t) =



u′i(z, t)u

′
j(z+ rz, t)

�



u′i(z, t)

2
�1/2


u′j(z, t)
2
�1/2 ,

innerhalb Lz/2 auf nahe Null gefordert. In homogene Richtung kann die Zweipunktkorrelati-
on via Fouriertransformation des eindimensionalen Energiespektrums

R(z)
ii (rz) = F−1

�
E
(z)
ii (kz)

hu′2i i

�
=
Z ∞

0

E
(z)
ii (kz)

hu′2i i
cos(kzrz) dkz

berechnet werden. Das eindimensionale Energiespektrumwird berechnet mit

Eii(kz) = |bui(kz)|2 = bui(kz)bu∗i (kz),

wobei bui(kz) = 1
2π

R ∞

−∞
u′i(z)e

−ikzz dz die Fouriertransformierte des Signals u′i(z) und bu∗i (kz)
die konjungiert Komplexe ist.
Abbildung 3.18 zeigt die Energiespektren und die Zweipunktkorrelationen in Spannweiten-
richtung für zwei unterschiedliche Positionen auf der Saugseite. Es ist zu erkennen, dass die
Geschwindigkeitsfluktuationen schon bei x = 0.5C innerhalb der halben Gebietsbreite auf na-
he Null abklingen, für x = 0.95C sind sie kaum noch korreliert. Die Druckkorrelation, zu sehen
in Abbildung 3.19, klingt ebenfalls innerhalb des Simulationsgebiets auf Werte nahe Null ab.
Die kenntlich gemachte Helmholtzzahl von kzC = 240 korrespondiert mit einer Wellenlänge
der arodynamischen Druckfluktuationen von λ ≈ 0.026C.
Laut Hwang et al. [109] gibt es keine universelle Skalierung, die zu einem zufriedenstellen-
den Abfall der Druckspektren bei allen Frequenzen führt. Nach Gravante et al. [110] sollte das
Wanddruckspektrum einem Potenzgesetz Φ(ω) ∝ ωn folgen, wobei n vom Frequenzbereich
des turbulenten Spektrums abhängt. Sie beschreiben drei Frequenzbereiche des Spektrums, die
Φ(ω) ∝ ω−1, Φ(ω) ∝ ω−7/3 und Φ(ω) ∝ ω−5 aufweisen. Ein Abfall proportional zu ω−1 und
ω−7/3 steht mit Druckfluktuationen im logarithmischen Teil der Grenzschicht bzw. im oberen
Teil der Pufferzone in Verbindung. Das ω−5-Verhalten korrespondiert mit Druckfluktuationen
in der Grenzschicht unterhalb y+ ≈ 20. In Abbildung 3.19 ist zu sehen, dass die LES in der
Lage ist, das ω−5-Verhalten zu erfassen und damit die Grenzschicht adäquat aufzulösen.
In Abbildung 3.20 sind die λ2-Isokonturen, koloriert mit der Geschwindigkeit in Strömungs-
richtung zu sehen. Für negative Werte von λ2 weist der Druck ein lokales Minimum auf. Die
Visualisierung des λ2-Kriteriums liefert so eine erste qualitative Sicht auf die Kohärenz der
aerodynamischen Druckfluktuationen in Wandnähe. In Abbildung 3.21 sind die Geschwin-
digkeitsfluktuationen der zweidimensionalen Strömung für unterschiedliche x-Positionen in
der oberen Grenzschicht über der Zeit aufgetragen. Sie sind deutlich regelmäßiger als im 3-D
Fall und die y-Komponente wächst stromab an und wird im Nachlauf größer als u′. Aus der
Abbildung kann eine Periodendauer von etwa 0.5C/a∞ abgelesen werden, dies entspricht ei-
ner Frequenz von fv = 2a∞/C und die Wellenlänge wird abgeschätzt mit λv ≈ u∞/ fv = 0.2C.
Die Leistungsdichtespektren der Geschwindigkeitsverläufe in Stromrichtung bei x = 0.65C
und x = 0.95C, sind in Abbildung 3.22 gegeben. Die dominante Frequenz korrespondiert mit
einer Strouhalzahl, basierend auf der Profildicke, von St0.12c = fv0.12C/u∞ = 0.6. Die korre-
spondierende dominante Wellenlänge ist λ = u∞/ fv = 0.12C/St0.12C = 0.2C und damit in
guter Übereinstimmung mit λ = C/4.5, der von Marsden et al. [105] bestimmten Wellenlänge.
Abbildung 3.23 zeigt das Druckspektrum und den Druckverlauf im akustischen Nahfeld bei
x = 0.5C auf der Saug- und Druckseite des Profils.
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Abb. 3.17: 3-D NACA: Geschwindigkeitsfluktuationen in z-Richtung in der Grenzschicht der Saugseite
bei y+ ≃ 54. Werte um beliebigen Betrag (0.25, 0.5, . . . , 1) geshiftet.
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-) und w′ (· · · ).
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Abb. 3.19: 3-D NACA: Spektrum des Drucks und Korrelation der Saugseite bei x = 0.5C (oben) und
x = 0.95C (unten): auf der Oberfläche (—) und in der Grenzschicht (- - -).

Abb. 3.20:Darstellung der Isoflächen von λ2 = −7a2∞/C2 koloriert mit der Longditudinalgeschwindig-
keit, von u = 0 (blau) zu u = 0.6a∞ (rot).
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Abb. 3.21: 2-D NACA: Geschwindigkeitsfluktuation in der Grenzschicht und im Nachlauf. Werte um
beliebigen Betrag (0.5, 1, . . . , 2.5) geshiftet.
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Abb. 3.22: 2-D NACA0012: Amplitudenspektrum und gefensterter Geschwindigkeitsverlauf in der
Grenzschicht der Saugseite bei x = 0.95C (oben) und x = 0.65C (unten). Fensterfunktion w(t).
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Abb. 3.23: 2-DNACA0012:Druckspektrum der Saugseite bei (x, y) = (0.5C, 0.3C) (oben) undDruckseite
bei (x, y) = (0.5C,−0.3C) (unten). Der gefensterte Druckverlauf ist jeweils rechts dargestellt.

Akustisches Feld. Ausgehendvon einerMomentaufnahme des akustischenNah- und Fernfeldes
der zweidimensionalen Konfiguration, soll nun die Schallemission kurz diskutiert werden.
Außerhalb der Scherregionen steht die Divergenz der Geschwindigkeit in direkter Beziehung
zum akustischen Druck:

Θ = ∇ · u ≃ − 1
ρ∞a2∞

�
∂p

∂t
+ u∞

∂p

∂x

�
.

Sie ist nicht sensitiv bezüglich des mittleren Drucks und eignet sich daher gut zur Visualisie-
rung des akustischen Feldes. Abbildung 3.24 zeigt ein instantanes Divergenzfeld der LES und
LEE-Simulation und Konturlinien der Wirbelstärke: Bedingt durch die Interaktion von aerdy-
namischen Druckfluktuationen (z.B. Druckminima im Wirbelzentrum wie in der Einleitung
im Abschnitt zum Tragfügellärm erläutert) mit der Hinterkante, ist die Strahlung stark dipo-
lartig mit einer deutlichen Richtwirkung stromaufwärts. Die Konturebenen der Divergenz im
LEE-Gebiet gehen in Form und Farbe sehr gut in die des LES-Gebiets über. Die akustischen
Wellen werden ohne signifikante numerische Artefakte aus dem LES-Gebiet in das LEE Ge-
biet propagiert. Dort überlagern die akustischen Fluktuationen die uniforme Hauptströmung
(ρ0, u0, v0) = (ρ∞, 0.4a∞, 0) und verlassen das Gebiet ohne unphysikalische Reflexionen am
Fernfeldrand. Die akustischen Wellen der Ober- und Unterseite des Profils haben an der Hin-
terkante einen Phasenunterschied von π. Aufgrund der erhöhten Geschwindigkeit auf der
Saugseite, sinkt der Betrag der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit, |u− a∞|, die Schallwellen
werden gestaucht und der Phasenunterschied verschwindet stromauf.
Die Verläufe der Dichte entlang der x-Achse bei y ≈ −0.6C sind in Abbildung 3.25 gezeigt. Die
ρ-Profile der LES und LEE-Simulation stimmen in Amplitude und Phase sehr gut überein . Auf
der Druckseite des Profils ist die Annahme einer uniformen mittleren Strömung am Interface
nicht ganz erfüllt, was sich in der etwas höheren mittleren Dichte (ρ > ρ∞) widerspiegelt. Die
Abbildungen 3.26 zeigen die Übergabe der LES-Lösung in das LEE-Gebiet in lateraler Rich-
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/
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Abb. 3.24: 2-D NACA0012: Divergenzfeld Θ = ∇ · u zur Zeit t = 45C/a∞ mit kontinuierlicher Farbs-
kala zwischen Θ = ±0.1a∞/C im NSE Gebiet und 10 Konturebenen im LEE Gebiet. Konturebenen der
Wirbelstärke ωz: min: −87a∞/C (blau), max: 87a∞/C (rot), Inkr.: 4a∞/C. Die Interfaces befinden sich
bei y = ±0.5, gekennzeichnet mit den schwarzen Linien.

tung an unterschiedlichen x-Positionen. Die Abweichung der LES-Lösungen ab y > 0.6C ist
auf die laterale Dämpfungszone sowie die Gitterstreckung im LES-Gebiet zurückzuführen.
Ein Vergleich der Schallemission in der Grenzschicht und an der Profilhinterkante zwischen
zwei- und dreidimensionaler Umströmung ist in Abbildung 3.27 zu sehen: Visualisiert sind
die Divergenz und der nicht-lineare Anteil des Lighthill Quellterms Sn = ∂2(ρu′iu

′
j)/∂xi∂xj.

Die Struktur der Quellterme ähnelt in beiden Fällen sehr stark der dazugehörigen Wirbelstär-
ke in Abb. 3.11. Im zweidimensionalen Fall sind sie kohärent, wachsen im Verlauf stromab an
und interagieren dann mit der Hinterkante. Bei der dreidimensionalen Strömung ist dagegen
auch eine akustische Abstrahlung aus der Grenzschicht zu erkennen. Die Wirbelstrukturen in-
teragieren hier nicht nur mit der Hinterkante, sondern auch untereinander. Dies deckt sich mit
den Beobachtungen in Wolf & Lele [39] wonach bei der untersuchtenMachzahl von M∞ = 0.4
nichtlineare Quadrupolquellen (wie sie durch turbulente Interaktion entstehen) eine wichti-
ge Rolle bei der Schallemission der 3-D NACA0012-Konfiguration spielen; für M∞ = 0.115
können diese noch verglichen mit den Dipolquellen vernachlässigt werden. Es scheint als sei
nicht das räumliche Anwachsen der Quellen, sondern das Aufbrechen kohärenter Quellen für
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Abb. 3.25: 2-D NACA0012: Dichte zur Zeit t = 45C/a∞ entlang x bei y ≈ −0.6C.—, LES, - - -, LEE. Die
LES Lösung wurde um −0.0015ρ∞ verschoben.
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Abb. 3.26: 2-D NACA0012: Dichte zur Zeit t = 45C/a∞ entlang y bei (a) x ≈ 0.36C, (b) x ≈ 0.5C, (c)
x ≈ 0.64C, (d) x ≈ 0.78C. —, NSE-Simulation, - - - LEE-Simulation. Die vertikale Linie kennzeichnet
das Interface. Im Bereich 0.5 < |y/C| < 1 wirken die Gitterstreckung und Dämpfungszone auf die
NSE-Lösung.
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Abb. 3.27: Instantane Visualisierung der nicht-linearen Komponente des Lighthill Quellterms, Sn =
∂2(ρu′iu

′
j)/∂xi∂xj, und der Dillatation Θ. 2-D Konfiguration (links) und 3-D (rechts). Farbskala von blau

zu rot zwischen Sn = ±160ρ∞a2∞/C2; Farbskala der Dillatation wie in Abb. 3.24.
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Abb. 3.28:Druckfluktuation (oben) und Dillatation (unten) bei y ≃ −0.6C: 2-DNACA (links), 3-DNACA
(rechts).

die Emission von Schall verantwortlich. Bei der zweidimensionalen Umströmung kommt es
dazu nur an der Hinterkante, bei der dreidimensionalen auch innerhalb der Grenzschicht. Ins-
gesamt ist die Dillatation des Geschwindigkeitsfeldes, zu sehen in Abbildung 3.28, und damit
die Schallintensität, im 3D-Fall geringer. In den Leistungsdichtespektren des Drucks im akus-
tischen Bereich (Abbildung 3.29) ist eine Erhöhung im Bereich um die Helmholtzzahl kC = 17
zu erkennen. Dies entspricht einer Wellenlänge von λ ≃ 0.37C, welche auch aus z.B. Abb.3.25
heraus gelesen wird.
Damit wird die Validierung der oben vorgestellten LES-LEE-Prozedur hier abgeschlossen und
das Verfahren als hinreichend validiert angesehen.

3.2 Integrale-Methode basierend auf FWH

Durch geschickte Umformungen der strömungsmechanischen Grundgleichungen entwickelte
Lighthill [11] 1952 ohne Näherungen und Linearisierungen die inhomogene lineare Wellen-
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Abb. 3.29: Fouriertransformation der Druckfluktuation (oben) und Dillatation (unten) bei y ≃ −0.6C:
2-D NACA (links), 3-D NACA (rechts): —, mit Hanning Fensterung; - - -, ohne Fensterung.

gleichung

∂2ρ′

∂t2
− a2∞

∂2ρ′

∂x2j
=

∂2Tij

∂xi∂xj
, (3.15)

wobei Tij = ρuiuj +
�
p − a2∞ρ

�
δij − τij dabei der Lighthillspannungstensor, ρ die Dichte, ui

die Geschwindigkeit in i-Richtung, τij der Spannungstensor, ρ′ die Dichtefluktuation und a∞

die Schallgeschwindigkeit in der Umgebung ist. Da der mittlere Druck, p, im Fall freier Scher-
schichten annähernd uniform ist und die Druckfluktuation, p′ ≡ p′dy + p′ac = p− p, sich in der
uniformen Außenströmung auf p′ = p′ac = a2∞ρ′ reduziert, verschwindet Tij dort.
Zur Berechnung der akustischen Dichte ρ′ müssen im Quellgebiet Ωs ∈ ΩCFD (vgl. schema-
tische Darstellung 1.5), welches alle relevanten akustischen Quellen umschließt, Tij oder Ver-
einfachungen davon berechnet und abgespeichert werden. Im zweiten Schritt wird dann die
Lighthill-Gleichung (3.15) im gesamten Gebiet ΩCAA numerisch gelöst, indem zu jedem Zeit-
schritt der zuvor abgespeicherte Quellterm eingelesen wird. Randbedingungen infolge in der
Strömung befindlicher Objekte werden in (3.15) nicht berücksichtigt, wodurch die Analogie
auf freie Scherströmungen mit Volumenquellen (Quardupole) beschränkt ist.
Curle [111] erweiterte 1955 die Analogie von Lighthill um den Einfluss fester Berandungen
in der Strömung. Dazu erfasst die Curle-Lighthill Analogie zu den Quardupolen auch den
Beitrag von akustisch sehr effektiven Dipolen, welche durch die akustische Aufladung von
Oberflächen (z.B. Tragflügel) entstehen. Damit war es möglich auch Effekte wie die Reflexion
und Brechung an stationären Objekten in der Strömung zu erfassen.
Ffowcs Williams & Hawkings [58] (FWH) erweiterten diese Theorie so, dass eine beliebige Be-
wegung der Objekte möglich wurde. Abhängig von der Bewegung des Beobachters und des
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f = 0
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f < 0

n = ∇ f
Beobachter

Abb. 3.30: Schematische Darstellung der FWH-Analogie mit durchlässiger Integrationsfläche.

ihn umgebenden Fluids lassen sich drei Problemtypen klassifizieren: (i) Beobachter und Um-
gebung befinden sich in Ruhe (z.B. Flug über Mikrophonarray), (ii) Beobachter wird konstant
bewegt (z.B. Mikrophon montiert an Tragfügel), und Problem (iii) mit stationärem Beobachter
und uniform bewegtem Umgebungmedium (z.B. Messungen in einem Windkanal). In allen
drei Fällen kann zudem das Kontrollvolumen bewegt oder ortsfest sein.
Je nach Fall wurden spezielle Lösungen der FWH-Gleichung hergeleitet. Ursprünglich wur-
den die jeweiligen Quellanteile auf der Objektoberfläche und im Volumen erfasst. Mit der
Formulierung von Di Francescantonio [112] war es möglich die Quellen weit entfernt von
den physikalischen Oberfächen auf einer durchlässigen Integrationsfläche zu erfassen, was
die praktische Umsetzung des Verfahrens deutlich vereinfachte und die Vernachlässigung der
rechenintensiven Volumenquellen ermöglichte. Brentner & Farassat [113] untersuchten aus-
führlich den Einfluss der Lage der Integrationsfläche auf den berechneten Schalldruckpegel
bei Rotorlärm. Die Autoren Uzun et al. [114, 115], Shur et al. [116], Mendez et al. [26], Nichols et
al. [117, 27] und Brès et al. [28] wendeten das Verfahren zur Berechnung von Freistrahllärm an.
Wolf et al. [39] und Zhong & Zhang [118] setzten die Analogie erfolgreich bei der Vorhersage
von Tragflügellärm ein.
Aktuell ist die FWH-Analogie einer der allgemeinsten Ansätze zur Schallfeldberechnung. Für
die Vorhersage des akustischen Fernfelds der Freistrahl-Klappen Interaktion, basierend auf ei-
ner akkuraten, instationären Strömungssimulation, scheint die Ffowcs Williams & Hawkings
Analogie gut geeignet und wurde daher zu diesem Zweck in das OVERTURE Paket imple-
mentiert. Der entwickelte FWH-Löser ermöglicht die parallele und simultane Berechnung des
akustischen Drucks auf der Grundlage von CFD-Simulationen mit überlappendenGittern und
in Anwesenheit einer Hintergrundströmung. Der Löser und dessen Validierung wurden in
[119] veröffentlicht.

3.2.1 Theorie

Die Integrationsfläche S (auch Kontrollfläche genannt) wird mathematisch durch die Funktion
f (x, t) definiert. Auf der Kontrollfläche ist f = 0 und |∇ f | = 1, im Inneren ist f < 0 und
außerhalb des Kontrollvolumens ist f > 0; ∇ f = n̂ ist der nach außen gerichtete Einheits-
normalenvektor (Abbildung 3.30 veranschaulicht dies schematisch). Weiter wird benötigt die
Heavisidefunktion H( f ), definiert als

H( f ) =

(
0, wenn f < 0,

1, wenn f ≥ 0.
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Der Gradient von H( f ) ist gegeben mit

∂H( f )

∂xi
= δ( f )

∂ f

∂xi
= n̂iδ( f ),

wobei δ( f ) die Dirac δ-Funktion ist. Die zeitliche Ableitung von H( f ) folgt aus

∂H

∂t
+ vi

∂H

∂xi
= 0 ⇒ ∂H

∂t
= −v ·∇ f δ( f ) = −vnδ( f ),

wobei v die Geschwindigkeit der Integrationsfläche ist.
Bei den in dieser Arbeit untersuchten Konfigurationen treten die oben genannten Fälle (i) und
(iii) auf. Die für diese Fälle entwickelten FWH-Formulierungen wurden für eine durchlässige
Integrationsfäche implementiert und werden im Folgenden beschrieben.

Formulierung ohne Konvektion

Die für Fall (i) mit ruhendem Bobachter ohne Hauptströmung verwendete Formulierung für
eine durchlässige Integrationsfläche wurde von Brentner & Farassat [113] vorgestellt. Die dis-
krete Ffowcs Williams & Hawkings Gleichung für diesen Fall kann geschrieben werden als:

�
2p′(x, t)H( f ) =

∂

∂t
[(ρ0Un)δ( f )]−

∂

∂xi
[Liδ( f )] +

∂2

∂xi∂xj

�
TijH( f )

�
(3.16)

mit �2 = 1
a2∞

∂2

∂t2
−∇2 als dem Wellenoperator, a∞ der Schallgeschwindigkeit, p′ = ρ′a2∞ dem

akustischen Druck, der Dichtefluktuation ρ′ und der mittleren Dichte ρ0. Die Ausdrücke auf
der rechten Seite von (3.16) sind definiert mit:

Un = Uin̂i =

�
1− ρ

ρ0

�
vin̂i +

ρui

ρ0
n̂i,

Li = Lijn̂j = ρui

�
uj − vj

�
n̂j + Pijn̂j,

Tij = ρuiuj + Pij − a2∞δijρ
′,

wobei ρ die totale Dichte, ρui der Impuls in i-Richtung, Pij der kompressive Spannungstensor
und vi die Geschwindigkeit auf der Integrationsfläche f = 0 ist. Für ein viskoses Fluid ist Pij =

p′δij − τij wobei τij = µ
� ∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
− 2

3δij
∂uk
∂xk

�
und δij das Kroneckerdelta ist. Der Schallbeitrag

des viskosen Terms in Pij ist im Allgemeinen vernachlässigbar [28], sodass Pij = (p − p0)δij.
Die Projektion eines Vektorwertes in Richtung der Flächennormalen wird mit dem Index n
gekennzeichnet.
Die integrale Formulierung der Gleichung (3.16) für ein beliebig bewegtes Kontrollvolumen
mit Strömung auf der Kontrollfläche lautet dann (Brentner & Farassat [113]):

p′(x, t) = p′T(x, t) + p′L(x, t) + p′Q(x, t), (3.17)
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mit5

4πp′T(x, t) =
Z

f=0

�
ρ0(U̇n +Uṅ)

r(1− Mr)2

�

ret
dS

+
Z

f=0

�
ρ0Un(rṀr + a∞(Mr − M2))

r2(1− Mr)3

�

ret
dS,

4πp′L(x, t) =
1
a∞

Z

f=0

�
L̇r

r(1− Mr)2

�

ret
dS

+
Z

f=0

�
Lr − LM

r2(1− Mr)2

�

ret
dS

+
1
a∞

Z

f=0

�
Lr(rṀr + a∞(Mr − M2))

r2(1− Mr)3

�

ret
dS,

wobei r = |x− y| der Abstand zwischen der Quelle bei y und dem Beobachter x ist. Der Punkt
· kennzeichnet die Zeitableitung zur Quellzeit τ, der Index r und n meint das Skalarprodukt
des Vektorsmit dem Einheitsvektor in Abstrahlrichtung r̂ = (x− y)/r bzw. Flächennormalen-
richtung n̂; M = |M| und LM = LiMi, wobei Mi = vi/a∞ die lokale Machzahl von f = 0 in
i-Richtung ist. Mr = Mir̂i ist die Machzahl mit der sich der Quellpunkt auf den Beobachter zu
bewegt. Der Ausdruck [. . . ]ret kennzeichnet die Auswertung zur retardierten Zeit (Emissions-
Zeit)

τe = t− |x− y(τe)|
a∞

= t− r

a∞

. (3.18)

Die Terme in Gleichung 3.17 korrespondieren mit jenen in Gleichung 3.16 und erhalten im
Fall einer undurchlässigen Integrationsfläche die physikalische Bedeutung von Thickness-,
Loading- und Quadrupol-Lärm Termen. Der Term p′Q(x, t) berücksichtigt alle Quadrupole
außerhalb der Integrationsfläche ( f > 0). Liegen alle akustischen Quellen innerhalb der In-
tegrationsfläche, wie bei den Untersuchungen hier, darf dieser Term vernachlässigt werden.
Im Fall einer durchlässigen Integrationsfläche, ist die Separation in p′T , p

′
L, und p′Q lediglich

von mathematischer Bedeutung [113, 120].
Da alle Simulationskonfigurationen in dieser Arbeit stationär sind, ist der Ortsvektor y nicht
von τe abhängig. Für eine stationäre Integrationsfläche (vi = 0) ist Mr = 0 und die Terme
vereinfachen sich zu:

4πp′T(x, t) =
Z

f=0

�
ρ0U̇n

r

�

τe

dS, (3.19)

4πp′L(x, t) =
Z

f=0

�
L̇r
a∞r

+
Lr
r2

�

τe

dS, (3.20)

mit

Un =
ρun

ρ0
,

Li = ρuiun + Pijn̂j.

5Ummathematisch korrekt zu bleiben, müssten die Ausdrücke für den akustischen Druck jeweils p′H( f ) lauten.
Da sich die Beobachterpunkte aber gewöhnlich außerhalb der Integrationsfläche f = 0 befinden, wird zur
besseren Lesbarkeit meist darauf verzichtet.
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Bei manchen der hier untersuchen Fälle der Freistrahl-Klappen Konfiguration liegt eine uni-
forme Hintergrundströmung (co-flow) vor, die klassische Formulierung berücksichtigt jedoch
nicht die Anwesenheit einer Hauptströmung. Durch eine Galilei-Transformation ließe sich das
Problem zwar in ein äquivalentes Problem, bestehend aus der Kombination der Fälle (i) und
(ii) mit bewegter Integrationsfläche, transformieren,was aber fehleranfällig ist und inmanchen
Fällen unkorrekte Ergebnisse liefert [121]. Aus diesem Grund wurde eine uniforme Konvekti-
on explizit in den Gleichungen berücksichtigt.

Formulierung mit uniformer Konvektion

Casalino [122, 123] erweiterte die Formulierung von Brentner & Farassat [113] für einen mit
der konstanten Geschwindigkeit a∞Mo bewegten Beobachter und schlug vor, eine uniforme
Hauptströmung,U∞, durch die Bewegung des Beobachters mit a∞Mo = −U∞ und eine eben-
falls mit v = −U∞ bewegte Integrationsfläche implizit zu berücksichtigen. Durch die Galilei-
Invarianz der Problemtypen ist dieser Ansatz zwar möglich, allerdings ist es eleganter die
Anwesenheit einer Hintergrundstömung direkt in den Gleichungen zu berücksichtigen. Folgt
man Najafi-Yazdin et al. [121] und berücksichtigt ein mitU∞ uniform bewegtesMedium expli-
zit in der Formulierung der FWH-Analogie, und spaltet die Geschwindigkeit in u = u′ +U∞

auf6, so lautet die diskrete Ffowcs Williams & Hawkings Gleichung für diesen Fall:
"�

1
a2∞

∂

∂t
+U∞ ·∇

�2

−∇2

#
p′(x, t)H( f ) =

�
∂

∂t
+U∞ ·∇

�
[(ρ0Un)δ( f )]

− ∂

∂xi
[Liδ( f )] +

∂2

∂xi∂xj

�
TijH( f )

�
(3.21)

Die Ausdrücke auf der rechten Seite sind im Detail:

Ui =
ρ

ρ0

�
u′i +U∞i − vi

�
+ vi −U∞i

=

�
1− ρ

ρ0

�
vi +

ρui

ρ0
−U∞i,

Li = ρu′i
�
u′jn̂j +U∞jn̂j − vjn̂j

�
+ Pijn̂j

= ρu′i (un − vn) + Pijn̂j,

wobei Un = Uin̂i ist. Die Terme für Thickness-Lärm und Loading-Lärm enthalten jetzt die
Hauptströmungsgeschwindigkeit,der Lighthill-Spannungstensor Tij bleibt zur klassischen For-
mulierung unverändert. Für U∞ = 0 erhält man wieder die klassische FWH-Gleichung (3.16).
Für die Lösung von (3.21) benötigt man die konvektive Green’s Funktion (Najafi-Yazdin et al.
[121]):

G(x, t; y, τ) =
δ(g)

4πR =
δ(τ − t+ R/a∞)

4πR (3.22)

wobei x der Ort und t die Zeit des Beobachters sind und y und τ sind Quellort bzw. Quellzeit
(dabei ist y = y(τ)). R ist der effektive akustische Abstand zwischen Beobachter und Quelle.
Für eine uniforme Hauptströmung in beliebige Richtung sind die Größen R und R definiert

6Wenn die mittlere Strömung nicht uniform ist (d.h. u 6= U∞) ist diese Annahme nicht mehr korrekt und es
kommt zu Fehlern. Zhong & Zhang [118] entwickelten für diesen Fall eine spezielle Formulierung, die den
Fehler reduziert. Bei den Fällen hier wird u = U∞ angenommen.
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mit (Zhong & Zhang [118]):

R =
1
α

q
r2 + (αM∞ · r)2, R = α2(R− M∞ · r), mit α2 =

1
β2 =

1
1− |M∞|2

wobei r = x− y und r = |r| der geometrische Abstand zwischen Beobachter und Quelle ist.
Die Lösung der diskreten konvektiven FWH-Gleichung (3.21) lautet dann in der integralen
Form (der Quadrupolterm ist der Vollständigkeit wegen angegeben, er wird im Folgenden
aber vernachlässigt):

H( f )p′(x, t) =
�

∂

∂t
+U∞ ·∇

� Z t

−∞

Z

R3
G ρ0Unδ( f ) d3y dτ

− ∂

∂xi

Z t

−∞

Z

R3
G Liδ( f ) d3y dτ

+
∂2

∂xi∂xj

Z t

−∞

Z

R3
G TijH( f ) d3y dτ.

(3.23)

Um die Schwierigkeit der Berechnung von ∂/∂xi zu Umgehen (die räumlichen Ableitungen
sind in Bezug auf die Beobachterkoordinate xi durchzuführen) und für eine adäquate nume-
rische Implementierung, werden die räumlichen Ableitungen in zeitliche Ableitungen über-
führt: Mit der Ketten- und Produktregel kann man die räumliche Ableitung der Green’s Funk-
tion (3.22) schreiben als:

∂

∂xi

�
δ(g)

R

�
=

∂g

∂xi

δ′(g)
R − ∂R

∂xi

δ(g)

R2 =
1
a∞

R̃i

R δ′(g)− R̃i

R2 δ(g), (3.24)

mit dem Argument g = τ − t+ R/a∞. Die Ableitungen von R und R bezüglich xi sind direkt
zu berechnen via

R̃i =
∂R
∂xi

=
ri + α2M∞i(M∞ · r)

α2R , R̃i =
∂R

∂xi
= α2 �R̃i − M∞i

�
. (3.25)

Für einen stationären Beobachter sind R und R̃i unabhängig von t und man erhält den Aus-
druck (Ghorbaniasl & Lacor [124]):

R̃i

R δ′(g) = − ∂

∂t

�
R̃iδ(g)

R

�
. (3.26)

Setzt man die Beziehung (3.26) in (3.24) ein, folgt der numerisch effiziente Ausdruck zur Be-
rechnung von ∂/∂xi in Gleichung (3.23) zu:

∂

∂xi

�
δ(g)

R

�
= − 1

a∞

∂

∂t

�
R̃iδ(g)

R

�
− R̃iδ(g)

R2 .

Diese Beziehungen angewandt auf (3.23) und Reduktion der Volumenintegrale in Flächenin-
tegrale auf f = 0 folgt der Thickness-Lärm Term (in Einsteinscher Summenkonvention) als:
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4πH( f )p′T(x, t) =
∂

∂t

Z t

−∞

Z

f=0
ρ0Unδ( f )

δ(g)

R dS(y) dτ

− M∞i
∂

∂t

Z t

−∞

Z

f=0
ρ0Unδ( f )

R̃iδ(g)

R dS(y) dτ

−U∞i

Z t

−∞

Z

f=0
ρ0Unδ( f )

R̃iδ(g)

R2 dS(y) dτ,

(3.27)

und der Ausdruck für den Loading-Lärm lautet:

4πH( f )p′L(x, t) =
1
a∞

∂

∂t

Z t

−∞

Z

f=0
Liδ( f )

R̃iδ(g)

R dS(y) dτ

+
Z t

−∞

Z

f=0
Liδ( f )

R̃iδ(g)

R2 dS(y) dτ.
(3.28)

Die Zeitintegrale in (3.27) und (3.28) können vereinfacht werden mit:

Z t

−∞
F(τ)δ(g(τ))dτ =

�
F(τ)

|∂g/∂τ|

�

g=0
,

wobei F(τ) eine beliebige Funktion von τ ist. Mit ∂R/∂yi = −∂R/∂xi und ∂yi/∂τ = vi kann
dann die Ableitung ∂g/∂τ berechnet werden über

∂g

∂τ
= 1+

1
a∞

∂R

∂τ
= 1+

1
a∞

∂R

∂yi

∂yi
∂τ

= 1− 1
a∞

∂yi
∂τ

R̃i = 1− MiR̃i = 1− MR

wobei Mi = vi/a∞ die Machzahl der Integrationsfläche in i-Richtung zur Zeit τ = τe = t −
R/a∞ ist (für diese Zeit ist g = 0) und die Gleichungen (3.27) und (3.28) vereinfachen sich in
der Folge zu:

4πp′T(x, t) =
∂

∂t

Z

f=0

�
ρ0Un

R(1− MR)

�

τe

dS− M∞i
∂

∂t

Z

f=0

�
ρ0UnR̃i

R(1− MR)

�

τe

dS

−U∞i

Z

f=0

�
ρ0UnR̃i

R2(1− MR)

�

τe

dS

und

4πp′L(x, t) =
1
a∞

∂

∂t

Z

f=0

�
LiR̃i

R(1− MR)

�

τe

dS+
Z

f=0

�
LiR̃i

R2(1− MR)2

�

τe

dS.

Für eine fehlerfreie und effiziente Anwendung des Quell-Zeit Verfahrens (beschrieben im fol-
genden Abschnitt), ist es erforderlich die Zeitableitungen in die Integrale zu ziehen [122]. Die
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finale, numerisch effiziente Formulierung mit Zeitableitungen zur Quell-Zeit lautet dann:

4πp′T(x, t) =
Z
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�
ρ0(U̇n +Uṅ)
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und

4πp′L(x, t) =
1
a∞
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Bei den Untersuchungenhier ist die Integrationsfläche f = 0 stationär. D.h. vi = 0 und MR = 0
und die akustischen Distanzen R und R sind nicht mehr von der Quellzeit τe abhängig. Für
diesen Fall vereinfachen sich die Ausrücke zu:

4πp′T(x, t) =
Z

f=0

�
(1− M∞iR̃i)

ρ0U̇n

R −U∞iR̃i
ρ0Un

R2

�

τe

dS, (3.29)

4πp′L(x, t) =
Z

f=0

�
L̇iR̃i

a∞R +
LiR̃i

R2

�

τe

dS. (3.30)

Ist die Hauptströmung zudem nur in x-Richtung gerichtet, d.h.U∞ = (U∞, 0, 0), so vereinfacht
sich der Ausdruck für den Thickness-Lärm (3.29) weiter zu

4πp′T(x, t) =
Z

f=0

�
(1− M∞R̃1)

ρ0U̇n

R −U∞R̃1
ρ0Un

R2

�

τe

dS,

und die Komponenten des Abstrahlvektors R̃ lassen sich direkt berechnen über

R̃1 = α2(R̃1 − M∞), R̃2 =
x2 − y2

R , R̃3 =
x3 − y3

R ,

und

R̃1 =
x1 − y1

R , R̃2 =
x2 − y2

α2R , R̃3 =
x3 − y3

α2R ,

und die effektive akustische Distanz

R = α2 [R− M∞(x1 − y1)] , R =
q
(x1 − y1)2 + β2 [(x2 − y2)2 + (x3 − y3)2]

ist für jeden gegebenen Beobacher und Quellpunkt fix. Die korrespondierende Emissionszeit
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kann einfach berechnet werden über

τe = t− R

a∞

, (3.31)

wobei R hier dem effektiven akustischen Abstand zwischen Beobachter und Quelle zur Zeit
τe entspricht und nicht mehr dem geometrischen Abstand r wie in Gleichung (3.18). Zudem
erfolgen die Berechnungen auf kartesischen, strukturiertenGittern, sodass eine Aufteilung der
Integrationsfläche in einzelne Subflächen mit konstantem Flächennormalenvektor vorgenom-
men werden kann. Für die Beschreibung der Numerik, wird diese vereinfachte Form behan-
delt.

Retardierte Zeit Ansatz oder Quell-Zeit Ansatz

Für die Berechnung von p′ lassen sich zwei Vorgehensarten unterscheiden: (i) Bei dem his-
torisch zuerst vorgeschlagenen retarded time Ansatz von Brentner & Farassat [113] wird der
akustische Druck am Ort x zur Zeit t durch die Auswertung aller Quellterme am Ort y zur re-
tardierten Zeit τe, Gleichung (3.31), mit anschließender Integration berechnet. Das Drucksignal
wird bei diesem Ansatz entlang der Zeitachse aufgebaut (FWH-Berechnungszeit t entspricht
der Empfangszeit t = τe +

R
a∞

= tCFD + R
a∞
).

(ii) Bei der Arbeit hier kommt für den Aufbau von p′ der advanced time Ansatz von Casali-
no [122] (verwendet z. B. von Casalino & Lele [33]) zum Einsatz. Bei diesem Ansatz erfolgt
die Berechnung nicht aus Sicht des Beobachters, sondern aus Sicht der Quelle. Alle Quellter-
me am Ort y werden zur Zeit t ausgewertet und dem akustischen Druck am Ort x zur Zeit
tadv, Gleichung (3.32), zugeschrieben. Das Drucksignal wird bei diesem Ansatz entlang der
Druckachse aufgebaut (FWH-Berechnungszeit t entspricht der Emissionszeit τe = tCFD). Ein
großer Vorteil dieses Ansatzes gegenüber dem retarded time Ansatz besteht in seiner einfa-
chen Parallelisierbarkeit und der Möglichkeit die FWH-Lösung simultan zur CFD-Simulation
zu berechnen. Der Ansatz und die Bestimmung des Zeitfensters in welchem die FWH-Lösung
auskonvergiert ist, wird im Folgenden formal beschrieben.
Führt man für die Zeit die eine akustische Störung benötigt um von ihrem Quellort y zum
Beobachter bei x zu gelangen den Ausdruck

T =
R

a∞

ein, wobei R = α
p

r2 + (αM∞ · r)2− α2M∞ · r, und setzt die Beobachterzeit in Gleichung (3.31)
zu t+ T , so folgt die Gleichung für die Emissions-Zeit aus der Perspektive des Beobachters zu

τ′
e = t+ T − R

a∞

.

Mit der Definition von T folgt dann τ′
e ≡ t, und die Zeit zu der die Störung, emittiert bei y zur

Zeit t, den Ort x erreicht ist, zu berechnen mit

tadv = t+ T . (3.32)

In Abbildung 3.31 ist der Zusammenhang zwischen der Zeit in der LES-Domain und der FWH-
Domain schematisch dargestellt. Im Intervall zwischen den Zeiten tmin

adv = tstart + Tmax und
tmax
adv = tend + Tmin ist die FWH-Lösung p′(x, tadv) vollständig auskonvergiert, wobei tstart und
tend die Start- bzw. Endzeit der LES-Simulation ist. Die minimale undmaximale Ausbreitungs-
dauer Tmin /max = |x − y|min /max/a∞ ergibt sich aus der minimalen respektive maximalen



82 3 Modelle und numerische Methoden im Fernfeld

t

tadv

TminTmax

tmin
adv tmax

adv
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Beob.-Zeit-Domain:

Quell-Zeit-Domain:

Abb. 3.31: Schematische Darstellung der Zeitebenen der LES und FWH-Lösung.
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Abb. 3.32: Zellen basierte FW-H Methode. Die Knotenpunkte sind hier k = (I,K), l = (I + 1,K), m =
(I,K+ 1) und n = (I + 1,K+ 1).

Distanz zwischen Quellelement y und Beobachter x.

3.2.2 Numerik

Da die Integrationsfläche bei den in dieser Arbeit untersuchten Fällen immer im Gebiet des
Hintergrundgitters platziert wird und das Hintergrundgitter zwar nicht uniform aber geradli-
nig ist, erfolgt die im Folgenden beschriebene Approximation der Flächenintegrale (3.29) und
(3.30) für geradlinige nicht uniforme Gitter. Die Gleichungen wurden unter Verwendung des
Quell-Zeit Domain Ansatzes d.h.

τe → t und t → tadv (3.33)

diskretisiert. Die Beschreibung der vorgenommenen Approximationen zur numerischen Be-
rechnung erfolgt exemplarisch für den ersten Term des Integrals (3.29); die Näherung der an-
deren Terme erfolgt ganz analog dazu.
Zunächst wird das Integral (3.29) über die gesamte Integrationsfläche S in die Summe der
Integrale über die Subflächen Si aufgespalten:

Z

S

�
ρ0U̇n

R

�

t

dS =
Ns

∑
i=1

Z

Si

�
ρ0U̇n

R

�

t

dSi (3.34)



3.2 Integrale-Methode basierend auf FWH 83

wobei Ns die Anzahl der Subflächen ist, sodass S = ∑
Ns
i=1 Si. Das Integral über eine Subfläche

lässt sich mit der Summe der Integrale über die einzelnen Zellflächen bilden:

Z

Si

�
ρ0U̇n

R

�

t

dSi =
N

(i)
c

∑
j=1

Z

dSij

�
ρ0U̇n

R

�

t

d(dSij)

wobei N(i)
c die Anzahl der Zellen der Subfläche i ist, und dSij ist die Fläche der Zelle j der

Fläche i, sodass S = ∑
Ns
i=1 Si = ∑

Ns
i=1 ∑

N
(i)
c

j=1 dSij. Das Integral über die Zellfläche dSij kann nun
mittels bekannter numerischer Integrationsmethoden approximiert werden. Eine einfache Zel-
len basierte Approximation des Integrals, veranschaulicht in Abbildung 3.32, ist

Z

dSij

�
ρ0U̇n

R

�

t

d(dSij) ≈
ρ0dSij

Rij

�
U̇n

�
t,ij

wobei [U̇n]t,ij der Wert U̇n im Zellmittelpunkt der Zelle j der Fläche i zur Zeit t ist, und Rij =q
r2ij/α2 + (M∞ · rij)2 mit rij = |x − yij|. als dem geometrischen Abstand der Zelle ij zum

Beobachterpunkt x, wobei yij = [xij, yij, zij]T. Dabei berechnet sich die Zellfläche beispielsweise
in der x-y-Ebene zu dSij = (xn − xk)ij(yn − yk)ij.
Alle Vereinfachungen in Gleichung 3.34 eingesetzt, ergibt:

Z

S

�
ρ0U̇n

R

�

t

dS ≈
Ns

∑
i=1

N
(i)
c

∑
j=1

ρ0dSij

Rij

�
U̇n

�
t,ij

Die Approximation der anderen Terme in Gleichung 3.29 erfolgt analog dazu und die numeri-
sche Berechnung von p′T erfolgt via (mit Summenkonvention über k):

p′T(x, tadv) =
Ns

∑
i=1

N
(i)
c

∑
j=1

dSij

4π

ρ0
R2

ij

(
(1− M∞kR̃k,ij)Rij

�
U̇n

�
t,ij −U∞kR̃k,ij [Un]t,ij

)
(3.35)

Die numerische Berechnung von Gleichung 3.30 erfolgt über:

p′L(x, tadv) =
Ns

∑
i=1

N
(i)
c

∑
j=1

dSij

4π

( �
L̇k

�
t,ij R̃k,ij

a∞Rij
+

[Lk]t,ij R̃k,ij

R2
ij

)

=
Ns

∑
i=1

N
(i)
c

∑
j=1

dSij

4π

( �
L̇R̃

�
t,ij

a∞Rij
+

[LR̃]t,ij
R2

ij

) (3.36)

Die Gleichung zur Berechnung des akustischen Drucks für eine beliebige Anzahl an Beobach-
tern No in Zellen basierter Formulierung ist dann:

p′(xo, tadv) = p′T(x
o, tadv) + p′L(x

o, tadv) (3.37)
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wobei xo die Position des Beobachters o ∈ [1, 2, . . . ,Nobs] ist. Die Werte für Un, LR̃ und LR̃
werden wie folgt bestimmt:

Un = U · n̂ =

�
ρuk

ρ0
−U∞k

�
n̂k =

ρun

ρ0
−U∞n̂x −V∞n̂y −W∞n̂z,

LR̃ = L · R̃ = LkR̃k =
�
ρunu

′
k + p′n̂k

�
R̃k,

LR̃ = L · R̃ = LkR̃k =
�
ρunu

′
k + p′n̂k

�
R̃k,

un = u · n̂ = ukn̂k = un̂x + vn̂y + wn̂z,

wobei u′k = uk −U∞k ist. Der Einheitsnormalenvektor, n̂, wird bei den Fällen hier allein durch
die Teilfläche Si bestimmt, kann aber auch für jede Zelle berechnet werden. Die Werte im Zell-
mittelpunkt werden mit dem arithmetischen Mittel der vier Knotenwerte der Zelle ij approxi-
miert (s. Abbildung 3.32):

[q]t,ij ≈
1
4
[qk + ql + qm + qn]t,ij ,

wobei q hier für ρ, u oder p steht. Die zeitlichen Ableitungen der Größen, werden mit dem
Differenzenquotienten berechnet:

Q̇ =
dQ
dt

≈ Q(n) −Q(n−1)

ΔtFWH
.

für Q = [Un, LR̃]. Die Beziehung zwischen dem FWH- und dem CFD-Zeitschritt liegt in einem
Bereich um ΔtFWH = 1× bis 10× ΔtCFD.
Es sei bemerkt, dass auch eine Knoten basierte Diskretisierung implementiert und getestet
wurde. Die Unterschiedewaren jedoch nicht signifikant, weswegenhier nur die Zellen basierte
Version vorgestellt wurde.

3.2.3 Numerische Implementierung

Implementiert wurden die konvektiven Gleichungen (3.35) und (3.36). Das Verfahren wurde
so implementiert, dass die Berechnung und der Aufbau von p′(x, tadv) parallel und simultan
zur LES stattfindet. Die Vorteile einer solchen Handhabung liegen auf der Hand: Durch die
simultane Ausführung greift der FWH-Löser direkt auf die im Arbeitsspeicher Cachelevel 1-3
liegenden Strömungsgrößen zurück. Latenzen durch z.B. das Einlesen der Daten, wie sie bei
einer squentiellen Ausführung auftreten würden, werden so vermieden. Darüber hinaus lässt
sich eine sehr hohe zeitliche Auflösung bis hin zu ΔtFWH = ΔtLES effizient realisieren. Das
zudem praktisch kein zusätzlicher Speicherplatz benötigt wird (der benötigter Speicher für
die Speicherung von p′(x, tadv) ist verschwindend gering) ist dabei ein schöner Nebeneffekt.
Denn die Aufsummierung der berechneten Druckbeiträge, erfolgt hier ebenfalls während und
nicht am Ende der Simulation. Dazu wird aus p′(x, tadv) die zeitliche diskrete Formulierung
p′(x, nadv) mit

nadv = int
�
tadv
Δt

�
,

wobei tnadv = tn + Ti von der diskreten Zeit tn = nΔt und über Tij =
|x−yij|
a∞

vom diskreten Ort
yij abhängt.
Die Integrationsfläche S wird durch das, mithilfe von zwei Punkten aufgespannte Kontrollvo-
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Abb. 3.33: Beispiel einer Gebietszerlegung für 16 Prozessoren. Die Grenzen von S sind unabhängig von
der Gebietszerlegung wählbar.

lumen definiert. Lage und Größe von S sind, wie in Darstellung 3.33 zu sehen, unabhängig
von der Partitionierung. Die Integration über die Teilfläche Si erfolgt dazu immer mindestens
über das dem Prozessor pn vorliegende lokale Gebiet, (Imin, Jmin)pn ≤ I, J ≤ (Imax, Jmax)pn ,
und/oder maximal bis zu den Grenzen von Si, (Imin, Jmin)Si ≤ I, J ≤ (Imax, Jmax)Si .

3.2.4 Validierung und Verifikation

Die Vorhersagen der implementierten FWH-Methode werden mit analytischen Lösungen und
Messungen für die folgenden Validierungsfälle verglichen: Einen abgestrahlten akustischen
Impuls in (i) einem ruhenden Medium, (ii) einer uniformen Strömung mit M∞ = (0.5, 0, 0)
und (iii) M∞ = (0.5, 0.5, 0.5); und einen runden Freistrahl mit Reynoldzahl Re = 3600 und
Machzahl Mj = 0.9. Die ersten drei Fälle dienen zur Verifikation der numerischen Implemen-
tierung, während der vierte die Fähigkeit der Methode zur Vorhersage von turbulenzinduzier-
tem Lärm demonstrieren soll.

3-D akustischer Impuls

Als einfacher Testfall zur Validierung wurde der dreidimesionale akustische Impuls aus Ka-
pitel 2.1.4 simuliert. Die analytische Lösung für eine uniforme Haupströmung mit M∞ =
(Mx,My,Mz) ist gegeben mit:

pe = p′(x, y, z, t) =
R− t

2R
e−α(R−t)2 +

R+ t

2R
e−α(R+t)2, (3.38)

wobei R =
�
(x− Mxt)2 + (y− Myt)2 + (z− Mzt)2

�1/2, α = ln(2)/b2 und b = 3 ist. Im LES-
Gebiet wurden die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und im Randgebiet die dreidi-
mensionalen Radiation-Randbedingungen von Tam&Webb [73, 74] gelöst. Tabelle 3.4 zeigt die
Parameter der fünf simulierten Fälle. In allen Fällen ist die Auflösung in die drei Raumrichtun-
gen identisch und außer in Fall C4 zudem uniform. Das LES-Gebiet ist mit −50 ≤ x, y, z ≤ 50
definiert und die Kontrollfläche wird durch einen Kubus der Kantenlänge L = 50, lokalisiert
mit −25 ≤ x, y, z ≤ 25, gebildet. Alle Rechnungen erfolgten auf 8 CPU-Kernen. In Tabelle 3.6
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Fall Nobs Beobachter o Nx Ncell Δx Δt Tsim exec-time TPSM nTPSM

Ref 0 − 101 14406 1 0.25 50 227 1.1125 1
C1 1 2 101 14406 1 0.25 50 231 1.125 1.01
C2 1 2 101 14406 1 0.125 50 461 1.125 1.01
C3 1 2 201 58806 0.5 0.125 50 2560 0.7875 0.71
C4 1 2 101 14406 f (x) 0.125 50 923 2.25 2.02
C5 6 1, 2, 3, 4, 5, 6 101 14406 1 0.25 100 485 1.175 1.06

Tab. 3.4: Parameter der simulierten Testfälle. exec-time ist die Ausführungszeit des Programms auf 8
Kernen. TPSM (time-per-step-per-million-grid-points) und nTPSM ist die mit der TPSM des Referenz-
falls normierte Ausführungszeit pro Zeitschritt und 106 Gitterpunkte.

Beobachter o xo yo zo romin romax T o
min T o

max [tostart, t
o
end]

1 0 26 0 1 62.06 1 62.06 [−32.06, 99]
2 0 50 0 25 82.92 25 82.92 [−52.92, 75]
3 0 75 0 50 106.07 50 106.07 [−76.07, 50]
4 26 26 26 1.73 88.33 1.73 88.33 [−58.33, 98.27]
5 28.87 28.87 28.87 6.70 93.3 6.70 93.3 [−63.3, 93.3]
6 43.3 43.3 43.0 31.70 118.3 31.70 118.3 [−88.3, 68.3]

Tab. 3.5: Position der Beobachter, xo = (xo, yo, zo), und theoretisch minimales LES-Simulationintervall,
ta∞/Δ = [tostart, t

o
end], für eine konvergente FWH-Lösung im Zeitintervall ta∞/Δ = [30, 100]. T o = ro/Δ

ist die dimensionslose Laufzeit der akustischen Wellen von der Kontrollfläche zum Beobachter o.

sind die Positionen der Beobachter gegeben und die jeweiligen theoretischen Simulationsin-
tervalle, für die die FWH-Lösung ohne Konvektion im Intervall [30, 100] auskonvergiert ist. Da
die LES-Lösung für t < 0 verschwindet, wurde in allen Fällen von t = 0 bis 100 simuliert.

Ohne Konvektion ((i)|M∞| = 0)
Für die Fälle C1 und C2 beträgt der zusätzliche Rechenaufwand für die Berechnung der FWH-
Lösung 1% und er skaliert linear mit der Anzahl der Beobachter (siehe Fall C5). Die relativ
zu C1 geringere Ausführungszeit je Zeitschritt (TPSM) des Falls C3 ist durch den geringeren
relativen Overhead infolge der höheren räumlichen Auflösung begründet und der zeitliche
Mehraufwand des Falls C4 rührt von der nicht-Uniformität des Gitters her. Die Variablen wur-
den mit der Dichte ρ0, dem Druck a2∞ρ0, der Gitterweite des Referenzgitters Δ und der Zeit
Δ/a∞ , wobei a∞ die Schallgeschwindigkeit ist, entdimensionalisiert. In Abbildung 3.34 ist der
akustische Druck p′ (links) und normierte Fehler (rechts) am Punkt x = (0, 50, 0) für die Fälle
C1,C3,C4, sowie die Referenzlösung dargestellt. Bei dem Fehler der Referenzlösung (Abb. 3.34
oben rechts) handelt es sich um den Fehler der LES gegenüber der analytischen Lösung am be-
trachteten Beobachterpunkt. Er beträgt rund 10% der Druckamplitude und resultiert aus der
Dispersion (Phasenfehler) und Dissipation (Amplitudenfehler) des LES-Verfahrens in Kombi-
nation mit der relativ geringen Auflösung bei den Testfällen hier. Der Phasen- (P) und Ampli-
tudenfehler (A) der FWH-Lösung mit geringer räumlicher und zeitlicher Auflösung, Fall C1,
beträgt weniger als 6% der Druckamplitude. Wird die Auflösung jeweils verdoppelt, reduziert
sich der Fehler auf unter 2%. Eine ähnliche Fehlerreduktion kann durch die Verfeinerung des
Gitter im Bereich der für den Beobachter primär relevanten Zellen erzielt werden (C4). Aller-
dings kommt es zu leichten Oszillationen im Bereich t > 55. Da das LES-Verfahren im Gegen-
satz zum FWH-Verfahren dispersiv und dissipativ ist, nimmt der Fehler mit der Entfernung
zu. Der Fehler der FWH-Lösung wird durch den Fehler der LES-Lösung auf der Kontrollflä-
che und den Rundungsfehler bei der Berechnung von tadv sowie durch die Approximation
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Fall Mx My Mz rmin rmax Rmin Rmax Tmin Tmax [tstart, tend]

(ii) 0.5 0 0 25 82.92 28.87 80.52 28.87 80.52 [−50.52, 71.13]
(iii) 0.5 0.5 0.5 25 82.92 20.72 50 20.72 50 [−20, 79.29]

Tab. 3.6: Position der Beobachter, x = (0, 50, 0), und theoretisch minimales LES-Simulationintervall für
Fall (ii) |M∞| = 0.5 und (iii) |M∞| ≃ 0.866.

der Flächenintegrale bestimmt. Approximationsfehler nehmen mit der Entfernung des Beob-
achters von der Kontrollfläche ab. Die Ergebnisse des kritischsten Falls, C5 Beobachter 4, sind
in Abbildung 3.35 zu sehen. Der Richtungsvektor des Beobachters läuft dabei exakt durch
die Ecke des Kontollquaders. Auch hier bleibt der relative Fehler unter 8% und ist damit nur
marginal größer als der Fehler der Referenzlösung. Nimmt man den Fehler bedingt durch die
LES-Lösung heraus, reduziert sich der Fehler, bedingt allein durch das FWH-Verfahren, auf
unter 3% (gestrichelte Linie in Abbildung 3.35 (rechts). Die Aufteilung des Schalls in Loading
und Thickness-Noise hat im Fall einer permeablen Kontrollfläche keine physikalische Bedeu-
tung, siehe dazu Abbildung 3.36. Für den Beitrag zum gesamten Druckfeld der Teilfläche des
Kontrollkubus welche in direkter Ausrichtung zum Beobachter steht sind p′T und p′L gleichen
Vorzeichens und gleicher Amplitude, für die Beiträge der übrigen fünf Flächen ist p′T = −p′L,
sodass sich die Beiträge der nicht unmittelbar beteiligten Flächen gegenseitig aufheben.

Mit Konvektion ((ii)Mx = 0.5 und (iii)|M∞| ≃ 0.866)
Die Fälle mit Konvektion wurden auf dem C3-Gitter mit Δt = 0.125 und Δt = 0.094 für
|M∞| = 0.5 bzw. |M∞| ≃ 0.866 simuliert. Der Druck wurde für den Punkt B2 bei x = (0, 50, 0)
berechnet. Die erforderlichen Simulaitonsintervalle von B2, [t2start, t

2
end], für eine Konvergente

Lösung im Intervall t = [30, 100] sind [−50.52, 71.13] bzw. [−20, 79.29].
Die Druckverläufe und der Fehler gegenüber der analytischen Lösung beider Fälle sind in Ab-
bildung 3.37 zu sehen. Die Übereinstimmung mit der analytischen Lösung, Gleichung 3.38, ist
in beiden Fällen sehr gut. Für M∞ = (0.5, 0, 0) ist der Fehler zu allen Zeiten kleiner als 1% und
für M∞ = (0.5, 0.5, 0.5) kleiner als 1.5% der Druckamplitude. Damit ist die Theorie für den
Fall mit und ohne Konvektion validiert und deren Implementierung verifiziert worden.

Runder isothermer Freistrahl

Um das Verfahren auch hinsichtlich der eigentlichen Problemstellung zu validieren, wurde
ein dreidimensionaler runder Freistrahl, als Teil der Freistrahl-Klappen Interaktion, simuliert.
Der Freistrahl mit den hier verwenden Parametern wurde in der Vergangenheit intensiv un-
tersucht und es existiert eine breite Datenbasis (z.B. Freund [14], Stromberg et al. [125]) in der
Literatur.

Strömungsparameter. Der Freistrahl besitzt eine Machzahl von 0.9 und die Reynoldszahl, basie-
rend auf dem Durchmesser, ist ReD = ρjUjDj/µj = 3600. Die Dichte und die Temperatur des
Freistrahls sind ρj/ρ∞ = 1 beziehungsweise Tj/T∞ = 1. Der Index ()j kennzeichnet jeweils
die Bedingungen im Freistrahlzentrum am Einlass. Die axiale Geschwindigkeit wird über ein
tanh-Profil initialisiert:

u0(r)

Uj
=

1
2

�
1+ tanh

�
r0 − r

2δθ

��
,

wobei r0 der Freistrahlradius und δθ die initiale Impulsverlustdicke ist. Sie liegt Experimenten
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Abb. 3.34: Akustischer Druck bei x = (0, 50, 0) (links): —, analytische Lösung; - - -, LES-Lösung und
◦, FWH-Lösung. Normierter Fehler |p − pe| (rechts), wobei pe die analytische Lösung ist und p′max =
max{|p′e|}.
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Abb. 3.35: Akustischer Druck bei x = (26, 26, 26) (links): —, analytische Lösung; - - -, LES-Lösung und
◦, FWH-Lösung. Normierter Fehler (rechts) mit pref = pe (—) und pref = pLES (- - -).
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Abb. 3.37: Akustischer Druck bei x = (0, 50, 0) (links): —, analytische Lösung; und ◦, FWH-Lösung.
Normierter Fehler |p− pe| (rechts), wobei pe die analytische Lösung ist und p′max = max{|p′e|}.
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Abb. 3.38: Initiale Profile des isothermen Freistrahls:—, axiale Geschwindigkeit, u0(r); - - -, Temperatur,
T0(r); · · · , Dichte, ρ0(r).

von Zaman [126] zu folge in Bereichen unter 0.01r0 was für die Simulation eine immens hohe
Auflösung erfordern würde; Freund [14] und Bogey et al. [22] wählten daher δθ/r0 gleich 0.02
beziehungsweise 0.05. Hier wurde δθ/r0 = 0.05 gewählt. Die Geschwindigkeitskomponen-
ten in y und z-Richtung sind am Einlass v0 = w0 = 0. Das initiale Einlass-Temperaturprofil,
T0(r), ist unter der Annahme konstanten Drucks,

pj
p∞

≃ 1, mit der Crocco-Buseman Beziehung
gegeben:

T0(r)

Tj
=

T∞

Tj
+

�
1− T∞

Tj
+

γ − 1
2

M2
j

�
1− σ

u0(r)

Uj

��
u0(r)

Uj

wobei σ = Pr1/3 und Mj = Uj/c∞. Für einen isothermen Jet, Tj

T∞
= 1, gilt dann:

T0(r)

Tj
= 1+

�
γ − 1
2

M2
j

�
1− σ

u0(r)

Uj

��
u0(r)

Uj
.

Die Dichte, ρ0(r) =
p0(r)

RgT0(r)
, ergibt sich unter der Annahme das der Druck über dem Freistrahl

konstant bleibt p0(r) = p∞ zu ρ0(r)
ρj

= ρ∞T∞

ρjT0(r)
und mit ρ∞

ρj
=

Tj

T∞
folgt die Beziehung ρ0(r)

ρj
=

Tj

T0(r)
.

Die initialen Verläufe von u0(r), T0(r) und ρ0(r) sind in Abbildung 3.38 für den isothermen
und kalten Freistrahl dargestellt. Die Variablen wurden mit dem Freistrahlradius, r0, und den
Bedingungen an der Düse, ρj,Uj und Tj, dimensionslos gemacht. Tabelle 3.7 listet die physika-
lischen Stoffgrößen, die Skalen zur Entdimensionalisierung und die dimensionslosen Simula-
tionsparameter auf.
Die Positionen der Beobachter (virtuelle Mikrophone) und die daraus resulierenden Mindest-
anforderungen an die Simulationszeit für eine konvergente Lösung im betrachteten Zeitinter-
vall sind in Tabelle 3.8 gegeben. Da der Beobachter B1 weder die Bedingung für das akustische
Fernfeld (|r| ≫ λ) noch die Bedingung für das geometrische Fernfeld (|r| ≫ Ωs) erfüllt, wird
für diesen Punkt die schlechteste Übereinstimmung mit der Referenzlösung erwartet.

Numerische Spezifikationen. Das LES-Gebiet ist mit −2 ≤ x/r0 ≤ 30, 7 ≤ y/r0 ≤ 25 und
−6 ≤ z/r0 ≤ 6 definiert und die Navier-Stokes-Gleichungenwurden darinmit 277× 187× 127
Gitterpunkten diskretisiert. Die Gitterweiten als Funktion des Ortes sind in Abbildung 3.39
dargestellt. Die Kontrollfläche wird durch einen Quader der Kantenlänge (28, 10, 10)r0 auf-
gespannt. Die genauen Werte, die Beobachterpostitionen sowie die sich daraus ergebenden
radialen Distanzen, Laufzeiten und minimalen Simulationsintervalle sind in Tabelle 3.8 gege-
ben. Das kartesische Gitter ist im Bereich der Scherchicht bei y = ±r0 und z = ±r0 gestaucht,
sodass sich mindestens 21 Punkte im Radius befinden. Die minimale Gitterweite in y- und
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Wert Simulationsparameter
µj 1.827× 10−5 kg/(ms) 1

ρ jUjr0
1

Rer0
≃ 5.556× 10−4

Rg 287.15 J/(kgK) Tj/U2
j 1/(γM2

j ) ≃ 0.8818
cp 1.005× 103 J/(kgK) Tj/U2

j 1/((γ − 1)M2
j ) ≃ 3.0864

γ 1.4 1 1.4
Rer0 1800 1 1800
Pr 0.72 1 0.72
Mj 0.9 1 0.9
ρj 1.2 kg/m3 1/ρj 1
Tj 293.15K 1/Tj 1
cj = (γRgTj)

1/2 ≃ 343.3m/s 1/Uj 1/Mj ≃ 1, 1111
Uj = Mjcj ≃ 308.97m/s 1/Uj 1
pj = ρjRgTj ≃ 1.01013× 105 Pa 1/ρjU

2
j 1/(γM2

j ) ≃ 0.8818
r0 = µjRer0/(ρjUj) ≃ 8.87× 10−5 m 1/r0 1
k = cpµj/Pr ≃ 2.55× 10−2 kgm/(s3K) - -
k̃ = k/Rg ≃ 8.88× 10−5 kg/(ms) 1

ρ jUjr0

γ
γ−1

1
Pr

1
Rer0

≃ 2.7× 10−3

Tab. 3.7: Referenzgrößen, Stoffgrößen (Luft) und dimensionslose Simulationsparameter.

Beobachter o xo/r0 yo/r0 romin/r0 romax/r0 T o
min T o

max [tostart, t
o
end]

1 19.3132 5.0439 0.34 22.29 0.31 20.06 [329, 400]
2 17.3436 9.8602 5.16 23.33 4.64 20.99 [329, 396]
3 14.0143 13.9892 9.29 24.07 8.36 21.66 [328, 392]
4 10.0034 17.4301 12.73 28.98 11.46 26.08 [323, 389]
5 5.1774 19.1505 14.45 33.40 13.01 30.06 [319, 387]
6 0.0317 19.8387 15.14 37.52 13.62 33.77 [316, 387]

Tab. 3.8: Position der Beobachter (zo = 0) und theoretisch minimales LES-Simulationintervall,
[tostart, t

o
end], für eine konvergente FWH-Lösung im Zeitintervall tUj/r0 = [350, 400]. T o = roUj/(a∞r0)

ist die dimensionslose Laufzeit der akustischen Wellen von der Kontrollfläche zum Beobachter o.
Der Kontrollquader ist definiert mit 0.0317 ≤ x/r0 ≤ 27.7516, −4.9366 ≤ y/r0 ≤ 4.7009 und
−5.0479 ≤ z/r0 ≤ 4.8576.
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Abb. 3.39: Gitterweite: (a) in Stromrichtung, (b) in y-Richtung und (c) in z-Richtung.
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Abb. 3.40: Schematische Darstellung des numerischen Setups der 3-D Freisstrahl-Simulation. Zu sehen
sind Isokonturen der Wirbelstärkeamplitude für |ωz|r0/Uj = 0.35, 1, 2, 3, 4 in der x-y-Ebene bei z = 0.
Die gestrichelte Linie kennzeichnet eine Isokontur der Dämpfungstärke σ.

z-Richtung beträgt Δymin ≃ 0.031r0(= 0.62δθ) respektive Δzmin ≃ 0.039r0, die maximale Git-
terweite ist Δymax = 0.344r0 und Δzmax = 0.19r0. In axialer Richtung ist die minimale Git-
terweite Δxmin ≃ 0.084r0 und bis x ≈ 15r0 annähernd konstant, ab da wird das Gitter auf
Δxmax = 0.467r0 gedehnt. In der Dämpfungszone, ab x = 20r0, wird der Dämpfungsterm
(2.9) zur rechten Seite der Navier-Stokes-Gleichungen hinzu addiert. Die Stärke wächst qua-
dratisch mit x bis auf σmax = 0.15 am Auslass bei y = 0. Zur Vergrößerung des physikalischen
akustischen Gebiets wird über die tanh-Funktion

P(y) = 0.5 [tanh(0.7(y+ 15r0))− tanh(0.7(y− 7r0))]

ein Abfall der Dämpfungsstärke für positive y bewirkt (siehe Abbildung 3.40). Die Ableitun-
gen wurden mit dem klassischen 7-Punkte Stencil sechster Ordnung berechnet. Der Zeitschritt
war Δt = 0.007r0/Uj und konstant. Die Lösungwurde jeden fünften Zeitschritt mit dem expli-
ziten Filter, Gleichung (3.12), zehnter Ordnung gefiltert. Bei der Verwendung der Radiation-
Randbedingungen von Tam&Webb [73] kommt es bei nicht-uniformen Strömungen zu einem
Driften derMittelwerte (siehe dazu [127]). Bogey& Bailly [91] schlagen aus diesemGrund eine
Anpassung der Lösung am Rand vor:

Ur = (1− σr)U + σrUref

mit U = {ρ, u, v,w, p}, Uref = Uinflow = {ρ0, u0, v0,w0, p0} und σr = 0.05 am Jet-Einlass,
U = {ρ, p}, Uref = {ρ∞, p∞} und σr = 0.005 im Fernfeld außerhalb der Strömung;Ur repräsen-
tiert die modifizierte Variable. Alternativ dazu wurden für die Simulation hier die generalisier-
ten Randbedingungen von Tam & Dong [71] implementiert und verwendet. Diese sind zwar
rechenintensiver aber auch exakter als die vorgeschlagene Modifikation von Bogey & Bailly.
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Abb. 3.41: Visualisieirung der Hauptströmung: —, zehn Konturebenen der mittleren longitudinale Ge-
schwindigkeit von 0.05Uj bis 0.95Uj; −·−, fünf Stromlinien.

Der Ursprung des Richtungsvektors, rer, für die Radiation- und Outflow-Randbedingungen
wurde bei x = 15r0 gelegt.
Zur Anregung der laminar-turbulenten Transition wurde das Wirbelring-Forcing, Gleichung
(2.12) mit Nj = Nl = 1, verwendet. Die axiale Position, x0, wurde mit −0.983r0 gewählt, die
Amplitude, α, war 0.1 und die Halbwertbreite Δ0 = 0.084r0 entsprach der axialen Gitterweite
bei x = x0. Abbildung 3.40 zeigt nochmal eine schematisch Darstellung des Simulationssetups.
Zur Berechnung der Mittelwerte wurde, nach dem Erreichen der Stationarität, über 4× 104

Zeitschritte gemittelt. Anschließend wurden die statistischen Werte über weitere 5× 104 Zeit-
schritte berechnet.

Aerodynamisches Feld. Die Entwicklung des Freistrahls ist in guter Übereinstimmung mit der
DNS von Freund [14]: Die laminar-turbulente Transition wird durch das Aufrollen der Scher-
schicht zu großen Wirbeln um x ≈ 10r0 eingeleitet. Weiter stromab bei x ≈ 13r0 fällt der Po-
tentialkern zusammen und eine dreidimensionale Turbulenz entsteht. Aufgrund der geringe-
ren Auflösung und der damit einhergehenden stärkeren Filterung als bei der Referenzlösung
werden die Gradienten allerdings etwas unterschätzt. Die Visualisierung der mittleren Strö-
mung, Abbildung 3.41, zeigt, dass das Entrainment realistisch wiedergeben und nicht durch
den relativ dichten unteren Rand verzerrt wird. Abbildung 3.42 zeigt die zeitlich gemittelten
Verläufe der Machzahl an verschiedenen Stellen stromab. Auch hier weisen die Ergebnisse
aus der vorgestellten Simulation eine exzellente Übereinstimmung mit den Messungen von
Stromberg et al. [125] und der Simulation von Freund [14] auf: Das Machzahlprofil weitet, in
guter Übereinstimmung mit den Referenzdaten, mit der Entwicklung des Freistrahls stromab
auf (Abbildungen 3.42(a)-(c)). Die mittlere Länge des Potentialkerns, gemessen von der Positi-
on des Forcings x0, ist aus dem Verlauf der Machzahl entlang der Freistrahlachse, Abbildung
3.42(d), abzulesen und beträgt etwa 14r0. Abbildung 3.43 zeigt weitere Eigenschaften der si-
mulierten Strömung, wobei auch hier wieder die Übereinstimmung mit der Simulation von
Freund [14] sehr gut ist: Die Halbwertsbreite des Freistrahls, r0.5, definiert mit u(r0.5) = 0.5Uc,
wächst im turbulenten Bereich, ab x ≈ 13r0, linear mit A(x− xo) an, wobei xo der virtuelle Ur-
sprung des Freistrahls und A ≃ 0.102 ist (siehe Abbildung 3.43(a)). Die Geschwindigkeit auf
der AchseUc, normiert mit Uj, ist in Abbildung 3.43(b) aufgetragen. Der normierte Wert ist bis
zum Ende des Potentialkerns eins und fällt dann proportional zu x−1, in guter Übereinstim-
mung mit der Approximation von Hussein et al. [128], ab. Die radialen Profile der mittleren
axialen Geschwindigkeit, zu sehen in Abbildung 3.44, normiert mit der Geschwindigkeit im
Zentrum, Uc, und aufgetragen über der dimensionslosen Koordinate y/(x− xo) liegen im Be-
reich 14 ≤ x/r0 ≤ 20 sehr gut übereinander und kennzeichnen so den selbstähnlichen Bereich
des Freistrahls. Wie bei anderen Simulationen (z.B.[22]) lassen sich die Profile sehr gut mit der
Gaußfunktion u/Uc = exp(−Ku(y/(x − xo))2), mit Ku = ln 2/A2, approximieren. Auch die
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Abb. 3.42: Verlauf der Machzahl von: —, vorgestellte Simulation; - - -, Freund [14]; ⋄, Stromberg et al.
[125]. (a) x = 2r0; (b) x = 10r0; (c) x = 20r0; (d) Freistrahlachse (r = 0).

rms-Werte von u′ entlang der Mittellinie sowie der totale Schalldruckpegel parallel zur Mit-
tellinie stimmen gut mit Messungen bzw. ähnlichen Simulationen aus der Literatur überein (s.
Abbildung 3.45). In Abbildung 3.46 sind die Reynoldsspannungen in axiale, radiale und azi-
mutale Richtung an vier unterschiedlichen Positionen zwischen x = 14r0 und x = 19r0 über
der dimensionslosen Koordinate y/(x − xo) aufgetragen. Sie liegen gut übereinander und si-
gnalisieren so die Selbstähnlichkeit voll entwickelter turbulenter Freistrahlen. Die Profile stim-
men sehr gut mit jenen in Freund [14] überein und für x ≥ 15r0 fallen sie zudem zwischen die
gemessenen Profile von Panchapakesan & Lumley [130] und Hussein et al. [128] (gleiches ist
auch in Ref. [14] zu sehen). Die eindimensionalen turbulenten Energiespektren in x-Richtung
bei y = r0 (Abbildung 3.48) sind für alle drei Geschwindigkeitskomponenten breitbandig und
fallen im betrachteten Wellenzahlbereich über fast vier Größenordnungen ab. Als Kriterium
für eine gut aufgelöste LES wird im Allgemeinen ein Abfall über drei Größenordnungen ge-
fordert [100]. Die Spektren Ev′v′ und Ew′w′ weisen ein deutliches Maximum im Injektionsbe-
reich um kx = 2r0 auf. Die Geschwindigkeitsfluktuationen v′ und w′ nehmen also bei Skalen
in der Größe des Freistrahldruchmesseres Energie auf. Der folgende Inertialbereich mit sei-
nem typischen k−3/5-Abfall ist in allen Spektren zu beobachten. Die Kolmogorov-Wellenzahl,
kη , ist größer als die cut-off Wellenzahl der räumlichen Diskretisierung, kgc = 2π/(5Δc), und
wird wie bei einer LES üblich nicht aufgelöst. Die cut-off Wellenzahl ist die größte vom Finite-
Differenzen Verfahren (Anzahl benötigter Punkte proWellenlänge) und Gitter (Gitterweite Δc)
gut aufgelöste Wellenzahl. Skalen mit Wellenzahlen k > k

g
c werden durch die explizite Filte-

rung, welche als Feinstrukturmodell dient, dissipiert. Die dargestellten gemittelten Spektren
wurden jeweils aus den Spektren von 25 instantanen Datenreihen der Fluktuation berechnet
(Abbildung 3.47 zeigt fünf exemplarische Datenreihen). Die Strömung zeigt damit die wichti-
gen Kennzeichen von Turbulenz: Sie ist dreidimensional, die Reynodsspannungen sind selbst-
ähnlich und daher unabhängig von der Reynoldszahl und die Energiespektren sind breitban-
dig und fallen proportional zu k−5/3 ab.

Aeroakustisches Feld. In Abbildung 3.49 ist eine Isofläche der zweiten Invariante des Geschwin-
digkeitsgradiententensors und die Divergenz der Geschwindigkeit (Dilatation) dargestellt. Da
die Divergenz der Geschwindigkeit ∇ · u ∝

dp
dt ist und räumliche Änderungen des mittleren
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Abb. 3.48: Eindimesionale Energiespektren bei y = r0 und z = 0 berechnet aus den Geschwindi-
keitsfluktuationen entlang der x-Koordinate: —, Hanning-Fenster; - - -, tanh-Fenster Gleichung (3.39);
· · · , tanh-Fenster angewandt auf den Bereich −2 ≤ x/r0 ≤ 20. Die cut-off Wellenzahl des Gitters ist
k
g
c = 2π/(5Δc) ≃ 15/r0, wobei Δc die lokale maximale Gitterweite und hier Δc = 0.084r0 ist, und
die cut-off Wellenzahl nach dem Nyquist-Kriterium ist kNy

c = π/Δc ≃ 37/r0. Für die dargestellten ge-
mittelten Spektren wurde jeweils über 25 instantane Spektren, erhalten aus 25 Datenreihen mit einem
zeitlichen Abstand von 5r0/Uj, gemittelt.
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Drucks eliminiert, eignet sie sich gut zur Visualisierung der akustischen Druckschwankun-
gen. Die Schallwellen werden radial aus dem Bereich unmittelbar nach dem Potentialkern bei
x ≈ 15r0 abgestrahlt. Es fällt auf, dass der rechte Bereich des akustischen Feldes (x > 15r0)
von niederfrequente Wellen mit großen Amplituden dominiert wird und der linke Bereich
(x < 13r0) tendenziell kurzwelligere Druckschwankungen aufweist. Zwischen diesen zwei
Gebieten ist eine Zone relativ niedriger Druckamplituden zu beobachten. Es sei an dieser Stelle
ausdrücklich bemerkt, dass der Freistrahl in seiner räumlichen Entwicklung durch das in Stö-
mungsrichtung relativ kurze Simulationsgebiet eingeschränkt ist und das resultierende akus-
tische Fernfeld daher nicht alle Anteile voll entwickelter Freistrahlen enthalten kann. Da das
Ziel dieser Untersuchung jedoch nicht darin besteht, neue Erkenntnisse hinsichtlich der Ae-
roakustik von Freistrahlen zu liefern, sondern darin den oben beschriebenen FWH-Ansatz zu
validieren, ist das Gebiet für diesen Zweck ausreichend dimensioniert. Die schwarzen Punk-
te in der Darstellung kennzeichnen die Position der virtuellen Beobachter auf einem Bogen
mit Radius 20r0 gemessen aus dem Koordinatenursprung. An diesen Stellen wird die Lösung,
erhalten aus der FWH-Gleichung mit der LES-Lösung und Lösungen aus der Literatur vergli-
chen. Nach qualitativen Betrachtungen anderer Simulationen aus der Literatur korrespondiert
der Bereich dominanter Schallquellen mit einer positiven zweiten Invariante des Geschwin-
digkeitsgradiententensors (I I∇u = Q > 0). Legt man diese Annahme für die Dimensionierung
der Kontrollfläche zugrunde, dann werden die Schallquellen durch die Kontrollfläche (ge-
kennzeichnet durch die Punktlinie) eingeschlossen und die Fläche ist ausreichend weit vom
Freistrahl entfernt, sodass nicht abstrahlende aerodynamische Druckschwankungen die Lö-
sung nicht stören und die Annahme quasi-linearer Akustik auf der Kontrollfläche zulässig ist.
Der Beobachter bei θ = 15◦ liegt sehr dicht an der Kontollfläche und in einem Gebiet relativ
starker Dilatation. Es wird daher angenommen, dass der akustische Druck, erhalten aus der
FWH-Gleichung, für diesen Beobachter den größten Fehler aufweist. Weiter wird vermutet,
dass der skalierte rms-Druck, bei R = 60r0 für θ = 15◦ bis 30◦ überschätzt wird. Die erhöh-
te Dilatation im Bereich um x = −1 und y = r0 wird durch das nicht gänzlich divergenzfreie
Wirbelringforcing hervorgerufen. Es scheint aber, dass die Kontamination des akustischen Fel-
des gering und auf einen kleinen Bereich um denWirbelring begrenzt ist.
In Abbildung 3.50 werden die Druckfluktuationen berechnet via FWH-Löser an den sechs dis-
kreten Beobachterpositionenmit der LES-Lösung verglichen. Die FWH-Lösung stimmt in Am-
plitude und Phase wie erwartet für θ ≥ 30◦ sehr gut mit der LES-Lösung überein. Aber auch
für den Beobachter B1 bei θ = 15◦ ist die Übereinstimmung in der Phase erstaunlich gut. Le-
diglich die Amplitude wird unterschätzt, was aber aufgrund der sehr geringen Distanz des
Bobachterpunktes zur Kontrollfläche auch nicht anders erwartete wurde. Weil das mittlere
Druckfeld im Fernfeld uniform wird (p(x) → p∞), nimmt auch die Verschiebung im mittleren
Druck mit zunehmender Entfernung des Beobachters von der Kontrollfläche ab. Es fällt noch
auf, dass der Druckverlauf, erhalten aus der LES, glatter ist als die FWH-Lösung. Dies liegt an
der numerischen Dissipation und der Glättung der LES-Lösung durch das numerische Filter.
Dass die FWH-Lösung höhere Frequenzen enthält, wird noch besser an den langsamer abfal-
lenden Leistungsdichtespektren in Abbildung 3.51 ersichtlich. Die spektrale Leistungsdichte
des akustischen Drucks, bekannt als Schalldruckpegel (SPL), wird berechnet mit

SPL(x, St) = 10 log

 
bp(x, f )bp∗(x, f )

Stminp2ref

!
dB

wobei bp∗(x, f ) die konjungiert Komplexe von bp ist und der Referenzdruck pref = 20µPa be-
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j /r
2
0

koloriert mit der instantanen Lighthill-Quelle S (Gl. (3.40)) mit Farbskala von blau (S = −6ρjU
2
j /r

2
0) bis

rot (S = 6ρjU
2
j /r

2
0), Werte zwischen −1.5 < Sr20/(ρjU

2
j ) < 1.5 sind grau koloriert. Die gepunktete Box

kennzeichnet die Kontrollfläche und die Punkte • definieren die Position der 6 Beobachter bei R = 20r0
im Abstand von 15◦ zwischen θ = 15◦ bis 90◦. Die instantane Zeit ist t = 570r0/Uj.

trägt. bp folgt aus der Fouriertransformation des gefensterten Drucksignals

bp′( f ) = 1
2π

Z ∞

−∞
p′(t)w(t)e−iωt dt,

wobei diesmal die Fensterfunktion analog zu [14]7

w(t) =
1
2

�
tanh

�
5
t− t1
t1 − t0

�
− tanh

�
5
t− t2
tf − t2

��
, (3.39)

mit t0 und tf als der Start- respektive Endzeit der Aufnahmedauer (Samplingdauer), Tsp =
tf − t0, und t1 = 0.05Tsp, t2 = 0.95Tsp verwendet wurde. Diese Fensterfunktion hat gegenüber
dem sonst verwendeten Hanning-Fenster den Vorteil, dass das Drucksignal über einen grö-
ßeren Aufnahmebereich unbeeinflusst bleibt und niedrige Frequenzen nicht so unterschätzt
werden.
Im ganzen stimmen die Leistungsdichtespektren im relevanten Frequenzbereich sehr gut mit
der LES-Lösung überein. Die Spektren des Drucksignals aus der LES fallen für die Beobachter

7Die Formulierung der Fensterfunktion in Ref.[14] ist fehlerhaft.
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Abb. 3.50: Gefensterter akustischer Druck für die 6 Beobachter bei R = 20r0: —, FWH-Lösung; - - -,
LES-Lösung. · · · , tanh-Fenster, w(t), Gleichung (3.39). Die Profile wurden so verschoben, dass p′ = 0.

mit θ > 15◦ bei der lokalen cut-off Strouhal-Zahl des Gitters wie erwartet ab (siehe Abbildung
3.51). Sie ist im akustischen Gebiet Stgc = 1.17 und deutlich geringer als die Nyquist Strouhal-
Zahl, StNy

c = 2r0/(2ΔtspUj), welche mit dem Samplingzeitschritt von Δtsp = 0.007r0/Uj rund
142 beträgt. Die zeitliche Auflösung wird daher von St

g
c und nicht vom Nypuist-Kriterium li-

mitiert. Die minimale aufzulösende Strouhal-Zahl wird durch die Samplingdauer Tsp = 70r0/Uj

bestimmt und ist Stmin = 2r0/(TspUj) = 0.029. Weil das Gitter erst ab y > 5r0 eine geringere
Auflösung besitzt, ist der Leistungsabfall für große Frequenzen bei Beobachter B1 (θ = 15◦)
noch nicht so ausgeprägt. Mit zunehmender Ausbreitung der Welle nimmt der Amplituden-
fehler der LES-Lösung für Frequenzen größer Stgc zu; die FWH-Prozedur dagegen besitzt keine
inhärente Dissipation, ihre Lösung wird diesbezüglich nur vom schon vorhanden Amplitu-
denfehler an der Kontrollfläche beeinflusst. Um diesen so gering wie möglich zu halten, sollte
die Kontrollfläche daher möglichst nah an das Quellgebiet gelegt werden, was auch die Unter-
suchungen von Uzun [115] und Nichols et al. [117] zeigten.
Die Schalldruckpegel für die Beobachter B1 und B2 bei θ = 15◦ bzw. θ = 30◦ weisen den für
diesen Winkelbereich typischen Peak bei StD = 0.2 auf (zu sehen bei diversen anderen Un-
tersuchungen, z.B. Freund [14]). Diese Tatsache unterstützt die Beobachtung aus Abbildung
3.49, dass das Gebiet im Bereich 15 < θ < 45 vorwiegend von langwelligen, niederfrequentem
Schall dominiert wird. Mit zunehmendem Winkel nimmt diese Signifikanz ab und des Spek-
trum wird flacher.
Der totale Schalldruckpegel (OASPL) in Abbildung 3.52 wurde aus dem rms-Wert des Drucks
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im betrachteten Zeitintervall berechnet. Die allgemeine Formel dazu lautet

OASPL(r, θ) = 10 log

 
p2rms(r, θ)

p2ref

!
dB

wobei der Referenzdruck wieder pref = 20µPa beträgt. Zum Vergleich mit Referenzdaten wur-
den die Werte mit prms(60r0) = 20

60 prms(20r0) auf den Wert bei 60r0 skaliert und über dem
Winkel θ aufgetragen. Für die Beobachter mit θ > 30 ist die Übereinstimmung mit den Mes-
sungen sehr gut (Abbildung 3.52(a)). Entlang der Freistrahlachse sind die Druckpegel größer.
Das liegt daran, dass die vorgenommene Skalierung nur für Druckfluktuationen rein akus-
tischer Natur gültig ist. Der Beobachter B1 wird aufgrund des relativ kleinen Bogenradius
jedoch noch von aerodynamischen Druckschwankungen beaufschlagt (zu sehen auch an der
Dilatiation in Abbildung 3.49), weswegen der rms-Wert dort deutlich höher ist. Für einen grö-
ßeren Bogenradius sollte dieser Effekt verschwinden. Ähnliche Verläufe zeigten sich auch bei
den FWH-Simulationen von Uzun et al. [115] (Abbildung 3.52(b)). Uzun hatte noch das Pro-
blem, dass für eine am Auslass geschlossene Kontrollfläche der Schall bei großen Winkeln
überschätzt wurde, und für eine am Auslass offene Kontrollfläche der Schall für kleine Winkel
stark unterschätzt wurde. Ersteres liegt daran, dass über die Auslassfläche strömende Wirbel-
und Entropiemoden Quadrupole darstellen, welche die FWH-Lösung im Bereich gegenüber
der Auslassfläche (große Winkel) verfälschen.
Die Herleitung der Lighthill-Analogie setzt eine geschlossene Kontrollfläche voraus, was die
zweite Problematik erklärt. Die Bedeutung einer geschlossenen Kontrollfläche wird an dem
einfachen Impuls-Testfall in Abbildung 3.36 deutlich: Thickness-Noise und Loading Noise
Komponenten, ausgestrahlt von unterschiedlichen Ebenen des Kontrollkubus löschen sich für
nicht vom Beobachtervektor geschnittene Ebenen gegegnseitig aus. Wird eine Ebene nicht
in die Berechnung des Schalls am Punkt x einbezogen, kommt es zu einer Veränderung des
Drucksignals über der Zeit. Shur et al. [131] untersuchten diese Problematik und stellten fest,
dass der Fehler mit zunehmender Ausdehnung der Kontrollfläche stromab geringer wird. Das
ist naheliegend und ist in den stromab nachlassenden Amplituden der Wirbelstärkefluktua-
tionen begründet. Zur Behebung dieser Auslassrand Problematik schlugen sie eine Mittelung
der Strömungsgrößen über mehrere in einem fixen Abstand Δ platzierte Auslassscheiben vor.
Brès et al. [28] erzielten mit diesem Vorgehen auch tatsächlich sehr gute Resultate. Sinayoko
et al. [132] versuchten die Problematik ausströmenderWirbel mit Gewichtungsfaktoren in den
Griff zu bekommen, was allerdings nicht besonders erfolgreich war. Sie suchten auch einen
optimalen Abstand Δ zwischen den Auslassfächen für einen stromab konvergierenden Wir-
bel mit konstantem Durchmesser. Für praktische Anwendungen sind die Werte jedoch wenig
hilfreich, da Wirbelstärkefluktuationen in turbulenten Strömungen naturgemäß diverse Län-
genskalen besitzen.
Eine einfache aber dennoch effektive Alternative ist es, die Auslassfläche wie hier im Be-
reich der Dämpfungszone zu platzieren. Die Dämpfungszone dämpft starkeWirbelstärke- und
Entropiemoden und sorgt so für eine Glättung und damit implizite Mittelung der Lösung. Die-
ser Ansatz ist zwar weniger deterministisch aber dafür deutlich kosteneffizienter als die von
Brès vorgenommene Mittelung über 16 Auslassebenen.
Mit den guten Resultaten aus dem Impuls-Testfall und der Simulation des dreidimensionalen
Freistrahls wurde gezeigt, dass der im Rahmen der Arbeit implementierte Ffowcs Williams
& Hawkings Löser eine genaue und effiziente Vorhersage des Schalldrucks im Fernfeld er-
möglicht. Die Formulierung und deren Implementierung in das OVERTURE Paket ist damit
validiert.
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Abb. 3.51: Spektrale Leistungsdichte als Funktion der Strouhalzahl StD = 2r0 f/Uj bei R = 20r0: —
, FWH-Lösung; - - -, LES-Lösung. Die erste senkrechte Punktlinie kennzeichnet StD = 0.2. Die cut-
off Strouhal-Zahl des Gitters, Stgc = 2r0 fc/Uj mit fc = k

g
cUj/(2π), ist an der Kontrollfläche St

g
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2r0k
g
c/(2π) = 2r0/(5Δc) = 2r0/(5× 0.34r0) = 1.17.
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Abb. 3.52: Totaler Schalldruckpegel (OASPL) entlang eines Bogens bei R = 60r0 von der Düse und
mit θ gemessen von der Freistrahlachse: ⋄, FWH-Lösung und ◦, LES-Lösung, (jeweils um -9.54 dB von
Radius 20r0 zu 60r0 verschoben). (a) Vergleich mit experimentellen Daten: —, Re = 3600 Stromberg et
al. [125]; - - -, Re = 2× 105 Mollo-Christensen [133]; · · · , Re = 6× 105 Lush [134] (um 12 dB von Radius
240r0 zu 60r0 verschoben); −−−, SAE ARP 876CAbschätzung. (b) Vergleich mit Simulationsdaten: -·-,
LES; -··-; FWH jeweils mit Re = 4× 105 Uzun [114].
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3.3 Identifikaiton von Schallquellen

Bereits in diversen Veröffentlichungen (z.B. [15, 115]) wurde derQuellterm, ∂i∂jTij, der Lighthill-
Gleichung (3.15) betrachtet. Es ist aber wichtig darauf hinzuweisen, dass die zweifache Diver-
genz von Tij auf der rechten Seite von (3.15) eine nominale, aber nicht a priori reale akustische
Quelle ist. Das liegt erstens daran, dass die Lighthill-Gleichung aus den strömungsmechni-
schen Grundgleichungen ohne weitere Näherungen und Linearisierungen abgeleitet wurde
und der nominale Quellterm alle Effekte außer der Ausbreitung in einem homogenen statio-
nären Medium, beschrieben von der Wellengleichung auf der linken Seite von (3.15), wie z. B.
die Brechung, zusammenfasst und somit implizit berücksichtigt. Die akustische Analogie von
Lilley [135] dagegen versucht Brechungseffekte in Gebieten großer Gradienten im mittleren
Strömungsfeld explizit zu erfassen, wird aber dadurch auch analytisch anspruchsvoller. Der
zweite Grund ist, dass der größte Teil von ∂i∂jTij nicht in das akustische Fernfeld strahlt und
die standard Lighthill-Gleichung keine einfache Aussage darüber machen kann, welcher Lärm
aus welcher Region des Freistrahls stammt [15].
Im Kontext der JFI soll ermittelt werden, wo sich die relevanten Quellen befinden und wie
sich diese hinsichtlich ihrer Abstrahlrichtung verhalten. Die dazu von den oben genannten
Autoren verwendeten Techniken, sind entweder auf freie Strömungen beschränkt oder auf
die komplexen JFI-Konfigurationen hier nicht effizient anzuwenden. Es wird daher versucht,
Aussagen basierend auf der aufbereiteten instantanen Lösung zu treffen. Der vorgeschlagene
Ansatz dazu, wurde anhand des oben simulierten Freistrahls und der Daten von Freund [15]
und Uzun et al. [114, 115] verprobt und wird im Folgenden vorgestellt.

Hinsichtlich des Fernfeldschalls kann der Beitrag des viskosen Terms
∂2τij

∂xi∂xj
vernachlässigt wer-

den [136, 137] und Untersuchungen von Colonius & Freund [138] zeigten, dass viskose Effekte
im Fall von Freistrahllärm auch dann keinen signifikanten Beitrag liefern, wenn die Reynolds-
zahl gering ist. Im Folgenden wird daher der Quellterm definiert mit

S :=
∂2ρuiuj

∂xi∂xj
+

∂2

∂x2i

�
p′ − a2∞ρ′

�
(3.40)

betrachtet. Abbildung 3.53 zeigt eine instantane Visualisierung von S. Im Bereich laminarer
Strömung sind die akustischen Quellen sehr schwach, die Minima und Maxima von S liegen
in der Mischungszone und am Ende des Potentialkerns in Anwesenheit hoher turbulenter In-
tensität. In der Dämpfungszone (x > 20r0) werden die Quellen wieder schwächer, sodass die
Kontrollfläche alle relevanten Quadrupole einschließt und keine starken Quellen die Kontoll-
fläche durchqueren.
Es ist bekannt, dass der größte Teil von S nicht ins akustische Fernfeld abstrahlt. Für eine
tiefere Einsicht in die Schall generierendenMechanismen ist es daher sinnvoll S weiter aufzu-
spalten. Ribner [16] leistete mit seiner Arbeit dazu schon 1969 wichtige Erkenntnisse. Er teilte
die Schallquelle in einen linearen Anteil, den er „shearnoise“ nannte, und einen nicht-linearen
Anteil, den er „selfnoise“ nannte auf. Dazu wird die Reynoldsaufspaltung auf den Lighthill-
spannungstensor, Tij, angewandt und es folgt

Tij = Tij + ρ
�
uiu

′
j + u′iuj

�
+ ρu′iu

′
j +

�
p′ − a2∞ρ′

�
δij − τ′

ij,

wobei Tij = ρuiuj +
�
p̄− a2∞ ρ̄

�
δij − τ̄ij ist. Folgt man Freund [15] und lässt τij unberücksichtigt,

so können die einzelnen Terme als mittlere Komponente, Tm
ij , eine lineare Komponente, Tl

ij,
eine nicht-lineare Komponente, Tn

ij , und eine Entropiekomponente, Ts
ij, interpretiert werden
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und man kann schreiben

Tij = Tm
ij + Tl

ij + Tn
ij + Ts

ij,

wobei

Tm
ij = ρuiuj +

�
p− a2∞ρ

�
δij,

Tl
ij = ρ

�
uiu

′
j + u′iuj

�
,

Tn
ij = ρu′iu

′
j,

Ts
ij =

�
p′ − a2∞ρ′

�
δij.

Da der Schall von T
ρ
ij = ρuiuj +

�
p′ − a2∞ρ′

�
δij annähernd gleich mit dem von Tij ist [15], wird

die Dichte hier nicht explizit in ρ = ρ + ρ′ aufgespalten. Die korrespondierenden Quellter-

me, Sm, Sl, Sn, und Ss, berechnet mit Sk =
∂2Tk

ij

∂xi∂xj
, sind in Abbildung 3.54 für die selbe Zeit

wie die instantane Darstellung der vollen Quelle S in Abbildung 3.53 zu sehen. Der mittle-
re Anteil, Sm, liefert per Definition keinen Lärmbeitrag. Er ist nur im laminaren Bereich der
Scherschicht, aufgrund der nicht uniformen mittleren Dichte dort, und im Bereich des Poten-
tialkerns, ρuiuj-Term, mit sehr geringen Amplituden ungleich null. Die linearen Quellen, Sl,
(Abbildung 3.54(b)) liegen, wie bei der vollen Quelle S, im Bereich kohärenter Strukturen am
Ende der laminar-turbulenten Transition und im voll turbulenten Gebiet am Ende des Poten-
tielalkerns bei x ≈ 15r0. Die Amplituden sind in diesen Gebieten etwas geringer als die der
vollen Quelle. Der nicht-lineare Anteil von S, zu sehen in Abbildung 3.54(c), ist in Amplitude
und räumlicher Ausdehnung etwas größer als Sl und suggeriert der dominante Teil für die
ungerichtete Schallabstrahlung zu sein. Werte von Sn ungleich null bleiben auf den letzten Teil
der Mischungsschicht und den voll turbulenten Bereich beschränkt. Obwhol die Amplituden
des Entropie-Anteils, Ss, (Abbildung 3.54(d)) geringer sind als die der totalen Quelle S, ist ihre
Struktur und Ausdehnung sehr ähnlich mit derer von S.
Diese Betrachtung lässt noch keine Aussagen darüber zu, in welche Richtung eine Geräusch-
quelle emittiert. Daher führen wir einen richtungsgewichteten Quellterm Skr ein (veröffentlicht
in [139], Herleitung s. Anhang A), der die Abstrahlung in Richtung der Beobachterposition bei
x = (xo, yo, zo) beschreiben soll, als

Sk
r =

(xi − yi)(xj − yj)

|x− y|2
∂2Tk

ij

∂yi∂yj
.

Dabei ist y = (x, y, z) die Position im LES-Bereich; wenn der Abstand r = |x − y| zwischen
Beobachter und Quelle gegen unendlich geht, hängt Skr nur von der Beobachterrichtung r̂ ab
und die Quellenkomponenten in der x-y-Ebene bei z = 0 (φ = π/2) projiziert in Richtung
r̂ = (sin φ cos θ, sin φ sin θ, cos φ) werden bestimmt über

Sk
θ = cos2θ

∂2Tk
xx

∂x2
+ sin2θ

∂2Tk
yy

∂y2
+ 2 cos θ sin θ

∂2Tk
xy

∂x∂y
, (3.41)

wobei θ derWinkel gemessen von der x-Achse und φ derWinkel gemessen von der z-Achse ist.
Freund [15] fand heraus, dass der Beitrag von Ts

ij zum Schallfeld für alle Winkel der kleinste
aller Komponenten ist, daher wird die Entropiekomponente hier nicht betrachtet. Wir neh-
men im Folgenden an, dass eine Annäherung an die Schallquellen, die aus dem JFI resultie-
ren, durch Mittelung der Quellenkomponenten über die Zeit für die JFI-Konfiguration und
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Abb. 3.53: Instantane Visualisierung bei t = 570r0/Uj der Lighthill-Quelle S in der x-y-Ebene bei z = 0.
Konturen: 8 Ebenen bei Sr20/(ρjU

2
j ) = ±0.5, 1.5, 3, 6. Positive und negative Werte sind solide bzw. gesti-

chelt dargestellt, die maximale Ebene ist zudem rot und die minimale blau koloriert. · · · , kennzeichnet
die FWH-Kontrollfläche.

das isolierte Strahl- und Flügelfeld erhalten wird, und kombinieren diese dann, um die JFI-
Komponente aus der gesamten Konfiguration wie folgt abzuleiten

Sk
JFI = Sk

Jet+Flap − Sk
Jet − Sk

Flap . (3.42)

Dies ergibt keine perfekte Darstellung der wahren JFI-Schallquellen, da z.B. Auslöschungen
auftreten können, aber es sollte auf Regionen hinweisen, in denen sich die relevanten Quel-
len befinden könnten. Aus diesen Regionen werden dann Zeitreihen der transienten Quellen
in der LES in diesem Bereich extrahiert, gespeichert und zur Bestimmung des resultierenden
Schallfeldes nach dem Verfahren von [15] verwendet. Skr und Sk

θ wurde für alle sechs Beob-

θ Sθ Slθ Snθ Ssθ Su
′

θ S
p′
θ Sr Slr Snr Ssr

15 0.97 1.03 0.37 0.13 0.39 0.26 0.62 0.55 0.38 0.23
30 0.74 0.78 0.32 0.16 0.34 0.25 0.60 0.31 0.48 0.32
45 0.60 0.56 0.34 0.22 0.37 0.28 0.65 0.21 0.55 0.36
60 0.59 0.40 0.42 0.30 0.46 0.33 0.72 0.35 0.57 0.35
75 0.63 0.25 0.50 0.35 0.55 0.37 0.82 0.58 0.57 0.33
90 0.65 0.07 0.56 0.37 0.60 0.39 0.95 0.81 0.55 0.28

15 0.75 0.67 0.31 0.13 0.33 0.22 0.55 0.40 0.34 0.21
30 0.60 0.52 0.28 0.16 0.30 0.22 0.56 0.22 0.45 0.30
45 0.52 0.37 0.31 0.21 0.33 0.25 0.62 0.14 0.52 0.34
60 0.53 0.26 0.40 0.28 0.42 0.29 0.65 0.20 0.54 0.33
75 0.59 0.16 0.49 0.33 0.52 0.34 0.69 0.34 0.53 0.31
90 0.63 0.06 0.54 0.35 0.58 0.36 0.74 0.48 0.49 0.27

Tab. 3.9: L2-Norm der Quellen Skθ und Skr normiert mit LS2 in der x-y-Ebene (oben) und im gesamten
Kontrollkubus (unten) in Abhängigkeit vom Winkel θ. LS2 = 1.86 für die x-y-Ebene und LS2 = 1.83 für
das Kontrollvolumen.

achter bzw. Beobachterwinkel für die totale Quelle und jeden Anteil k berechnet und ist in den
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(a) mittlerer Anteil,

(b) linearer Anteil,

(c) nicht-lin. Anteil,

(d) Entropie Anteil,
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Abb. 3.54: Instantane Visualisierung von (a) Sm, (b) Sl, (c) Sn und (d) Ss. Die instantane Zeit, die Ebene
und die Konturen sind mit Abbildung 3.53 identisch.
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Abbildungen 3.56 bis 3.69 visualisiert. Die instantane Zeit, die Ebene und die Konturebenen
sind für alle Darstellungen, wenn nicht anders erwähnt, mit Abbildung 3.53 identisch. Einen
integralen Wert der Quellstärke liefert die L2-Norm des jeweils betrachteten Quellanteils. Sie
ist für die x-y-Ebene und das gesamte Kontrollvolumen in Tabelle 3.9 aufgelistet.
In der Darstellung der totalen Quelle S in 3.56 scheint der zum Beobachter B6 gerichtete nomi-
nale Quellenteil größer zu sein, als der für die Beobachter nahe der Freistrahlachse. Auch die
L2-Norm nimmt mit demWinkel zu. Diese Beobachtung steht jedoch imWiderspruch zum to-
talen Schalldruckpegel in Abbildung 3.52 der mit zunehmendemWinkel abnimmt. Betrachtet

man dagegen die mit der Distanz zum Beobachter gewichtete Quelle, Skr/r ≡
(xi−yi)(xj−yj)

|x−y|3
∂2Tk

ij

∂yi∂yj
,

in Abbildung 3.57, und berücksichtigt so das 1/r-Abstandsgesetz, passen die Quellstärken zu
den berechneten Schalldruckpegeln am Beobachter. Die skalierte Quelle in Richtung des Beob-
achters B1 ist am intensivsten, jene für B6 am schwächsten.
Für die linearen Quellen, Abbildung 3.58 und 3.59, ist ähnliches zu beobachten: Die in Rich-
tung Beobachter B6 abstrahlenden Quellen sind zwar stärker, der bei B6 ankommende Scher-
lärm ist aber aufgrund der Entfernung geringer als der Lärm bei B1. Zudem fällt auf, dass die
Quellregionen zu denen der Beobachter orthogonal positioniert ist fast keinen Beitrag liefern.
Daraus kann man mutmaßen, dass Scherlärmquellen eine starke Richtung aufweisen und or-
thogonal zur mittleren Strömung kaum abstrahlen. Diese Beobachtungen passen erstaunlich
gut zu den mittleren Richtcharakteristiken der einzelnen Quellanteile von Freund [15], zu se-
hen in Abbildung 3.55. Während der Schalldruckpegel des linearen Anteils im Bereich um
90◦ ein deutliches Minimum aufweist, fällt der Schalldruckpegel des nicht-linearen Anteils
annähernd monoton mit zunehmendemWinkel ab. Im Gegensatz dazu ist bei den nichtlinea-
ren Quellen, zu sehen in den Abbildungen 3.60 und 3.61, keine signifikante Vorzugsrichtung
erkennbar. Sie scheinen in alle Richtungen, aber mit zunehmendem Winkel intensiver, abzu-
strahlen. Die starke Lärmbelastung von B1 ist auch hier wieder durch die Nähe zur Quelle
begründet. Die Stärke des Entropie-Anteils ist für alle Positionen ähnlich und es ist keine Vor-
zugsrichtung offensichtlich. Freund [15] fand heraus, dass der Beitrag von Ss zum Schallfeld
von allen Anteilen für alle Winkel am geringsten ist.

Für eine allgemeinere Betrachtung wurde das Quellgebiet global in Richtung θ projeziert,
Gleichung (3.41), und in den Abbildungen 3.64 bis 3.67 instantan visualisiert. Hier zeigt sich
die Richtcharaktersitik für einen imWinkel θ, gemessen von der Freistrahlachse, sehr weit von
der Düse entfernten Beobachter: Für θ = 15◦ ist L2(Sθ) maximal und nimmt mit zunehmen-
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Abb. 3.55: Position der Beobachter (links). Normierter Schalldruckpegel der totalen Quelle S (—), des
linearen Anteils Sl (- - -) und des nicht linearen Anteils Sn (· · · ). Die Daten stammen aus [15].
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B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.56: Instantane Visualisierung von Sr . Die normierte L2-Norm in der x-y-Ebene für aufsteigende
Winkel ist L2(Sr)/L2(S) = [0.62, 0.60, 0.65, 0.72, 0.82, 0.95].

B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.57: Instantane Visualisierung von Sr/r. Konturen: 8 Ebenen bei Sr/r × r30/(ρjU
2
j ) =

±0.05, 0.15, 0.3, 0.6. Positive und negative Werte sind solide bzw. gestichelt dargestellt, die maximale
Ebene ist zudem rot und die minimale blau koloriert.
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B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.58: Instantane Visualisierung von Slr. L2(S
l
r)/L2(S) = [0.55, 0.31, 0.21, 0.35, 0.58, 0.81].

B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.59: Instantane Visualisierung von Slr/r. Die Konturebenen sind in Abbildung 3.57 definiert.
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B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.60: Instantane Visualisierung von Snr . L2(S
n
r )/L2(S) = [0.38, 0.48, 0.55, 0.57, 0.57, 0.55].

B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.61: Instantane Visualisierung von Snr /r. Die Konturebenen sind in Abbildung 3.57 definiert.
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B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.62: Instantane Visualisierung von Ssr . L2(S
s
r)/L2(S) = [0.23, 0.32, 0.36, 0.35, 0.33, 0.28].

B1 B2

B3 B4

B5 B6

Abb. 3.63: Instantane Visualisierung von Ssr/r. Die Konturebenen sind in Abbildung 3.57 definiert.
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θ = 15◦ θ = 30◦

θ = 45◦ θ = 60◦

θ = 75◦ θ = 90◦

Abb. 3.64: Instantane Visualisierung von Sθ . L2(Sθ)/L2(S) = [0.97, 0.74, 0.60, 0.59, 0.63, 0.65].

demWinkel ab (siehe 3.64).
Die Scherquellen in Abbildung 3.65 sind für θ = 15◦ ebenfalls maximal und um 3% stärker in
der L2-Norm als die gesamte Quelle S (auch diese Beobachtung stimmt mit den Ergebnissen
in Abb. 3.55 überein). Das Gebiet hoher Aktivität beschränkt sich auf den Bereich am Ende der
Mischungsschicht, wo Wirbel paaren und die Strömung von kohärenten Strukturen gekenn-
zeichnet ist, und am Ende des Potentialkerns. Die L2-Norm nimmt mit zunehmendemWinkel
ab und um θ = 90◦ ist ein deutlicher Einbruch der Quellstärke zu erkennen.
Bei den nichtlinearen Quellen, Abbildung 3.66, ist hinsichtlich der Richtungskomponenten ein
gegenteiliges Verhalten zu beobachten. L2(Snθ ) nimmt leicht mit demWinkel zu. Es scheint al-
so, als würde Sn stärker in Richtung orthogonal zur Hauptströmung abstrahlen.
Der Entropie-Anteil in 3.67 ist stark für große Winkel im Bereich großer Gradienten der mitt-
leren Strömung. Vergleicht man sie mit den Quellen aus der Druckfluktuation fällt auf, dass
sich Stärke und räumliche Ausdehnung des Quellgebiets kaum mit der Richtung ändern. Der
mittle Druck ist über dem Querschnitt konstant, die mittlere Dichte nicht. Für die Dichte-
Komponente in Abbildung 3.69 ist die gleiche Richtungsabhängigkeit zu beobachten. Das lässt
vermuten, dass der Entropie-Anteil selbst kaum akustisch abstrahlt sondern eine nominalen
Quellanteil in der Lighthill-Quelle darstellt über den die Brechung des Schalls berücksichtigt
wird.

Diese Annahme wird durch den Vergleich der Lighthill-Quelle mit den Lilley-Quellen ge-
stärkt. Wie oben bereits erwähnt, behandelt die Analogie von Lilley die Brechung separat und
die Lilley-Quellen Li − Li, wobei

Li =
∂ρu′iu

′
j

∂xj
, Li =

∂ρu′iu
′
j

∂xj
,

sollten eher die tatsächliche Schallquelle repräsentieren als Gleichung (3.40). Da die zweiten
Momente der Geschwindigkeit berechnet wurden, und die Dichte keinen Signifikanten Beitrag
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θ = 15◦ θ = 30◦

θ = 45◦ θ = 60◦

θ = 75◦ θ = 90◦

Abb. 3.65: Instantane Visualisierung von Slθ . L2(S
l
θ)/L2(S) = [1.03, 0.78, 0.56, 0.40, 0.25, 0.07]

θ = 15◦ θ = 30◦

θ = 45◦ θ = 60◦

θ = 75◦ θ = 90◦

Abb. 3.66: Instantane Visualisierung von Snθ . L2(S
n
θ )/L2(S) = [0.37, 0.32, 0.34, 0.42, 0.50, 0.56].
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θ = 15◦ θ = 30◦

θ = 45◦ θ = 60◦

θ = 75◦ θ = 90◦

Abb. 3.67: Instantane Visualisierung von Ssθ . L2(S
s
θ)/L2(S) = [0.13, 0.16, 0.22, 0.30, 0.35, 0.37].

θ = 15◦ θ = 30◦

θ = 45◦ θ = 60◦

θ = 75◦ θ = 90◦

Abb. 3.68: Instantane Visualisierung von cos θ∂2x p
′ + sin θ∂2y p

′. L2(S
p′
θ )/L2(S) =

[0.26, 0.25, 0.28, 0.33, 0.37, 0.39].
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θ = 15◦ θ = 30◦

θ = 45◦ θ = 60◦

θ = 75◦ θ = 90◦

Abb. 3.69: Instantane Visualisierung von −a2∞(cos θρ′ + sin θρ′). Die instantane Zeit, die Ebene und die
Konturen sind mit Abbildung 3.53 identisch.

θ = 15◦ θ = 30◦

θ = 45◦ θ = 60◦

θ = 75◦ θ = 90◦

Abb. 3.70: Instantane Visualisierung von cos θ∂2xu
′2 + sin θ∂2yv

′2 + cos θ sin θ∂x∂yu
′v′. L2(Su

′
θ )/L2(S) =

[0.39, 0.34, 0.37, 0.46, 0.55, 0.60].
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(a) (b)

(c) (d)

Abb. 3.71: Instantane Visualisierung der Lighthill-Quelle und Lilley-Quelle in der x-y-Ebene bei z = 0
zur Zeit t = 1050r0/Uj: (a) S, (b) Lu, (c) Lv und (d) Lw. Die Konturebenen für S sind mit Abbildung
3.53 identisch. Die Konturebenen für die Lilley-Quellen sind um eine Größenordnung geringer und
Lir0/U2

j = ±0.05, 0.15, 0.3, 0.6.

liefert (aus vgl. von Abbildung 3.70 mit 3.66), wird hier die Quelle definiert als:

Li =
∂u′iu

′
j

∂xj
−

∂u′iu
′
j

∂xj
. (3.43)

Mit der Annahme, dass u′v′ = u′w′ und v′w′ = 0 wurden die Quellterme Lu, Lv und Lw be-
rechnet und in Darstellung 3.71 zusammen mit der nominalen Lighthillquelle S visualisiert.
Dabei wird deutlich, dass ein großer Teil der Lighthillquelle zur Berücksichtigung von Bre-
chungseffekten dient und nicht als echte Schallquelle wirkt. In der Ausdehnung und Struktur
ähneln die Quellen Li eher dem nicht-linearen Anteil von S.

Die hier beobachteten instantanen Eigenschaften der Quellanteile hinsichtlich ihrer Stärke und
Richtcharakterisik, passen erstaunlich gut mit der gemittelten Richtcharakteristik aus Ref. [15]
und Ref. [114, 115] überein. Die genannten Referenzen spalteten den totalen Quellterm wie
oben beschrieben auf, und berechneten das Schallfeld der jeweiligen Quelltermkomponenten.
Wie bei den Visualisierungen hier, fallen die Schalldruckpegel der Gesamtquelle S bei der Re-
ferenz mit zunehmendemWinkel monoton leicht ab; der lineare Anteil fällt bis zu seinemMi-
nimum bei θ ≈ 90◦ deutlich stärker, für 90◦ < θ < 140◦ steigt der Pegel an und für Winkel grö-
ßer 140◦ beginnt er wieder zu fallen. Der nicht-lineare Anteil nimmt bei den Visualisierungen
hier, im Gegensatz zum mittleren akustischen Druck bei der Referenz, mit dem Winkel leicht
zu. Dies könnte in der instantanen Sicht begründet sein und mahnt zu Vorsicht bei der Inter-
pretation. Die einzige signifikante Diskrepanz zwischen den instantaten Quelldaten und den
gemittelten Druckpegeln ist beim Entropieanteil zu beobachten. Dieser Anteil scheint stark
von den Gradienten der mittleren Strömung beeinflusst zu sein und ist der mit Abstand am
geringsten abstrahlende. Niederfrequenter Schall, primär aufgrund von Sl , dominiert den Be-
reich kleiner Winkel entlang der x-Achse, der Lärm von Sn ist hier gering. Aber aufgrund der
hohen negativen Korrelation von Ss und Sl für Winkel kleiner 90◦, wird ein großer Teil des ab-
gestrahlten Schalls aus den linaren Quellen von dem des Entropieschalls elliminiert [15, 115].
Hochfrequenter Lärm, primär abgestrahlt von Sn, ist für Winkel zwischen 30◦ und 90◦ domi-
nant und im nahe der Freistrahlachse reduziert.
Die hier vorgeschlagene Prozedur ermöglicht es, Aussagen hinsichtlich der Abstrahleigen-
schaften auf der Basis instantaner Daten zu machen.



4 Flügel-Klappe Konfiguration

UmWechselwirkungseffekte mit dem Düsenstrahl besser von den reinen Umströmungseffek-
ten trennen zu können, wurde die Umströmung der isolierten Flügel-Klappe Konfiguration
(im Folgenden als Wing bezeichnet) simuliert. Dazu wurde das Profil des originalen gepfeilten
Tragflügels bei z = 0 (Scheitelpunkt der Düse) verwendet. Es wurden zwei- und dreidimesio-
nale Simulationen jeweils mit Klappenwinkel δ = 8◦ und δ = 22◦ durchgeführt. Alle geometri-
schen Konfigurationen wurden jeweils für zwei unterschiedliche Anströmgeschwindigkeiten
untersucht. Die ursprünglich von der Airbus SE geplanten experimentellen Untersuchungen
dieser Konfigurationen konnten nicht durchgeführt werden. Daher fehlt in der nun folgenden
Vorstellung der Ergebnisse der Vergleich mit Messungen.

4.1 Strömungsparameter

Die Machzahlen der uniformen Anströmung sind M∞ = 0.175 (Fall M175) und M∞ = 0.4
(Fall M40). Die Reynoldszahl, basierend auf der Tragflügellänge, ist in beiden Fällen ReC =
ρ∞U∞C/µ = 1.19× 106. Die Simulationen erfolgten dimensionslos, wobei die Strömungsgrö-
ßen an der Sekundärdüse und der Düsendurchmesser Ds die Referenzskalen waren (analog
zur Düse-Flügel-Klappe Konfiguration). Die fallunabhängigen Simulationsparameter sind in
Tabelle 4.1 aufgeführt, Tabelle 4.2 enthält die mit dem Fall variierenden Parameter.

4.2 Numerische Spezifikationen

Das Berechnungsgitter besteht aus einem, zu den Rändern hin gedehnten, Hintergrundgitter
und zwei Vordergrundgittern für Tragflügel und Klappe (siehe Abbildung 4.1). Das Simulati-
onsgebiet reicht von −2 ≤ x/Ds ≤ 5 in Strömungsrichtung und −1 ≤ y/Ds ≤ 2 in radiale
Richtung. Die Gittermappings des Flügels und der Klappe werden mithilfe von geglätteten
Polygonen, welche durch Konturpunkte der Profilgeometrie bei z = 0 definiert werden, ge-
neriert. Dazu ist es erforderlich die scharfen Hinterkanten leicht abzurunden (siehe Abb. 4.2).
Durch die Abrundung der Hinterkanten ist die Vernetzung des Gebiets mit insgesamt nur drei
Gittern möglich, was die Kosten der Rechnung reduziert.
Für den 3-D Fall wird das Gitter des 2-D Profils um ±0.05Ds (≈ ±0.026C) in Spannweiten-
richtung extrudiert. Die wichtigsten Angaben zum Berechnungsgitter sind in Tabelle 4.3 ge-
geben. Die Anzahl der Gitterlinien in z-Richtung ist Nz = 65 für das Hintergrundgitter und
Nz = 129 jeweils für Flügel und Klappe. In z-Richtung ist die Gitterweite konstant und beträgt
Δz ≃ 1.6× 10−3Ds für das Hintergrundgitter und Δz ≃ 7.8× 10−4Ds für die Gitter um Flügel
und Klappe. Initialisiert werden die 3-D Simulation mit der jeweiligen, in Spannweitenrich-
tung extrudierten, 2-D Lösung.
Tabelle 4.4 gibt die relevanten Daten hinsichtlich der wandnahen Auflösung der zwei unter-
suchten Fälle an. Die relevanten Angaben hinsichtlich der zeitlichen Auflösung, der zeitlichen
und räumlichen cut-off Frequenz sowie der Erhebung der Mittelwerte und Frequenzspektren
sind in Tabelle 4.5 gegeben.



120 4 Flügel-Klappe Konfiguration

Parameter physikalischer Wert dimensionsloser Wert

γ 1.4 1 1.4
Rg 287.15 J/(kgK) Ts/U2

ref 1/(γM2
ref) ≃ 5.1

cp 1.005× 103 J/(kgK) Ts/U2
ref 1/((γ − 1)M2

ref) ≃ 17.84
Pr 0.715 1 0.715
ρ∞ 1.205 kg/m3 1/ρs 1
T∞ 293.15K 1/Ts 1
p∞ = ρ∞RgT∞ ≃ 1.01434× 105 Pa 1/ρsU

2
ref 1/(γM2

ref) ≃ 5.1
a∞ = (γRgT∞)1/2 ≃ 343.3m/s 1/Uref 1/Mref ≃ 2.67

ρs 1.205 kg/m3 1/ρs 1
Uref 128.5m/s 1/Uref 1
Ts 293.15K 1/Ts 1
Ds 0.15548m 1/Ds 1
as = (γRgTs)1/2 ≃ 343.3m/s 1/Uref 1/Mref ≃ 2.67
Mref = Uref/as ≃ 0.374 1 ≃ 0.374

C 0.3m 1/Ds ≃ 1.93
Cwing 0.25471m 1/Ds ≃ 1.64
Cflap 0.08238m 1/Ds ≃ 0.53
Cwing+flap 0.32292m 1/Ds ≃ 2.08
δ 8◦ 1 8◦

ReC = ρ∞U∞C/µ ≃ 1.19× 106 1 ≃ 1.19× 106

Tab. 4.1: 2-D/3-DWing: Fallunabhängige Simulationsparameter.

Fall M∞ U∞/Uref µ/(ρsUrefDs) ν/(UrefDs) kTs/(ρsU3
s Ds)

M40 0.4 1.068 1.73× 10−6 1.73× 10−6 4.32× 10−5

M175 0.175 0.467 7.57× 10−7 7.57× 10−7 1.89× 10−5

Tab. 4.2: 2-D/3-D Wing: Fallabhängige Simulationsparameter. Die Viskosität berechnet sich aus µ =

ρ∞U∞c/Rec womit die dimensionslose Viskosität mit µ∗ = 1
ReC

ρ∞U∞C
ρsUrefDs

= 1.93
ReC

U∞
Uref

gegeben ist. Die

thermische Leitfähigkeit wird mit k =
cpµ
Pr bestimmt und ist im dimensionslosen Fall identisch k∗ =

1
PrReC

cpTs

U2
ref

ρ∞U∞C
ρsUrefDs

= 1.93
PrReC

1
(γ−1)M2

ref

U∞
Uref

= 34.43
PrReC

U∞
Uref

.

Gitter Nx Ny Nz Δx/Ds Δxmin/Ds Δy/Ds Δymin/Ds Δz/Ds

Hintergrund 1201 451 65 5.8× 10−3 4× 10−3 6.7× 10−3 1.6× 10−3 1.6× 10−3

Flügel 961 51 129 4× 10−3 2× 10−3 6× 10−3 6.5× 10−5 7.8× 10−4

Klappe 451 51 129 3× 10−3 2× 10−3 6× 10−3 6.5× 10−5 7.8× 10−4

Tab. 4.3: Gitterparameter der 2-D/3-D Wing Simulationen. Der Oberstrich kennzeichnet die mittlere
Auflösung Δxi = Li/Ni.

Case τw/(ρsU2
ref) uτ/Uref Δx+ Δy+ Δz+

M175 2× 10−4 0.014 ≈ 32 ≈ 0.6 ≈ 6
M40 4× 10−4 0.02 ≈ 46 ≈ 0.75 ≈ 9

Tab. 4.4:Angaben zur Grenzschichtauflösung: uτ =
p

τw/ρ und Δx+i = Δxiuτ/ν, wobei τw = µ ∂ū
∂y aus

der mittleren Longditudinalgeschwindigkeit auf der Flügeloberseite bei etwa x/Ds = 0.85 berechnet
wurde.
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M40 M175

Überströmzeit tC = C/U∞ 1.8Ds/Uref 4.1Ds/Uref
Initiale Entwicklungszeit ti ≈ 5tC 9Ds/Uref 20Ds/Uref
Simulationszeit T = ti + 10tc + 2tc 30Ds/Uref ≃ 2× 106Δt 70Ds/Uref ≃ 5× 106Δt
Mittelungszeit Tavg 10tC ≃ 1.8× 104Δtsp 10tC ≃ 1.8× 104Δtsp
Samplingzeit Tsp 2tC ≃ 3.6× 103Δtsp 2tC ≃ 3.6× 103Δtsp
Δt 1.4× 10−5Ds/Uref 1.4× 10−5Ds/Uref
0.22Ds/(TU∞) ∼ St − −
Δtsp 100Δt 100Δt

f
sp
c = 1/(2Δtsp) 357Uref/Ds 357Uref/Ds

St
sp
c = f

sp
c 0.22Ds/U∞ 206 168

λc = 2π/kc = ppwΔx 21Δx ≃ 0.12Ds 21Δx ≃ 0.12Ds

f
g
c = U∞/λc 8.9Uref/Ds ≃ 7 kHz 3.9Uref/Ds ≃ 3 kHz
St

g
c = f

g
c 0.22Ds/U∞ = 0.22Ds/λc 1.8 1.8

Stmin = 0.22Ds/(TspU∞) 0.06 0.06

Tab. 4.5: Zeitparameter: Beschreibung siehe Tabelle 3.3.

Abb. 4.1: Gitter der Konfiguration Wingδ8: Gesamtes Berechnungsgitter (gezeigt ist jede dritte Gitterli-
nie).

Abb. 4.2: Gitter der Konfiguration Wingδ8: Spaltregion (links), Hinterkante der Klappe (rechts).
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Abb. 4.3: Instantane Visualisierung der Wirbelstärkemagnitude |ωz|: 2-D Konfiguration Wingδ8 (oben)
und Wingδ22 (unten), jeweils mit M∞ = 0.175 (links) und M∞ = 0.4 (rechts). Die Farbskala reicht von 0
(weiß) bis 60Uref/Ds (schwarz).

Abb. 4.4: Instantane Visualisierung der Wirbelstärkemagnitude kωk: 3-D Konfiguration Wingδ8 (oben)
und Wingδ22 (unten), jeweils mit M∞ = 0.175 (links) und M∞ = 0.4 (rechts). Die Farbskala ist in Abb.
4.3 spezifiziert.

4.3 Aerodynamisches Feld

In Abbildung 4.3 ist der Betrag der Wirbelstärke für die 2-D Simulationen der beiden Konfigu-
rationen dargestellt. Wie erwartet sind die Wirbelstärkeamplituden für die Fälle mit M∞ = 0.4
größer. Die Grenzschichten auf der Druckseite von Flügel und Klappe bleiben in allen Fällen
laminar, beginnen aber auf der Saugseite unmittelbar nach der Flügelvorderkante aufzurol-
len. In allen Fällen kommt es zu einer Interaktion des Flügelnachlaufs mit der Grenzschicht
auf der Klappenoberseite. Für die Konfiguration mit Klappenwinkel δ = 22◦ löst sich die
Grenzschicht von der Klappe was ein größeres Durchmischungsgebiet zu Folge hat und die
Strömung in der Spaltregion scheint deutlich ungeordneter zu sein, als es bei δ = 8◦ der Fall
ist. Interessant ist, dass es im Fall mit δ = 8◦ und M∞ = 0.175 keine Tollmin-Schlichting Wel-
len in der Flügel-Grenzschicht zu beobachten sind. Ein wahrscheinlicher Grund dafür wird in
Abschnitt 4.4 geliefert. Bei den 3-D Simulationen, Abbildung 4.4, ist hinsichtlich der Lage der
Transition und der Ausdehnung der Grenzschicht und des Nachlaufs ein ähnliches Verhalten
zu beobachten. Allerdings wird die Grenzschicht auf der Oberseite turbulent und weist damit
ein breitbandiges Spektrum unterschiedlicher Längen und Zeitskalen auf. Zur Visualisierung
instantaner Trubulenzstrukturen, zeigt Abbildung 4.5 Isoflächen des Q-Kriteriums der zwei 3-
D Konfigurationen, wobei die Isoflächen mit der Wirbelstärkenorm koloriert wurden. In allen
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Abb. 4.5: Turbulente Strukturen der 3D-Konfiguration mit δ = 8◦ (oben) und δ = 22◦ (unten) visualisiert
mit dem Q-Kriterium (Isoflächen mit Q = 7U2

ref/D
2
s ). Die Farbskala repräsentiert dieWirbelstärkenorm

kωk, sie reicht von 0 (gelb) bis 60Uref/Ds (blau): M∞ = 0.175 (links) und M∞ = 0.4 (rechts).

Fällen ist ein typischer laminar-turbulenter Übergang der Grenzschicht (ausführlich beschrie-
ben in Davidson [108], S.11, 107ff.) auf der Oberseite des Flügels zu beobachten. Die räumliche
Ausdehnung und Intensität der Turbulenz nimmt mit der Machzahl und dem Klappenwin-
kel zu, wobei die transiente Grenzschicht bei Fall δ8M175, wie bei den 2-D Simulationen, auf
der Flügeloberseite teilweise relaminarisiert (siehe dazu auch Abb. 4.6). Dies zeigt, dass selbst
die zweidimensionalen Simulationen das prinzipielle Verhalten der Strömung für diese Fälle
treffend vorhersagen. Diese Erkenntnis erlaubt uns, erste Einschätzungen zum Verhalten der
Strömung auf Basis der deutlich günstigeren 2-D Simulationen zu treffen. Die Längenskalen
der Wirbelstrukturen in der Grenzschicht sind aufgrund identischer Reynoldszahlen trotz un-
terschiedlicher Machzahlen ähnlich. Wie erwartet ist die Wirbelstärke für den Fall M40 höher
und oberhalb der Klappe findet eine deutlich stärkere Durchmischung des Nachlaufs statt.
Abbildung 4.6 liefert eine Sicht auf die räumliche Entwicklung der Grenzschicht des δ8M175-
Falls zu aufeinander folgenden Zeiten: In (a) ist zunächst eine charakteristische Entwicklung
der turbulenten Grenzschicht über zwei-/dreidimensionale Störungen, λ-Wirbel und Hufei-
senwirbel für x/Ds < 0.8 zu beobachten. Stromab nehmen die Fluktuationen wieder ab und
die Grenzschicht ist im Bereich 0.8 < x/Ds < 1.1 annähernd laminar. Bei (b) erreicht die
Strömung nur die erste Phase der Transition (zweidimensionale Wirbelwalzen) bevor sie sich
wieder anlegt, um bei x/Ds ≈ 1.1 dann sprungartig turbulent zu werden. Einige Zeit später
ähnelt die räumliche Entwicklung der Grenzschicht wieder der Struktur in (a). Das Phänomen
einer pulsierenden Relaminarisierung der Grenzschicht wurde auch bei der korrespondieren
zweidimensionalen Simulation beobachtet. Als Grund wird eine Rückkopplung zwischen an
der Hinterkante generierten Schallwellen und der Grenzschicht vermutet. Die Störungen re-
gen die instabile laminare Grenzschicht zu Tollmien-Schlichting Wellen an, welche dann mit
der Hinterkante interagieren (TS-p′-Prozess). Bei dem Fall mit M∞ = 0.4 zeigte sich diese Pul-
sation der Grenzschicht nicht, sondern eine zu allen Zeiten ähnliche Grenzschichtentwicklung
wie in Abbildung 4.6 (c).
Die Korrelationsfunktionen der Geschwindigkeits- und Druckfluktuationen in Spannweiten-
richtung der δ8- und δ22-Konfigurationen, sind in Abbildung 4.7 respektive 4.8 zu sehen. In
allen Fällen sind die Größen für rz > 0.02Ds (=̂0.01C) weitestgehend unkorreliert.
In den Abbildungen 4.9 und 4.10 ist das mittlere Geschwindigkeitsfeld für die zwei- respek-
tive dreidimensionalen Simulationen dargestellt. Es ist kein signifikanter Unterschied abhän-
gig von der Dimensionalität zu beobachten. Weitere Einsicht in die mittleren Geschwindig-
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(a)

(b)

(c)

0 0.5 1 1.5 2 2.5
x/Ds

Abb. 4.6: Draufsicht auf die Transitionsstrukturen der oberen Grenzschicht der 3D-Fälle: (a) δ8M175
bei t = 32Ds/Uref, (b) δ8M175 bei t = 34Ds/Uref, (c) δ8M40. Die Isoflächen und Farbcodierung sind
identisch mit Abbildung 4.5.
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Abb. 4.7: δ8-Wing: Korrelationsfunktion in Spannweitenrichtung bei x = 1.44Ds (links) und der Klappe
x = 1.98Ds (rechts) in der Grenzschicht der Saugseite für M∞ = 0.175 (oben) und M∞ = 0.4 (unten) mit
i =: u′ (—), v′ (- - -), w′ (· · · ) und p′ (− ·−).
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Abb. 4.8: δ22-Wing: Korrelationsfunktion in Spannweitenrichtung bei x = 1.46Ds (links) und der Klappe
x = 2.05Ds (rechts) in der Grenzschicht der Saugseite. Anordnung der Fälle und Legende der Linienty-
pen wie in Abb. 4.7.

Abb. 4.9:Mittlere Longditudinalgeschwindigkeit u: 2-D KonfigurationWingδ8 (oben) undWingδ22 (un-
ten), jeweils mit M∞ = 0.175 (links) und M∞ = 0.4 (rechts). Die Farbskala reicht von 0 (weiß) bis Uref
(schwarz).



126 4 Flügel-Klappe Konfiguration

Abb. 4.10: Mittlere Longditudinalgeschwindigkeit u: 3-D Konfiguration Wingδ8 (oben) und Wingδ22
(unten), jeweils mit M∞ = 0.175 (links) und M∞ = 0.4 (rechts). Die Farbskala ist in Abb. 4.9 spezifiziert.

keitsprofile in der Grenzschicht liefern die Abbildungen 4.11 und 4.12: Die mittlere longditudi-
nale Geschwindigkeit, u, wurde an verschiedenen Punkten entlang der Flügel- und Klappeno-
berfläche mit uτ normiert und in Wandeinheiten, y+ = (y − yw)uτ/ν, aufgetragen. In allen
Fällen ist die Grenzschicht bis hin zur viskosen Unterschicht (U+ ∝ y+) sehr gut aufgelöst. Auf
der Klappenoberseite der δ22-Konfiguration kommt es zu einer deutlichen Rückströmung, zu
sehen an den negativen Werten für U+ in dieser Region. Der Klappenwinkel beeinflusst auch
den Geschwindigkeitsverlauf im hinteren Teil der Flügeloberseite. Für δ = 8◦ steigt die Ge-
schwindigkeit in der Flügelgrenzschicht monoton an, für δ = 22◦ besitzt das Profil nahe der
Flügelhinterkante einen Wendepunkt. Dies zeigt sich auch in der Darstellung der Stromlinen
der mittleren Strömung in Abbildung 4.13 rechts: Für beide Klappenwinkel ist eine deutliches
Rezirkulationsgebiet im Spaltbereich zu beobachten. Für δ = 22◦ tritt zudem eine Ablöseblase
im hinteren Bereich der Klappenoberseite auf.
In Abbildung 4.13 links ist die Verteilung des Druckkoeffizienten über der Profilkontur für bei-
de Anströmgeschwindigkeiten aufgetragen. Für die δ8-Konfiguration stellt sich die erwartete
Druckverteilung ein. Im vorderen Bereich der Flügelunterseite und auf der gesamten Unter-
seite der Klappe liegt ein Überdruckgebiet vor, während sich für die entsprechenden Gebiete
auf der Oberseite ein Unterdruckgebiet einstellt. Der Impulseintrag durch den Spalt zwischen
Flügel und Klappe führt zu einer Beschleunigung der Strömung auf der Klappenoberseite und
der Druck sinkt ab. Wird die Klappeweiter angestellt, erhöht sich die Druckdifferenz zwischen
Flügelober- und Unterseite und das Überdruckgebiet auf der Klappenunterseite erstreckt sich
über einen größeren Bereich, siehe Cp-Verlauf und Druckfeld in Abbildung 4.13 (b).

4.4 Akustisches Feld

Das instantane akustische Feld der 2-D Simulationen wird in Abbildung 4.14 mithilfe der Dila-
tation des Geschwindigkeitsfeldes, Θ = ∇ · u, visualisiert. Zudem zeigt die Darstellung Kon-
turebenen der Wirbelstärke. Es fällt sofort auf, dass die Schallintensität mit der Strömungs-
geschwindigkeit deutlich zunimmt. Für die Konfiguration mit δ = 8◦ werden Schallquellen
an der Flügelvorderkante, im Spaltbereich und an der Klappenhinterkante lokalisiert, wobei
Spalt- und Hinterkantenlärm das Schallfeld dominieren. Bei der δ22-Konfiguration konnte für
beide Machzahlen eine deutliche Interaktion von Wirbelen mit der Hinterkante eingefangen
werden. Die Wirbel auf der Klappenoberseite sind im Vergleich zur δ8-Konfiguration größer
und der generierte Hinterkantenlärm dominiert das Schallfeld. Wie erwartet, nimmt die domi-
nante Frequenz des generiertenHinterkantenschalls mit der Machzahl zu. Aus den Abbildun-
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Abb. 4.11: Geschwindigkeitsprofile U+ = u/uτ aufgetragen über der Wandeinheit y+ für den Fall (a)
δ8M175 und (b) δ8M40 jeweils in der oberen Grenzschicht des Flügels (links): —, x/Ds = 0.85; - - -,
x/Ds = 1.16; - · -, x/Ds = 1.44; - ·· -, x/Ds = 1.51; · · · , x/Ds = 1.53 und der Klappe (rechts): —,
x/Ds = 1.72; - - -, x/Ds = 1.84; - · -, x/Ds = 1.94; - ·· -, x/Ds = 2 und · · · , x/Ds = 2.02. − − −,
U+ = y+. Oben: Darstellung der jeweils fünf Probenlinien.
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Abb. 4.12: Geschwindigkeitsprofile U+ = u/uτ aufgetragen über der Wandeinheit y+ für den Fall (a)
δ22M175 und (b) δ22M40 jeweils in der oberen Grenzschicht des Flügels (links): —, x/Ds = 0.85; - -
-, x/Ds = 1.16; - · -, x/Ds = 1.44; - ·· -, x/Ds = 1.51; · · · , x/Ds = 1.53 und der Klappe (rechts): —,
x/Ds = 1.80; - - -, x/Ds = 1.91; - · -, x/Ds = 1.98; - ·· -, x/Ds = 2.02 und · · · , x/Ds = 2.04. −− −,
U+ = y+. Oben: Darstellung der jeweils fünf Probenlinien.
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Abb. 4.13: Verteilung des Druckkoeffizienten, Cp, von Konfiguration (a) 2D-Wingδ8 und (b) 2D-
Wingδ22 (links):—, M∞ = 0.175; - - -, M∞ = 0.4. Druckfeld und Stromlinien der mittleren Strömung für
den 2D-Fall mitM∞ = 0.175 (rechts): Die Farbskala reicht vonUnterdruck 4.9ρsU

2
ref (blau) bis Überdruck

5.3ρsU
2
ref (rot).
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Abb. 4.14: Divergenzfeld der 2-D Konfigurationenen δ = 8◦ (oben) und δ = 22◦ (unten) jeweils mit
M∞ = 0.175 (links) und M∞ = 0.4 (rechts). Farbintervall des Divergenzfelds: ±0.1Uref/Ds. Konturebe-
nen der Wirbelstärke: von −87Uref/Ds (blau) bis 87Uref/Ds (rot), Inkremente: 4Uref/Ds.

gen der δ22-Konfiguration wird eine Wellenlänge von λ ≈ 0.13Cwing und λ ≈ 0.04Cwing für
M∞ = 0.175 beziehungsweise M∞ = 0.4 abgelesen. Mit f = a∞/λ folgen dann die Frequenzen
zu rund 13Uref/Ds beziehungsweise 39Uref/Ds. Aus diesen Darstellungen wird eine typische
Rückkopplung zwischen den an der Klappenhinterkante abgestrahlten Schallwellen und den
Tollmien-Schlichting Instabilitäten im vorderen Bereich des Flügels deutlich: Grund für die
deutlich früher auftretenden TS-Wellen in der Grenzschicht könnte ihre Anregung durch die
an der Klappenkante generierten Druckwellen sein.
In den Abbildungen 4.15 (2-D) und 4.16 (3-D) wurde der nichtlineare Anteil des Lighthill-
Quellterms zusammen mit der Dilatation visualisiert. Hinsichtlich des Orts hoher Amplitu-
den für Sn und Θ sind 2-D und 3-D Simulationen nahezu identisch. Verfolgt man die kon-
zentrischen Divergenzmuster zu ihrem Zentrum, lassen sich auch hier Schallquellen in der
Spaltregion beziehungsweise an der Flügelhinterkante und an der Hinterkante der Klappe lo-
kalisieren. Das akustische Feld der 3-D Simulation ist infolge der großen Skalenunterschiede
in der Grenzschicht breitbandiger als das entsprechende Feld der zweidimensionalen Simula-
tionen.
Im Hinblick auf die JFI-Konfiguration, wird es interessant sein, zu untersuchen inwiefern sich
das akustische Feld oberhalb des Flügels durch die Anwesenheit des Düsenstrahls verändert.
Folgt man der einleitend formulierten Hypothese, so sollte sich die Schallabstrahlung an der
Vorderkante und aus der Spaltregion im Vergleich zum isolierten Flügel deutlich erhöhen.
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Abb. 4.15: Instantane Visualisierung der nicht-linearen Komponente des Lighthill Quellterms, Sn =
∂2(ρu′iu

′
j)/∂xi∂xj, und der Dilatation Θ der 2-D Konfigurationenen δ = 8◦ (oben) und δ = 22◦ (unten)

jeweils mit M∞ = 0.175 (links) und M∞ = 0.4 (rechts). Farbskalen: Sn = ±160ρsU
2
ref/D

2
s und Θ =

±0.1Uref/Ds.

Abb. 4.16: Instantane Visualisierung der nicht-linearen Komponente des Lighthill Quellterms, Sn, und
der Dilatation Θ der 3-D Konfigurationenen. Anordnung und Farbskalen wie in Abbildung 4.15.





5 Düse-Flügel-Klappe Konfiguration

Die zugrundeliegende Geometrie und Parameter der untersuchten Düse-Flügel-Klappe Kon-
figuration wurde vom Projektpartner Airbus SE vorgegeben. Ursprünglich war geplant, dass
die numerischen Simulationen von der Universität Siegen und die experimentellen Messun-
gen von EADS Innovation Works durchgeführt werden. Jedoch wurde der Projektumfang im
Verlauf zunächst deutlich reduziert und schließlich die EADS Arbeitsgruppe aufgelöst. Als
Folge stehen keine brauchbaren Messdaten zur Verfügung und die Diskussion der Simulati-
onsergebnisse stützt sich auf die ausführliche Validierung des Modells in den Kapiteln 2 und
3 oben.

Erste Simulationen der Düse-Flügel-Klappe Konfiguration mit runder Düse, siehe Appendix
B, haben gezeigt, dass die Auflösung mit rund 108 Gitterpunkten nicht ausreicht, um wichtige
Mechanismen der Wirbelbildung zu erfassen und eine realistische räumliche Entwicklung der
Turbulenz zu gewährleisten. Die dafür erforderliche Auflösung in der Größenordnung von 109

Gitterpunkten, war mit den vorhanden Rechenkapazitäten im Rahmen dieser Arbeit nicht zu
leisten. Daher wurden die Untersuchungen an einem Ausschnitt der realistischen Konfigura-
tion durchgeführt. Dazu wurde die Gesamtkonfiguration im Scheitelpunkt der Düse geschnit-
ten und um 10% des Düsendurchmessers in Spannweitenrichtung extrudiert. Die unmittelba-
re Freistahl-Klappe Interaktion (JFI) am Scheitelpunkt des Düsenstrahls, Effekte normal zum
Tragflügel und in Hauptströmungsrichtung werden durch die Simulation des Ausschnitts er-
fasst, in Spannweitenrichtung wirkende Effekte aus der Pfeilung des Flügel und der runden
Düse jedoch vernachlässigt. Hinsichtlich der zu untersuchenden JFI werden diese Effekte als
untergeordnet eingeschätzt.

5.1 Simulationskonfigurationen

Es wurden zwei unterschiedliche Geometriekonfigurationen mit jeweils zwei verschiedenen
Strömungskonfigurationen simuliert. Die variierten Geometrieparameter waren die Flügel-
und Klappenposition und der Klappenwinkel. Die variierten Strömungsparameter waren die
Strömungsgeschwindigkeit der Sekundärdüse. Als Referenz wurde zudem die isolierte Düse
für beide Strömungskonfigurationen simuliert. Analog zur isolierten Düse, entsprechen die
Flügelkonfigurationen aus Kapitel 4 mit M∞ = 0.175, dem isolierten Flügel. Zu jedem Fall
wurden zwei- und dreidimensionale Simulationen durchgeführt.

5.1.1 Geometrieparameter

In Abbildung 5.1 ist eine der untersuchten Konfigurationen zu sehen: Die Düse setzt sich aus
einer Sekundärdüse (Index s), einer Primärdüse (Index p) und einem Düsenkern zusammen
und wurde nicht variiert. Variiert wurden die vertikale Position des Flügels ΔY, der vertika-
le Abstand zwischen Mittellinie und Klappenhinterkante H und der Klappenwinkel δ. Der
horizontale Abstand zwischen Sekundärdüse und Klappenhinterkante L und die horizonta-
le Position der Flügelvorderkante ΔX blieben unverändert. In Tabelle 5.1 sind die relevanten
Daten zu den simulierten Konfigurationen aufgeführt. Die Kombination aus jeweils einer Geo-
metriekonfiguration und einem Strömungsfall ergeben ein Simulationssetup.
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Abb. 5.1: Geometrie der Refδ8-Konfiguration.

Konfiguration ΔX/Ds ΔY/Ds L/Ds H/Ds δ

Refδ8 0.05 0.2 2.04 0.49 8◦

P1δ22 0.05 0.1 2.04 0.29 22◦

Tab. 5.1: Geometrieparameter

5.1.2 Strömungsparameter

Hinsichtlich der Strömungsparameter der hier diskutierten Fälle wurde nur die Strömungs-
geschwindigkeit der Sekundärdüse variiert1: Für den Fall C3 beträgt sie Us = 128.5m/s, die
resultierende Machzahl ist Ms = Us/a∞ = 0.374 und die Reynoldszahl basierend auf dem
Düsendurchmesser, ReDs = ρsUsDs/µ, ist rund 1.3× 106. Die Geschwindigkeitsdifferenz zwi-
schen der Strömung der Sekundärdüse und der Umgebungsströmung,ΔU = Us−U∞, beträgt
bei C3 etwa 0.2a∞ (ReΔU = ρs|ΔU|Ds/µ ≃ 7× 105) und die Konvektionsgeschwindigkeit ist
Uc = (U∞ + Us)/2 ≃ 0.27a∞ . Für die Scherschicht zwischen primärer und sekundärer Düse
ergibt sich eine negative Geschwindigkeitsdifferenz von Up − Us = −0.06a∞ und eine Kon-
vektionsgeschwindigkeit von Uc = (Up +Us)/2 ≃ 0.34a∞.
Für Fall C3-50 istUs = 50m/s, Ms = 0.146, ReDs ≃ 5× 105 und die Geschwindigkeitsdifferenz
zur Außenströmung negativ, ΔU ≃ −0.03a∞ (ReΔU ≃ 105), und die Konvektionsgeschwindig-
keit der äußeren Scherschicht beträgt Uc ≃ 0.16a∞ und die der inneren Uc ≃ 0.23a∞ . Hier ist
die Strömung der Primärdüse relativ zur Sekundärströmung schneller und die Geschwindig-
keitsdifferenz beträgt Up −Us = 0.17a∞ .
Die Düsenstrahlen sind isotherm undmit Ts = Tp = T∞ = 293.15K spezifiziert. Die Reynolds-
zahl, basierend auf der fiktiven Sehnenlänge des Hauptflügels C = 0.3m, beträgt ReC =
ρ∞U∞C/µ ≃ 1.19 × 106. In Tabelle 5.2 sind die fallunabhängigen Strömungsparameter auf-
geführt.

Spezifikation des Düseneinlasses. Zur Spezifikation des axialen Geschwindigkeitsprofiles am Ein-
lass der Düsen und der Grenzschicht der Außenströmung an der Sekundärdüse,wird ein lami-
nares Blasius-Profil verwendet. Das Geschwindigkeitsprofil am Einlassrand wurde wie folgt
definiert:

uo(y) = upo(y) + uso(y) + u∞o(y)

1Für die runde Düse, wurden zudem noch die Fälle C1 (U∞ = 0) und C2 (U∞ = 0, Tp = 493K) simuliert.
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Parameter physikalischer Wert dimensionsloser Wert

γ 1.4 1 1.4
Rg 287.15 J/(kgK) Ts/U2

ref 1/(γM2
ref) ≃ 5.1

cp 1.005× 103 J/(kgK) Ts/U2
ref 1/((γ − 1)M2

ref) ≃ 17.84
Pr 0.715 1 0.715
µ 1.823× 10−5 kg/(ms) 1/(ρsUrefDs) ≃ 7.57× 10−7

Uref 128.5m/s 1/Uref 1
Mref = Uref/as ≃ 0.374 1 ≃ 0.374
Reref = ρsUrefDs/µ ≃ 1.32× 106 1 ≃ 1.32× 106

ρ∞ 1.205 kg/m3 1/ρs 1
U∞ 60m/s 1/Uref ≃ 0.467
T∞ 293.15K 1/Ts 1
p∞ = ρ∞RgT∞ ≃ 1.01434× 105 Pa 1/(ρsU2

ref) 1/(γM2
ref) ≃ 5.1

a∞ = (γRgT∞)1/2 ≃ 343.3m/s 1/Uref 1/Mref ≃ 2.67

Ds 0.15548m 1/Ds 1
hs 0.02829m 1/Ds 0.182
ρs 1.205 kg/m3 1/ρs 1

Dp 0.06004m 1/Ds ≃ 0.386
hp 0.0087m 1/Ds 0.056
Up 108.2m/s 1/Uref ≃ 0.842
ρp 1.205 kg/m3 1/ρs 1
pp = ρpRgTs ≃ 1.01434× 105 Pa 1/(ρsU2

ref) 1/(γM2
ref) ≃ 5.1

Mp = Up/a∞ 0.315 1 0.315

Tab. 5.2: Fallunabhängige Simulationsparameter. Die totale Temperatur in der Düse i ist T0i = Ti +
1
2cpU

2
i . Die thermische Leitfähigkeit wird mit k =

cpµ
Pr bestimmt und ist im dimensionslosen Fall iden-

tisch 1
γ−1

1
Pr

1
RerefM

2
ref
, d.h. kTs/(ρsU3

refDs) = 1.89× 10−5. Angaben zum Tragflügel werden in Tabelle 4.1

gemacht.
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Abb. 5.2: Geschwindigkeitsprofile am Düseneinlass: C3 (a), C3-50 (b).

mit dem Geschwindigkeitsverlauf für Düse j:

ujo(y) =





Ujo , für |y′j| < hjo/2− δjo ,

Ujo
hjo/2−|y′j|

δjo

"
2− 2

�
hjo/2−|y′j|

δjo

�2

+

�
hjo−|y′j|

δjo

�3
#

, für hjo/2− δjo ≤ |y′j| ≤ hjo/2 ,

0 , sonst.

und dem Geschwindigkeitsverlauf der Außenströmung:

u∞o(y) =





U∞ , für |y| > R+ δo ,

U∞
|y−R|

δo

�
2− 2

�
|y−R|

δo

�2
+

�
|y−R|

δo

�3
�
, für R ≤ |y| ≤ R+ δo,

0 , sonst.

Dabei ist hjo die Kanalhöhe, Ujo die Geschwindigkeit in der Kanalmitte und δjo die Grenz-
schichtdicke jeweils am Einlass der Düse j. Die Koordinate y′j = y − yjo startet in der Ka-
nalmitte der jeweiligen Düse. R ist der Außenradius der Sekundärdüse am Einlassrand. Das
Kanalhöhenverhältnis, definiert durch das Verhältnis der Kanalhöhe am Einlass und am Aus-
lass, ist hso/hs = 1 und hpo/hp = 2.84 für die Sekundär- beziehungsweise Primärdüse. Mit
der Annahme einer isentropen Strömung können die Bedingungen am Düseneinlass (Index o)
mithilfe der Kontinuitätsgleichung und der kompressiblen Bernoulligleichung iterativ über

Upo = Up
hp

hpo

 
Tp

Tp +
1
2cp

(U2
p −U2

po)

! 1
γ−1

berechnet werden. Sie folgen dann für die Primärdüse zu Upo/Uref = 0.284, ρpo/ρs = 1.045,
Tpo/Ts = 1.018 und ppo/(ρsU2

ref) = 5.429; für die Sekundärdüse gilt (·)so = (·)s . Abbildung 5.2
zeigt die Geschwindigkeitsprofile am Düseneinlass für die Testfälle C3 und C3-50. Um unphy-
sikalische Moden im Inneren der Düse zu vermeiden, wurden keine Tripping-Prozeduren zur
Anregung der Grenzschichttransition verwendet; für die Grenzschichtdicke am Einlass wurde
δjo/hjo = 0.1 gewählt.
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Abb. 5.3: Berechnungsgitter: Refδ8 (links); P1δ22 (rechts). Gezeigt ist jede dritte Gitterlinie.

Gitter Nx Ny Nz Δx/Ds Δy/Ds Δymin/Ds Δz/Ds

Hintergrund 2026 1001 33 6× 10−3 5× 10−3 1.6× 10−3 3× 10−3

Flügel 961 51 65 4× 10−3 6× 10−3 6× 10−5 1.6× 10−3

Klappe 451 51 65 3× 10−3 6× 10−3 6× 10−5 1.6× 10−3

s-Düse (2x) 1951 51 65 4× 10−3 5× 10−4 8× 10−5 1.6× 10−3

p-Düse (2x) 3251 51 65 3× 10−3 5× 10−4 8× 10−5 1.6× 10−3

Kern 1301 51 65 2× 10−3 5× 10−4 8× 10−5 1.6× 10−3

Tab. 5.3: Gitterparameter. Erläuterungen siehe Tabelle 4.3.

5.2 Numerische Spezifikationen

Abbildung 5.3 zeigt eine Detailansicht des Gitters der beiden Konfigurationen. Bei Konfigura-
tion P1δ22 ist der Flügel in vertikaler Richtung dichter an der Düse montiert und die Klappe
ist weiter ausgefahren. Das Simulationsgebiet wird mit insgesamt acht Gittern vernetzt. Die
relevanten Daten zu den einzelnen Gittern des großen Simulationsgebiets, mit der Ausdeh-
nung von −2 ≥ x/Ds ≤ 10, −2.5 ≥ y/Ds ≤ 2.5 und −0.05 ≥ z/Ds ≤ 0.05, sind in Tabelle 5.3
dargestellt. Dabei ist die Grenzschichtauflösung mit Δx+ ≈ 35, Δy+ ≈ 0.7 und Δz+ ≈ 14 sehr
gut für eine LES. Alle relevanten Zeitangaben, wie der Samplingzeitschritt, die Samplingdauer
und die daraus resultierenden cut-off Frequenzen sind in Tabelle 5.4 aufgelistet.

5.2.1 Einfluss der Auflösung

Das Divergenzfeld der isolierten 2-D Düse des Falls C3 ist in Abbildung 5.4 dargestellt. Der
Einfluss der Auflösung auf die Entwicklung der Grenzschicht wird hier gut deutlich: Wäh-
rend mit dem feinen Gitter (Gitter nach den Angaben in Tabelle 5.3), Abbildung 5.4 (rechts),
die Grenzschichten schon in der Düse aufrollen (zu erkennen an den feinen Divergenzmus-
tern innerhalb der p- und s-Düse), vollzieht sich ein Aufrollen der Grenzschichten im weniger
aufgelösten Fall (Gitter mit um Faktor 1/10 geringeren Grenzschichtauflösung und um Faktor
1/2 geringeren Fernfeldauflösung) erst außerhalb der Düse weiter stromab. Die Ursache da-
für ist in der erheblich geringeren Auflösung der Grenzschicht zu suchen. Kleine Störungen
in der Grenzschicht werden vom Gitter nicht erfasst und die numerische Dissipation führt zu
einer Glättung der Lösung. Da es im Fall des groben Gitters zu keiner Interaktion zwischen
den Wirbeln und der Düsenkante sowie weiter stromab zwischen den Wirbeln untereinander
kommt, resultiert daraus ein hinsichtlich Frequenzband und Richtcharakteristik anders akus-
tisches Feld.
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Dimensionslos In SI-Einheiten

Überströmzeit tC = C/U∞ 4.1Ds/Uref 5× 10−3 s
Durchströmzeit tLx = Lx/Uref 8Ds/Uref 9.7× 10−3 s
Akustische Durchströmzeit t̃Lx = Lx/a∞ 3Ds/Uref 3.6× 10−3 s
Initiale Entwicklungszeit ti 3tC 1.5× 10−2 s
Charakteristisches Zeitmaß thp = hp/Up 0.067Ds/Uref 8× 10−5 s

LES-Domaina

Δt 1.4× 10−5Ds/Uref 1.7× 10−8 s
Δtsp 100Δt 1.7× 10−6 s
Mittelungzeit Tavg tC ≃ 2600Δtsp 5× 10−3 s
Samplingzeit Tsp tC/2 ≃ 1300Δtsp 2.5× 10−3 s
Simulationszeit T = ti + Tavg + Tsp 18.5Ds/Uref 2.2× 10−2 s
Ds/(TUref) ∼ St 0.05 −
f
sp
c = 1/(2Δtsp) 357Uref/Ds 3× 105 Hz
St

sp
c = f

sp
c Ds/Uref 357 −

λc = 2π/kc = ppwΔx 21Δx ≃ 0.1Ds 1.5× 10−2 m
f
g
c = Uref/λc 10Uref/Ds 8264Hz
St

g
c = f

g
c Ds/Uref = Ds/λc 10 −

Stmin = Ds/(TspUref) 0.48 −
LEE-Domain (2-D)

ΔtLEE 0.001Ds/Uref 1.2× 10−6 s
Simulationszeit T = 3tC 12Ds/Uref 1.5× 10−2 s
f
sp
c = 1/(2ΔtLEE) 500Uref/Ds 4× 105 Hz
St

sp
c = f

sp
c Ds/Uref 500 −

λc 6Δx ≃ 0.036Ds 5.6× 10−3 m
f
g
c = Uref/λc 28Uref/Ds 23000Hz
St

g
c = f

g
c Ds/Uref = Ds/λc 28 −

Tab. 5.4:Zeitparameter: a Für die LES-Domain sind die Zeitparameter der 3-D Simulationen aufgeführt,
die Zeitschrittweite der 2-D Simulationen war identisch, die Mittelungs-, und Simulationsdauer aber
deutlich länger. Beschreibung siehe Tabelle 3.3.

Abb. 5.4: 2-D Düse (Fall C3): Grobes Gitter (links); Standardgitter (rechts). Farbintervall Divergenz-
feld:±0.1Uref/Ds. Konturebenen derWirbelstärke: min:−87Uref/Ds (blau), max: 87Uref/Ds (rot), Inkr.:
4Uref/Ds.
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Abb. 5.5: Mittleres Druckfeld und Stromlinien des mittleren Geschwindigkeitsfeldes für P1δ22-C3:
Standardgebiet (links) und erweitertes Gebiet (rechts). Dunkelgrau steht für Unterdruckgebiete und hell-
grau steht für Überdruckgebiete.

5.2.2 Einfluss der Gebietsgröße

Um den Einfluss der Gebietsgröße auf die Lösung zu untersuchen, wurde der Testfall P1δ22-
C3 im Standardgebiet und in einem erweiterten Gebiet simuliert. Die Ausdehnung des Stan-
dardgebiets ist −0.25 ≥ x/Ds ≤ 8 und −2 ≥ y/Ds ≤ 2 und die des erweiterten Gebiets ist
−2 ≥ x/Ds ≤ 10 und −2.5 ≥ y/Ds ≤ 2.5, in x- respektive y-Richtung. Ein Vergleich der Lö-
sungen zeigt beispielsweise keine signifikanten Unterschiede der mittleren Druckfelder und
Stromlinien, dargestellt in Abbildung 5.5. Wichtig dabei ist die Druckverteilung an der Flügel-
vorderkante. Diese sollte nicht vom Einlassrand beeinflusst werden. Das dies so ist, zeigt auch
die gute Übereinstimmung des Cp-Verlaufs in diesem Bereich des Flügels für beide Gebiets-
größen in Abbildung 5.12 (unten).
In Abbildung 5.6 ist das akustische Feld mithilfe der Divergenz visualisiert. Die Lösung des
Standardgebiets unterscheidet sich nicht wesentlich von der korrespondierenden Zone des
erweiterten Gebiets und die akustischen Wellen verlassen das Gebiet in beiden Fällen ohne
unphysikalische Reflexionen. Diese einfache Untersuchung des Randeinflusses soll an dieser
Stelle genügen und das Standardgebiet wird als ausreichend für die hier verfolgten Ziele ange-
sehen. Dennoch wurde für die hier besprochenen Simulationen, die große Domain verwendet.
Die 3-D Simulationen mit der Runden Düse, in Anhang B, wurden mit der Standarddomain
durchgeführt.

5.3 Aerodynamisches Feld

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse zur Entwicklung der Grenz- und Mischungsschich-
ten sowie die mittleren aerodynamischen Felder der untersuchten Konfigurationen Refδ8 und
P1δ22 vorgestellt. Bei den 2-D Simulationen wurden jeweils die Fälle C3 und C3-50 simuliert,
bei den 3-D Simulationen nur der Fall C3-50.

5.3.1 Instantanes Strömungsfeld

Abbildung 5.7 zeigt den Betrag der Wirbelstärke, |ωz|, für die untersuchten Fälle C3 (Us =
128.5m/s) undC3-50 (Us = 50m/s) der KonfigurationenRefδ8 und P1δ22. Zunächst soll allein
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Abb. 5.6: P1δ22-C3 Standard-Gebiet (oben) und erweitertes Gebiet (unten): Divergenzfeld,∇ · u. Farbin-
tervall:±0.1Uref/Ds. Konturebenen derWirbelstärke ωz: min: −87Uref/Ds (blau), max: 87Uref/Ds (rot),
Inkr.: 4Uref/Ds. - - -, Rand des Standardgebiets.
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die Düse für die Fälle C3 und C3-50, Abbildung 5.7 (a) und (b), betrachtet werden. Die Grenz-
schichten beginnen sich nach dem jeweiligen Düsenauslass auf der Innenseite zu entwickeln.
Die Mischungsschichten im Düsennachlauf sind deutlich als Linien mit erhöhter Wirbelstärke
zu erkennen. Im Fall C3 beginnt die äußere Scherschicht auf Höhe des Primärdüseauslasses
aufzurollen, darauf folgt eine ersteWirbelpaarung welche sich weiter stromab wiederholt. Die
Paarung von Wirbeln in zweidimesionalen Mischungsschichten ist ein wesentlicher Prozess
zur Schallerzeugung und wurde intensiv von z.B. Bogey et al. [86, 140] untersucht. Erste Un-
tersuchungen von Colonius et. al [85] zeigten, dass die Wirbelpaarung eine Schallabstrahlung
mit Wellenlängen von λp = vg/ fp generiert. Dabei steht die Wellenlänge in direktem Zusam-
menhang mit der Paarungsfrequenz fp. Für ein Fluid in Ruhe ist die Gruppengeschwindig-
keit der Schallwellen vg, mit der Schallgeschwindigkeit identisch. Die Geschwindigkeitsdiffe-
renz Us −U∞ für den Fall C3 ist positiv und beträgt 0.53Uref. Ein ganz anders Verhalten zeigt
sich im Fall C3-50, Abbildung 5.7 (b). Hier ist die Geschwindigkeitsdifferenz zur Außenströ-
mung −0.08Uref und damit leicht negativ. Aufgrund der geringen Geschwindigkeitsdifferenz
ist die Wirbelstärkemagnitude gegenüber C3 reduziert. Bemerkenswert ist aber, dass die äu-
ßere Scherschicht früher instabil wird und sich eine Art Kelvin-Helmholtz-Instabilität zeigt. Es
bildet sich eine Wirbelstraße aus, in der es aber nicht zu einer Paarung von Wirbeln kommt.
Die inneren Mischungsschichten der beiden Fälle verhalten sich dagegen annähernd ähnlich.
Der Fall Refδ8-C3 ist in Abbildung 5.7 (c) gezeigt. Die untere äußere Scherschicht wird stromab
instabil und auf Höhe der Kernspitze erfolgt die erste Wirbelpaarung. Die Scherschicht des
Bypassstrahls wird unterhalb des Flügels beschleunigt und bleibt in der Folge länger stabil.
Die erste Wirbelpaarung findet unterhalb der Klappe statt. Dies kann auf die reduzierte Ge-
schwindigkeitsdifferenz und damit geringere effektive Reynoldszahl zurückgeführt werden.
Die inneren Scherschichten werden unmittelbar am Auslass der Primärdüse instabil und be-
ginnen mit der Grenzschicht des Düsenkerns zu interagieren. Durch den Freistrahl kommt es
zu einem Impulseintrag in die Strömung unterhalb des Flügels, die Geschwindigkeit steigt
und der Druck sinkt lokal. Daraus resultiert ein positiver Druckgradient unterhalb des Flügels
und die Grenzschicht beginnt bei etwa c/3 aufzurollen. Im Fall von Refδ8-C3-50, zu sehen in
Abbildung 5.7 (d), wird die Grenzschicht auf der Flügelunterseite nicht ausreichend gestört
und bleibt daher laminar. Auch bleibt die obere Düsenscherschicht bedeutend länger stabil
und bricht erst unmittelbar vor der Klappenhinterkante auf.
In Abbildung 5.7 (e) und (f) sind die Fälle C3 und C3-50 für Konfiguration P1δ22 zu sehen.
Unterschiede zu den jeweiligen Fällen der Refδ8-Konfiguration sind vorwiegend auf der Flü-
gelunterseite und im Bereich der Klappe auszumachen. Die obere Scherschicht der Sekundär-
düse interagiert unmittelbar mit der Grenzschicht auf der Flügelunterseite. Wirbel lösen sich
von der unteren Hinterkante des Flügels, durchqueren die Spaltzone und treffen auf die Un-
terseite der Klappe. Hierin könnte eine weitere akustische Quelle begründet sein: Waren es
im Fall ohne Düse nur die abrollenden Wirbel auf der Klappenoberseite, welche mit der Hin-
terkante interagierten (siehe Abbildung 4.14), sind es jetzt auch die auftreffenden Wirbel aus
der Mischungsschicht der Sekundärdüse. Besonders für den Fall P1δ22-C3 werden daher eine
starke JFI und Resonanzphänomene erwartet.
Die Wirbelstärkeamplituden der 3-D Simulationen, Abbildung 5.8, sind wie erwartet gerin-
ger. Auch kommt es weniger zu einer Aggregation der Strukturen als im zweidimensionalen
Fall. Da die Grenzschichten in der Düse turbulent und nicht wie im 2-D Fall laminar sind,
sind die klassischen KH-Instbilitäten im frühen Stadium einer Mischungsschicht hier nicht zu
beobachten.
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(a)

(c)

(e)

(b)

(d)

( f )

Abb. 5.7: Wirbelstärkemagnitude |ωz| für die 2D-Fälle: (a) Düse-C3; (b) Düse-C3-50; (c) Refδ8-C3; (d)
Refδ8-C3-50; (e) P1δ22-C3 und (f) P1δ22-C3-50. Farbskala von 0 (weiß) bis 60Uref/Ds (schwarz).

(b)

(d) ( f )

Abb. 5.8:Wirbelstärkenorm kωk für die 3D-Fälle: (b) Düse-C3-50; (d) Refδ8-C3-50 und (f) P1δ22-C3-50.
Kennzeichnung und Farbskala wie bei Abbildung 5.7.
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5.3.2 Mittleres Strömungsfeld

Einen ersten Einblick in die mittlere Strömung der simulierten Konfigurationen liefen die Ab-
bildungen 5.9 und 5.10 für die zwei- beziehungsweise dreidimensionalen Konfigurationen.
Wie schon beim isolierten Tragflügel, sind auch hier keine deutlichen Unterschiede zwischen
dem mittleren Geschwindigkeitsfeld der 2-D und 3-D Simulationen (planare Düse) zu erken-
nen. Für eine runde Düse gilt dies natürlich nicht.
Abbildung 5.11 zeigt die Cp-Verteilung auf der Flügeloberfläche und das mittlere Druckfeld
mit den Stromlinien des mittleren Geschwindigkeitsfeldes für den Fall C3 und C3-50 der Kon-
figuration Refδ8. Für den Fall C3 mit Düse, Abbildung 5.11 (c), ändert sich die Druckvertei-
lung gegenüber der reinen Flügelumströmung, Abbildung 4.13 (a), signifikant. Der Strahl der
Sekundärdüse beschleunigt die Strömung auf der Unterseite des Flügels, sodass sich ein Un-
terdruckgebiet einstellt, zu sehen an den positiven Werten für −Cp im Bereich 0 ≤ x/Ds ≤ 1.
Zudem verschiebt sich der Staupunkt leicht von der Vorderkante der Klappe auf deren Un-
terseite, siehe Stromlinien in Abbildung 5.11 (c). Dies führt zu einer stärkeren Umlenkung der
Haupströmung in der Spaltzone. Infolge des veränderten Strömungsverlaufes kommt es zu ei-
nem verringerten Impulseintrag auf der Klappenoberseite, der Druck auf der Oberseite steigt,
siehe Cp-Verteilung in Abbildung 5.11 (c).
Wird die Strömung der Sekundärdüse auf Us = 50m/s verringert (Fall C3-50), reduziert sich
auch der oben beschriebene Effekt, zu sehen in Abbildung 5.11 (d), und der Druck unterhalb
des Flügels nimmt wieder zu.
In Abbildung 5.12 sind die gleichen Größen für Konfiguration P1δ22 dargestellt. Für den Fall
C3-50 stellt sich das erwartete Verhalten ein: Durch den vergrößerten Anstellwinkel der Klap-
pe, fällt der Druck auf deren Oberseite im Vergleich zur δ8-Konfiguration weiter ab und das
Unterdruckgebiet auf der Saugseite der Konfiguration wird insgesamt größer. Die Effekte auf
der Druckseite sind nicht besonders signifikant. Dies gilt jedoch nicht für den Fall C3, zu sehen
in Abbildung 5.12 (e). Das mittlere Strömungsfeld zeigt ein deutlich größeres Rezirkulations-
gebiet in der Spaltregion, der Druck auf den Flügel in diesem Bereich steigt, und zusätzlich
eines im unteren hinteren Teil des Flügels. Der Staupunkt wandert bis zur Mitte der Klappe
und der Druck auf deren Unterseite nimmt stark zu. Für beide Fälle mit δ = 22◦ gilt, dass die
Strömung auf der Klappensaugseite ablöst und der Düsenstrahl nach unten abgelenkt wird.
Das Ablösen der Strömung ist jedoch nicht auf die Anwesenheit des Düsenstrahls zurückzu-
führen, wie Abbildung 4.13 (b) zeigt, ist es auch bei der reinen Flügelumströmung der Fall.
Die Betrachtung der mittleren Strömung, verstärkt die Vermutung aus Abbildung 5.7, dass
es sich bei dem Fall P1δ22-C3 um die am intensivsten akustisch abstrahlende Konfiguration
handelt.

5.4 Akustisches Feld

Für eine erste Beurteilung der Abstrahlcharakteristik, ist in Abbildung 5.13 das akustische
Nah- und Fernfeld der Refδ8-C3 Konfiguration, erhalten aus der LES-Lösung mithilfe der li-
nearisierten Euler-Gleichungen, visualisiert. Die amAuslass der Primärdüse generierten Schall-
wellen werden an der Flügelunterseite reflektiert und erhöhen die Lärmbelastung im Gebiet
unter der Düse. Der Düsenlärm wird in einem großen Bereich oberhalb des Tragflügels durch
diesen abgeschirmt. Dieser Bereich ist vorwiegend von Spaltlärm kontaminiert. Diese Darstel-
lung zeigt auch, dass es für die Beurteilung der eingangs postulierten Hypothesen genügt,
sich auf die Betrachtung der Akustik im LES-Gebiet zu konzentrieren. Dies soll im Folgenden
geschehen.
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(a)

(c)

(e)

(b)

(d)

( f )

Abb. 5.9: Mittlere Longditudinalgeschwindigkeit u: (a) Düse-C3; (b) Düse-C3-50; (c) Refδ8-C3; (d)
Refδ8-C3-50; (e) P1δ22-C3 und (f) P1δ22-C3-50.Die Farbskala für u reicht von 0 (weiß) bisUref (schwarz).

(b)

(d) ( f )

Abb. 5.10:Mittlere Longditudinalgeschwindigkeit u der 3D-Fälle: (b) Düse-C3-50; (d) Refδ8-C3-50 und
(f) P1δ22-C3-50. Kennzeichnung und Farbskala wie bei Abbildung 5.9.
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Abb. 5.11: Refδ8: Druckkoeffizient, Cp, entlang der Flügeloberfläche und mittleres Druckfeld, p̄, mit
Stromlinien des mittleren Geschwindigkeitsfeldes (ū, v̄) für die Fälle (c) C3 und (d) C3-50. Die Farbco-
dierung ist identisch mit der von Abbildung 4.13.
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Abb. 5.12: P1δ22: Druckkoeffizient, Cp, entlang der Flügeloberfläche und mittleres Druckfeld, p̄, mit
Stromlinien des mittleren Geschwindigkeitsfeldes (ū, v̄) für die Fälle (e) C3 und (f) C3-50:—, standard
Domain; - - -, erweiterte Domain. Die Farbcodierung ist identisch mit Abbildung 4.13.
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x/Ds
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/
D

s

Abb. 5.13: 2-D Refδ8-C3: Divergenzfeld mit kontinuierlicher Farbskala zwischen ±0.1Uref/Ds im LES-
Gebiet und LEE-Gebiet. Konturebenen derWirbelstärke sind gezeigt zwischen ωz = −87Uref/Ds (blau)
und ωz = 87Uref/Ds (rot), Inkremente: 4Uref/Ds. Die zwei horizontalen Linien kennzeichnen die Inter-
faces bei y = ±1.5Ds.
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5.4.1 Instantanes Divergenzfeld

In Abbildung 5.14 ist eine Momentaufnahme der Dilatation undWirbelstärke der 2-D Fälle zu
sehen. Vergleichen wir zunächst die beiden isolierten Düsen: In Fall C3 (a) sind starke Fluktua-
tionen des dynamischen Drucks in den Mischungsschichten der Sekundärdüse zu erkennen.
Diese Interagieren mit der Kante der Primärdüse und der Grenzschicht am Ende des Düsen-
kerns. Bei Fall C3-50 (b) sind die dynamischen Fluktuationen in der Grenzschicht deutlich
geringer, dennoch wird die äußere Scherschicht unmittelbar nach dem Auslass instabil und
rollt auf. Das akustische Feld wird von einer Schallquelle am Ende des Düsenkerns dominiert,
überlagert von einer gerichteten schwachen Abstrahlung aus der Sekundärdüse.
Bei den Fällen mit Flügel ist zu erkennen, dass der Flügel das Feld oberhalb der Düse akustisch
abschirmt. Dieser Bereich ist vorwiegend von Spaltlärm kontaminiert, Freistrahllärmwird von
Flügel und Klappe reflektiert und erhöht den Schallpegel unterhalb der Düse. Bemerkenswert
ist, dass der Spaltlärm deutlicher wahrzunehmen ist, als es bei den Fällen mit isoliertem Trag-
flügel der Fall war (siehe Abbildungen 4.14 u.4.15).
Bei Konfiguration P1δ22-C3 (e) sind deutliche starke Fluktuationen des dynamischen Drucks
unterhalb des Flügels und der Klappe zu erkennen. Diese sind in fast allenMomentaufnahmen
dieser Konfiguration zu sehen und konnten so in keiner anderen untersuchen Konfiguration
nachgewiesen werden. Diese Tatsache stellt einen ersten deutlichen Hinweis auf das Vorhan-
densein einer Rückkopplung zwischen aerodynamischen Druckfluktuationen und der Klappe
dar: An der Hinterkante generierte Druckwellen laufen stromauf und regen dort die Grenz-
schicht der Flügelunterseite und die Scherschicht der Sekundärdüse an. Die Grenzschicht bil-
det TS-Wellen die Scherschicht KH-Wellen. Die Wellen verschmelzen zu großen Wirbeln (sie-
he Abbildung 5.7 (e)), die auf die Klappenkante treffen und Schall erzeugen. Die Schallwellen
laufen im Spalt stromauf und der Vorgang beginnt von neuem. In der Bilderfolge in Abbil-
dung 5.15 ist ein solcher Ablauf visualisiert: Die Bildfolge illustriert die Interaktion von Wir-
beln mit der Klappenhinterkante. Dabei kommt es zur Abstrahlung eines ganzen Wellenpa-
ketes gleicher Wellenlänge gefolgt von einer Zone relativer Stille. Ob es sich um Wirbel der
Mischungsschicht handelt oder um abrollende Wirbel von der Klappenoberseite (TS/ω-p′-
Prozess) wird aus diesen Schnappschüssen nicht klar. Wie Abbildung 4.14 zeigt, treten auch
in Abwesenheit des Düsenstrahls aber gleicher Klappenkonfiguration ähnliche Wellenpake-
te auf. Ist dieser Vorgang alternierend, sollte er sich in einer erhöhten gemittelten Norm des
Lighthill-Quellterms auf der Ober- und Unterseite der Klappe widerspiegeln.

5.4.2 Lighthill Quellen

In Abbildung 5.16 ist eine Momentaufnahme des nicht-linearen Anteils des Lighthill-Quell-
terms, Sn, über der zeitlich gemittelten Norm des totalen Lighthill-Quellterms, |S|, dargestellt:
In allen Fällen scheint die Zone an der Spitze des Düsenkerns, wo die beiden Primärstrahlen
aufeinandertreffen, und die Oberseite der Klappe eine Zone dominanter Schallquellen zu sein.
Bei den Konfigurationen mit hoher Bypassgeschwindigkeit, (c) und (e), sind Gebiete erhöh-
ter Quellaktivität auch unterhalb des Hauptflügel zu erkennen. Der vergrößerte Ausschnitt in
Abbildung 5.17 und Vergleich mit dem isolierten Tragflügel zeigt: Im Falle mit Freistrahl er-
streckt sich die Zone starker Quellaktivität von der Saugseite über die Hinterkante bis auf die
Unterseite der Klappe und ist dort im Vergleich zum isolierten Flügel deutlich erhöht. Auch,
und das ist besonders interessant, sind die Werte von |S| im hinteren Teil des Hauptflügels
verglichen mit dem Fall ohne Düsenstrahl signifikant erhöht.
Mit diesen Ergebnissen, wird folgende Beschreibung der physikalischen Vorgänge der JFI vor-
geschlagen:
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Abb. 5.14: 2-D Divergenzfeld und Konturebenen der Wirbelstärke: (a) Düse-C3; (b) Düse-C3-50; (c)
Refδ8-C3; (d) Refδ8-C3-50; (e) P1δ22-C3 und (f) P1δ22-C3-50. Farbskalen wie in Abbildung 4.14.
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(1) (2)

(3) (4)

Abb. 5.15: 2-D Divergenzfeld von P1δ22-C3 in zeitliche Abfolge von (1)-(4) mit einem Zeitabstand von
T = 0.5Ds/Us. Die Strömung der Sekundärdüse legt in dieser Zeit eine Strecke von s = UsT = 0.5Ds

zurück. Farbskalen wie in Abbildung 4.14.
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Im hinteren Teil der Klappenoberseite ist die Grenzschicht im 2-D Fall zu Wirbeln aufgerollt
und im 3-D Fall turbulent. In beiden Fällen interagieren Wirbel mit der Hinterkante. Im 2-D
Fall ist die Grenzschicht nicht turbulent und es kommt zu einer Interaktion der diskreten Wir-
belstrukturen mit der Hinterkante. Als Folge wird Schall mit korrespondierenderWellenlänge
abgestrahlt, hier ω-p′-Prozess genannt. Im 3-D Fall ist das Wirbelspektrum breitbandig und
das entstehende Schallfeld weist den typischen breitbandigen TE-Lärm auf. Diese Mechanis-
men wurden auch bei der reinen Tragflügelumströmung beobachtet und sind gut erforscht
(siehe Einleitung). Durch die Montage der Düse kommen nun drei weitere Mechanismen da-
zu:
(i) Der Bypassstrahl regt die Grenzschicht auf der Flügelunterseite an, wodurch Tollmien-
Schlichting Wellen entstehen, welche stomab anwachsen. Ist die Düse dicht am Flügel mon-
tiert, interagieren die TS-Wellen mit KH-Wellen der Bypass-Mischungsschicht. Im 2-D Fall
kommt es zu einemVerschmelzen derWellen, es entstehen große kohärenteWirbel, die bei aus-
gefahrener Klappemit deren Unterseite undHinterkante interagieren. Ein Vorgang beginn, bei
dem Wirbel aus der Mischungsschicht und Wirbel aus der Klappengrenzschicht alternierend
mit der Klappenhinterkante interagieren. Beide Vorgänge werden als ω-p′-Prozess eingestuft
und manifestierten sich in einer erhöhten gemittelten Norm des Lighthill-Quellterms auf der
Ober- und Unterseite der Klappe. Kommt es zu keinem Verschmelzen der Wirbel, interagiert
die Mischungsschicht in Form eines KH-p′-Prozess mit der Klappe. Die Beaufschlagung der
Klappe mit der Turbulenz aus Klappengenzschicht undMischungsschicht ist bei der Konfigu-
ration P1δ22-C3 am stärksten.
(ii) Darüber hinaus kann es aufgrund der instabilen Grenzschicht auf der Flügelunterseite zu
einer Interaktion von TS-Wellenmit der unterenHinterkante desHauptfügels kommen. Dieser
TS-p′-Prozess nimmt, hinsichtlich der Schalleffizienz, relativ zu (i) eine untergeordnete Rolle
ein, manifestiert sich aber deutlich in einem erhöhten |S|-Wert im hinteren Teil der Flügelun-
terseite.
(iii) Die Reflexion von Freistrahllärm an Flügel und Klappe ist ein wesentlicher Einflussfaktor
für die Lärmbelastung unterhalb des Strahls wenn die Klappenwinkel moderat und der Ab-
stand zwischen Strahl und Flügel nicht zu klein ist. Dieser Effekt, ist besonders deutlich bei
der 3-D Simulation der Refδ8-Konfiguration, in Abbildung 5.18 zu beobachten. Warum we-
niger bei der P1δ22-Konfiguration? Ein möglicher Grund könnte sein, dass die akustischen
Wellen aus dem Primärstrahl im Falle der P1-Konfiguration zu wenig Raum zur Entfaltung
haben, bevor sie auf die Schallharte Flügeloberfläche treffen. Weiter fällt auf, dass der nach
unten reflektierte Schall eine dominante Wellenlänge von λ = 0.6Ds aufweist. Dies entspricht
einer Frequenz von f = a∞/λ = 4.45Uref/Ds ≈ 3.6 kHz.

In Abbildung 5.19 ist der totale Lighthill-Quellterm Sθ, Gleichung (3.41), für die drei 3-D Si-
mulationen, jeweils für die vier Abstrahlrichtungen −θ = 30◦, 60◦, 90◦ und 120◦ visualisiert.
Analog zum runden Freistrahl aus Kapitel 3.2.4, befinden sich die stärksten totalen Quellen im
Strahlzentrum und nehmen mit demWinkel leicht ab.
Der lineare Anteil, Sl, ist in der Bilderserie 5.20 dargestellt. Auch hier zeigt sich die glei-
che deutliche Vorzugsrichtung von Sl entlang der Strömungsachse. Radial dazu (θ = −90◦)
ist Sl minimal. Für diesen Anteil ist ein deutlicher Unterschied zwischen den beiden JFI-
Konfigurationen auszumachen: Infolge des, bei P1δ22 enger an der Düse anliegenden Flügels,
interagiert die Düsengrenzschichtmit der Flügelvorderkante und Sl ist in diesemBereich deut-
lich erhöht.
Für den nichtlinearen Anteil, Sn, (Bilderserie 5.21) zeigt sich, wie erwartet, keine bevorzugte
Abstrahlungrichtung. Bei P1δ2 ist die Quellaktivität oberhalb der Klappe und in der Grenz-
schicht der Flügelunterseite gegenüber Refδ8 erhöht.
Aus der Betrachtung dieser Bilderserien wird vermutet, dass Konfiguration P1δ2 zwar stärke-
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(a)

(c)

(e)

(b)

(d)

( f )

Abb. 5.16: 2-D |S| und instantane Visualisierung von Sn: (a) Düse-C3; (b) Düse-C3-50; (c) Refδ8-
C3; (d) Refδ8-C3-50; (e) P1δ22-C3 und (f) P1δ22-C3-50. Die Farbskala für |S| reicht von 0 (weiß) bis
400ρsU

2
ref/D

2
s (schwarz) und Sn = ±160ρsU

2
ref/D

2
s . Bei (e) und (f) wurde |S| nicht berechnet.
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Abb. 5.17: |S| für den isolierten 2D Flügel mit M∞ = 0.175 und die Gesamtkonfiguration (C3).

ren Vorderkantenlärm verursacht aber nicht unbedingt intensiver hinsichtlich des JFI-Lärms
ist, als Konfiguration Refδ8. Es ist auch klar, dass bei der Visualisierung der Quellterme Refle-
xionen von Schallwellen an Flügel und Klappe unberücksichtigt bleiben.

5.5 Maßnahmen zur Schallreduktion

In den vergangen Jahren wurde im Bereich der Schallreduktion intensiv geforscht. Dabei wur-
de sich auf die Reduktion des Hinterkantenlärms konzentriert. Inspiriert vom leisen Flug
der Eule folgten unterschiedliche Ausführungen gezackter oder mit Bürsten versehener Hin-
terkanten [141, 142] oder Hinterkanten aus porösen Medien. Poröse Medien sind hinsicht-
lich der Schallabsorbtion sehr gut im niederfrequenten Bereich, versagen aber bei Frequenzen
f > 10 kHz. Jaworski & Peake [143] zeigten, dass eine porös-elastische Ausgestaltung der
Hinterkante verglichen mit einer rein porösen oder rein elastischen Hinterkante für hohe Fre-
quenzen von Vorteil ist.
Mit den Erkenntnissen aus den Untersuchen zu Reduktion von Hinterkantenlärm und den Er-
gebnissen dieser Arbeit, könnte ein Konzept sein, die Unterseite des Flügels und der Klappe
im Bereich der Düse porös zu gestalten. Dadurch sollte die Reflexion von Schall an Flügel und
Klappe abnehmen und es könnte sich ein positiver Effekt auf die Entwicklung der turbulenten
Grenzschicht hin zu feinskaliger Turbulenz einstellen. Ein weiterer Ansatz könnte die Schwä-
chung der Instabilitätswellen in der Strahlmischungsschicht adressieren und darin bestehen,
die Struktur dieser Wellen zu kontrollieren. Die Manipulation der Struktur von Instabilitäts-
wellen wurde bei isolierten Freistrahlen bereits untersucht. Diese können passiv (z.B. gezackte
Düsenkante) oder aktiv (z.B. Regelung der Auslasstemperatur) sein. Der Hauptunterschied
zur Steuerung des Rauschens eines Freistrahls besteht darin, dass zur Reduzierung des Wech-
selwirkungslärms weniger der strahlende Teil von S gesteuert werden muss, sondern die im
Fall von subsonischen Freistrahlen nicht viel zum Lärm beitragenden, Energie transportieren-
den aerodynamischen Störungen (KH-Wellen und Wirbel im Bereich der Bypassscherschicht).
Dies ist höchstwahrscheinlich leichter zu erreichen, da diese Moden im Nahfeld des Strahls
experimentell wesentlich einfacher zu isolieren und/oder technisch in kleinere Strukturen ge-
ringerer Energie aufzubrechen sein sollten. Daher ist das Konzept der aktiven Steuerung für
die JFI vielversprechender als für isolierten Freisstrahllärm.
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(b)

(d)

(f)

Abb. 5.18: 3-D Instantane Visualisierung der nicht-linearen Komponente des Lighthill Quellterms,
Sn = ∂2(ρu′iu

′
j)/∂xi∂xj, und der Dillatation Θ für den Fall C3-50: (b) Düse, (d) Refδ8 JFI und (f) P1δ22

JFI.Farbskalen: Sn = ±160ρsU
2
ref/D

2
s und Θ = ±0.01Uref/Ds.
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θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

Isolierte Düse

Refδ8

P1δ22

Abb. 5.19: 3-D Instantane Visualisierung der Lighthill-Quelle Sθ in der x-y-Ebene bei z = 0. Konturen:
8 Ebenen bei SD2

s/(ρsU
2
ref) = ±0.5, 1.5, 3, 6. Positive und negative Werte sind solide bzw. gestichelt

dargestellt, die maximale Ebene ist zudem rot und die minimale blau koloriert.
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θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

Isolierte Düse

Refδ8

P1δ22

Abb. 5.20: 3-D Instantane Visualisierung von Slθ . Die Konturen sind mit Abbildung 5.19 identisch.
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θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

θ = −30◦ θ = −60◦

θ = −90◦ θ = −120◦

Isolierte Düse

Refδ8

P1δ22

Abb. 5.21: 3-D Instantane Visualisierung von Snθ . Die Konturen sind mit Abbildung 5.19 identisch.





6 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die methodischeWeiterentwicklung des Open Source Pakets OVERTURE

im Hinblick auf die Simulation der Strömung und des Schalls von Düse-Flügel-Klappen Kon-
figurationen. Dabei wurden zwei Hauptprobleme des Standard Pakets behoben: bis dato lag
kein, hinsichtlich akustischer Problemstellungen hinreichend genauer, paralleler Löser für Si-
mulationen des Nahfeldes und keine effiziente akustische Analogie zur Berechnung des akus-
tischen Fernfeldes vor. Im Rahmen der Arbeit wurden die bestehenden Löser für kompressible
Strömungen erweitert, parallelisiert und hinsichtlich Genauigkeit verbessert und ein paral-
leler FWH-Löser sowie ein LEE-Löser in das Paket implementiert. Darüber hinaus wurden
zwei Düse-Flügel-Klappen Konfigurationen mithilfe der entwickelten Methoden untersucht.
Die entwickelten Methoden (erster Teil) und wesentlichen Erkenntnisse aus den Simulationen
(zweiter Teil) werden im Folgenden zusammengefasst.

Im ersten Teil der Arbeit wurden der konservative und nicht-konservative Löser des Open-
Source Pakets OVERTURE methodisch erweitert und hinsichtlich Genauigkeit und Effizient
optimiert.
Die parallele Effizienz des konservativen Lösers konnte durch die Konsolidierung der PARTI-
Bibliothek verbessert werden. Eine intensive Analyse des Codes auf demHorUS-Cluster zeig-
te, dass mit zunehmender Anzahl aktiver Prozesse pro Knoten die Kommunikationszeit und
die Rechenzeit gegenüber dem Fall mit einem aktiven Prozess pro Knoten zunimmt. Dies deu-
tet darauf, dass der pro Knoten zur Verfügung stehende schnelle Puffer-Speicher (Cache) bei
voller Knotenauslastung für die Anforderungen hier unterdimensioniert ist. Je mehr Prozesse
aktiv sind, destoweniger schnellen L3-Caches stehen pro Prozess zur Verfügung. Die Optimie-
rung der Prozessorkommunikation führte aus diesem Grund nur zu einer leichten Erhöhung
des Speedups. Eine speicheroptimierte Refaktorisierung des Codes erwies sich als sehr auf-
wendig und ohne Garantie auf Erfolg, weswegen dieser Ansatz nicht weiter verfolgt wurde.
Der nicht-konservative Löser ist in der offiziellen Version von zweiter Ordnung in der Genau-
igkeit und nicht parallelisiert, diese Einschränkungen konnten im Rahmen dieser Arbeit beho-
ben werden. Dabei wurde eine Parallelisierung basierend auf den A++/P++-Bibliotheken vor-
genommen, wobei bis zu einer Anzahl von 96 Prozessen, ein nahezu idealer Speedup erreicht
wird. Die räumliche Genauigkeit wurde um Verfahren vierter und sechster Ordnung erhöht,
artifizielle Filter diverser Ordnungen [144] und nicht reflektierende Fernfeldrandbedingungen
[71] implementiert. Hinsichtlich der Rechenzeit pro Zeitschritt ist der konservative Löser zwei-
ter Ordnung im Mittel rund 20% schneller als der nicht-konservative Löser sechster Ordnung.
Da die maximale Gitterweite aufgrund einer Mindestauflösung der Grenzschicht von Δy+ ≤ 1
imAllgemeinen limitiert ist, konnte der Aufwand einer hohenOrdnung des Finite-Differenzen
Schemas nicht durch eine geringere räumliche Auflösung überkompensiert werden. Aus die-
sem Grund wurde bei den meisten Simulationen, der konservative Löser verwendet. Ziel und
Motivation des Ausbaus des nicht-konservativen Löseres war es, eine Plattform für sehr ge-
naue CFD/CAA-Simulationen bereitzustellen. Dieses Ziel wurde erreicht, der Löser kann nun
für weiterführende Untersuchungen genutzt werden.
Für die akkurate Vorhersage des akustischen Feldes, ist die Qualität des Informationsaus-
tauschs zwischen den sich überlappendenGittern essenziell. Diesewurde anhand eines akusti-
schen Impulses, der Konvektion eines kompressiblenWirbels durch unterschiedlich gestaltete
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Überlappungszonen und anhand einer akustischen Quelle mit zwei Zylindern untersucht. Der
Vergleich von impliziter und expliziter Interpolation zeigte, wie bei diversen anderen Unter-
suchungen [80, 79, 81], dass die explizite Interpolation der impliziten hinsichtlich der Genau-
igkeit zu bevorzugen ist. Für die explizite quadratische Interpolation (Interpolationsstencilmit
N = 3 Punkten je Richtung) liegt der Fehler für den Fall mit zwei Gittern identischer Gitter-
weite und einem Gitterversatz von Δx/2, knapp zwei Größenordnungen unterhalb der, das
Gitterinterface passierenden, Wellenamplitude. Für die Interpolation mit Stencils der Größe
N = 5 und N = 7 reduziert sich der Fehler weiterhin mehr als eine Größenordnung. Ist das
Verhältnis der Gitterweiten 2:1, steigt der Fehler deutlich an und verringert sich nur marginal
durch die Erhöhung der Interpolationsordnung.Wird die Auflösung der Gitter konstant gehal-
ten, der Gitterversatz aber auf Null reduziert (in diesem Fall kommt es zu keiner Interpolation,
sondern nur zu einem Datenaustausch zwischen den Gittern), ist ein nahezu identisches Er-
gebnis zu beobachten. Dies deutet darauf hin, dass der Fehler primär durch den Sprung in der
Gitterweite und die dadurch erhöhte Dispersion begründet ist. Für N = 3 und N = 5 liegt der
reine Interpolationsfehler im Fall der Wirbelkonvektion in der Größenordung von 5% bezie-
hungsweise 0.2% des Druckabfalls imWirbelzentrum. Eine Erhöhung der Ordnung auf N = 7
reduzierte den Fehler nur marginal, weswegen die Verwendung von Lagrange-Polynomen
sechster Ordnung unter Kosten/Nutzen Aspekten nicht sinnvoll erschien. Bei allen Simulatio-
nen wurde daher eine Interpolation fünfter Ordnung (Lagrange-Polynome vierter Ordnung)
verwendet.
Zur Berechnung des mittleren Strömungsfeldeswurden räumliche und zeitliche parallele Mit-
telungsverfahren implementiert. Die imVorfeld vomAutor implementierten Forcing-Verfahren
[14, 89] und Dämpfungszonen [88] wurden teilweise für die Anforderungen hier erweitert
und ebenfalls für parallele Berechnungen restrukturiert. Darüber hinaus wurden Low-Storage
Runge-Kutta Verfahren [64, 65] implementiert und die bestehenden Outputformate um die
Formate für die Programme TECPLOT und ENSIGHT, jeweils für unstrukturierte und struktu-
rierte Gitter sowie für GNUPLOT erweitert.
Für die Berechnung des akustischen Fernfelds wurden zwei neue Löser in das OVERTURE-
Paket integriert. Der LEE-Fernfeldlöser (LEE-FS) wurde zunächst für zweidimensionale Strö-
mungen implementiert und validiert, ist aber konzeptionell gut für dreidimensionale Anwen-
dungen zu erweitern. Die Approximation der räumlichen Ableitungen erfolgt wahlweise mit
klassischen FD-Schemata oder 7-Punkte DRP-Schemata [73]. Die Integration der Gleichungen
in der Zeit, erfolgt wahlweise mit klassischen Low-Storage Runge-Kutta Verfahren [64] oder
Zweischritt LDDRK-Verfahren [99]. Der LEE-Löser wurde mit CAA-Benchmark Fällen und
der Umströmung eines NACA0012-Profils validiert und für die Berechnung des akustischen
Fernfeldes einer Düse-Flügel-Klappe Konfiguration erfolgreich eingesetzt.
Für die dreidimensionalen Strömungen wurde ein hinsichtlich Rechenzeit günstiger konvek-
tiver Ffowcs Williams & Hawkings Löser (cFHW-FS) in C++ codiert und in das OVERTURE-
Framework aufgenommen. Der hier verwendete Ansatz erlaubt die Berechnung des akusti-
schen Drucks an definierten Beobachterpunkten simultan zur LES und basiert auf der Ar-
beit von Najafi-Yazdin et al. [121] in Kombination mit dem Quell-Zeit Ansatz von Casalino
[122]. Als Vorteil dieser Kombination ist die elegante Schallfeldberechnung in konvektierten
Medien zu betonen. Der Ansatz erlaubt deutlich kürzere Simulationszeiten, als sequenziel-
le FWH-Verfahren bei denen das Einlesen, der oft massiven Datenmengen, die Performanz
zum Teil deutlich dämpft. Der FWH-Löser zeigte sich mit einer Rechenzeiterhöhung von rund
1% pro Beobachter gegenüber der solo LES als sehr effizient; die Rechenzeit skalierte im Un-
tersuchten Bereich linear mit der Beobachteranzahl. Auch dieser Löser konnte anhand analyti-
scher Lösungen ausgewählter CAA-Benchmark Fälle und durch die umfangreiche LES/FWH-
Simulation eines runden Freistrahls mit Re = 3600 und Mj = 0.9 erfolgreich validiert und
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verifiziert werden. Die Übereinstimmung mit der analytischen Lösung des dreidimensionalen
Druckimpulses, ist selbst für den härtesten Fall mit Konvektion in alle Raumrichtungen und
Beobachtervektor durch eine Ecke des Integrationskubus sehr gut. Für M∞ = (0.5, 0, 0) betrug
der Fehler zu allen Zeiten weniger als 1% und für M∞ = (0.5, 0.5, 0.5) weniger als 1.5% der
Druckamplitude. Im Fall des Freistrahls ist die Übereinstimmung der Zeitreihen des akusti-
schen Drucks erhalten aus der Kombination LES-FWH und erhalten aus der direkten Berech-
nung via reiner LES ebenfalls erstaunlich gut. Für fünf der sechs Beobachterpunkte lagen die
instantanen Druckverläufe im berechneten Zeitraum nahezu perfekt übereinander. Lediglich
für einen Beobachterpunkt unmittelbar an der Integrationsfläche war ein erwarteter Amplitu-
denfehler, welcher auf die zu geringe Distanz zur Kontollfläche und die starke Kontamination
mit dynamischen Druckschwankungen in diesem Bereich zurückzuführen ist, aber nahezu
kein Phasenfehler zu beobachten. Die gemittelten Schalldruckpegel zeigten sich in guter Über-
einstimmung mit den Messungen aus der Literatur.
Motiviert durch die Problematik, möglichst viele Geometrien und Parametervariationen hin-
sichtlich ihrer akustischen Abstrahlung zu akzeptablen Kosten beurteilen zu können, sollte
eine alternative zur Bewertung via Schalldruckpegel (SPL) im Fernfeld getestet werden. Die
LES des Freistrahls diente daher auch zur Untersuchung, inwiefern eine Betrachtung instan-
taner Lighthill-Quellen, S, und deren Anteile nach erfolgter Reynoldsaufspaltung (Sl, Sn, Ss),
Rückschlüsse auf die Richtcharakteristik des emittierten Schallfelds zulassen. Die Ergebnisse
von Freund [15] und Uzun et al. [114, 115] dienten dabei als Vergleichsgrundlage. In Ref. [15]
wurde der totale Lighthill-Quellterm in einen linearen, Sl, einen nichtlinearen, Sn, und einen
Entropie-Anteil, Ss, aufgespalten und das emittierte Schallfeld des jeweiligenAnteils berechnet
und der Schalldruckpegel über demWinkel θ aufgetragen. In der Arbeit hier, wurden die oben
genannten Anteile aus der LES extrahiert und in Richtung der sechs FWH-Beobachter sowie
uniform in unterschiedliche θ-Richtungen abgeleitet. Während, wie in den SPL-Verläufen der
Vergleichsarbeiten, der lineare Anteil eine klare Vorzugsrichtung entlang der Freistrahlachse
aufweist, ist für den nichtlinearen Anteil keine solche zu erkennen. In den Referenzen ist der
SPL aus Sl fürWinkel von θ < 30◦ größer als jener aus der totalen Quelle S und fällt für θ ≈ 90◦

auf ein deutlich ausgeprägtes Minimum; das gleiche trifft auf die L2-Norm der in diese Rich-
tungen abgeleiteten instantanen Quellfelder zu. Interessant ist auch, dass bei der Ableitung in
Beobachterrichtung, jene Quellregionen in denen der Quelle-Beobachter-Vektor, r = x− y, or-
thogonal zur Freistrahlachse ausgerichtet ist, die linearen Quellanteile nahezu verschwinden.
Anders ausgedrückt: Aus Regionen für die r orthogonal zur Freistrahlachse ausgerichtet ist,
dominiert der Schall aus nichtlinearen Quellen Sn und der Schall aus linearen Quellen geht
gegen Null; ist r entlang der Freistrahlachse ausgerichtet, liefert Sl den Löwenanteil zum SPL
am Beobachterpunkt x. Dies korrespondiert mit der Feststellung, dass kohärente Wirbelstruk-
turen zwar in der Lagrange-Berachtung nur sehr kleine Änderungen erfahren und als akus-
tisch Kompakt angesehen werden können, in einem ortsfesten Bezugssystem aber infolge der
Konvektion durchaus große Änderungen während ihrer Lebensdauer erfahren können. Diese
Änderungen in Konvektionsrichtung manifestieren sich in erhöhten Werten für Sl in Gebie-
ten konvektierter Wirbel (z.B. am Ende des Potentialkerns) und der bevorzugten akustischen
Abstrahlung von Sl in Richtung der Freistrahlachse. Weiter stromab, wo die Konvektion nach-
lässt und die kohärenten Strukturen zu kleineren Skalen kaskadiert sind, nimmt auch Sl kleine
Werte an.
Die gute Korrespondenz zwischen den richtungsabgeleiteten Quelltermen und dem gemittel-
ten Schalldruckpegel im Fernfeld, erlaubt nach diesen Erkenntnissen eine qualitative Beurtei-
lung der Abstrahlcharakteristik basierend auf instantanen Nahfelddaten und damit deutlich
mehr Parametervariationen innerhalb eines Zeitbudgets.

Im zweiten Teil der Arbeit wurden der isolierte Tragflügel, die isolierte Düse und die gesamte
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Düse-Flügel-Klappe Konfiguration für zwei unterschiedliche Klappenwinkel und zwei unter-
schiedliche Bypassstrahlgeschwindigkeiten simuliert. Die zugrundeliegende Geometrie und
Parameter der untersuchtenKonfigurationwurde vom ProjektpartnerAirbus vorgegeben. Der
ursprüngliche Plan sah vor, dass die numerischen Simulationen von der Universität Siegen
und die experimentellen Messungen von EADS Innovation Works durchgeführt werden. Der
Projektumfang wurde allerdings im Zeitverlauf zunächst deutlich reduziert und schließlich
eingestellt. Aus diesem Grund werden nur die Ergebnisse aus den numerischen Simulationen
an dieser Stelle diskutiert.
Zunächst zu den Simulationen des isolierten Flügels mit Klappe: Die zwei- und dreidimensio-
nalen Strömungen verhalten sich hinsichtlich der Position der Grenzschichttransition und der
mittleren Strömung außerhalb der Grenzschicht sehr ähnlich. Beim Transitionsvorgang und
innerhalb der turbulenten Grenzschicht treten die erwarteten Unterschiede zwischen zwei-
und dreidimensionalen turbulenten Grenzschichten auf. Bei den 3-D Fällen sind in der vis-
kosen Unterschicht der Flügelsaugseite das Wandgesetz U+ ∝ y+ und im logarithmischen
Bereich das logarithmische WandgesetzU+ = c1 ln(y+) + c2 zu beobachten. Für den Klappen-
winkel δ = 8◦ steigt die Geschwindigkeit in der Flügelgrenzschicht monoton an, für δ = 22◦

besitzt das Profil nahe der Flügelhinterkante einen Wendepunkt. Sowohl in 2-D als auch in
den 3-D Fällen kommt es zu einer Interaktion von Wirbelstärke mit den Hinterkanten von
Flügel und Klappe. Die dabei generierten Schallwellen breiten sich konzentrisch von den Hin-
terkanten aus. Mit zunehmendem Klappenwinkel kommt es im zweidimensionalen Fall zur
Abstrahlung vonWellenpaketen gleicher Wellenlänge. Als Ursache dafür wird die Interaktion
aufeinanderfolgender diskreter Wirbel mit der Klappenkante gesehen. Bei den 3-D Simulatio-
nen wurde dieses Phänomen klar abzugrenzender Wellenpakete nicht beobachtet, was in der
breitbandigen Natur der voll turbulenten Grenzschicht und der nicht Existenz diskreter Wir-
belpakete begründet sein sollte. Für eine abschließende Beurteilung bedarf es aber weiterer
statistischer Untersuchungen der Druckspektren im akustischen Fernfeld.
Der nicht lineare Anteil der Lighthill-Quelle, Sn, eignet sich gut als Indikator akustischer Emis-
sion im Bereich der Grenzschicht. Aus Regionen erhöhter Sn-Werte, ist immer auch eine Emis-
sion von Schall zu beobachten. Für Sl und Ss liegt diese Eindeutigkeit nicht vor.
Die LES der Düse-Flügel-Klappe Konfiguration mit runder Zweistromdüse und gepfeiltem
Flügel ist sehr aufwendig und teuer. Anfänglich durchgeführte Grobstruktursimulationen mit
reduzierter Auflösung (VLES) erwiesen sich als nicht hinreichend aufgelöst, um die relevan-
ten Skalen in den Scher- und Grenzschichten und an der Klappenhinterkante aufzulösen. Aus
diesemGrund, wurde sich dafür entschieden, gut aufgelöste Simulationen einer vereinfachten
Konfiguration mit ebener Düse und uniformem Tragflügel durchzuführen. Deren Ergebnisse
werden nun zusammengefasst. Im Fall des isolierten Flügels interagierten nur die abrollenden
Wirbelballen der Klappenoberseite mit der Hinterkante; im Fall des Gesamtkonfiguration in-
teragieren auch die auftreffendenWirbel aus der Mischungsschicht der Sekundärdüse mit der
Klappe.
Folgende drei Mechanismenwurden identifiziert: (i) Die obere Scherschicht der Sekundärdüse
interagiert mit der Grenzschicht der Flügelunterseite. Infolge der Anregung und aufgrund des
positiven Druckgradienten entstehen Strukturen ähnlich Tollmien-Schlichting Wellen, welche
stomab anwachsen. Ist die Düse dicht am Flügel montiert, interagieren die TS-Wellen mit KH-
Wellen der Bypass-Mischungsschicht. Wirbel lösen sich von der unteren Hinterkante des Flü-
gels und durchqueren die Spaltzone. Im 2-D Fall kommt es zu einemVerschmelzen derWirbel,
es entstehen große kohärente Wirbel, die bei ausgefahrener Klappe mit deren Unterseite und
Hinterkante interagieren. Die Folge ist ein Vorgang bei demWirbel aus der Mischungsschicht
und Wirbel aus der Klappengrenzschicht alternierend mit der Klappenhinterkante interagie-
ren. Die Anregung ist bei der Konfiguration mit hoher Sekundär-Geschwindigkeit Us und ge-



163

ringem Abstand zwischen Düse und Flügel am stärksten. (ii) Aufgrund der instabilen Grenz-
schicht auf der Flügelunterseite kommt es zu einer Interaktion von TS-Wellen mit der unteren
Hinterkante des Hauptfügels. Dieser TS-p′-Prozess nimmt, hinsichtlich der Schalleffizienz, re-
lativ zu (i) vermutlich eine untergeordnete Rolle ein. (iii) Die Reflexion von Freistrahllärm an
Flügel und Klappe ist ein wesentlicher Einflussfaktor für die Lärmbelastung unterhalb des
Strahls wenn die Klappenwinkel moderat und der Abstand zwischen Strahl und Flügel nicht
zu klein sind.
Die Vorgänge (i) und (ii) manifestieren sich in einer erhöhten gemittelten Norm des Lighthill-
Quellterms auf der Ober-und Unterseite der Klappe beziehungsweise im hinteren Teil der Flü-
gelsaugseite. Vorgang (iii) dominiert bei moderaten Klappenwinkeln und manifestiert sich als
nach unten reflektierter Schall der Wellenlänge λ ≈ 0.6Ds und der korrespondierenden Fre-
quenz von f = a∞/λ = 4.45Uref/Ds ≈ 3.6 kHz.
Das Ziel, des Aufbaus eines Frameworks zur Simulation der JFI wurde erreicht. Die durchge-
führten Simulationen unterstützen die These, dass zwischen der Hinterkante der Klappe und
der unteren Hinterkante des Flügels eine Rückkopplungsschleife vorliegt und der Verstär-
kungsmechanismus mit der Strahlgeschwindigkeit und dem Klappenwinkel zunimmt. Der
Energieeintrag erfolgt dabei durch hydrodynamische Störungen des Strahls (Instabilitätswel-
len) an der Hinterkante der Klappe. Daneben scheint die Reflexion von Freistrahllärm an der
Flügelunterseite einen nicht unerheblichen Beitrag zum Schallfeld der JFI zu liefern. Die durch-
geführten Simulationen liefern hoch aufgelöste aerodynamische und akustische Felder der JFI
für weiterführende Auswertungen. Darüber hinaus ermöglichen die Ergebnisse die Formulie-
rung möglicher Konzepte zur Verringerung der Interaktionsgeräusche.

Arbeitshypothese und Ausblick für weitere Untersuchungen
Da die Amplitude und Form des zweiten Peaks im Druckspektum der JFI vom vertikalen Ab-
stand h/Dj und vom horizontalen Abstand L/Dj beeinflusst werden, ist es naheliegend, dass
es zu einer Rückkopplung zwischen dem Düsenauslassbereich und der Klappenhinterkante
kommt. Basierend auf den Erkenntnissen aus der Literatur und dieser Arbeit, wird folgende
Hypothese zur Erklärung der einleitend beschriebenen zwei Peaks im Druckspektrum diver-
ser untersuchter Freistrahl-Flügel-Klappe Konfigurationen vorgeschlagen:
Instabile Störungen (Kelvin-Helmholz Wellen) in der Mischungsschicht treffen auf die Klappe
(siehe schematischen Darstellung 1.3). Dort kommt es zu der, im Abschnitt Tragflügellärm in
der Einleitung beschriebenen, linearen Interaktion mit der Hinterkante. Die daraus entstehen-
den Druckwellen manifestieren sich im ersten Peak des SPL-Spektrums um 1000Hz (Abb. 1.4).
Diese Druckwellen propagieren teilweise direkt ins Fernfeld und teilweise mit k− stromauf
in Richtung Düse, wobei sie dabei vertikal zwischen Flügel und Strahl eingeschlossen sind
und nur zu den lateralen Seiten entweichen können. Im Bereich der Düsenkante, der vorderen
Flügelunterseite und des Strahls kommt es am sogenannten Drehpunkt, bei x = xt, zu einer
teilweisen Reflexion und Transmission der Wellen, wobei der reflektierte Teil als k+-Moden
wieder stromab propagiert (siehe Schema 6.1). Treffen diese Moden bei x = xr auf die Klap-
pe, werden sie dort abhängig vom Auftreffwinkel α räumlichen gestreut. Teile der gestreu-
ten Moden werden durch den Strahl absorbiert, gebrochen und reflektiert oder eliminieren
sich gegenseitig infolge Phasenverschiebung; die in Richtung von k− gestreuten/reflektier-
ten Moden propagieren dagegen wieder stromauf und der Vorgang beginnt von neuem. Der
Energieeintrag in diese Rückkopplungsschleife erfolgt dabei über den KH-p-Prozess an der
Klappenhinterkante. Die in das Resonanzsystem eingetragene Energie kann die Schleife nur
über die lateralen Seiten, den Spalt zwischen Flügel und Düse und den Spalt zwischen Flügel
und Klappe verlassen. Diese Hypothese erklärt auch, warum Lage und Höhe des ersten Peaks
kaum vomKlappenwinkel δ beeinflusst werden, die des JFI-Peaks aber sehrwohl: Für jeden, in
Ref.[8] und [4], untersuchten Klappenwinkel wurde ein Peak im niederfrequenten Bereich des
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x

y

xrxt

α

Abb. 6.1: Schematische Darstellung einer k−-Mode die bei x = xt als k+-Mode reflektiert und als k−-
Mode transmittiert wird; und Streuung und Reflexion einer k+-Mode an der Klappe bei x = xr als
Funktion des Auftreffwinkels α.

Druckspektrums beobachtet, welches im Falle ohne co-flow keine signifikante Abhängigkeit
von δ zeigte (siehe Abb. 1.4 a). Es kam daher bei jedem untersuchten Klappenwinkel zu einer
Interaktion der Hinterkantemit den aerodynamischen Druckschwankungen im nahen Umfeld
derMischungsschicht, welche kaum durch die Zunahme von δ (Verringerung von h) gesteigert
wurde (dies müsste aber nach der Hypothese von Ref. [4] der Fall sein). Allerdings ändert sich
der Winkel, α, in dem die bei x = xt reflektierten Wellen auf die Klappe treffen und die Lage
des Auftreffpunktes xr und damit der Abstand xr − xt. Mit zunehmendem Klappenwinkel δ,
nimmt auch α zu und die Streuung ab, die Moden werden besser im Düse-Flügel-Strahl Sys-
tem (Resonanzraum) eingeschlossen und damit steigt die Fähigkeit zur Resonanz. Gleichzeitig
nimmt der Abstand zwischen Drehpunkt xt und Reflexionspunkt xr ab. Die Resonanzlänge,
xr − xt, wird verkürzt. Als Folge sollte das JFI-Peak ansteigen und es zu einer Verschiebung des
Peaks in Richtung höherer Frequenzen kommen. Beides wurde in den Experimenten von Ref.
[8] und [4] beobachtet. Diese Beobachtungen deuten darauf hin, dass das erste Peak aus einem
linearen Prozess, ähnlich dem im Abschnitt Tragflügellärm beschriebenen Hinterkantenlärm,
resultiert und die exponentielle Zunahme des Druckpegels beim zweiten Peak, entgegen der
Annahme von Ref. [4], weniger durch einen erhöhten Energieeintrag (infolge der Abnahme
des Abstands h), sondern mehr durch eine verstärkte Resonanz hervorgerufen wird. Eine al-
ternative Erklärung für das statische erste Peak ist: Reflexion. Mit den Simulationsergebnissen
aus Kapitel 5 ist es auch denkbar, dass das erste Peak durch am Tragflügel reflektierten Frei-
strahllärm hervorgerufen wird (zu sehen in Abbildung 5.18 d). Auch dieser Vorgang sollte
weitestgehend unabhängig vom Klappenwinkel sein. Für Reflexion als Ursache, spricht die
Tatsache, dass das Druckpeak des isolierten Düsenstrahls ebenfalls in diesem Bereich liegt.

In beiden Experimenten wurde immer auch mit einer Veringerung von h der Klappenwinkel
δ und damit der Einfallwinkel α vergrößert. Damit ist ein eindeutiger Kausalschluss mangels
cet. par. anhand der Ergebnisse aus den Experimenten kaum möglich. Für weitere numerische
Untersuchungen wird daher folgende Arbeitshypothese vorgeschlagen:
Als Ursache für das erste Peak könnte ein KH-p′-Prozess und/oder Reflexion in Frage kommen.
Das JFI-Peak dagegen generiert sich aus einer Rückkopplungsschleife zwischen Düse-Flügel-
Strahl Systemund der Klappe mit demKH-p′-Prozess als Energieeintrag. Diese Theorie würde
unterstützt, wenn zu den Seiten und im Bereich von (1) und (2) in Abbildung 1.3 eine Zunah-
me des Schalldruckpegels und tonale Komponenten im Schallspektrum nachgewiesenwerden
können, deren Amplitude durch Us,Up,Uf und h und deren Lage im Frequenzband durch
L,ΔX und ΔY beeinflusst werden. In der hier vorgeschlagenen Theorie ist die Intensität des
KH-p′-Prozess und damit der Energieeintrag durch die Höhe h und die Geschwindigkeites-
differenz (Us −Uf ) bestimmt; die Intensität der Resonanz (Profil und Höhe des zweiten Peaks)
wird maßgeblich durch denWinkel α bzw. den Klappenwinkel δ beeinflusst und das Geräusch
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der Resonanz (Lage des Peak) wird primär durch den Abstand xr − xt bestimmt. Dabei wird
die folgende Parameterabhängigkeit erwartet:

δ ↑ −→ α ↑ −→ p′2JFI ↑
(xr − xt) ↑ −→ fpeaks ↓
(Us −Uf ) ↑ −→ p′2JFI ↑

(6.1)

wobei xt = f (ΔX,ΔY) und xr = g(L, δ) ist. Bezüglich der Freistrahl-Klappen Interaktion wird
es daher interessant sein, weitere Simulationen

• einer Flügel-Klappen Konfiguration mit unabhängiger Parameterwahl von L, H und δ,

• des 3-D Falls mit erhöhter Bypassgeschwindigkeit und

• der Freistrahl-Klappen Konfiguration mit runder Düse

vorzunehmen.





A Herleitung der Quellengewichtung

Die Richtungsableitung einer Funktion S(y) an der Stelle y in Richtung des Punktes x =
(x1, x2, x3) ist

Sr = ∇S|y · r̂ =
∂S

∂yi

(xi − yi)

r
,

wobei r̂ = r/|r| mit r = x− y ist. Die zweifache Richtungsableitung ist dann

Srr = ∇ �∇S|y · r̂
� |y · r̂

=
∂2S

∂yi∂yj

(xi − yi)(xj − yj)

r2
(A.1)

wobei r = |r| der Abstand zwischen Punkt y (Quelle) und x (Beobachter) ist. Mit y = (x, y, z)
folgt in der x-y-Ebene bei z = 0 (φ = π/2):

Srr =
(x1 − x)2

r2
∂2S

∂x2
+

(x2 − y)2

r2
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(x1 − x)(x2 − y)
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(A.2)

Mit R = |x| als dem Abstand des Beobachters vom Ursprung des Koordinatensystems kann
Gleichung (A.2) umformuliert werden zu:

Srr =
(R cos θ − x)2

r2
∂2S

∂x2
+

(R sin θ − y)2

r2
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(A.3)

x

y

r

x

y

θ

Beobachter

S(y)



168 Herleitung der Quellengewichtung

Für einen Beobachter im Fernfeld geht r → ∞ und damit auch R → ∞ und der Grenzwert von
Gleichung (A.3) ist dann unter zweimaliger Anwendung der Regel von de L’Hospital:

Sθθ = lim
(r,R)→(∞,∞)

Srr
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Mit der Gleichung für die Quelle S:
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folgt dann:
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Folgt man Lighthill [11], so kann der Schall im Fernfeld abgeschätzt werden via:

ρ′(x, t) ≈ 1
4πa2∞

Z (xi − yi)(xj − yj)

|x− y|3
1
a2∞

∂2

∂t2
Tij

�
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�
d3y (A.4)

Betrachtet man das Argument des Integrals und nutzt die Taylor-Hypothese (frozen turbu-

lence) ∂2Tij
∂t2

≈ a2∞
∂2Tij
∂yiyj

, so folgt das Argument zu:

(xi − yi)(xj − yj)

r3
∂2Tij

∂yi∂yj
.

Trennt man die 1/r-Skalierung aus dem Faktor vor dem Differential heraus, folgen für das
Beispiel oben in der x-y-Ebene die drei Terme

1
r

(x1 − x)2

r2
∂2Txx
∂x2

,
1
r

(x2 − y)2
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Die mittleren Faktoren sind identisch zu jenen in Gleichung (A.2). Das Integral summiert über
die richtungsgewichteten Quadrupole, ∂Tij/∂yi∂yj, am Ort y zur retardierten Zeit, t − r/a∞ ,
und skaliert sie mit 1/r an den Ort x. Damit wird folgender richtungsgewichteter Quellterm
eingeführt:

S̃r =
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B.1 Strömungsparameter

Die Strömungsparameter und Indexvergabe sind mit jenen der Simulationen mit ebener Düse
identisch (siehe Tabelle 5.2).

Definition des Düseneinlasses. In Abbildung B.2 (rechts) ist die schematische Darstellung des
Düseneinlasses zu sehen. Wie im zweidimensionalen Fall wird das Geschwindigkeitsprofil
über ein laminars Blasius-Profil vorgegeben. Die Komponenten sind definiert über

uo(r) = upo(r) + uso(r) + u∞o(r) , vo = wo = 0 , (B.1)

mit

ujo(r) =





Ujo , für r′j < hjo − δjo ,
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"
2− 2
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#

, für hjo − δjo ≤ r′j ≤ hjo ,

0, sonst.

u∞o(r) =





U∞ , für r > R+ δ∞o ,
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r′∞
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2− 2

�
r′∞
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�2
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�
r′∞
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�3
�
, für R ≤ r ≤ R+ δ∞o,
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Die Indizes j = s, p indizieren die jeweilige Düse. hjo = bjo/2 ist definiert als die halbe Ka-
nalbreite und δjo als die Grenzschichtdicke jeweils am Düseneinlass. Darüber hinaus haben
wir

r′j =
q
(r− rjo)2 , r′∞ =

q
(r− R)2 .

Das Verhältnis von Grenzschichtdicke zu halber Kanalbreite ist δjo/hjo = 0.2. Die Maximal-
werte für Geschwindigkeit Upo, Temperatur, Tpo, und Dichte, ρpo, am Düseneinlass werden
unter der Annahme einer isentropen Strömung aus den Werten am Düsenauslass für das Flä-
chenverhältnis Apo/Ap = 2.94 bestimmt.

B.2 Numerische Spezifikationen

Das Simulationsgitter besteht aus einem Hintergrundgitter mit Nx × Ny × Nz = 676× 401×
401 Gitterlinien und vier Vordergrundgittern für die Düse, zu sehen in Abbildung B.2 (links).
Tabelle B.1 zeigt dir relevanten Daten. Die Anzahl Gitterpunkte liegt in der Größenordnung
108. Wie bei Brès et al. [28] ist die Gitterauflösung innerhalb der Düse nur für laminare Grenz-
schichteten adäquat und es wird kein Wandmodell verwendet. Die Abmessungen des Si-
mulationsgebietes, dargestellt in Abbildung B.1, sind Lx = 8Ds und Ly = Lz = 4Ds. An
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Lx

L
y

Lz

Abb. B.1: Simulationsgebiet

Abb. B.2: 3-D Nozzle: Links: Surface grid Nozzle. Rechts: Schematische Darstellung des Düseneinlas-
ses; ◦ Tripping der Grenzschicht.

Tab. B.1: Gitterparameter. Der Oberstrich kennzeichnet den Mittelwert.

Grid Nx Ny Nθ(Nz) Δx/Ds Δy/Ds Δymin/Ds Δθ/Ds(Δz/Ds)

Flügel 426 15 (251) 0.0085 0.0017 0.00064 (0.016)
Klappe 176 15 (251) 0.0067 0.0017 0.00064 (0.016)
Düse s 121 15 563 0.0065 0.0017 0.00064 0.0055
Düse p 496 15 551 0.0036 0.0017 0.00064 0.0035
Kerna 246 15 199 0.0057 0.0017 0.00064 0.0038

a Zur Vermeidung der Singularität befindet sich an der Spitze des Kerns ein Gitter-Patch mit
Nx × Ny × Nz = 76× 76× 15.
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Abb. B.3: Wirbelstärkenorm |ω| für die 3D-Fälle von oben nach unten: Düse-C1; Refδ8-C1; Refδ8-C3
und P1δ22-C1-50 (noch nicht voll entwickelt). Farbskala von 0 bis 60Uref/Ds.

Abb. B.4: 3-D Freistrahl-Klappen Konfiguration ohne co-flow (links) und mit co-flow (rechts): λ2 = −1
Isoflächen. Die Farbskala korrespondiert mit derWirbelstärkemagnitude von 0 (blau) bis 40Us/Ds (rot).

den Seiten in Spannweitenrichtung werden outflow Randbedingungen mit Dämpfungszone
verwendet. Das Berechnungsgitter besteht aus einem Hintergrundgitter mit nx × ny × nz =
676× 401× 401 Gitterlinien und zwei Vordergrundgittern für den Tragfügel sowie vier für die
Düse, Tabelle B.1 gibt die relevanten Daten dazu. Der Tragflügel ist in Spannweitenrichtung
uniform und der Flapwinkel, δ, beträgt 8◦. Die gesamte Anzahl genutzterGitterpunkte ist etwa
1.13× 108.
Die Anzahl der Gitterlinien in der Grenzschicht mit der Dicke von δpo = 0.015Ds ist δpo/Δy ≈
9. Mit dem Wert für uτ aus Tabelle 4.4 und Δx = 0.0067Ds, Δymin = 0.00064Ds und Δz =
0.016Ds folgt Δx+ ≈ 150, Δy+ ≈ 10 und Δz+ ≈ 350. Der Abstand des ersten Gitterpunktes
von der Wand sollte auf Δy+ ≈ 1 und Δx+ ≈ 100, Δz+ ≈ 30 reduziert werden [51].

B.3 Ergebnisse

Die Darstellungen der Wirbelstärke in der (x, y)-Ebene bei z = 0, Abbildung B.3, zeigen den
Einfluss des Flügels und der Klappe auf die Entwicklung der Scherschicht. Wie im 2D-Fall
bleibt die Scherschicht der Sekundärdüse unterhalb des Flügels länger stabil. Die Abbildungen
B.4 und B.5 illustrieren den dreidimensionalen Charakter der Strömung und geben eine ersten
Eindruck hinsichtlich der vorherrschenden turbulenten Strukturen.
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Abb. B.5: 3-D Freistrahl-Klappen Konfiguration ohne co-flow (oben) und mit co-flow (unten): Wirbel-
stärkemagnitude in der (y, z)-Ebene bei x = 1.5 und 3.75(links) und bei x = 2, 4 und 6 (rechts). Die
Farbskala reicht von 0 bis 15Us/Ds (schwarz).



C Appendix

C.1 Differenzenoperatoren
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wobei φi = {ui, vi,wi, ρi/pi} eine Komponente des diskreten Lösungsvektors am Gitterpunkt
i = (i, j, k) ist und
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Die Ableitungen werden aus den Komponenten der Transformationsmatrix und der Determi-
ante der Jacobi-Matrix berechnet:
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�

l± 1
2

=
1
2(amn,l + amn,l±1)

1
2(Jl + Jl±1)
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sodass:
�

∂ξ

∂x

�

i± 1
2

=
1
2(a11,i + a11,i±1)

1
2 (Ji + Ji±1)

,
�

∂ξ

∂x

�

j± 1
2

=
1
2(a11,j + a11,j±1)

1
2(Jj + Jj±1)

,
�

∂ξ

∂x

�

k± 1
2

=
1
2(a11,k + a11,k±1)

1
2 (Jk + Jk±1)

�
∂ξ

∂y

�

i± 1
2

=
1
2(a12,i + a12,i±1)

1
2 (Ji + Ji±1)

,
�

∂ξ

∂y

�

j± 1
2

=
1
2(a12,j + a12,j±1)

1
2(Jj + Jj±1)

,
�

∂ξ

∂y

�

k± 1
2

=
1
2(a12,k + a12,k±1)

1
2(Jk + Jk±1)

�
∂ξ

∂z

�

i± 1
2

=
1
2(a13,i + a13,i±1)

1
2 (Ji + Ji±1)

,
�

∂ξ

∂z

�

j± 1
2

=
1
2(a13,j + a13,j±1)

1
2(Jj + Jj±1)

,
�

∂ξ

∂z

�

k± 1
2

=
1
2(a13,k + a13,k±1)

1
2 (Jk + Jk±1)

�
∂η

∂x

�

i± 1
2

=
1
2(a21,i + a21,i±1)

1
2(Ji + Ji±1)

,
�

∂η

∂x

�

j± 1
2

=
1
2(a21,j + a21,j±1)

1
2 (Jj + Jj±1)

,
�

∂η

∂x

�

k± 1
2

=
1
2(a21,k + a21,k±1)

1
2(Jk + Jk±1)

�
∂η

∂y

�

i± 1
2

=
1
2(a22,i + a22,i±1)

1
2(Ji + Ji±1)

,
�

∂η

∂y

�

j± 1
2

=
1
2(a22,j + a22,j±1)

1
2 (Jj + Jj±1)

,
�

∂η

∂y

�

k± 1
2

=
1
2(a22,k + a22,k±1)

1
2(Jk + Jk±1)

�
∂η

∂z

�

i± 1
2

=
1
2(a23,i + a23,i±1)

1
2(Ji + Ji±1)

,
�

∂η

∂z

�

j± 1
2

=
1
2(a23,j + a23,j±1)

1
2 (Jj + Jj±1)

,
�

∂η

∂z

�

k± 1
2

=
1
2(a23,k + a23,k±1)

1
2(Jk + Jk±1)

�
∂ζ

∂x

�

i± 1
2

=
1
2(a31,i + a31,i±1)

1
2 (Ji + Ji±1)

,
�

∂ζ

∂x

�

j± 1
2

=
1
2(a31,j + a31,j±1)

1
2(Jj + Jj±1)

,
�

∂ζ

∂x

�

k± 1
2

=
1
2(a31,k + a31,k±1)

1
2 (Jk + Jk±1)

�
∂ζ

∂y

�

i± 1
2

=
1
2(a32,i + a32,i±1)

1
2 (Ji + Ji±1)

,
�

∂ζ

∂y

�

j± 1
2

=
1
2(a32,j + a32,j±1)

1
2(Jj + Jj±1)

,
�

∂ζ

∂y

�

k± 1
2

=
1
2(a32,k + a32,k±1)

1
2(Jk + Jk±1)

�
∂ζ

∂z

�

i± 1
2

=
1
2(a33,i + a33,i±1)

1
2 (Ji + Ji±1)

,
�

∂ζ

∂z

�

j± 1
2

=
1
2(a33,j + a33,j±1)

1
2(Jj + Jj±1)

,
�

∂ζ

∂z

�

k± 1
2

=
1
2(a33,k + a33,k±1)

1
2 (Jk + Jk±1)
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C.2 Koeffizienten

Schema a−4 a−3 a−2 a−1 a0 a1 a2 a3 a4

aj − 1
60

9
60 − 45

60 0 45
60 − 9

60
1
60

a33j − 1
60

9
60 − 45

60 0 45
60 − 9

60
1
60

a22j
1
12 − 8

12 0 8
12 − 1

12

a13j − 3
12 − 10

12
18
12 − 6

12
1
12

a31j − 1
12

6
12 − 18

12
10
12

3
12

a04j − 25
12

48
12 − 36

12
16
12 − 3

12

a40j
3
12 − 16

12
36
12 − 48

22
25
12

a12j − 2
6 − 3

6 1 − 1
6

a21j
1
6 −1 3

6
2
6

a03j − 22
12

36
12 − 18

12
4
12

a30j − 4
12

18
12 − 36

12
22
12

a02j − 3
2 2 − 1

2

a20j
1
2 −2 3

2

Tab. C.1: Koeffizienten des klassischen finite Differenzen Schematas. Der Index j indiziert den Abstand
zu dem Gitterpunkt, für welchen die Ableitung approximiert wird. Für die Schemata des Randgebiets
wird zudem das stencil im hochgestellten Index akl kenntliche gemacht. k gibt die Anzahl der Gitter-
punkte in die negative und l in die positive Koordinatenrichtung an.

a330 = 0 a24−2 = −a422 = 0.0490419580
a331 = −a33−1 = 0.77088238051822552 a24−1 = −a421 = −0.468840357
a332 = −a33−2 = −0.166705904414580469 a240 = −a420 = −0.474760914
a333 = −a33−3 = 0.02084314277031176 a241 = −a42−1 = 1.273274737

a242 = −a42−2 = −0.518484526
a243 = −a42−3 = 0.166138533
a244 = −a42−4 = −0.0263694310

a15−1 = −a511 = −0.209337622 a060 = −a600 = −2.192280339
a150 = −a510 = −1.084875676 a061 = −a60−1 = 4.748611401
a151 = −a51−1 = 2.147776050 a062 = −a60−2 = −5.108851915
a152 = −a51−2 = −1.388928322 a063 = −a60−3 = 4.461567104
a153 = −a51−3 = 0.768949766 a064 = −a60−4 = −2.833498741
a154 = −a51−4 = −0.281814650 a065 = −a60−5 = 1.128328861
a155 = −a51−5 = 0.0482304540 a066 = −a60−6 = −0.203876371

Tab. C.2: Koeffizienten des DRP-Schematas. Die Bedeutung der Indizes ist mit der in Tabelle C.1 iden-
tisch.
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Schema a21 a31 a32 a43 b1 b2 b3 b4 c1 c2 c3 c4

RK3(3) 1
2 −1 2 − 1

6
4
6

1
6 − 0 1

2 1 −
RK4(4) 1

2 0 1
2 1 1

6
1
3

1
3

1
6 0 1

2
1
2 1

Schema A2 A3 A4 A5 B1 B2 B3 B4 B5

LSRK3(3) − 5
9 − 153

128 − − 1
3

15
16

8
15 − −

LSRK4(5) − 567301805773
1357537059087 − 2404267990393

2016746695238 − 3550918686646
2091501179385 − 1275806237668

842570457699
1432997174477
9575080441755

5161836677717
13612068292357

1720146321549
2090206949498

3134564353537
4481467310338

2277821191437
14882151754819

Schema α0 α1 α2 α3 β0 β1 β2 β3

P2C2 3
2 − 1

2 − − 1
2

1
2 − −

P4C4 55
24 − 59

24
37
24 − 9

24
9
24

19
24 − 5

24
1
24

PoptC4 2.3025580888383 −2.4910075998482 1.5743409331815 −0.3858914221716 9
24

19
24 − 5

24
1
24

Tab. C.3: Koeffizienten der verwendeten Zeit-Integrations Verfahren. Runge-Kutta (RK,LSRK) Verfah-
ren: Die erste Ziffer hinter der Bezeichnung gibt die Ordnung des jeweiligen Verfahrens an, die Ziffer
in der Klammer die Stufenanzahl. Für das RK4(4) Verfahren ist a41 = a42 = 0 und für beide LSRK-
Verfahren ist A1 = 0. Prädiktor-Korrektor (PC) Verfahren: Die erste Ziffer gibt die Ordnung des Prädik-
tors, die zweite die des Korrektors an. Bei dem PoptC4 Schemawurden die Koeffizienten des Prädiktors
für akustische Berechnungen optimiertet [73].

Schritt 1

Stufe α β c

1 0.0 0.2687454388871343849 0.0
2 −0.60512264332862261228 0.8014706973220802933 0.26874543888713438496
3 −2.04375640234761394333 0.5051570426942272253 0.58522806929524303469
4 −0.74069990637544192841 0.5623568037900029640 0.68270664478424678821
5 −4.42317651302968168941 0.05900655127758823335 1.1646854837729261436

Schritt 2

Stufe α β c

1 0.0 0.1158488818128556168 0.0
2 −0.4412737715387738256 0.3728769905165286498 0.11584888181285561688
3 −1.073982008079781868 0.7379536892143529568 0.32418503640412806853
4 −1.706357079125675880 0.5798110936631103958 0.61932082035177792368
5 −2.797929316268244305 1.031284991300145194 0.80344726663359079059
6 −4.091353712091916045 0.15 0.91841664452065965078

Tab. C.4: Koeffizienten des verwendeten alternierenden LDDRK4(5-6) Verfahrens.
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Schema k∗cΔx Auflösung (PPW) k∗maxΔx

3-Punkt kl. FD (2) 0.3 21 1.0
5-Punkt kl. FD (2) 0.6 10.5 1.4
7-Punkt kl. FD (6) 0.85 7.4 1.6
7-Punkt DRP (4) 0.95 6.6 1.65

Tab. C.5: Werte für k∗cΔx und k∗maxΔx der verwendeten Finite-Differenzen Schemata. Der Wert in der
Klammer entspricht der Ordnung in der Genauigkeit.

Schema Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6 La Ls

RK3(3) 1 1
2

1
6 − − − 0.5 1.73

RK4(4) 1 1
2

1
6

1
24 − − 0.6 2.83

LSRK4(5) 1 1
2

1
6

1
24

1
200 − 0.6 2.83

LDDRK2(4) 1 1
2 0.162997 0.0407574 − − 0.85 2.85

LDDRK4(5-6) 1 1
2

1
6

1
24 0.00361050 − 2.00 2.85

1 1
2

1
6

1
24 0.0121101 0.00285919

Tab. C.6: Koeffizienten des Verstärkungsfaktors (3.9) der verwendeten Runge-Kutta Schemata. La und
Ls sind die Limits für die Genauigkeit beziehungsweise Stabilität.

Schema b−4 b−3 b−2 b−1 b0 b1 b2 b3 b4

b44j − 1
256

8
256 − 28

256
56
256

186
256

56
256 − 28

256
8
256 − 1

256

b33j
1
64 − 6

64
15
64

44
64

15
64 − 6

64
1
64

b22j − 1
16

4
16

10
16

4
16 − 1

16

b13j
1
16

12
16

6
16 − 4

16
1
16

b31j
1
16 − 4

16
6
16

12
16

1
16

b04j
15
16

4
16 − 6

16
4
16 − 1

16

b40j − 1
16

4
16 − 6

16
4
16

15
16

Tab. C.7: Koeffizienten des numerischen Filters achter Ordnung. Die Koeffizienten für die Randsche-
mata sind aus [144] entnommen. Die Bedeutung der Indizes ist die gleiche wie in Tabelle C.1.
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