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Abstract

In this thesis, a compressible semi-Lagrangian lattice Boltzmann method is newly de-
veloped and tested. The lattice Boltzmann method is a rapidly advancing numerical
method for computational fluid dynamics. However, in its original form, the lattice
Boltzmann method is limited to weakly compressible flows with low Mach number.
Previous attempts to extend the lattice Boltzmann method to supersonic flows suf-
fered either from poor stability, from impractically large velocity sets, or from small
time step sizes. As an alternative to previous approaches, a semi-Lagrangian strea-
ming step is used in this work. Semi-Lagrangian methods decouple the spatial, time,
and velocity space discretization of the original lattice Boltzmann method by inter-
polation during the streaming step.

Following the introduction, the second and third chapters of this thesis first detail the
basics of the lattice Boltzmann method and list previous approaches to simulate com-
pressible flows. Subsequently, the compressible semi-Lagrangian lattice Boltzmann
method is developed and described.

In the fourth chapter of the thesis, new cubature-based velocity sets are developed
and tested, including a D3Q45 velocity set for the computation of compressible flows,
which significantly reduces the computational cost compared to conventional velocity
discretizations.

In the fifth chapter of the thesis, simulations of one-dimensional shock tubes, two-
dimensional Riemann problems, and shock-vortex interactions are performed for va-
lidation. Thereafter, simulations of compressible Taylor-Green vortices as well as
wall-bounded problems demonstrate the advantages of the method for compressi-
ble flow simulations. The latter include the supersonic flow around a two-dimensional
NACA-0012 profile and around a three-dimensional sphere as well as a supersonic
channel flow. The simulation section is followed by an extensive discussion of the
semi-Lagrangian lattice Boltzmann method in comparison to other methods. The
advantages of the method include comparatively large time step sizes, compatibili-
ty with body-fitted meshes, and the intrinsic stability of the method even without
artificial viscosity.





Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine kompressible Semi-Lagrangesche Lattice-Boltzmann-
Methode neu entwickelt und erprobt. Die Lattice-Boltzmann-Methode ist ein Ver-
fahren zur numerischen Strömungssimulation, das auf einer Modellierung von Parti-
keldichten und deren Interaktion untereinander basiert. In ihrer Ursprungsform ist die
Methode jedoch auf schwach kompressible Strömungen mit niedriger Machzahl be-
schränkt. Wesentliche Nachteile der bisherigen Versuche zur Erweiterung auf superso-
nische Strömungen sind entweder mangelhafte Stabilität der Verfahren, unpraktikabel
große Geschwindigkeitssätze oder die Beschränktheit auf kleine Zeitschrittweiten. Als
Alternative zu bisherigen Ansätzen wird in dieser Arbeit ein Semi-Lagrangescher Strö-
mungsschritt eingesetzt. Semi-Lagrangesche Verfahren entkoppeln mittels Interpola-
tion die Orts-, Zeit- und Geschwindigkeitsdiskretisierung der ursprünglichen Lattice-
Boltzmann-Methode.

Nach der Einleitung wird im zweiten und dritten Kapitel dieser Arbeit zunächst auf
die Grundlagen und Prinzipien der Lattice-Boltzmann-Methode eingegangen sowie
bisherige Ansätze zur Simulation kompressibler Strömungen aufgeführt. Im Anschluss
wird die kompressible Semi-Lagrangesche Lattice-Boltzmann-Methode entwickelt und
beschrieben. Die Erweiterung erfolgt im Wesentlichen durch die Verknüpfung der
Methode mit geeigneten Gleichgewichtsfunktionen und Geschwindigkeitssätzen. Im
vierten Kapitel der Arbeit werden neue Kubatur-basierte Geschwindigkeitssätze ent-
wickelt und getestet, darunter ein D3Q45-Geschwindigkeitssatz zur Berechnung kom-
pressibler Strömungen, der den Rechenaufwand gegenüber konventionellen Geschwin-
digkeitsdiskretisierungen erheblich verringert.

Im fünften Kapitel der Arbeit werden zur Validierung Simulationen von eindi-
mensionalen Stoßrohren, zweidimensionalen Riemann-Problemen und Stoß-Wirbel-
Interaktionen durchgeführt. Im Anschluss zeigen Simulationen von dreidimensiona-
len, kompressiblen Taylor-Green-Wirbeln sowie von wandgebundenen Testfällen die
Vorteile der Methode für kompressible Strömungssimulationen. Zu diesem Zweck wer-
den die Überschallströmung um ein zweidimensionales NACA-0012-Profil und um ei-
ne dreidimensionale Kugel sowie eine supersonische Kanalströmung untersucht. Dem
Simulationsteil folgt eine umfangreiche Diskussion der Semi-Lagrangeschen Lattice-
Boltzmann-Methode im Vergleich zu anderen Methoden. Die Vorteile der Methode,
wie vergleichsweise große Zeitschrittweiten, körperangepasste Netze und die Stabilität
der Methode, werden hier herausgearbeitet.
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1 Einleitung

“It is no use saying, ’We are doing our best.’
You have got to succeed in doing what is necessary.”

– Winston Churchill

Die traditionell innovative Ingenieurdisziplin der Luft- und Raumfahrttechnik ist ein
wesentlicher Treiber der Entwicklung und Anwendung von Methoden der numeri-
schen Strömungsmechanik. In der kommerziellen Luftfahrt beispielsweise können klei-
ne Verbesserungen der aerodynamischen Eigenschaften auf lange Sicht zu enormen
Einsparungen führen. Ein Beispiel sind die sogenannten Winglets oder Sharklets an
Tragflächenenden, deren Entwicklung eine Reduktion des Kraftstoffverbrauchs von
drei bis fünf Prozent zur Folge hatte [26].

Während der letzten Jahrzehnte konzentrierte sich die Entwicklung größtenteils auf
subsonische Flugzeuge mit einer Reisegeschwindigkeit von ca. 85% der Schallge-
schwindigkeit, d.h. einer Machzahl von Ma = 0.85. In den letzten Jahren rückten
darüber hinaus auch Verkehrsflugzeuge höherer Machzahlen wieder stärker in den
Fokus der Industrie [202]. Um den Luftwiderstand bei supersonischen Geschwindig-
keiten trotz zusätzlicher Kompressibilitätseffekte gering zu halten, ist eine aktive
oder passive Beeinflussung der Strömung sowie Formoptimierung notwendig [31], de-
ren Entwicklung zunächst mit numerischen Methoden vorangebracht und schließlich
im Windkanal finalisiert wird. Erst der Dreiklang aus fortschreitender Leistung mo-
derner Rechnersysteme, steter Verbesserung numerischer Methoden und Nachfrage
nach Flugzeugen dieser Art macht eine effiziente Entwicklung möglich. Dieses Bei-
spiel zeigt exemplarisch, dass gleichermaßen genaue und effiziente Verfahren der nu-
merischen Strömungsmechanik ein Schlüssel für die Entwicklung von Hochtechnolo-
gie sind. Die Weiterentwicklung der numerischen Methoden ist allerdings längst noch
nicht abgeschlossen, denn oft sind Simulationen ungenau oder sie sind zu kostspie-
lig [140]. Hinzu kommt, dass die numerischen Methoden laufend den technologischen
Weiterentwicklungen angepasst werden müssen. Dazu gehören u.a. die zunehmende
Verbreitung von Grafikprozessoren in Rechenclustern in Verbindung mit Verfahren



2 Kapitel 1 Einleitung

der künstlichen Intelligenz.

Konventionelle Ansätze der numerischen Strömungsmechanik diskretisieren die zu-
grundeliegenden Navier-Stokes-Gleichungen mithilfe von Finite-Differenzen- [133],
Finite-Volumen- [49] oder Finite-Elemente-Methoden [12] und deren Varianten [214].
Während inkompressible Methoden angewandt auf Probleme im niedrigen Machzahl-
bereich weit entwickelt sind, bleibt die Simulation kompressibler Anwendungen pro-
blematisch [72]. Grund hierfür sind die bei trans- und supersonischen Strömungen
auftretenden Effekte mit ihren besonderen Anforderungen an die Löser [142]. Dies
beinhaltet intrinsische Effekte aufgrund starker Änderungen der Dichte, Temperatur,
Viskosität und Wärmeleitfähigkeit in kompressiblen Strömungen. Insbesondere die
Anströmung von Objekten erzeugt Stöße mit starken Gradienten der physikalischen
Größen. Zur Stabilisierung des Algorithmus muss daher oft mit künstlicher numeri-
scher Dissipation reagiert werden [214]. Je nach Ansatz verringert dieses Vorgehen
jedoch die Qualität der Turbulenz im Nachlauf der Strömung [128].

Wie im inkompressiblen Fall gilt für die kompressible Turbulenz, dass das gesam-
te Spektrum an relevanten physikalischen Längen- und Zeitskalen idealerweise bis
zum kleinsten Wirbel aufgelöst werden soll [72]. Diese direkte numerische Simulation
(DNS) ist sehr teuer, weswegen im industriellen Umfeld bis heute meist statistische
Methoden genutzt werden, basierend auf den gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen
(Reynolds-Averaged-Navier-Stokes – RANS) [141]. Jene Methoden sind durch die
Mittelung der Größen effizient, allerdings sind sie aufgrund ihrer Approximationen
ungenau. Deshalb sind Vorhersagen komplexer aerodynamischer Probleme, wie der
Auftriebsbeiwert einer Tragfläche nahe des Strömungsabrisses, mit RANS kaum mög-
lich [4]. Die steigende Rechnerleistung treibt daher Large-Eddy-Simulationen (LES)
voran, die zumindest einen wesentlichen Teil der räumlichen und zeitlichen Fluktua-
tionen explizit berechnen können [140].

Hinzu kommt, dass sich viele kompressible Strömungen durch eine permanente Inter-
aktion von Stößen und Turbulenz auszeichnen [132]. Dies verdeutlicht Abb. 1.1, wel-
che die Temperaturverteilung einer zweidimensionalen, transsonischen Anströmung
eines NACA-0012-Tragflächenprofils darstellt. Zu erkennen sind Stöße entlang des
Profils sowie Scherschichten und abstrahlende Akustik im Nachlauf. Ein moderner
Löser muss daher in der Lage sein, gleichermaßen mit allen kompressiblen Effekten
umgehen zu können. Nur wenige Löser sind dazu aktuell in der Lage [87].

Darüber hinaus sind zur genauen Vorhersage der Strömung häufig körperangepasste
Gitter wünschenswert [52]. Allerdings offenbart ihre Verwendung in Kombination
mit expliziten Zeitintegrationsverfahren einen weiteren Nachteil, denn die kleinste
Zellgröße diktiert bei dieser Konfiguration die maximale Zeitschrittweite [119]. Dies
führt zu sehr kleinen Zeitschrittweiten und langen Simulationslaufzeiten, insbesondere
bei kompressiblen Lösern.

Alternativ zu den Methoden auf Basis der Navier-Stokes-Gleichungen existiert mit der
Lattice-Boltzmann-Methode (LBM) eine weitere Methode zur Strömungssimulation.
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Abbildung 1.1: Temperatur einer transsonischen 2D-Anströmung eines NACA-0012-
Profils bei Machzahl Ma = 0.85 und Reynoldszahl Re = 10000. Die Si-
mulation wurde mit der in der dieser Arbeit entwickelten kompressiblen
Semi-Lagrangeschen Lattice-Boltzmann-Methode durchgeführt.

In diesem Verfahren auf Basis der Boltzmann-Gleichung konnten für schwach kom-
pressible Strömungen zuletzt viele Unzulänglichkeiten verglichen zu konventionellen
Methoden beseitigt werden [127]. Den erfolgreichen Einsatz der LBM demonstrierten
u.a. Falcucci et al. mit der Um- und Durchströmung eines Gießkannenschwamms [58].
Die Autoren wiesen dabei besondere Strömungseffekte im Nachlauf des Schwamms
mit einer starken Parallelisierung von insgesamt 100 Milliarden Gitterpunkten nach.
Der Einsatzbereich der LBM ist jedoch nicht auf akademische Probleme beschränkt
und eine Reihe von weiteren Einsatzbereichen findet sich bspw. in Krause et al. [118].
Löhner sieht die LBM aufgrund ihrer Effizienz als einen möglichen Kandidaten für
industrielle LES, d.h. LES-Simulationen, die „über Nacht“ durchgeführt werden kön-
nen [140].

Trotz dieser Erfolge der Methode existiert jedoch ein Feld der LBM mit wenig
Fortschritt und vielen Problemen: Trans- und supersonische, kompressible Strömun-
gen [127]. Dies mag verwundern, schließlich ist die Boltzmann-Gleichung in beson-
derem Maße geeignet, um super-, hypersonische sowie verdünnte Strömungen zu be-
schreiben. Allerdings sind Methoden der Boltzmann-Gleichung generell viel teurer
als Methoden zur Lösung der Navier-Stokes-Gleichung. Einzig die LBM ist in Bezug
auf die Kosten eine nennenswerte Ausnahme. Warum kann also die LBM nicht auch
effizient für kompressible Strömungen eingesetzt werden?

Bisherige Methoden weisen Probleme in Bezug auf Stabilität, Effizenz und Genau-
igkeit bei supersonischen, kompressiblen Strömungen auf [67]. Eine Erläuterung der
LBM-Gleichung mit den diskreten Verteilungsfunktionen fi(x, t) am Ort x zur Zeit t
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hilft, die Problematik zu verdeutlichen,

fi(x + δtξi, t + δt) = fi(x, t) +Ωi(f (x, t)), (1.1)

wobei δt die Zeitschrittweite, ξi die diskreten Geschwindigkeiten und Ωi den Kollisi-
onsoperator bezeichnet. Meist wird die mesoskopische Dynamik in Gl. (1.1) in zwei
Schritten durchgeführt: Kollisions- und Strömungsschritt. Der Kollisionsschritt mit
dem Kollisionsoperator Ωi modelliert die Interaktion der Verteilungsfunktionen und
ist der physikalische Kern der Simulation. Der Strömungsschritt propagiert dagegen
die Verteilungsfunktionen entlang der Charakteristiken ξ. Der Wert der Verteilungs-
funktionen bleibt dabei unverändert, weshalb der Strömungsschritt als exakt gilt.
Gleichzeitig ist er aus algorithmischer Sicht durch das Verschieben der Werte sehr
leicht und kostengünstig umzusetzen. Methoden mit exaktem Strömungsschritt wer-
den in dieser Arbeit On-Lattice-Boltzmann-Methoden genannt, um die Advektion von
Knoten zu Knoten zu unterstreichen.

Die Anzahl diskreter Geschwindigkeiten Q beeinflusst grundlegend die Genauigkeit
des LBM-Schemas. Im dreidimensionalen, schwach kompressiblen Fall bei niedrigen
Machzahlen werden in einem Geschwindigkeitssatz meist Q = 27 diskrete Geschwin-
digkeiten mit niedrigen Beträgen verwendet. Eine Darstellung findet links sich in Abb.
1.2. Die Strömungsgeschwindigkeit kann allerdings nicht größer sein als die schnellste
Partikelgeschwindigkeit. Außerdem werden zur Modellierung der Temperatur sowohl
langsame als auch schnelle diskrete Geschwindigkeiten benötigt, was bei Q = 27 eben-
so nicht gegeben ist.

Sollen On-Lattice-Boltzmann-Methoden für kompressible Simulationen verwendet
werden, dann bedarf es dagegen extrem großer Geschwindigkeitssätze. Dieser Aspekt
wurde beispielsweise durch die Arbeit von Frapolli et al. [66] deutlich, dessen Vor-
schlag einer kompressiblen On-Lattice-Boltzmann-Methode einen extrem großen Ge-
schwindigkeitssatz mit Q = 343 diskreten Geschwindigkeiten beinhaltete. Dieser ist
rechts in Abb. 1.2 dargestellt. Ein Nachteil der Methode von Frapolli et al. war außer-
dem die nicht veränderliche Zeitschrittweite, was sich negativ auf die Stabilität des
Verfahrens auswirkt. Alternativ zu On-Lattice-Boltzmann-Methoden wurden in der
Vergangenheit auch die bekannten Finite-Volumen- oder Finite Differenzen-Methoden
auf die LBM angewendet, welche prinzipiell stabiler sind, deren Algorithmen aller-
dings komplexer und rechenintensiver sind. Vorteilhaft ist jedoch, dass die Geschwin-
digkeitssätze viel flexibler gewählt werden können, also Einsparungen möglich sind,
da die Rechenzeit linear mit Q skaliert. Diese Methoden werden fortan Off-Lattice-
Boltzmann-Methoden genannt.

Eine zielführende Innovation wäre also ein LBM-Algorithmus für kompressible Strö-
mungen, der die Vorzüge der genannten Ansätze bestmöglich vereint und zu einem
kompakten, aber leistungsfähigen Schema führt. Dieser Gedankengang motiviert so-
mit die vorliegende Arbeit.

Die Suche nach geeigneten Algorithmen führt zu den interpolationsbasierten LBM.
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Abbildung 1.2: Größenvergleich des Geschwindigkeitssatzes mit Q = 27 der regulären
LBM für schwach kompressible Strömungen (links) mit dem Geschwin-
digkeitssatz mit Q = 343 für kompressible Simulationen von Frapolli et
al. [67] (rechts).

Dieser Ansatz ähnelt aus algorithmischer Sicht den On-Lattice-Boltzmann-Methoden,
allerdings ist die Diskretisierung von Raum, Zeit und Geschwindigkeitsraum durch
eine Interpolation der Verteilungsfunktionen im Strömungsschritt nicht so gravie-
rend eingeschränkt. Damit übernimmt der Ansatz positive Aspekte anderer Off-
Lattice-Boltzmann-Methoden. In einer vorhergegangen Arbeit am Lehrstuhl für Strö-
mungsmechanik wurde als Neukonzeption der interpolationsbasierten LBM die Semi-
Lagrangesche Lattice-Boltzmann-Methode (SLLBM) eingeführt [113]. Die SLLBM
wurde in ihrer Ursprungsform für die Simulation schwach kompressibler Strömun-
gen auf unstrukturierten Gittern konzipiert. Die SLLBM teilt die Simulationsgebie-
te in Zellen mit Stützstellen auf. Von den Stützstellen aus wird den Charakteristi-
ken rückwärts in der Zeit gefolgt und die Verteilungsfunktionen am so gefundenen
Punkt interpoliert. Durch Ansatzfunktionen hoher Ordnung kann die räumliche Kon-
vergenzordnung der SLLBM erhöht werden. Außerdem ist die Zeitschrittweite bei
der SLLBM nun veränderlich und die Kosten sind gegenüber anderen Off-Lattice-
Boltzmann-Methoden erheblich reduziert [116].

Aufgrund dieser vielversprechenden Eigenschaften wurde der Versuch unternommen,
eine SLLBM für kompressible Strömungen zu entwickeln. Hierbei stellten sich zu
Beginn drei wesentliche Fragen, welche in dieser Dissertation beantwortet werden:

i) Wie kann die SLLBM zur Simulation kompressibler Strömungen erweitert wer-
den?

ii) Können effiziente, zwei- und dreidimensionale Geschwindigkeitssätze für die
SLLBM zur Simulation kompressibler Strömungen gefunden werden?
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iii) Wie leistungsfähig ist das neu entwickelte Verfahren?

Beitrag zum wissenschaftlichen Diskurs
Die Bearbeitung der o.g. Forschungsfragen brachte einen großen Erkenntnisgewinn,
sodass als Erstautor insgesamt vier Artikel in wissenschaftlichen Fachzeitschriften
veröffentlicht wurden, deren Inhalt nun kurz erläutert wird. Darüber hinaus sind
weitere Artikel als Mitautor verfasst worden, die in der Publikationsliste am Ende
der Arbeit aufgeführt sind.

Der erste Artikel [Wilde et al., Int. J. Numer. Methods Fluids, 90(3), 156–169 (2019)]
betrachtet die zeitliche Diskretisierung der LBM und entstand aus den Vorarbeiten
zur eigentlichen Arbeit. Hier wird die zeitliche Diskretisierung der LBM mit implizi-
ten Mehrschrittverfahren detailliert untersucht. Es wird gezeigt, dass sich die zeitliche
Fehlerordnung der LBM durch Adams-Moulton-Schema dritter Ordnung verbessern
lässt, allerdings nur wenn eine Einschränkung des Stabilitätsbereichs in Kauf genom-
men wird. Andererseits zeigt der Artikel, dass Backward-Differentiation-Formulas
(BDF) zweiter Ordnung die Stabilität der LBM steigern, was jedoch zu Lasten der
Genauigkeit der LBM geschieht.

Die eigentliche Neuentwicklung einer kompressiblen Semi-Lagrangeschen Lattice-
Boltzmann-Methode als Kern der Arbeit wurde im zweiten Artikel [Wilde et al.,
Phys. Rev. E, 101(5), 053306 (2020)] veröffentlicht. Der Artikel beschreibt zum einen
ausführlich die Theorie der kompressiblen Off-Lattice-Boltzmann-Methode auf Basis
der SLLBM. Zum anderen werden zur Validierung der Methode zahlreiche Testfälle
ausgewertet und mit der Literatur verglichen, darunter eine Stoß-Wirbel-Interaktion
mit gestauchten Gittern. Die Validierung bleibt jedoch zunächst auf zwei Dimensio-
nen beschränkt.

Eine Auswertung der bisherigen Ansätze kompressibler LBM ergab, dass die Vielzahl
der Modelle nicht auf dreidimensionale Strömungen erweitert wurden. Auch wenn oft
nicht explizit genannt, lässt sich dies meist auf die hohen numerischen Kosten im
3D-Fall zurückzuführen. Als Lösung dieses Problems stellt sich für die kompressible
SLLBM die effiziente Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums mit Kubaturregeln
heraus. Dieser Ansatz offenbart innovative Geschwindigkeitssätze für alle bisherigen
Off-Lattice-Boltzmann-Verfahren inklusive der SLLBM. Die Erkenntnisse wurden im
dritten Artikel [Wilde et al., J. Comput. Sci, 51, 101355 (2021)] publiziert.

Zuletzt wurde mit der Methode der kompressible, dreidimensionale Taylor-Green-
Wirbel erstmals mit einer LBM eingehend untersucht und mit kürzlich zuvor erschie-
nener Literatur verglichen. Dieser Testfall zeichnet sich durch starke Stöße zu Beginn
der Simulation aus, während zum Ende turbulente Effekte vorherrschen. Die Ergeb-
nisse wurden im vierten Artikel [Wilde et al., Phys. Rev. E, 104(2), 1–15 (2021)]
veröffentlicht, in dem auch die großen Zeitschrittweiten der Methode im Vergleich zu
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konventionellen Lösern herausgearbeitet wurden.

Es ist somit im Verlauf der Promotion ein gleichermaßen genauer wie effizienter Löser
der Boltzmann-Gleichung entstanden, der fundamentale Probleme bisheriger Ansätze
löst. Die kompressible SLLBM kann dreidimensionale, supersonische, reibungsbehaf-
tete Probleme der Strömungsmechanik sowohl auf strukturierten als auch körperan-
gepassten Gittern simulieren. Die Methode kommt dabei in vielen Fällen ohne zusätz-
liche numerische, modellierte Dissipation aus, wie sie bei konventionellen Methoden
notwendig ist.

Die vorliegende Dissertation spannt den Bogen über die bisherigen vier Artikel, fasst
die Erkenntnisse der Artikel neu zusammen und vertieft einzelne Aspekte. Außer-
dem beinhaltet die Dissertation bislang unveröffentlichte Weiterentwicklungen der
Methode. Dies beinhaltet die Anströmung eines NACA-0012 Tragflächenprofils, die
dreidimensionale Anströmung einer Kugel mit körperangepassten Gittern sowie eine
supersonische Kanalströmung.

Aufbau der Arbeit

Dieser Einleitung folgt zunächst ein Grundlagenkapitel zur LBM. Hierzu wird die Her-
leitung aus der allgemeineren Boltzmann-Gleichung ebenso erläutert wie die Diskreti-
sierungen, die schlussendlich zur Lattice-Boltzmann-Gleichung führen. Auszugsweise
werden außerdem verschiedene Aspekte der LBM wie alternative Kollisionsmodelle
oder Zeitintegrationsverfahren diskutiert. Kapitel 3 beschreibt den Stand der Tech-
nik existierender CFD-Verfahren sowie den im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
Ansatz zur Erweiterung der SLLBM für kompressible Strömungen.

Die Geschwindigkeitsdiskretisierung besitzt eine zentrale Bedeutung sowohl für die
SLLBM als auch für weitere Methoden der Boltzmann-Gleichung. Daher wird der
numerischen Quadratur als Mittel zur Diskretisierung der Boltzmann-Gleichung ein
Kapitel gewidmet. Hierzu wird der Weg aufgezeigt, wie neue Geschwindigkeitssät-
ze für die SLLBM gefunden werden können, die eine Reduktion der Rechenzeit bei
vergleichbarer Genauigkeit erlauben. Der Schlüssel hierzu ist das Forschungsfeld der
Kubaturen, d.h. der multivariaten Quadraturen. Die gefundenen Geschwindigkeits-
sätze werden im Anschluss in Bezug auf Genauigkeit und Effizienz diskutiert. Zuletzt
wird gezeigt, wie sich die Geschwindigkeitsdiskretisierung der LBM und SLLBM von
anderen diskreten Methoden auf Basis der Boltzmann-Gleichung unterscheidet.

In Kapitel 5 wird die Methode validiert, Simulationsergebnisse werden ausgewertet
und diese mit der Literatur verglichen. Es folgen eine Zusammenfassung der Arbeit
sowie eine Diskussion der Ergebnisse mit Fazit der Arbeit.



8 Kapitel 1 Einleitung

Anmerkung zur Notation
Während Operationen über die Raumrichtungsindizes mit griechischen Lettern wie
α, β usw. grundsätzlich mittels Einsteinscher Summenkonvention erfolgen, so ist dies
für die Indizes der diskreten Geschwindigkeiten i nicht der Fall.

Im Folgenden meint

∂t =
∂

∂t
, (1.2)

sowie

∂α =
∂

∂xα
. (1.3)



2 Die Lattice-Boltzmann-Methode

“Lettuce is like conversation: it must be fresh and crisp, so sparkling that you
scarcely notice the bitter in it.”

– Charles Dudley Warner

Die Lattice-Boltzmann-Methode (LBM) ist ein numerisches Verfahren zur Strö-
mungssimulation. Anstelle der direkten Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen basiert
die Lattice-Boltzmann-Methode auf der Diskretisierung der kollisionsvereinfachten
Boltzmann-Gleichung. Letztere beschreibt die Dynamik einer Verteilungsfunktion der
Geschwindigkeiten von Partikeln. Aus den statistischen Momenten der Verteilungen
können die makroskopischen Größen Dichte, Geschwindigkeit und Energie geschlossen
werden.

Die Boltzmann-Gleichung ist der Ausgangspunkt der LBM und wird im Folgenden
erläutert, gefolgt von den Diskretisierungsschritten und Vereinfachungen, die schluss-
endlich zur Formulierung der LBM führen. Der Fehlerbetrachtung der LBM in Ab-
schnitt 2.5 folgt ein Blick auf Erweiterungen der LBM in Bezug auf die Zeitintegration
mittels Mehrschrittverfahren und in Bezug auf die Kollisionsoperatoren.

2.1 Navier-Stokes-Gleichungen
Die zeitliche Entwicklung von Dichte ρ, Impuls ρuα und totaler Energie E eines Fluids
wird durch die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben

∂tρ + ∂α(ρuα) = 0, (2.1)
∂t(ρuα) + ∂β(ρuαuβ) = ∂β(σαβ) + ρFα, (2.2)
∂t(ρE) + ∂β(ρEuβ) = −∂β(κ∂βT ) + ∂β(uγσβγ), (2.3)

wobei P den Druck, σ den Spannungstensor, F eine volumenbezogene externe Kraft,
κ die Wärmeleitfähigkeit und T die Temperatur bezeichnen.
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Der Spannungstensor σ ist durch

σαβ = −Pδαβ + µ(∂αuβ + ∂βuα) − µb∂γuγδαβ (2.4)

definiert, in Abhängigkeit der dynamischen Scherviskosität µ und der Volumenvisko-
sität µb.

Aufgrund der Einbeziehung der Energiegleichung mit Wärmeleitung werden die oben
genannten Gleichungen auch Navier-Stokes-Fourier-Gleichungen genannt, um die Be-
ziehung zur Wärmeleitungsgleichung ∂tT = â∂α∂αT zu betonen. Hierbei bezeichnet â
die Temperaturleitfähigkeit â = κ/(Cpρ), die sich durch Division der Wärmeleitfähig-
keit κ durch die Wärmekapazität bei konstantem Druck Cp und der Dichte ρ ergibt.
Die Mehrzahl der numerischen Verfahren der Strömungsmechanik lösen die Navier-
Stokes-Gleichungen unmittelbar; dagegen lösen Verfahren auf Basis der Boltzmann-
Gleichung die Navier-Stokes-Gleichungen nur mittelbar, d.h. der Zusammenhang zwi-
schen beiden Gleichungen muss mit geeigneten Techniken gezeigt werden. Hierzu zählt
die Chapman-Enskog-Entwicklung, auf die im Laufe des folgenden Abschnitts einge-
gangen wird.

2.2 Boltzmann-Gleichung und Diskretisierung
Als Ausgangspunkt der weiteren Überlegungen dient eine Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion f(x, t,ξ), welche die Wahrscheinlichkeit angibt, ein Teilchen an Ort x zur
Zeit t mit der Partikelgeschwindigkeit ξ anzutreffen. Die Boltzmann-Gleichung

∂f

∂t
+ ξα

∂f

∂xα
+
Fα

ρ

∂f

∂ξα
= Ω(f) (2.5)

beschreibt die Dynamik der Verteilungsfunktion f . Der Kollisionsoperator Ω(f) for-
muliert hierbei die Interaktion der Partikel untereinander. Die dichtebezogene Kraft
F /ρ wird für die folgenden Betrachtungen außen vor gelassen.

Boltzmann formulierte für Ω(f) den Stoßzahlansatz, der die Interaktion der Vertei-
lungsfunktion f(x, t,ξ) mit einer weiteren Verteilungsfunktion f1(x, t,ξ1) modelliert,
d.h.

Ω(f) = ∫
ξ1
∫
Ac

(f ′f ′1 − ff1)(ξ1 − ξ)dAcdξ1. (2.6)

Hierbei bezeichnet dAc den differenziellen Wirkungsquerschnitt und f ′ sowie f ′1 stehen
für die Teilchenverteilungen nach der Kollision. Der Stoßzahlansatz geht also von
binären Kollisionen unter der Annahme des molekularen Chaos aus und gilt somit
für Gase, nicht jedoch für Flüssigkeiten [198]. Trotz dieser Vereinfachung der binären
Kollisionen ist der Ansatz immer noch so komplex, dass er für Simulationen kaum
lösbar ist [198].
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Im Gegensatz zum Stoßzahlansatz vereinfacht das Kollisionsmodell nach Bhatnagar-
Gross-Krook (BGK) [14] die Boltzmann-Gleichung substanziell. Bei diesem Modell
wird ein exponentiell abklingendes Streben der Verteilungsfunktion zum Gleichge-
wicht f eq mit der Relaxationszeit λ angenommen, d.h.

ΩBGK(f) = −
1

λ
(f − f eq) . (2.7)

Als Gleichgewichtsverteilung f eq in Gl. (2.7) dient die Maxwell-Boltzmann-
Verteilung, welche selbst eine Lösung der Boltzmann-Gleichung im Gleichgewicht
ist [88]

f eq =
ρ

(2πRT )D/2
exp [−

(ξ −u)2
2RT

] , (2.8)

mit spezifischer Gaskonstante R und Temperatur T .

Einige ausgewählte statistische Momente der Boltzmann-Gleichung entsprechen dabei
den makroskopischen Größen der Dichte ρ, des Impulses ρu und der Energie E

ρ = ∫
R3
fdξ,

ρu = ∫
R3

ξfdξ, (2.9)

2ρE = ∫
R3
∣ξ∣2fdξ = ρ∣u∣2 + ∫

R3
∣ξ −u∣2fdξ.

Neben diesen Erhaltungsgrößen können der Spannungstensor Π zweiter Ordnung und
der Wärmeflusstensor Q dritter Ordnung

Π = ∫
R3

ξ2fdξ, (2.10)

Q = ∫
R3

ξ3fdξ, (2.11)

aus f berechnet werden. Ohne unmittelbare physikalische Interpretation zu verste-
hen sind dagegen die darüber hinaus ableitbaren Momente wie z.B. der Fluss des
Wärmeflusstensors vierter Ordnung

R = ∫
R3

ξ4fdξ, (2.12)

wobei diese Hierarchie höherer Momente beliebig fortgesetzt werden kann. In An-
lehnung an den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik formulierte Boltzmann das
H-Theorem, welches fordert, dass für die H-Funktion [88]

H(f) = ∫
R3
f ln fdξ (2.13)
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die Bedingungen

H ≤ 0 sowie
∂H

∂t
≤ 0 (2.14)

erfüllt sind, d.h. H kann im zeitlichen Verlauf lediglich abnehmen.

Die Gültigkeit der Boltzmann-Gleichung ist insofern beschränkt, dass sie von ein-
atomigen Gasen ausgeht [88]. Dies wirkt sich auf die Bestimmung des Isentropenex-
ponents γ aus, der als das Verhältnis der Wärmekapazitäten mit konstantem Druck
und konstantem Volumen γ = Cp/Cv definiert ist, denn aufgrund der Annahme ein-
atomiger Gase ist der Isentropenexponent mit γ = (1+2/D) von vornherein festgelegt,
wobei D die Anzahl der räumlichen Dimension beschreibt. Gase mit mehratomigen
Molekülen, wie z.B. Sauerstoff, weisen neben den translatorischen Freiheitsgraden je-
doch auch Freiheitsgrade für Vibration und Rotation der Moleküle auf. In diesem
Fall gelten abweichende Isentropenexponenten, welche jedoch von der Boltzmann-
Gleichung in ihrer Ursprungsform nicht modelliert werden.

Eine ähnliche Einschränkung gilt bei Verwendung des BGK-Kollisionsoperators für
die Prandtlzahl, welche als Verhältnis von kinematischer Viskosität und Tempera-
turleitfähigkeit Pr = ν/â definiert ist. Durch die BGK-Gleichung (2.7) werden alle
Momente in gleichem Maße relaxiert, also auch der Wärmeflusstensor Q. Hierdurch
ist die Prandtlzahl auf PrBGK = 1 fixiert [25]. Vorschläge zur Modellierung variabler
Isentropenexponenten und Prandtlzahlen werden in Kapitel 3 aufgeführt.

Die Boltzmann-Gleichung überragt den Gültigkeitsbereich der Euler- und Navier-
Stokes-Gleichungen insofern, dass auch Strömungen außerhalb des Kontinuums er-
fasst werden. Kontinuum bedeutet, dass ein Raum gleichmäßig mit dem jeweiligen
Medium gefüllt ist [88]. Die Knudsenzahl

Kn =
lf
L
, (2.15)

bemisst den Gaszustand aus gaskinetischer Sicht und wird durch das Verhältnis aus
der mittleren freien Weglänge eines Moleküls in Verhältnis zu einer charakteristischen
Länge L ausgedrückt. Kontinuumsströmungen setzen voraus, dass die mittlere freie
Weglänge viel kleiner als die charakteristische Länge L ist, d.h. Kn ≪ 1, während
stark verdünnte Gase Knudsenzahlen von Kn ≥ 1 aufweisen. Die Knudsenzahl kann
ebenso durch das Verhältnis aus Machzahl und Reynoldszahl ermittelt werden [88]

Kn ≈
√
γ
Ma

Re
. (2.16)

Beispiele technischer Probleme mit verdünnten Strömungen sind Mikroströmungen
mit sehr kleiner charakteristischer Länge oder der Eintritt von Raumfahrzeugen in
die Erdatmosphäre als ein Kerngebiet der Aerothermodynamik [98].
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Chapman-Enskog-Entwicklung und Gradsches System der 13
Momente

Die Überführung der Boltzmann-Gleichung in die makroskopischen Erhaltungsglei-
chungen wie die Euler- oder Navier-Stokes-Fourier-Gleichungen ist ein zentraler
Aspekt der kinetischen Gastheorie. Ein bekanntes Hilfsmittel ist die Chapman-
Enskog-Entwicklung, mit der die Boltzmann-Gleichung in die makroskopische Er-
haltungsgleichungen überführt werden [27]. Dazu wird die Verteilungsfunktion durch
einen Parameter ϵ entwickelt, der oft als Knudsenzahl ϵ = O(Kn) identifiziert wird
[195]

f = f (0) + ϵf (1) + ϵ2f (2) + ⋅ ⋅ ⋅ + ϵkf (k). (2.17)

Bei kleinen Knudsenzahlen, d.h. kontinuierlichen Strömungen, sind die quadrati-
schen und höheren Terme praktisch vernachlässigbar [88]. Dabei werden für ver-
schiedene Ordnungen in der Entwicklung in Gl. (2.17) unterschiedliche Stufen der
Erhaltungsgleichungen ermittelt. Durch die Entwicklung kann gezeigt werden, dass
die Boltzmann- und die BGK-Boltzmann-Gleichung im Gleichgewicht die Euler-
Gleichungen approximieren. Für kleine Abweichungen vom Gleichgewicht werden
darüber hinaus die Navier-Stokes-Gleichungen approximiert. Allerdings ist die Ent-
wicklung nicht auf diese niedrige Expansionsordnung beschränkt und höhere Entwick-
lungsstufen führen zu den Burnett- und Super-Burnett-Gleichungen [17]. Die Moti-
vation für Entwicklungen höherer Ordnung besteht darin, weitere makroskopische
Erhaltungsgleichungen zu finden, die zur Lösung verdünnter Strömungen eingesetzt
werden können [198], ohne dass die Boltzmann-Gleichung hierzu direkt gelöst werden
muss. Konkret bedeutet dies, dass neben den konservativen Größen der Dichte, des
Impulses und der Energie, auch die Dynamik des Spannungstensors und des Wärme-
leitungstensors mit eigenständigen Erhaltungsgleichungen gelöst wird. Es zeigte sich
jedoch, dass die Burnett-Gleichungen instabil und Randbedingungen schwierig zu for-
mulieren sind [17]. Die verschiedenen Stufen in Abhängigkeit des Expansionsgrads k
sind folgend nochmals zusammengefasst:

k = 0 ∶ Euler-Gleichungen

k = 1 ∶ Navier-Stokes-Gleichungen

k = 2 ∶ Burnett-Gleichungen

k = 3 ∶ Super-Burnett-Gleichungen

Ein alternatives Vorgehen zur Chapman-Enskog-Entwicklung schlug Harold Grad vor
[78], indem er die Boltzmann-Gleichung auf eine Hermite-Basis projizierte. Hierdurch
berechnen sich die Momente a(n) n-ter Ordnung als
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a(n)(x, t) = ∫
RD
f(x,ξ, t)H(n)(ξ)dξ, (2.18)

wobeiH(n)(ξ) die Hermite-Polynome n-ter Ordnung bezeichnet, auf die in Abschnitt
2.3.1 eingegangen wird. Ähnlich zu den Burnett-Gleichungen werden durch diesen
Ansatz nicht nur die makroskopischen Erhaltungsgleichungen von Masse, Impuls und
Energie mit Hermite-Polynomen niedriger Ordnung formuliert, sondern auch Glei-
chungen für die zeitliche Entwicklung des Spannungstensors und des Wärmefluss-
tensors. Hierdurch ergeben sich in drei Dimensionen dreizehn Erhaltungsgleichungen
(G13), statt der üblichen fünf Navier-Stokes-Erhaltungsgleichungen. Mittels einer re-
gularisierten Form dieser 13 Gleichungen (R13) konnten Torrilhon und Struchtrup
zeigen, dass dieser Ansatz geeignet ist, um die physikalischen Effekte bis zur o.g.
Super-Burnett-Ebene zu beschreiben [205].

Die Projektion der Boltzmann-Gleichung auf eine Hermite-Basis ist bei der polyno-
miellen Entwicklung der Gleichgewichtfunktion f eq von zentraler Bedeutung für die
Herleitung der LBM [181,182]. Hierauf wird in Abschnitt 2.3.2 eingegangen.

Direct-Simulation-Monte-Carlo (DSMC)

Ein weiteres relevantes Verfahren auf Basis der Boltzmann-Gleichung zur Berech-
nung von Strömungen außerhalb des Kontinuumsbereichs ist die Direct-Simulation-
Monte-Carlo-Methode (DSMC) [15], u.a. mit Anwendungen zur Berechnung des zu-
vor erwähnten Atmosphäreneintritts [151]. Anders als andere Methoden auf Basis der
Boltzmann-Gleichung operiert die DSMC mit Teilchen, wobei jedes einzelne Teilchen
eine Vielzahl von Molekülen in der Größenordnung O(1017) repräsentiert [108].

Das Simulationsgebiet wird zunächst in Zellen aufgeteilt, in denen Kollisionen gemäß
der Boltzmann-Gleichung stattfinden können, im Wechsel mit einer Freiflugphase der
Teilchen ohne Kollision. Die DSMC unterscheidet sich allerdings grundlegend von
Simulationen der Moleküldynamik. Bei letzterer werden die Kräfte zwischen den im
näheren Umfeld befindlichen Teilchen meist mittels Lennard-Jones-Potential ermit-
telt, woraufhin die Teilchen den Newtonschen Bewegungsgleichungen folgen [146].
Dagegen basiert die DSMC auf einer statistischen Mittelung, bei dem ausschließ-
lich paarweise Kollisionen zufälliger Teilchen innerhalb einer Zelle unabhängig des
tatsächlichen Aufenthaltsorts durchgeführt werden [146].

Die DSMC zeichnet sich gegenüber anderen statistischen Methoden durch eine un-
eingeschränkte Stabilität des Algorithmus aus, ein Nachteil ist dagegen der hohe
Rechenaufwand für Kontinuumsströmungen mit kleinen Knudsenzahlen [164]. Dies
offenbart sich in einem vielbeachteten, kürzlich erschienenen Artikel zur Simulation
von Turbulenz im Kontinuumsbereich mit der DSMC [70]. Für die Simulation des
dreidimensionalen Taylor-Green-Wirbels bei Reynoldszahl Re = 450 waren insgesamt
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240 Milliarden Teilchen notwendig und die Rechenzeit betrug 500 Stunden mit einer
halben Million CPU-Kernen. Eine vergleichbar akkurate Simulation mit der LBM
dagegen benötigt dagegen höchstens einige Minuten auf einer aktuellen, handelsübli-
chen Grafikkarte mit mindestens gleichwertigen Ergebnissen. Während die DSMC für
stark verdünnte Strömungen mit hohen Knudsenzahlen ein etabliertes Verfahren ist,
werden partikelbasierte Methoden daher auf absehbare Zeit nur eine untergeordnete
Rolle für Simulationen im Kontinuumsbereich spielen.

Discrete-Velocity-Method

Ähnlich wie die DSMC ist die Discrete-Velocity-Method (DVM) ein weiteres Ver-
fahren zur Berechnung verdünnter Gase auf Basis der Boltzmann-Gleichung [148].
Entgegen der partikelbasierten DSMC ist die DVM aufgrund der Diskretisierung des
Geschwindigkeitsraums eng mit der LBM verwandt [7], allerdings ist die Weiterent-
wicklung beider Methoden bisher weitgehend unabhängig voneinander vorangeschrit-
ten. Die DVM nutzt meist Finite-Volumen- oder Finite-Differenzen-Methoden zur
Diskretisierung des Raums und zeichnet sich durch eine große Anzahl diskreter Ge-
schwindigkeiten aus. Für schwach kompressible Probleme mit niedrigen Machzahlen
im Kontinuumsbereich ist die LBM den DVM überlegen, da die LBM mit einer mini-
malen Anzahl an diskreten Geschwindigkeiten und einem exaktem Strömungsschritt
entlang der Charakteristiken operiert. Dagegen diskretisiert die DVM den gesamten
Geschwindigkeitsraum mit summierten Quadraturformeln und somit mit einer großen
Anzahl an Stützstellen, um die Effekte verdünnter Gase zu erfassen. Li et al. simu-
lierten bspw. den atmosphärischen Wiedereintritt mit der DVM [136]. Aufgrund der
Verwandtschaft der DVM mit der LBM, werden die Geschwindigkeitsdiskretisierun-
gen beider Methoden in Abschnitt 4.3 weiterführend diskutiert.

2.3 Grundlagen der Lattice-Boltzmann-Methode
Nach diesem einleitenden Überblick über die Methoden auf Basis der Boltzmann-
Gleichung, widmet sich der folgende Abschnitt den grundlegenden Diskretisierungs-
schritten der Boltzmann-Gleichung zur LBM. Dazu wird, ausgehend von der BGK-
Boltzmann-Gleichung aus Gl. (2.5) in Verbindung mit Gl. (2.7), nun die Lattice-
Boltzmann-Gleichung hergeleitet. Die Diskretisierung der LBM ist, im Vergleich zu
anderen Verfahren auf Basis der Boltzmann-Gleichung, durch drei wesentliche Aspek-
te geprägt:

i) Projektion der Geschwindigkeitsverteilung und der Gleichgewichtsverteilung auf
eine Hermite-Basis,

ii) Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums mittels Gauß-Hermite-Quadratur,
sowie
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iii) zeitliche Integration der Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen entlang der
Charakteristiken mit der Trapezregel.

Auch für das kompressible Modell dieser Arbeit sind die genannten drei Aspekte
ein wesentlicher Bestandteil. Daher werden sie in den folgenden Abschnitten einzeln
erläutert.

2.3.1 Projektion der Verteilungen auf eine Hermite-Basis

Im ersten Schritt wird die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion f(x,ξ, t) mithilfe
multivariater Hermite-Polynome H(n) der Ordnung n ausgedrückt.

Die multivariaten Hermite-Polynome werden dabei als

H(ξ) = (−1)n 1

ω(ξ)
∇(n)ω(ξ) (2.19)

definiert, unter Berücksichtigung der Gewichtsfunktion

ω(ξ) =
1

(2π)D/2
e−∣ξ∣

2/2. (2.20)

Der multivariate Nabla-Operator ∇(n) ist eine Kurzform der Schreibweise

∇(n) = ∇(n)α1...αn =
∂

∂xα1

. . .
∂

∂xαn

. (2.21)

Somit lauten die multivariaten Hermite-Polynome bis zur vierten Ordnung

Hi
(0)
= 1 (2.22)

Hiα
(1)
= ξiα (2.23)

Hiαβ
(2)
= ξiαξiβ − δαβ (2.24)

Hiαβγ
(3)
= ξiαξiβξiγ − (ξiαδβγ + ξiβδαγ + ξiγδαβ) (2.25)

Hiαβγδ
(4)
= ξiαξiβξiγξiδ − Ti + (δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ), (2.26)

mit

Ti = ξiαξiβδγδ + ξiαξiγδβδ + ξiαξiδδβγ + ξiβξiγδαδ + ξiβξiδδαγ + ξiγξiδδαβ.

Die eindimensionalen Hermite-Polynome sind orthogonal bezogen auf das gewichtete
Skalarprodukt

∫

∞

−∞
ω(ξ)H(m)(ξ)H(n)(ξ)dξ = n!csδmn, (2.27)
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wobei δ das Kronecker-Delta und cs eine Gitterkonstante bezeichnet. Die Ortho-
gonalität gilt analog für die multivariaten Hermite-Polynome [121]. Außerdem lassen
sich Hermite-Polynome unterschiedlicher Ordnung durch eine Rekursivitätsbeziehung
ausdrücken

H(n+1)(ξ) = ξH(n)(ξ) − nH(n−1)(ξ). (2.28)

Die Geschwindigkeitsverteilungen f(x,ξ, t) werden nun auf einen Hilbertraum pro-
jiziert, der durch Hermite-Polynome aufgespannt wird [78]. Durch die Projektion
können die Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen exakt durch eine unendliche Rei-
he ausgedrückt werden

f(x,ξ, t) = ω(ξ)
∞
∑
n=0

1

n!
a(n)(x, t) ∶H(n)(ξ). (2.29)

Der Doppelpunkt bezeichnet an dieser Stelle die vollständige Kontraktion der beiden
n-stufigen Tensoren. Die Expansionskoeffizienten sind definiert als

a(n)(x, t) = ∫
RD
f(x,ξ, t)H(n)(ξ)dξ, (2.30)

sowie im Falle des Gleichgewichts

a
(n)
eq (x, t) = ∫

RD
f eq(x,ξ, t)H(n)(ξ)dξ. (2.31)

Der Übersichtlichkeit halber wird im Folgenden die räumliche und zeitliche Abhän-
gigkeit vorübergehend nicht notiert. Die nächsten Schritte machen sich zunutze, dass
die Gewichtsfunktion in Gl. (2.20) eine ähnliche Form wie die Maxwell-Boltzmann-
Verteilung in Gl. (2.8) aufweist. Dieser Umstand ermöglicht, dass die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung nun mit der Gewichtsfunktion (2.20) ausgedrückt wird, d.h.

f eq =
ρ

(RT )D/2
ω (

ξ −u
√
RT
) . (2.32)

Dieser Ausdruck wird dann in Gl. (2.31) anstelle f eq(x,ξ, t) eingesetzt, um die Gleich-
gewichtskoeffizienten a

(n)
eq zu ermitteln

a
(n)
eq =

ρ

(RT )D/2 ∫RD
ω (

ξ −u
√
RT
)H(n)(ξ)dξ. (2.33)

Unter Zuhilfenahme von Integraltafeln oder numerischen Softwarepaketen wie SymPy
[147] können die Expansionskoeffizienten des Gleichgewichts in Gl. (2.33) berechnet
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werden, hier angegeben bis zur vierten Ordnung

a
(0)
eq = ρ (2.34a)

a
(1)
α,eq = ρuα (2.34b)

a
(2)
αβ,eq = ρ[uαuβ + c

2
s(θ − 1)δαβ] (2.34c)

a
(3)
αβγ,eq = ρ [uαuβuγ + c

2
s(θ − 1)(δαβuγ + δαγuβ + δβγuα)] (2.34d)

a
(4)
αβγδ,eq = ρ{uαuβuγuδ + c

2
s[θ − 1][c

2
s(θ − 1)(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)

+δαβuγuδ + δαγuβuδ + δαδuβuγ +

δβγuαuδ + δβδuαuγ + δγδuαuβ]}. (2.34e)

Die Expansionskoeffizienten in Gleichungen (2.34) sind dabei Linearkombinationen
der Momente Dichte, Impuls und relativer Temperatur θ = T /T0 bezogen auf die
Referenztemperatur T0. Für isothermale Simulationen mit θ = 1 fallen einige Terme in
den Gleichungen (2.34) vereinfachend fort. Zudem können die Expansionskoeffizienten
des Gleichgewichts als die Gleichgewichtsmomente in Gl. (2.10) identifiziert werden

a
(2)
eq =Πeq, a

(3)
eq =Qeq, sowie a

(4)
eq =Req. (2.35)

Unklar bleibt zunächst die notwendige Expansionsordnung N der Reihe in Gl. (2.29).
Die wegweisende Arbeit zu dieser Frage stammt von Shan [182], der durch Ausnutzen
der Wiederholungsrelation der Hermite-Polynome in Gl. (2.28) die Expansionskoeffi-
zienten rekursiv durch Gradienten und zeitliche Ableitungen derselbigen ausdrückte

a
(n)
k+1 = −τ [

k

∑
m=0

∂
(k)
t a

(n)
k−m + n∇a

(n−1)
k +∇ ⋅ a

(n+1)
k ] , (2.36)

wobei der Index k den Expansionsgrad der Chapman-Enskog-Entwicklung und τ den
Relaxationsparameter bezeichnet, der im nächsten Abschnitt erläutert wird. Aus Gl.
(2.36) kann nun die notwendige Ordnung der Momente gefolgert werden, um ein
jeweiliges Level der makroskopischen Größen wiederzugeben. Für isothermale Simu-
lationen auf Ebene der Navier-Stokes-Gleichungen (k = 1) ist die korrekte Darstellung
des Spannungstensors notwendig. Der Spannungstensor ist ein Moment zweiter Ord-
nung, d.h. n = 2. Aus Gl. (2.36) wird ersichtlich, dass zur Berechnung von a

(n=2)
k=1

auch der Gradient von a
(n=3)
k=0 korrekt berechnet werden muss. Dies bedeutet, dass

Gl. (2.29) erst bei N = 3 abgebrochen werden darf, um den Spannungstensor kor-
rekt darzustellen. Für thermale und kompressible Simulationen, die auf eine korrekte
Berechnung des Wärmeflusses angewiesen sind, beträgt die Expansionsordnung ent-
sprechend N = n + k = 3 + 1 = 4. Unter Berücksichtigung dieser Überlegungen wird
somit die Gleichgewichtsfunktion formuliert

f eq(x,ξ, t) ≈ ω(ξ)
N

∑
n=0

1

n!
a(n)(x, t) ∶H(n)(ξ), (2.37)
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womit alle Momente der Maxwell-Boltzmann-Verteilung bis Ordnung N korrekt ab-
gebildet werden, woraus folgt, dass der Abbruch der Reihe bei Ordnung N keinen
Einfluss auf die Gleichgewichtsmomente der Ordnungen n ≤ N hat. Die Projektion
ist nun abgeschlossen, jedoch sind Geschwindigkeitsraum sowie räumliche und zeit-
liche Diskretisierung weiterhin kontinuierlich und werden in den folgenden beiden
Abschnitten thematisiert.

2.3.2 Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums

Der kontinuierliche Geschwindigkeitsraum der Geschwindigkeitsverteilung f(x,ξ, t)
wird im Folgenden in eine diskrete Form f(x,ξi, t) überführt. Dabei ist das vorrangige
Ziel, die Anzahl der diskreten Geschwindigkeiten ξi möglichst gering zu halten und
dennoch alle für die Simulation notwendigen Momente hinreichend zu approximieren.

Für die LBM hat sich hierbei eine Gauß-Hermite-Quadratur etabliert, da diese einen
hohen Grad der Quadratur N mit einer optimalen Anzahl an Stützstellen erreicht.
Bei der Gauß-Hermite-Quadratur wird das Produkt einer Funktion F und einer Ge-
wichtsfunktion ω̂ = e−x2 in den Grenzen −∞ bis∞ integriert, indem das Integral durch
eine Summe gewichteter Funktionswerte an geeigneten Stützstellen ersetzt wird, also

I(F) = ∫
∞

−∞
ω̂(x)F(x) ≈

n

∑
i=0
wiF(xi). (2.38)

Im Falle der eindimensionalen Gauß-Hermite-Quadratur werden die Stützstellen als
die n Nullstellen des Hermite-Polynomes n-ter Ordnung gewählt, womit Polynome des
Grades 2n − 1 exakt integriert werden. Um die eindimensionalen Gauß-Quadraturen
auf multivariate Integrationsregeln zu erweitern, sind verschiedene Wege denkbar,
z.B. über die Gaußsche Produktregel, sowie über die sogenannte Kubatur. Beide
Wege werden in Kapitel 4 näher untersucht.

Bei der Verwendung multivariater Quadraturen in der LBM, werden die Expansions-
koeffizienten aus Gl. (2.30) durch eine gewichtete Summe ausgedrückt

a(n) = ∫
RD
ω(ξ)

f

ω(ξ)
H(n)dξ =

Q−1

∑
i=0

wif(ξ)H(n)(ξi)
ω(ξi)

(2.39)

=

Q−1

∑
i=0

fiH(n)i .

Die kontinuierliche Verteilungsfunktion f wird dabei durch die diskrete Form fi =
wif(ξ)/ω(ξi) ersetzt, womit die Gewichte wi fortan in den diskreten Verteilungs-
funktionen enthalten sind. Für die Hermite-Polynome gilt H(n)(ξi) =H

(n)
i [181,218].

Die Definition von a
(n)
eq lautet simultan zu Gl. (2.39)

a
(n)
eq =

Q−1

∑
i=0

f eq
i H

(n)
i . (2.40)
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Die Momente der Dichte und des Impulses berechnen sich somit in der diskreten
Version als

ρ =
Q−1

∑
i=0

fi =
Q−1

∑
i=0

f eq
i und ρuα =

Q−1

∑
i=0

ξiαfi =
Q−1

∑
i=0

ξiαf
eq
i . (2.41)

Wird die Energie mitbetrachtet, so gilt für die Gesamtenergie

2ρE =
Q−1

∑
i=0

ξ2i fi =
Q−1

∑
i=0

ξ2i f
eq
i = 2CvρT + ρu

2, (2.42)

mit der Wärmekapazität bei konstantem Volumen Cv und der relativen Temperatur
θ = T /T0. Für die LBM mit Energieerhaltung gilt das ideale Gasgesetz P = ρRT ,
hingegen wird im Fall schwach kompressibler Strömungen ohne Energieerhaltung die
Temperatur konstant zu T = T0 = c2s gesetzt. Der Druck ermittelt sich somit aus den
Dichteschwankungen, sodass das Druckfeld nicht separat gelöst werden muss.

Die (kräftefreie) diskrete Boltzmann-Gleichung lautet folglich

∂fi
∂t
+ ξiα

∂fi
∂α

fi = −
1

λ
(fi − f

eq
i ) . (2.43)

Ähnlich wie im Fall der Expansionsordnung N des Gleichgewichts in Gl. (2.37), stellt
sich die Frage nach dem notwendigen Quadraturgrad N. Dazu ist es notwendig,
die Definition der Gleichgewichtsmomente in Gl. (2.31) genauer zu betrachten, al-
so des Integrals aus dem Produkt aus Gleichgewichtsverteilung f eq und multivariaten
Hermite-Polynomen H(n). Die Gleichgewichtsverteilung f eq(x,ξ, t) ist nach der Ab-
bildung auf die Hermite-Polynome, wie in Gl. (2.37) ersichtlich, ein Polynom N-ten
Grades, wobei N als Expansionsordnung des Gleichgewichts definiert ist. Damit das
Moment a

(n)
eq n-ter Ordnung mit dem Moment der Maxwell-Boltzmann-Verteilung

übereinstimmt, muss H(n) ebenso n-ter Ordnung sein. Das Produkt der beiden Poly-
nome ergibt also ein Polynom (n +N)-ter Ordnung, sodass der Grad der Quadratur
N ≥ n +N betragen muss, um das Polynomprodukt exakt zu integrieren [180, 181].
Konkret bedeutet dies, dass für schwach kompressible Simulationen der Quadratur-
grad N ≥ 6 und für kompressible Simulationen der Quadraturgrad N ≥ 8 betragen
muss.

Diese Anforderung wird durch die Standard-LBM jedoch regelmäßig nicht erfüllt. Wie
in der Einleitung dieser Arbeit erwähnt, ist der exakte Strömungsschritt von Gitter-
punkt zu Gitterpunkt ein zentrales Merkmal der LBM, welches sich nur mit ganzzahli-
gen Abszissenlängen erreichen lässt. Legt man der Herleitung von Geschwindigkeits-
sätzen die Gauß-Hermite-Quadratur zugrunde, so ist diese Anforderung der Ganz-
zahligkeit nur bis zu einem Quadraturgrad N ≤ 5 mit den Abszissen [−

√
3 ,0,
√
3 ]

zu erfüllen. Hierzu werden die Abszissen der Quadratur mit cs = 1/
√
3 multipliziert,

wobei cs als eine Gitterkonstante verstanden werden kann. Abszissen von Quadratu-
ren höheren Grades – die eigentlich zur korrekten Darstellung der Momente in Gl.
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Abbildung 2.1: D2Q9 und D3Q27 Geschwindigkeitssatz.

Tabelle 2.1: Koeffizienten des zweidimensionalen Geschwindigkeitssatzes D2Q9, abgeleitet
aus einer zweidimensionalen Quadratur fünfter Ordnung [194]. Die Gitterkon-
stante ist cs = 1/

√
3

i wi ξi

0 4/9 (0,0)

1,2,3,4 1/9 (±1,0), (0,±1)

5,6,7,8 1/36 (±1,±1)

(2.30) notwendig wären – weisen dagegen untereinander nicht-ganzzahlige Vielfache
auf. Somit können sie nicht auf ein regelmäßiges Gitter skaliert werden.

Die meistverwendeten Geschwindigkeitssätze der LBM entspringen daher der Gauß-
Hermite-Quadratur fünften Grades N = 5 und weisen neun Stützstellen in zwei Di-
mensionen und 27 Stützstellen in drei Dimensionen auf, in der Literatur zumeist mit
D2Q9 und D3Q27 abgekürzt. Beide Geschwindigkeitssätze sind in Abb. 2.1 darge-
stellt, außerdem sind die Gewichte und Abszissen in den Tabellen 2.1 und 2.2 auf-
geführt. Darüber hinaus ist es in einigen Fällen möglich, die Anzahl der Stützstellen
Q zu verringern, ohne den Quadraturgrad zu verringern, wodurch bspw. auch ein
D3Q15 mit 15 Stützstellen und ein D3Q19 mit 19 Stützstellen möglich werden. Diese

Tabelle 2.2: Koeffizienten des zweidimensionalen Geschwindigkeitssatzes D3Q27 mit N =
5, abgeleitet aus einer zweidimensionalen Quadratur fünfter Ordnung [194].
Die Gitterkonstante ist cs = 1/

√
3

i wi ξi

0 8/27 (0,0,0)

1, . . . ,6 2/27 (±1,0,0), (0,±1,0), (0,0,±1),

7, . . . ,18 1/54 (±1,±1,0), (±1,0,±1), (0,±1,±1)

19, . . . ,26 1/216 (±1,±1,±1)
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sind bspw. in Krüger et al. gelistet [121].

Trotz der offenkundigen Vorteile eines kleinen Quadraturgrads mit Blick auf die An-
zahl der Stützstellen, führen alle genannten Geschwindigkeitssätze D2Q9, D3Q19 und
D3Q27 zu einem Diskretisierungsfehler des Spannungstensors der Ordnung O(Ma3)
[121], auf den in Abschnitt 2.5 genauer eingegangen wird. Bei der Wahl der Qua-
dratur handelt es sich somit um einen Kompromiss. Dieser zahlt sich für schwach
kompressible Strömungen jedoch aus, da die Machzahl ohnehin gering gehalten wer-
den muss, um Kompressibilitätseffekte gegenüber den inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen zu vermindern.

Generell gilt dieser Diskretisierungsfehler der Ordnung O(Ma3) nichtsdestoweniger als
eine zentrale Schwäche der LBM und als Hindernis zur Simulation hoher Machzah-
len. Die Semi-Lagrangesche LBM, welche in Kapitel 3 erläutert wird, bricht dagegen
mit dem exakten Strömungsschritt von Gitterpunkt zu Gitterpunkt und erreicht so
eine größere Flexibilität der Geschwindigkeitsdiskretisierung. Dieser Aspekt wird in
Kapitel 4 vertieft.

2.3.3 Integration entlang der Charakteristiken

Im letzten grundlegenden Diskretisierungsschritt werden Ort und Zeit diskretisiert.
Die nachfolgende Herleitung beruht auf den Arbeiten von He und Luo [91] sowie
Krüger et al. [121]. Die Verteilungsfunktionen in Gl. (2.43) werden dazu entlang der
Charakteristiken mit der Variable ζ ausgedrückt [91]

dfi
dζ
=
∂fi
∂t

dt

dζ
+
∂f

∂xα

dxα
dζ
= Ωi = −

1

λ
(fi − f

eq
i ) . (2.44)

Durch Vergleichen mit Gl. (2.43) wird ersichtlich, dass

dt

dζ
= 1,

dxα
dζ
= ξiα (2.45)

gilt. Aus den Gleichungen (2.45) folgt durch Integrieren

t = ζ + t0, x = ξiζ +x0. (2.46)

Auf diese Weise wird die partielle Differentialgleichung (2.43) in eine gewöhnliche,
inhomogene Differentialgleichung umformuliert [121].

dfi(x + ξiζ, t + ζ)
dζ

= Ωi(x + ξiζ, t + ζ). (2.47)

Durch Integrieren von Gl. (2.47) erhält man

fi(x + δtξi, t + δt) − fi(x, t) = ∫
δt

0
Ωi(x + ξiζ, t + ζ)dζ, (2.48)
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wodurch die linke Seite von Gl. (2.47) exakt integriert werden kann. Die rechte Seite
von Gl. (2.48) wird durch die Trapezregel approximiert

fi(x + δtξi, t + δt) − fi(x, t) =
1

2
δt (Ωi(x, t) +Ωi(x + δtξiδt, t + δt)) +O(δ

3
t ). (2.49)

Diese Gleichung ließe sich eigentlich nur implizit lösen. Zur Herleitung eines expli-
zites Schemas macht man sich zunutze, dass die Momente der Dichte, des Impulses
und der Energie über den Kollisionsschritt konstant bleiben [121]. Dazu wird eine
umformulierte Verteilungsfunktion f̄i mit der Definition

fi = f̄i −
(fi − f

eq
i )δt

2λ
, bzw. fi =

f̄i + f
eq
i

δt
2λ

1 + δt
2λ

(2.50)

eingeführt, wobei für die Gleichgewichtsfunktion f eq
i = f̄

eq
i gilt.

Nach Einsetzen von Gl. (2.50) in Gl. (2.49) führen einige wenige Umformoperationen
schlussendlich zur Lattice-Boltzmann-Gleichung

f̄i(x + δtξi, t + δt) = f̄i(x, t) −
1

τ
(f̄i(x, t) − f

eq
i (x, t)) (2.51)

mit dem dimensionslosen Relaxationsparameter

τ =
λ

δt
+
1

2
(2.52)

und der Relaxationszeit

λ =
µ

P
, (2.53)

welche von der dynamischen Viskosität µ, der Zeitschrittweite δt und dem Druck
P = ρRT abhängen. Wie bereits zuvor erwähnt, wird jedoch im Falle schwach kom-
pressibler, isothermaler Strömungen bezogen auf die Referenztemperatur RT0 = c2s
gerechnet, sodass sich der Druck Piso = P0 + ρc2s ergibt. Hierbei gibt P0 einen Refe-
renzdruck an.

Durch die Integration entlang der Charakteristiken, Anwendung der Trapezregel und
der Ersetzung aus Gl. (2.50) liegen alle zum Kollisionsschritt notwendigen Informatio-
nen räumlich lokal vor, was günstig für die Parallelisierbarkeit des Algorithmus ist.
Fortan wird der Überstrich der Verteilungsfunktionen aus Gründen der Lesbarkeit
ausgelassen, gemeint sind allerdings immer die transformierten Verteilungsfunktio-
nen f̄i.

Neben dem aufgezeigten Weg der Integration mit der Trapezregel entlang der Charak-
teristiken gibt es weitere Möglichkeiten, die Lattice-Boltzmann-Gleichung in Raum
und Zeit zu diskretisieren, allerdings führen alle Herleitungen dieser Art zu Gl. (2.51).
Hierzu gehören Herleitungen mittels Strang-Splitting [51], mittels Taylorreihenent-
wicklung [117] oder mittels Verlet-Algorithmus [207].
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Abbildung 2.2: Relaxation einer beispielhaften Verteilungsfunktionen mit der Lattice-
Boltzmann-Gleichung und dem BGK-Kollisionsmodell. Während sich die
diskrete Verteilungsfunktion fi für große Relaxationsparameter τ > 1
asymptotisch dem Gleichgewicht annähern, so sorgen kleine τ < 1 da-
für, dass eine Überrelaxation über das Gleichgewicht hinaus stattfindet.

2.4 Überrelaxation der Verteilungsfunktionen

Die Integration der rechten Seite von Gl. (2.48) mit der Trapezregel hat eine Überre-
laxation der Verteilungsfunktionen zufolge, wie in Abb. 2.2 für aufeinander folgende
Kollisionsschritte dargestellt. Im Sonderfall τ = 1 wird die Gleichgewichtsfunktion be-
reits nach dem ersten Kollisionsschritt erreicht. Für große Relaxationsparameter τ > 1
nähert sich die Verteilungsfunktion asymptotisch der Gleichgewichtsfunktion an. Für
kleine Relaxationsparameter 0.5 < τ < 1 dagegen oszilliert die Verteilungsfunktion
um den zugehörigen Wert der Gleichgewichtsfunktion herum, allerdings existiert ein
zweiter Fall mit τ2 > 1 mit identischer einhüllender Amplitudenfunktion. Ein Zusam-
menhang beider einhüllender Funktionen lässt sich folgendermaßen formulieren. Es
sei f [Z] ∶= fi(x+Zδtξi, t+Zδt) definiert und die Gleichgewichtsverteilung wird als kon-
stant angenommen f

eq[0]
i = f

eq[1]
i = . . . = f

eq[Z]
i . Die Verteilungsfunktion nach einem

Kollisionsschritt lautet gem. Gl. (2.51)

f
[1]
i = f

[0]
i −

1

τ
(f
[0]
i − f

eq
i ) . (2.54)

Die Verteilungsfunktionen nach zwei Zeitschritten lauten dementsprechend

f
[2]
i = f

[0]
i −

1

τ
(f
[0]
i − f

eq
i ) −

1

τ
(f
[1]
i − f

eq
i ) . (2.55)
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Durch Einsetzen von Gl. (2.54) in Gl. (2.55) erhält man

f
[2]
i = f

[0]
i −

1

τ
(f
[0]
i − f

eq
i ) −

1

τ
(f
[0]
i −

1

τ
(f
[0]
i − f

eq
i ) − f

eq
i ) , (2.56)

f
[2]
i = f

[0]
i + (

1

τ 2
−
2

τ
+ 1)(f

[0]
i − f

eq
i ) . (2.57)

Gesucht wird nun das Paar an Relaxationsparametern τ1 ≠ τ2 für das f [2]i (τ1) =

f
[2]
i (τ2) gilt. Die sich ergebende Beziehung

1

τ 21
−

2

τ1
=

1

τ 22
−

2

τ2
, bzw. (

1

τ 21
−

2

τ1
) τ 22 + 2τ2 − 1 = 0, (2.58)

kann durch die Lösungsformel für allgemeine quadratische Gleichungen gelöst werden.
Für τ1 = 0.53 ergibt sich bspw. τ2 = 13.0 wie in Abb. 2.2 dargestellt. Die Simulationen
mit beiden Relaxationsparametern sind allerdings – trotz identischer Form der Ampli-
tudenfunktionen – grundlegend verschieden, da sich, bei gleicher Zeitschrittweite, die
Viskositäten beider Relaxationsparameter um den Faktor ν2/ν1 ≈ 418 unterscheiden.

Diese Überrelaxation der Verteilungsfunktionen in Kombination mit dem erläuterten
Strömungs- und Kollisionsalgorithmus ist eine Eigenart der LBM im Vergleich zu an-
deren Methoden zur Lösung der Boltzmann-Gleichung. Über einen langen Zeitraum
hinweg herrschte die Auffassung in der LBM-Literatur, dass die Überrelaxation nume-
rischen Ursprungs ist und nicht auf physikalische Effekte zurückschließen lässt [19]. In
einem kürzlich erschienenen Preprint argumentierten Pachalieva und Wagner jedoch
unter Zuhilfenahme von Moleküldynamiksimulationen (MD), dass auch die Überre-
laxation mit dem physikalisch begründbaren Molekülverhalten in Einklang gebracht
werden kann und auf die Reduktion der Partikel per Coarse-Graining in der LBM
zurückgeführt werden kann [157].

2.5 Fehlerbetrachtung der
Lattice-Boltzmann-Methode

Der Fehler der Standard-LBM wird üblicherweise in Bezug auf die inkompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen mit ∂tρ = ∂αρ = 0 bestimmt. Allerdings ist der Fehler
der Standard-LBM nicht allein von der Gitterweite δx und der Zeitschrittweite δt,
sondern auch von der verwendeten Machzahl Ma abhängig. Durch die Verwendung
der Trapezregel, wie sie zur Integration entlang der Charakteristiken in Abschnitt
2.3.3 verwendet wird, ergibt sich als allererstes ein zeitlicher Fehler zweiter Ordnung
O(δ2t ) [171]. Durch die Kopplung von räumlicher und zeitlicher Diskretisierung ist
der räumliche Fehler δx = δtξi ebenso mit dem zeitlichen verbunden und daher glei-
chermaßen von der Ordnung O(δ2x) [190]. Darüber hinaus existieren zwei voneinander
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unabhängige Modellfehler, die zuweilen in der Literatur nicht getrennt und stattdes-
sen ebenfalls als Kompressibilitätsfehler bezeichnet werden [171]:

a) Einerseits ergibt sich ein Fehler durch die Verwendung eines kompressiblen
Lösers zur Approximation der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen der
Ordnung O(Ma2) [171].

b) Andererseits führt der in Abschnitt 2.3.2 erläuterte unzureichende Quadratur-
grad N dazu, dass die aus der Chapman-Enskog-Analyse hergeleitete Impuls-
gleichung von der Impulsgleichung der Navier-Stokes-Gleichung um einen Term
der Ordnung O(Ma3) abweicht [182].

In Bezug auf die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ergibt sich für die
Standard-LBM zusammengenommen ein Gesamtfehler der Ordnung O(δ2x+δ2t +Ma3+
Ma2) [171]. Aufgrund dieses Fehlerkonglomerats konvergiert die Lattice-Boltzmann-
Gleichung nur dann zu den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, wenn die
Machzahl simultan zur Gitterweite δx reduziert wird [171]. Allerdings zeigt das Ver-
fahren dann nur noch eine zeitliche Konvergenz erster Ordnung O(δt) [171]. Aus
praktischer Sicht wird man jedoch immer eine Machzahl im Intervall 0.01 ≤Ma ≤ 0.1
bevorzugen, um die Simulationen in einer vertretbaren Zeit zum Ziel zu bringen. Da-
her wird sich der Kompressibilitätsfehler a) bei hinreichend aufgelösten Simulationen
nicht gänzlich vermeiden lassen.

2.6 Zeitintegration mit linearen
Mehrschrittverfahren

In Abschnitt 2.46 wurde die Integration der diskreten BGK-Boltzmann-Gleichung
entlang der Charakteristiken erläutert. Zur Integration des Kollisionsoperators in Gl.
(2.47) wird üblicherweise die Trapezregel verwendet. Allerdings sind auch andere Zei-
tintegrationsschemata denkbar, wodurch sich potenziell die Ordnung des zeitlichen
Fehlers oder die Stabilität der LBM verbessern lassen. Um den exakten Strömungs-
schritt von Gitterpunkt zu Gitterpunkt zu erhalten, eignen sich hierzu insbesondere
lineare Mehrschrittverfahren. In der Dissertation von Krämer [113] wurde gezeigt,
dass durch eine allgemeine Formulierung zur Redefinition der Verteilungsfunktionen
fi zu f̄i in Gl. (2.50), beliebige implizite Mehrschrittverfahren angewendet werden
können. Dazu ist es notwendig, die Verteilungsfunktionen vergangener Zeitschritte
zur Wiederverwendung in den darauf folgenden Schritten zu speichern.

Der sich so ergebende Fehler der LBM mit einem impliziten Mehrschrittverfahren
der Ordnung M beträgt folglich O(δ2x + δMt +Ma3 +Ma2) [113]. In der Arbeit von
Wilde et al. [219] wurden zwei Mehrschrittverfahren eingehend untersucht und mit
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der Trapezregel verglichen: Das Adams-Moulton-Verfahren dritter Ordnung (AM3)

f [+1] = f [0] −
1

τ0
(f [0] − f eq,[0]) +

1

τ−1
(f [−1] − f eq,[−1]) (2.59)

mit den Relaxationsparametern τ0 = 12
13

λ
δt
+ 5

13 and τ−1 = 12 λ
δt
+5 unter Berücksichtigung

der Schreibweise für vergangene Zeitschritte f [−Z] ∶= fi(x −Zδtξi, t −Zδt)

sowie die Backward-Differentiation-Formula zweiter Ordnung (BDF2)

f [+1] =
4

3
f [0] −

1

3
f [−1] −

1

τ0
(f [0] − f eq,[0]) +

1

τ−1
(f [−1] − f eq,[−1]) , (2.60)

mit den Relaxationsparametern τ0 =
9
8
λ
δt
+ 3

4 und τ−1 =
9
2
λ
δt
+ 3. BDF-Verfahren wer-

den für ihre außerordentliche Stabilität bei steifen Problemen geschätzt [46]. Beide
Vorschriften sind mit dem BGK-Kollisionsoperator aufgeführt, wohingegen sich eine
allgemeinere Formulierung in [113,219] findet.

Zur Quantifizierung des Fehlers dieser Verfahren in der LBM eignet sich der zweidi-
mensionale Taylor-Green-Wirbel, der über eine analytische Lösung verfügt. Die In-
itialbedingungen und zugleich die zeitabhängige Lösung des Testfalls auf dem Gebiet
S = [0,2π]2 lauten für die Geschwindigkeiten und den Druck

urefx (x, y, t) = +u0 sin(x) cos(y)exp(−2νt),

urefy (x, y, t) = −u0 cos(x) sin(y)exp(−2νt),

P ref(x, y, t) =
1

4
(cos(2x)+cos(2y))exp(−4νt).

Die Messung des Fehlers wurde dabei jeweils bei t = 1.832 durchgeführt und die In-
itialgeschwindigkeit beträgt u0 = 1. Der Abb. 2.3 kann man entnehmen, dass sowohl
die Trapezregel als auch BDF2 bei einer Machzahl von Ma = 0.1 den Fehler mit
zweiter Ordnung reduzieren, obgleich BDF2 einen um eine Größenordnung größeren
Fehler aufzuweisen hat. Im Vergleich dazu reduziert AM3 den Fehler bei steigender
Auflösung mit dritter Ordnung, zumindest bis die Fehlerschranke erreicht wird, die
unabhängig vom Zeitintegrationsverfahren auf die in Abschnitt 2.5 erläuterten Kom-
pressibilitätseffekte zurückzuführen ist. Reduziert man jedoch die Machzahl, so stellt
man fest, dass die Simulationen geringer Auflösung, d.h. bei geringen Viskositäten,
mit AM3 generell instabil sind [219].

Dieses Problem lässt sich systematisch mit einer linearen Stabilitätsanalyse der
Lattice-Boltzmann-Gleichung untersuchen, wie sie bspw. von Wolf-Gladrow durch-
geführt wurde [222]. Hierbei wird der Kollisionsoperator linearisiert und anschließend
einer Fourier-Transformation unterzogen; die genaue Beschreibung der Analyse fin-
det sich in [219]. Durch dieses Vorgehen lassen sich die Stabilitätsbereiche der Mehr-
schrittverfahren abschätzen und es zeigt sich wie in Abb. 2.4 dargestellt, dass das
AM3-Verfahren in Bezug auf die kinematische Viskosität ν einen deutlich geringeren
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Abbildung 2.3: Geschwindigkeitsfehler des zweidimensionalen Taylor-Green-Wirbels ver-
glichen mit der analytischen Lösung für drei verschiedene Zeitintegrations-
verfahren. Die Trapezregel entspricht der Standard-LBM. Die Machzahl
beträgt Ma = 0.1.

Stabilitätsbereich aufweist. Im Gegensatz dazu ist der Stabilitätsbereich von BDF2
gegenüber der Trapezregel bei kleinen Viskositäten deutlich erweitert. Nichtsdesto-
trotz kann keines der Zeitintegrationsverfahren die obere Schranke der Machzahl von
Ma ≈ 0.73 überschreiten. Diese obere Schranke findet man auch an anderer Stelle der
Literatur für die Standard-LBM mit Trapezregel [187].

Zusammengenommen decken sich die Beobachtungen mit den Erkenntnissen von
Dahlquist zu linearen Mehrschrittverfahren [48]: Erstens können A-stabile Mehr-
schrittverfahren höchstens zweiter Ordnung sein, d.h. für höhere Ordnungen ist die
Stabilität per se limitiert. Ein Verfahren gilt als A-stabil, wenn die numerische Lö-
sung der Testfunktion dy/dx = Ly für eine unendliche Anzahl an Schritten mit fester
Schrittweite gegen Null konvergiert. Hier ist L eine komplexe Zahl mit negativem Re-
alteil [47]. Zweitens besitzt die Trapezregel unter allen Mehrschrittverfahren zweiter
Ordnung den geringsten Fehler des Restglieds [48].

Insgesamt zeigt sich also, dass die Erhöhung der zeitlichen Ordnung in der LBM prin-
zipiell möglich ist, jedoch erweist sich die Trapezregel der Standard-LBM in vielerlei
Hinsicht als optimal: Sie konvergiert mit zweiter Ordnung in Bezug auf die Zeitschritt-
weite, hat einen großen Stabilitätsbereich und erfordert keine Speicherung vergange-
ner Zeitschritte. Aus diesen Überlegungen heraus wird in dieser Arbeit grundsätzlich
die Trapezregel als Zeitintegrationsverfahren verwendet.
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Abbildung 2.4: Stabilitätsgrenzen der drei Zeitintegrationsverfahren mit exaktem Strö-
mungsschritt. Die Werte der Trapezregel entsprechen der Standard-LBM.
Aus [219].

2.7 Alternative Kollisionsoperatoren
Die Lattice-Boltzmann-Gleichung wird normalerweise mit dem BGK-
Kollisionsoperator formuliert, allerdings existieren – zumindest für schwach
kompressible Strömungen – eine Vielzahl weiterer Ansätze, die hier kurz erläutert
werden. Ein zentraler Kritikpunkt des BGK-Kollisionsoperators ist die mangelhafte
Stabilität für kleine Relaxationsparameter τ bei Strömungen mit hoher Reynolds-
zahl Re [154]. Eine Möglichkeit zur Stabilisierung ist die Anpassung der lokalen
Viskosität anhand einer Entropiefunktion, was der prinzipiellen Vorgehensweise der
sogenannten entropischen LBM entspricht [9, 110].

Alternativ zum einheitlichen Relaxationsparameter des BGK-Kollisionsoperators
können allerdings auch die Momente mit unterschiedlichen Parametern relaxiert wer-
den, was zu einem Multi-Relaxation-Time-Kollisionsoperator (MRT) führt. Dazu wer-
den die Q Verteilungsfunktionen mittels der Transformationsmatrix M ∈ RQ×Q in Q
Momente überführt [197]

a(x, t) =Mf(x, t) bzw. aeq(x, t) =Mf eq
(x, t) (2.61)

und anschließend mit der Diagonalmatrix S relaxiert

a∗ = −S(a − aeq). (2.62)
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Dabei enthalten die Einträge von S die Relaxationsparameter [121]

S =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
τ0

0 . . . 0

0 1
τ1

. . . 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 . . . 1
τQ−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (2.63)

sodass jedem Moment ein individueller Relaxationsparameter zuteil wird. Die mit
den konservativen Größen Dichte und Impuls assoziierten Momente werden per De-
finition nicht relaxiert und bleiben während der Kollision erhalten. Außerdem wer-
den die Schermomente zweiter Ordnung aαβ, α ≠ β üblicherweise mit dem BGK-
Relaxationsparameter τBGK relaxiert, um die Physik auf Navier-Stokes-Ebene zu er-
halten. Im Gegensatz dazu können die verbleibenden Momente des Wärmeflussten-
sors Q = aαβγ und weitere Momente höherer Ordnung mit frei wählbaren Relaxati-
onsparametern relaxiert werden, wodurch sich potenziell sowohl Stabilität als auch
Genauigkeit verbessern lassen [188].

Nach dem Relaxationsschritt (2.63) werden die Momente durch Multiplikation von Gl.
2.61 mit M−1 von links wieder in die relaxierten Verteilungsfunktionen f∗ überführt

f∗(x, t) =M−1a∗(x, t). (2.64)

Die Lattice-Boltzmann-Gleichung mit MRT-Kollisionsoperator lautet somit

f(x + δtξi, t + δt) = f(x, t) −M
−1S(a(x, t) − aeq(x, t)) (2.65)

unter Berücksichtigung von Gl. (2.61).

Die Transformationsmatrix M lässt sich dabei auf zwei Wegen herleiten. Zum einen
kann eine orthogonale Matrix mittels Gram-Schmidt-Orthogonalisierung gewonnen
werden [126], zum anderen kann die Orthogonalität der Hermite-Polynome ausgenutzt
werden, sodass sich die Matrix direkt aus dem in Abschnitt 2.3.1 aufgezeigten Vor-
gehen ableitet [50]. Die Wahl der Relaxationsparameter des MRT-Kollisionsmodells
ist hierbei immer noch ein aktueller Gegenstand der Forschung [188]. Lätt und Cho-
pard schlugen bspw. vor alle höheren Momente während des Kollisionsschritt zum
Gleichgewicht hin zu relaxieren, was als regularisierte LBM bekannt wurde [129].

Dagegen schlugen Karlin et al. ein adaptives entropisches MRT-Modell vor, das lokal
die Entropie minimiert [109] und im Gegensatz zur regularisierten LBM zu einem
stabileren und gleichzeitig weniger dissipativen Schema führt [115]. Krämer et al.
konnten dabei eine starke Verwandtschaft der regularisierten LBM und der entro-
pischen MRT nachweisen [115]. Dabei wurde gezeigt, dass beide Methoden durch
die lokale Maximierung einer quadratischen Taylorexpansion einer Entropiefunktion
abgeleitet werden können. Während die entropische MRT um die lokale Gleichge-
wichtsverteilung in Bezug auf die lokale Strömungsgeschwindigkeit expandiert wird,
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wird bei der regularisierten LBM die Entropie um das globale Gleichgewicht mit u = 0
expandiert.

Neben der Relaxation der Momente existiert auch die Möglichkeit der Relaxation
der Kumulanten, wie durch Geier et al. vorgeschlagen [74]. Die Ableitung einer re-
gularisierten Nichtgleichgewichtsverteilung aus der Onsager-Reziprozitätsbeziehung
ist ein relativ neuer Ansatz, welcher für sich beansprucht, in besonderem Maße die
Effekte der Nichtgleichgewichtsthermodynamik zu berücksichtigen [106]. Ein weite-
rer innovativer Ansatz ergibt sich durch die Verbindung von neuronalen Netzen mit
dem Kollisionsoperator von Bedrunka et al. [13]. Dort werden die Relaxationspara-
meter der höheren Momente adaptiv durch ein neuronales Netz vorgegeben. Einige
Artikel der Literatur vergleichen die verschiedenen Kollisionsmodelle anhand stan-
dardisierter Testfälle, wie z.B. Hausmann et al. anhand einer abklingenden isotropen
Turbulenz [90] oder Gehrke et al. anhand einer schwach kompressiblen turbulenten
Kanalströmung [73].

Wie eingangs des Abschnitts erwähnt, liegt die Vielzahl der genannten Kollisionsmo-
delle aktuell nur für schwach kompressible Strömungen vor. Einerseits erhöht sich für
kompressible LBM meist auch die Anzahl der diskreten Geschwindigkeiten Q, sodass
die Matrix M überproportional stark wächst. Andererseits erhält der Wärmefluss-
tensor Q seine physikalisch begründete Bedeutung zurück, sodass erst Momente der
Ordnung vier und höher für frei wählbare Relaxationszeiten geeignet sind. Coreixas
et al. [44] und Mattila et al. [144] erprobten daher für einfache Testfälle eine rekursive
Regularisierung der höheren Momente für kompressible Strömungen und konnten so
die Stabilität des Verfahrens erhöhen.

Die in der vorliegenden Arbeit erzielten Ergebnisse wurden unter Verwendung des
BGK-Kollisionsoperators in Verbindung mit einem Quasi-Equilibriumsansatz nach
Ansumali et al. erzielt [5], um die Prandtlzahl nach Wunsch einstellen zu können.
Für weiterführende Arbeiten bietet sich allerdings die Entwicklung von speziellen
Kollisionsmodellen für kompressible LBM an, um den Stabilitätsbereich des Verfah-
rens zu vergrößern.

2.8 Vor- und Nachteile der klassischen
Lattice-Boltzmann-Methode

Die klassische LBM hat sich in den letzten Jahrzehnten zu einer etablierten Me-
thode der numerischen Strömungssimulation entwickelt. Als ein wesentlicher Vorteil
der Methode ist dabei die Lokalität des nichtlinearen Kollisionsoperators zu nennen,
während der Strömungsschritt linear ist und als einfache Verschiebeoperation der Ver-
teilungsfunktionswerte zu den Nachbarknoten realisiert werden kann. Dies macht die
Methode attraktiv für die Nutzung von GPUs, da auf die Berechnung von Gradienten
meist verzichtet werden kann und die relativ teuren Operationen zur Berechnung der
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Gleichgewichtsverteilung lokal an den jeweiligen Gitterpunkten ablaufen.

Leider unterliegt das Verfahren in seiner ursprünglichen Form einer Reihe metho-
denbedingter Nachteile. Die Konvergenz der LBM ist generell auf zweite Ordnung in
Raum und Zeit beschränkt, was auf die Integration der Verteilungsfunktionen ent-
lang der Charakteristiken mittels Trapezregel und die punktweise Darstellung der
Verteilungen zurückzuführen ist [114]. Zudem ist die ursprüngliche LBM an die Ver-
wendung kartesischer Gitter gebunden, die in alle Raumrichtungen dieselben Gitter-
abstände aufweisen müssen. Die Entwicklung von Rechteckgittern in der LBM ist
dabei Gegenstand der Forschung [92, 177]. Dieses Vorhaben wird jedoch dadurch er-
schwert, dass die gängigen Geschwindigkeitssätze wie D2Q9 und D3Q27, wie in den
vorherigen Abschnitten diskutiert, aus der Gaußschen Produktregel der Geschwin-
digkeitsdiskretisierung resultieren. Eine asymmetrische Verzerrung der Stützstellen
führt somit dazu, dass die Ordnung der Quadratur nicht mehr erreicht wird. Zum
Beispiel lässt das Modell von Zhou diesen Zusammenhang unberücksichtigt [232],
weshalb das Modell Fehler im Spannungstensor aufweist, die vom Seitenverhältnis
des Rechteckgitters abhängen. Dadurch werden die Navier-Stokes-Gleichungen durch
dieses LBM-Modell nicht genau genug approximiert [33]. Ein gegenwärtiger Trend in
der Forschung ist daher, diese Fehler des Spannungstensors im Modell zu berechnen
und während der Simulation zu korrigieren [177]. Hierfür muss jedoch die Lokali-
tät des Kollisionsschrittes aufgegeben werden, da die Korrekturterme durch Gradi-
enten mittels Finite-Differenzen-Methode berechnet werden. Ein anderer etablierter
Lösungsansatz sind außerdem Methoden der Gitterverfeinerung, bei denen Gebie-
te gröberer Gitterabstände mit Gebieten feinerer Auflösung nebeneinander simuliert
und auf geeignete Art und Weise gekoppelt werden [28,54,125]. Insbesondere die Re-
konstruktion der Verteilungsfunktion auf dem jeweils kleineren Gitter ist die zentrale
Herausforderung dieses Lösungsansatzes.

Ein weiterer Nachteil der LBM stellt außerdem die Beschränkung der Methode auf
kleine Machzahlen dar, was auf zwei Ursachen zurückgeführt werden kann: Für die
Approximation der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen mit einem kompres-
siblen Löser – wie der LBM – ist es notwendig, dass die Machzahl möglichst klein
gewählt wird, um Kompressibilitätseffekte zu minimieren. In der Literatur findet
man häufig den Grenzwert von Ma < 0.3 für schwach kompressible Simulationen,
allerdings trifft man diesen Wert in Simulationen mit der LBM praktisch nie an.
Grund hierfür ist, dass der – vom Kompressibilitätsfehler unabhängige – Fehler der
Geschwindigkeitsdiskretisierung mit O(Ma3) ansteigt. Dennoch sorgt eine zu hohe
Machzahl dafür, dass insbesondere turbulente Simulationen instabil werden können,
weswegen die Literatur empfiehlt, die Machzahl kleiner als Ma < 0.1 zu halten [121].
Da die Zeitschrittweite der LBM indes von der Machzahl abhängt, wird die ohnehin
kleine Zeitschrittweite transienter Simulationen hierdurch zusätzlich verringert. Sieht
man von der Änderung der Machzahl oder der Gittergröße ab, so bietet die LBM
durch ihre Kopplung von Zeit- und Ortsdiskretisierung keine weitere Möglichkeit, die
Zeitschrittweite zu ändern.
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Ein naheliegendes Mittel zum Durchbrechen viele dieser Einschränkungen ist eine al-
ternative Diskretisierung des Advektionsschritts. Lattice-Boltzmann-Methoden, wel-
che ohne die exakte knotenweise Advektion auskommen bzw. auskommen müssen,
werden Off-Lattice-Boltzmann-Methoden genannt. Dieser Sammelbegriff schließt ei-
nerseits Eulersche Zeitintegrationsverfahren mit ein, wie Finite-Volumen- [160, 208],
Finite-Elemente- [55, 135] oder Finite-Differenzen-LBM [57, 93], andererseits kann
auch die Lagrangesche Zeitintegration entlang der Charakteristiken weiter verfolgt
werden. Im letzteren Fall kommt häufig eine Interpolation zum Einsatz, wobei sich
aus der Menge der interpolationsbasierten LBM die Semi-Lagrangesche Lattice-
Boltzmann-Methode (SLLBM) als eine ausgereifte Variante etabliert hat [52,114,116].
Die in der vorliegenden Arbeit entwickelte SLLBM für kompressible Strömungen ist
Thema des nächsten Kapitels.
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3 Semi-Lagrangesche
Lattice-Boltzmann-Methode für
kompressible Strömungen

“I am, and ever will be, a ‘white socks’, ‘pocket protector’, nerdy engineer, born
under the second law of thermodynamics, steeped in steam tables, in love with

free-body diagrams, transformed by Laplace and propelled by compressible flow.”

– Neil Armstrong

Das vorherige Kapitel befasste sich mit den Grundlagen der Lattice-Boltzmann-
Gleichung, welche ebenso die Basis für das kompressible Modell dieser Arbeit bilden.
Nach einem Überblick der kompressiblen Modelle der Navier-Stokes-Gleichungen wird
in diesem Kapitel die Entwicklung der bisher vorgeschlagenen kompressiblen LBM
erläutert und eine Kategorisierung unternommen. Anschließend folgt die Erläute-
rung der Semi-Lagrangeschen Lattice-Boltzmann-Methode sowie die Erweiterung der
Methode auf kompressible Strömungen. Zum Abschluss des Kapitels werden einige
grundlegende Randbedingungen erläutert.

3.1 Kompressible Löser auf Basis der
Navier-Stokes-Gleichungen

Ein verbreitetes Verfahren zur Diskretisierung der kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen sind die kompakten Finite-Differenzen-Schemata hoher Ordnung von
Lele [133], sowie die Upwind-Finite-Differenzen von Adams und Shariff [1]. Upwind-
Diskretisierungen dämpfen zwar inhärent die größten aufgelösten Wellenzahlen und
tragen ihrerseits zur Stabilisierung der Simulationen bei [163], allerdings werden
Upwind-Schemata für die hohe numerische Dissipation kritisiert [159]. Nichtsdes-
totrotz wurden mit diesen Verfahren beispielsweise erfolgreich Simulationen hoher
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Machzahlen mit Kompressiblitätseffekten, wie z.B. turbulenten Kanalsimulationen,
durchgeführt [63]. Hingegen sind zentrale Finite-Differenzen-Schemata anfällig für
Instabilitäten bei Stößen innerhalb der Simulation [163], wie sie beispielsweise bei
der supersonischen Umströmung von Objekten auftreten (s. Abschnitt 5.3.3). In die-
sem Fall bedarf es zusätzlicher Strategien, um die stoßbehaftete Simulationen zu
stabilisieren, ohne jedoch die turbulenten Strukturen numerisch zu dämpfen [105].

Grundsätzlich werden bei stoßbehafteten Strömungen zwei verschiedene Ansätze un-
terschieden: Shock Fitting und Shock Capturing. Bei ersterem wird der Verlauf des
Stoßes in der Simulation verfolgt, sodass der Stoß selbst eine Randbedingung in-
nerhalb der Simulationsdomäne darstellt. Die Werte beiderseits des Stoßes werden
dann durch die Rankine-Hugoniot-Stoßbedingungen ermittelt und als Randwerte der
Simulationsdomänen auf beiden Seiten des Stoßes vorgegeben [231].

Beim Shock Capturing hingegen ist der Stoß selbst Teil der Simulation, allerdings
stellt der steile Gradient der makroskopischen Größen die Löser vor Probleme. Dies
gilt vor allem, wenn der Stoß als scharfe Diskontinuität in Erscheinung tritt. Die Ein-
führung künstlicher Viskosität (engl. Artificial Viscosity) ist daher eine der Möglich-
keiten zur Verschmierung des Stoßes über mehrere Gitterpunkte hinweg [24]. Diese
Technik wird meist mit einem Stoßsensor kombiniert, um die Viskosität räumlich
begrenzt in der Nähe der Stöße einzubringen. Ansätze dieser Art werden für ihre
starken Diffusionseffekte kritisiert, insbesondere wenn Turbulenz und Stöße gleicher-
maßen auftreten [105]. Ein Vorschlag von Cook zielte daher darauf ab, nur die hohen
Wellenzahlen der Simulation durch die Einführung von geeigneten Diffusionstermen
zu dämpfen [38]. Eine andere Möglichkeit, dies zu erreichen, sind Filteroperationen
der makroskopischen Größen, wie sie beispielsweise von Mathew et al. untersucht
wurden [143].

Eine weitere, sehr verbreitete Option sind die WENO-Verfahren (Weighted-
Essentially-Nonoscillatory), die eine Kombination gewichteter Finite-Differenzen-
Schablonen niedrigerer Ordnung in der Simulation verwenden und so die Oszilla-
tionen nahe der Stöße reduzieren, während die hohe Ordnung der Lösung in den
glatten Regionen erhalten bleibt [138,185]. Die verschiedenen WENO-Verfahren wur-
den in einer Reihe von Arbeiten untersucht und verglichen, z.B. mit kompressiblen
Taylor-Green-Wirbeln von Lusher und Sandham [142] oder mit homogener kompres-
sibler Turbulenz von Brehm et al. [22]. Darüber hinaus wurden in den letzten Jah-
ren kompressible Strömungen mit und ohne Stöße mehrfach durch WENO-Finite-
Differenzen-Methoden oder Variationen untersucht, darunter turbulente, supersoni-
sche Kanalsimulationen [87, 227, 230], turbulente Freistrahlsimulationen [137] oder
Anströmungen dreidimensionaler Kugeln [152]. Neben Unterschieden in Bezug auf
die Genauigkeit der verschiedenen WENO-Schemata, ist der hohe Aufwand zur wie-
derkehrenden Wertermittlung der verschiedenen Finite-Differenzen-Schablonen der
größte Kritikpunkt dieser Verfahren.

Im Jahr 2011 stellte Pirozzolli in seinem Review zu kompressiblen CFD-Simulationen
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fest, dass unstrukturierte Gitter bei supersonischen, turbulenten Simulationen bis-
her noch eher die Ausnahme sind [163]. Seither haben sich Finite-Volumen-
oder Discontinuous-Galerkin-Verfahren hoher Ordnung als Alternativen zu Finite-
Differenzen-Lösern zur Simulation kompressibler Strömungen entwickelt. Als Bei-
spiel ist eine Finite-Volumen-Methode hoher Ordnung von Liu et al. zu nennen
[139]. Hiermit wurden ein zweidimensionales trans- und supersonisches NACA0012-
Tragflächenprofil berechnet wie auch eine Stoß-Grenzschicht-Wechselwirkung. Be-
kannte, frei verfügbare Löser sind der Discontinuous-Galerkin-Löser SU2 zur Berech-
nung transsonischer Strömungen [36], sowie der Löser Nektar++. Die Erweiterung
dieses Lösers von Yan et al. nutzt implizite Zeitintegrationsverfahren, um die Zeit-
schrittrestriktion expliziter Zeitintegrationsverfahren bei kleinen Zellgrößen zu um-
gehen [225]. Außerdem existiert mit PyFR ein Code auf Basis der Methode der Flux
Reconstruction [102], welche eine Abwandlung der Discontinuous-Galerkin-Verfahren
darstellt und kürzlich beispielsweise zur Berechnung einer transsonischen, dreidimen-
sionalen Turbinenschaufel eingesetzt wurde [104].

Zusammengenommen stellen die bei transsonischen und supersonischen Strömungen
häufig auftretenden Diskontinuitäten große Herausforderungen für Löser (hoher Ord-
nung) der Navier-Stokes-Gleichungen dar. Dabei ist der Stand der Technik dieser
Methoden nicht ganz so weit entwickelt wie Methoden für inkompressible und tur-
bulente Strömungen, allerdings ist die Anzahl der Arbeiten weit geringer. Als eine
Alternative zu den genannten Methoden, die auf den Navier-Stokes-Gleichung basie-
ren, entwickelten sich in den letzten Jahren außerdem kompressible LBM auf Basis
der Boltzmann-Gleichung, die im kommenden Abschnitt verglichen und kategorisiert
werden.

3.2 Stand der Technik kompressibler
Lattice-Boltzmann-Methoden

Obwohl die LBM Dichteschwankungen zur Berechnung des lokalen Drucks verwendet,
ist die Methode in ihrer Standarddiskretisierung nicht in der Lage, stark kompressible
und supersonische Strömungen zu berechnen. Bei näherem Blick auf die geschickte
Diskretisierung der Boltzmann-Gleichung wird klar, dass vor allem der in Abschnitt
2.5 erläuterte Fehler der Ordnung O(Ma3) hohe Machzahlen verhindert, weshalb
Modifikationen der LBM zur Simulation kompressibler Simulationen notwendig sind.

Während die LBM-Modelle für schwach kompressible Strömungen insgesamt ver-
gleichsweise homogen sind und sich meist nur bzgl. der Wahl des Kollisionsopera-
tors oder der Randbedingungen unterscheiden, so gibt es für kompressible LBM viele
Ansatzpunkte möglicher Modifikationen. Dies hat zur Folge, dass sich bisher kein
klares Standardmodell für kompressible Strömungen herausgebildet hat [64]. Mögli-
che Ansatzpunkte von Modifikationen sind der Advektionsschritt, die Geschwindig-
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Abbildung 3.1: Übersicht der verschiedenen Kategorien kompressibler LBM.
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keitsdiskretisierung, der Weg zur Berechnung der thermischen Energie oder die Dis-
kretisierung der Gleichgewichtsfunktion. Dies erklärt die Vielzahl der verschiedenen
LBM-Modelle für kompressible Strömungen.

Abb. 3.1 zeigt eine mögliche Kategorisierung der kompressiblen LBM-Modelle hin-
sichtlich des Strömungsschritts. Aufgrund der großen Unterschiede in der Implemen-
tierung werden zunächst Modelle mit exaktem Strömungsschritt – also die On-Lattice-
Boltzmann-Methoden – von den Off-Lattice-Boltzmann-Methoden unterscheiden.
Letztere nutzen für den Strömungsschritt entweder Eulersche Zeitintegrationsverfah-
ren oder sie integrieren ebenso wie die Standard-LBM im Sinne einer Lagrangeschen
Zeitintegration entlang der Charakteristiken und nutzen dann eine Form der Inter-
polation der Verteilungsfunktionswerte.

Als Pionierarbeit für kompressible Strömungen gilt ein On-Lattice-Boltzmann-Modell
mit variabler Schallgeschwindigkeit von Alexander et al. [2], welches jedoch aufgrund
der einfachen D2Q7-Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums auf isothermale Strö-
mungungen beschränkt blieb. In der Folge wurden weitere Modelle vorgeschlagen, die
meist der Approximation der Euler-Gleichungen dienten, wie z.B. das D2Q17-Modell
von Guangwu et al. [79]. Generell gilt für die ersten kompressiblen LBM-Modelle,
dass sie oft über eine Vielzahl von numerisch motivierten, einstellbaren Parame-
tern verfügten, weil man die Gleichgewichtsfunktion so gestaltete, dass sich bei einer
Chapman-Enskog-Entwicklung die gewünschte Zielfunktionen, d.h. die kompressiblen
Euler- oder Navier-Stokes-Gleichungen, ergaben.

Finite-Differenzen-LBM

Als Alternative zur starren Kopplung der On-Lattice-Boltzmann-Methoden in Bezug
auf die Diskretisierungen von Zeit, Raum und des Geschwindigkeitsraum, wurden
Off-Lattice-Boltzmann-Methoden von Beginn an als Alternative herangezogen, hier-
unter die Finite-Differenzen-Methode. Modelle dieser Kategorie sind die Arbeiten von
Shi et al. [183] und Kataoka und Tsutahara [111]. Diese Modelle verfügen über frei
einstellbare Parameter, deren Wahl entscheidend für stabile Simulationen sind [183].
Pan et al. zeigten außerdem, dass das Finite-Differenzen-Modell von Kataoka und
Tsutahara [111] für Machzahlen über Ma > 1 instabil ist [158]. Die Autoren schlugen
daher vor, einen zusätzlichen Dissipationsterm einzuführen, der den Stabilitätsbe-
reich bis Ma ≈ 30 erweiterte. Eine weitere Verbesserung des Modells wurde durch
Watari und Tsutahara eingeführt [216], die erkannten, dass eine hohe Isotropie der
diskreten Geschwindigkeitssätze auch zu höherer Stabilität der Simulationen beiträgt.
Watari führte später auch ein erstes dreidimensionales Finite-Differenzen-Modell zur
Approximation der Euler-Gleichungen ein [215]. Die Stabilität des Finite-Differenzen-
Modells konnten Esfahanian und Ghadyani ebenso durch Einführung eines Stoßsen-
sors verbessern [56].
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Finite-Volumen-LBM

Abgesehen von den genannten Finite-Differenzen-Modellen existieren im Feld der
Verfahren mit Eulerscher Zeitintegration einige kompressible Finite-Volumen-Modelle
[61,168,170]. Der bekannteste Vertreter dieser Kategorie ist das Discrete-Unified-Gas-
Kinetic-Scheme (DUGKS) [83,84,212]. Hierbei handelt es sich einerseits um eine Wei-
terentwicklung der Gas-Kinetic-Schemes (GKS) [23, 196, 224], welche den Geschwin-
digkeitsraum der Boltzmann-Gleichung kontinuierlich lösen und keine Diskretisierung
vornehmen, sowie andererseits der Unified-Gas-Kinetic-Schemes (UGKS) [223], wel-
che zusätzlich eine Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums vornehmen. Insgesamt
gibt es bei DUGKS somit eine starke Verwandtschaft mit der DVM (vgl. Abschnitt
2.2) zur Berechnung verdünnter Gase, allerdings lässt sich DUGKS ebenso den Finite-
Volumen-LBM zuordnen, da sie den Kollisionsoperator ähnlich wie in Abschnitt 2.3.3
mit einer Trapezregel inkl. Redefinition der Verteilungsfunktionen lösen.

Für schwach kompressible Strömungen konnten mit der DUGKS auch Simulationen
von Kanalströmungen und des dreidimensionalen Taylor-Green-Wirbels nachgewiesen
werden [16]. Mithilfe der Hermite-Projektion von Shan et al. [181, 182] konnte die
DUGKS mit einem D3Q77 Geschwindigkeitssatz vor kurzem auch auf kompressible
dreidimensionale Strömungen erweitert werden [30, 217]. Somit ist die DUGKS eine
aktuelle, relevante Off-Lattice-Boltzmann-Methode mit Eulerscher Zeitintegration,
allerdings ist sie aufgrund der räumlichen Diskretisierung zweiter Ordnung relativ
dissipativ [113].

Diskretisierungen der Gleichgewichtsfunktion

Neben den in Abb. 3.1 aufgezeigten Unterschieden in Bezug auf die Diskretisierung
des Strömungsschritts gibt es – kategorieübergreifend – verschiedene Ansätze be-
züglich der verwendeten Gleichgewichtsfunktion. In der Anfangszeit der LBM war
zunächst unklar, wie genau die polynomielle Entwicklung des Gleichgewichts und
die Geschwindigkeitsdiskretisierung in Zusammenhang standen, so dass nahezu jede
Arbeit neue Ansätze der Gleichgewichtsfunktion vorschlug.

Hier konnten die Arbeiten von Shan et al. [181, 182] und Philippi et al. [162] einen
Beitrag zu diesem Thema leisten, da die Autoren eine konsistente Herleitung der LBM
aus der Boltzmann-Gleichung aufzeigten und über eine Abbildung der Boltzmann-
Gleichung auf Hermite-Polynome auch diskrete Gleichgewichtsverteilungen hoher
Ordnung ermöglichten. Die polynomielle Entwicklung des Gleichgewichts wurde in der
Folge beispielsweise von Surmas et al. [203] genutzt, um einfache kompressible Pro-
bleme in zwei Dimensionen mittels einer weiterentwickelten Finite-Differenzen-LBM
zu berechnen. Neben der polynomiellen Entwicklung entwickelten sich noch weitere
Richtungen für die Gleichgewichtsfunktion. Dazu gehören numerische Approxima-
tionen der Maxwell-Boltzmann-Verteilung, bei welchen die diskrete Gleichgewichts-
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funktion mittels Lagrange-Multiplikatoren ermittelt wird, sodass alle konservativen
Momente erhalten bleiben und gleichzeitig das H-Kriterium minimiert wird [6, 10].
Eine mögliche Darstellungsform der numerischen Gleichgewichtsfunktion ist [130]

f eq
i = ρ exp [−(1 + ∑

p,q,r

Λpqrξ
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x ξ

q
y ξ
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z)] , (3.1)

wobei Λpqr die Lagrange-Multiplikatoren bezeichnet und die Nebenbedingungen

Q−1

∑
i=0

f eq
i ξ

p
x ξ

q
y ξ

r
z −M

MB
pqr = 0, H =

Q−1

∑
i=0

fi [ln(
fi
ρ
)] (3.2)

erfüllt werden müssen. In diesem Zusammenhang definiert MMB
pqr die unmittelbar aus

der Maxwell-Boltzmann-Verteilung errechneten Momente. Unterschiede zwischen den
Modellen existieren ferner in der Anzahl der zu optimierenden Momente, wobei zu-
mindest die konservativen Größen Dichte, Impuls und Energie in die Ermittlung des
Gleichgewichts mit einfließen. Frapolli et al. konnten außerdem zeigen, dass die Anzahl
der diskreten Geschwindigkeiten reduziert werden kann, sofern ausreichend weitere
Momente bei der Berechnung des numerischen Gleichgewichts berücksichtigt wer-
den [65].

Eine letzte weniger verbreitete Methode ist die Ersetzung der Maxwell-Boltzmann-
Verteilung durch eine Kreisfunktion (engl. circular function) [82]. Während die Ge-
schwindigkeitssätze auch bei dieser Methode fixiert sind, wird die Gleichgewichts-
funktion abhängig von der lokalen Fluidgeschwindigkeit mithilfe einer Kreisfunktion
berechnet, sodass die Nebenbedingungen der Masse-, Impuls- und Energieerhaltung
erfüllt sind. Anschließend wird die so ermittelte kontinuierliche Kreisfunktion in Be-
zug auf die diskreten Geschwindigkeiten interpoliert [134].

Ansätze reiner On-Lattice-Boltzmann-Methoden

Neben den genannten Off-Lattice-Methoden gab es auch einige Ansätze mit dem ex-
aktem Strömungsschritt der On-Lattice-Boltzmann-Methoden. Palmer und Rector
nutzten hierzu eine zweite Verteilungsfunktion zur Repräsentation der Energie, die
dann mit der ersten Verteilungsfunktion mittels Kraftterm gekoppelt wurde. Dies hat
den Nachteil, dass die Erwärmung des Fluids durch Reibung vernachlässigt wurde.
Dies ist ein strukturelles Problem von LBM mit separaten Verteilungsfunktionen, wel-
che die gesamte Energie auf der zweiten Verteilungsfunktion abbilden. Diese Modelle
eignen sich daher meist nur für schwach kompressible Strömungen.

Bei den später erschienenen On-Lattice-Boltzmann-Modellen von Frapolli et al. wur-
de die Energie der translatorischen Freiheitsgrade des Fluids dagegen durch die erste
Verteilungsfunktion wiedergegeben. Diese Arbeiten waren wegweisend für die weitere
Entwicklung der LBM für kompressible Strömungen [64,66,67]. Im Gegensatz zu frü-
heren Arbeiten kamen bei Frapolli et al. Geschwindigkeitssätze hoher Ordnung mit
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äquidistanten Stützstellen und mit bis zu 343 diskreten Geschwindigkeiten in drei
Dimensionen zum Einsatz, womit das Modell u.a. durch die Simulation einer drei-
dimensionalen isotropen Turbulenz und die Anströmung einer Onera M6-Tragfläche
validiert wurde. Außerdem zeichnet sich das Modell durch die exakte knotenweise Ad-
vektion aus, die jedoch verhindert, dass die Zeitschrittweite angepasst werden kann.

Eine Möglichkeit, um die Effizienz der On-Lattice-Boltzmann-Modelle zu verbessern,
ist die Reduktion der diskreten Geschwindigkeiten. Werden On-Lattice-Boltzmann-
Methoden jedoch mit Geschwindigkeitssätzen niedrigen Grades kombiniert, wie z.B.
mit D2Q9, so treten Fehler in den Stress- und Wärmeleitungstensoren auf, wie in Ab-
schnitt 2.3.2 diskutiert. Ein anderer Ansatz ist daher, lokale Fehlerkorrekturverfahren
einzusetzen, wie z.B. in [165, 166] und zuletzt durch Saadat et al. auch als Erweite-
rung für dreidimensionale Strömungen vorgeschlagen [176, 177]. Zur Ermittlung der
Fehlerterme werden dabei häufig nichtlokale Finite-Differenzen-Schemata eingesetzt.

Adaptive Geschwindigkeitsdiskretisierungen

Der Betrag der Fehler in den Einträgen der Spannungs- und Wärmeleitungstensoren
ist von der lokalen Strömungsgeschwindigkeit abhängig. Allerdings kann dieser Feh-
ler reduziert werden, wenn sich die Bezugsgeschwindigkeit der Maxwell-Boltzmann-
Verteilung an der lokalen oder mittleren Strömungsgeschwindigkeit orientiert. Des-
halb wurde von Frapolli et al. ein Ansatz entwickelt, um verschobene Geschwindig-
keitssätze einzusetzen, bei denen die Bezugsgeschwindigkeit einen ganzzahligen Wert
annimmt [68]. Auf diese Weise kann die Ausgangsgeschwindigkeit der Geschwindig-
keitssätze um einen oder mehrere Knotenpunkte verschoben werden, was zur Stabi-
lität der Methode beiträgt [99]. Dies ist jedoch nur dann möglich, wenn eine klare
Vorzugsgeschwindigkeit vorherrscht, wie dies bei der Anströmung von Objekten der
Fall ist.

Andere Strömungen, bei denen hohe Machzahlen in alle Raumrichtungen auftreten,
erfordern dynamische Ansätze, wie sie von Sun [199–201], Dorschner et al. [53] und
Coreixas und Lätt [43] vorgeschlagen wurden, welche dafür allerdings den Rechenauf-
wand erhöhen. Die von Dorschner et al. eingeführte Methode der Particles-on-Demand
(PonD) reizen dieses Prinzip maximal aus, indem sie die den Bezugsrahmen für jeden
Zeit- und Gitterpunkt anhand der lokalen Strömungsgeschwindigkeit und -temperatur
neu ermittelt und die Geschwindigkeitssätze entsprechend anpasst. Auf diese Weise
werden die Machzahlabhängigen Fehler der LBM eliminiert, allerdings ist eine fort-
währende, rechenintensive Umrechnung der Bezugsrahmen notwendig. Dieser Ansatz
wurde ebenso in einer Vielzahl von Arbeiten untersucht, wie [229,233,234] und stellt
eine vielversprechende Möglichkeit dar, um die LBM auf extrem hohe Machzahlen zu
erweitern.
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Hybride LBM

Einen Sonderfall unter den kompressiblen LBM stellen hybride Ansätze dar. Hierbei
wird die Massen- und Impulsgleichung weiterhin durch einen On-Lattice-Boltzmann-
Ansatz gelöst, während die thermische Energie direkt über die Energieerhaltungs-
gleichung bzw. die Entropiegleichung gelöst wird, wozu meist Finite-Differenzen-
Schemata zum Einsatz kommen [156]. Eine Eigenart dieser Modelle ist, dass die
Schallgeschwindigkeit über die Referenztemperatur des Systems reduziert werden
kann, wodurch die Zeitschrittweite gesenkt werden und die Stabilität in gewissen
Grenzen erhöht werden kann [172]. Dies ist bei kompressiblen On-Lattice-Boltzmann-
Methoden regelmäßig nicht möglich.

Das hybride LBM-Modell von Nie mit einem D3Q39-Geschwindigkeitssatz mit N = 7
[156] wird auch im kommerziellen LBM-Softwarepaket PowerFlow zur Lösung kom-
pressibler Strömungen genutzt [42, 59]. Darüber hinaus existieren Weiterentwicklun-
gen hybrider LBM mit D3Q19-Geschwindigkeitssätzen und entsprechenden Korrek-
turtermen [32, 60, 80, 81]. Die hybriden LBM sind aufgrund des geringen Rechenauf-
wands für Machzahlen bis Ma ≤ 2.0 ein kompetitiver Ansatz zur Simulation kom-
pressibler Strömungen. Sie sind jedoch, ähnlich wie die Standard-LBM, auf zweite
Ordnung in Raum und Zeit und kartesische Gitter beschränkt, obgleich es Metho-
den der Gitterverfeinerung gibt [60]. Darüber hinaus ist die direkte Ableitung der
Methode aus der Boltzmann-Gleichung gebrochen, da die Energiegleichung separat
gelöst wird [80]. Eine Erweiterung auf verdünnte Strömungen ist daher vermutlich
mit diesem Ansatz nicht möglich.

Interpolationsbasierte Ansätze

Die im nachfolgenden Abschnitt erläuterte Semi-Lagrangesche LBM gehört zu den in-
terpolationsbasierten Ansätzen, die in Anlehnung an die Standard-LBM eine Lagran-
gesche Zeitintegration aufweisen. Da interpolationsbasierte Ansätze in der Anfangs-
zeit der LBM relativ stark kritisiert wurden [126], fanden sich in der Folge nur wenig
interpolationsbasierte Modelle für kompressible oder thermale Strömungen, darunter
ein Modell von Vahala et al. [209] zur Berechnung von thermalen Strömungen. Eine
wesentliche Schwachstelle der ersten interpolationsbasierten LBM-Modelle war die
relativ schlichte Vorgehensweise bei der Interpolation, bei der nur wenig umliegende
Stützstellen zur Interpolation eingesetzt wurden [169] und die Interpolation zumeist
nur zweite Ordnung aufwies. Die Semi-Lagrangesche Lattice-Boltzmann-Methode ist
somit eine klare Verbesserung, welche im nächsten Abschnitt eingehend erläutert
wird.
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3.3 Semi-Lagrangesche
Lattice-Boltzmann-Methode

Die Semi-Lagrangesche Lattice-Boltzmann-Methode (SLLBM) wurde von Krämer et
al. [114] als grundlegende Erweiterung des regulären LBM-Advektionsschritts einge-
führt und in weiterführenden Arbeiten von Krämer et al. [113,116], Di Ilio et al. [52]
und Wilde et al. [218,220] eingehend untersucht.

Die Grundidee ist, dass der exakten Strömungsschritt der Standard-LBM durch einen
Semi-Lagrangeschen Strömungsschritt mit Interpolation ersetzt wird. Dazu wird das
Simulationsgebiet in NΞ Zellen unterteilt. Jede Zelle Ξ besitzt eine definierte Anzahl
Nj an Stützstellen xj und jeder der Stützstellen verfügt über Q Verteilungsfunkti-
onswerte f̂iΞj.

Mittels der Stützstellen wird eine polynomielle Basis mit den Ansatzfunktionen
ψΞj(x) definiert, sodass jeder beliebige Punkt innerhalb einer Zelle Ξ rekonstruiert
werden kann

fi(x, t) =
Nj

∑
j=1
f̂iΞj(t)ψΞj(x). (3.3)

Als Ansatzfunktionen werden in dieser Arbeit grundsätzlich Lagrange-Polynome ver-
wendet.

Nun gilt es, die zu interpolierenden Punkte zu ermitteln, um den Strömungsschritt
durchführen zu können. Eine schematische Darstellung hierzu ist in Abb. 3.2 zu fin-
den. Wie in Abschnitt 2.3.3 erläutert, erfolgt die Propagation der Verteilungsfunkti-
onswerte entlang der Charakteristiken ξi. Ausgehend von jeder Stützstelle xj folgt
die SLLBM daher jeder einzelnen der Q Charakteristiken der Lattice-Boltzmann-
Gleichung rückwärts in der Zeit, um den zugehörigen Departure-Point (DP) xj − δtξi
zu finden. Der DP befindet sich dabei in Zelle Ξ′, die identisch zur Zelle Ξ der Stütz-
stelle sein kann, es kann sich jedoch auch um eine benachbarte oder weiter entfernte
Zelle handeln. Eine technische Umsetzung zur Ermittlung des Departure-Points wird
in [116] beschrieben.

Im eigentlichen Strömungsschritt wird der interpolierte Verteilungsfunktionswert
dann der ursprünglichen Stützstelle zugewiesen, der als Arrival-Point (AP) xAP be-
zeichnet wird

f̂iΞj(xAP, t) = fi(xAP − δtξi, t − δt) =
Nj

∑
j=1
f̂iΞ′j(t)ψΞ′j(xAP − δtξi). (3.4)

Im Endeffekt lässt sich der Strömungsschritt als eine dünnbesetzte Matrix-Vektor-
Multiplikation pro diskreter Geschwindigkeit i ∈ {0,1, . . . ,Q − 1} ausdrücken

f i =Ψif
pc
i . (3.5)
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung zur Ermittlung des Departure-Points (DP) aus-
gehend vom Arrival-Point (AP), der gleichzeitig Stützstelle in der jewei-
ligen Zelle ist. Die Charakteristiken werden über die Zellgrenzen hinweg
verfolgt bis die Strecke ∣δtξi∣ zurückgelegt ist.

wobei fpc
i die Verteilungsfunktion nach Ausführung des Kollisionsoperators Ωi meint.

Der Kollisionsschritt wird auf den Stützstellen mit den dort vorliegenden Verteilungs-
funktionswerten durchgeführt. Insgesamt ergibt sich dadurch eine leicht abgewandelte
Variante von Gleichung (2.51) als SLLBM-Gleichung mit BGK-Kollisionsoperator

fi(x, t) = fi(x − δtξi, t − δt) −
1

τ
[fi(x − δtξi, t − δt) − f

eq
i (x − δtξi, t − δt)] . (3.6)

Der Semi-Lagrangesche Strömungsschritt entkoppelt Orts-, Zeit- und Geschwindig-
keitsdiskretisierung der Lattice-Boltzmann-Methode. Wird die SLLBM mit den eta-
blierten Geschwindigkeitssätze D2Q9, D3Q19 oder D3Q27 aus Abschnitt 2.3.2 in
Verbindung mit unverzerrten kartesischen Gittern und δt = 1 verwendet, dann wird
als Spezialfall der ursprüngliche Algorithmus der Lattice-Boltzmann-Gleichung mit
exakter knotenweiser Advektion zurückgewonnen. Wird jedoch eine abweichende Dis-
kretisierung des Geschwindigkeitsraums vorgenommen oder allgemein im Fall δt ≠ 1,
so liegt der Punkt x−δtξi regelmäßig abseits des Gitters und die Interpolation kommt
zum Tragen.

Zur Interpolation der Verteilungsfunktion eines Departure-Points werden die Nj =

(p + 1)D Stützstellen der jeweiligen umschließenden Zelle herangezogen, wobei p den
polynomiellen Grad der Ansatzfunktionen bezeichnet. Innerhalb jeder Zelle können
die Stützstellen der Ansatzfunktionen prinzipiell beliebig angeordnet werden, wo-
bei diese Arbeit vor allem zwischen äquidistanten und Gauß-Lobatto-Tschebyscheff-
Stützstellen unterscheidet. Für eine Dimension sind letztere folgendermaßen definiert

xk =
1

2
[1 − cos(

k − 1

p − 1
π)] , k = 1,2, . . . , p. (3.7)

Die bei kompressiblen Strömungen regelmäßig auftretenden Diskontinuitäten der ma-
kroskopischen Größen stellen die Löser hoher Ordnung regelmäßig vor Probleme [213].
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Abbildung 3.3: Lagrange-Polynome des Grades p = 9 mit äquidistanten a) und Gauß-
Lobatto-Tschebyscheff-Stützstellen b). Die Diskontiunität befindet sich an
der Stelle x = 0.5

Zur Verdeutlichung des Problems bei der Interpolation, zeigt Abb. 3.3 exemplarisch
Lagrange-Polynome neunten Grades p = 9 mit äquidistanten und mit Gauß-Lobatto-
Tschebyscheff-Stützstellen zur Approximation einer Diskontinuität. Es ist zu erken-
nen, dass die Überschwinger bei Verwendung nicht-äquidistanter Stützstellen effektiv
vermindert werden können. Zusammen mit dem zellularen Ansatz ist dies ein Allein-
stellungsmerkmal der SLLBM im Vergleich zu den bisherigen interpolationsbasierten
LBM.

Mittels einer Stabilitätsanalyse des Advektionsoperators konnten Krämer et al. zei-
gen, dass der Advektionsschritt mit Gauß-Lobatto-Tschebyscheff-Stützstellen bis zur
Ordnung p ≤ 3 immer stabil ist und dass die Stabilität für p = 4 nicht bedeutsam ein-
geschränkt ist, wohingegen äquidistante Konfigurationen für p > 2 regelmäßig instabil
sind [114]. Abb. 3.4 zeigt jeweils eine zwei- und dreidimensionale Referenzzelle vierter
Ordnung mit Gauß-Lobatto-Tschebyscheff-Stützstellen, wie sie in dieser Arbeit meist
zum Einsatz kamen.

Die Verwendung der SLLBM bietet allerhand Vorteile. Zunächst erhöht die Interpo-
lation hoher Ordnung auch die räumliche Konvergenzordnung des Verfahrens [116].
Diese Option moderner Löser [214] fehlt der LBM in ihrer Ursprungsform gänzlich.
Außerdem ist der Zeitschritt der SLLBM variabel wählbar, was sowohl sehr kleine
als auch sehr große Zeitschritte im Vergleich zur LBM ermöglicht. Durch die Su-
che des DP über mehrere Zellgrenzen hinweg, gibt es keine Zeitschrittrestriktion
in Bezug auf die Advektion, welche ansonsten, gemäß der CFL-Bedingung nach
Courant-Friedrichs-Lewy [45], die Zeitschrittweite expliziter Zeitintegrationsverfah-
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Abbildung 3.4: Zwei- (links) bzw. dreidimensionale Referenzzellen (rechts) der Ordnung
p = 4 mit Gauß-Lobatto-Tschebyscheff-Stützstellen. Die innenliegenden
Stützstellen sind der Übersichtlichkeit halber nicht dargestellt.

ren begrenzt. Die CFL-Bedingung lautet

c
δt
δx
< CFLmax, (3.8)

wobei c eine charakteristische Geschwindigkeit beschreibt, die bei Navier-Stokes-
Lösern meist die Strömungsgeschwindigkeit oder die Schallgeschwindigkeit ist, wäh-
rend c bei Boltzmann-Lösern der größten diskreten Geschwindigkeit des Geschwin-
digkeitssatzes entspricht, die einem Vielfachen der Schallgeschwindigkeit entsprechen
kann. Da CFLmax letztlich vom Zeitintegrationsverfahren abhängt, muss die Zeit-
schrittweite zwangsweise an die kleinste Gitterweite angepasst werden, was insbeson-
dere die Simulation mit körperangepassten Gittern in ihrer Performanz begrenzt. Die
SLLBM umgeht dieses Problem elegant, wie es z.B. in Krämer et al. [114] oder Wilde
et al. demonstriert wurde [221].

Zuletzt weicht die SLLBM die strengen Anforderungen der LBM an das Gitter und
die Geschwindigkeitsdiskretisierung auf. Somit werden einerseits verzerrte und un-
strukturierte Gitter ermöglicht, andererseits öffnen sich neue Möglichkeiten durch
ungewöhnliche Geschwindigkeitssätze, die potentiell die Genauigkeit des Verfahrens
und den Rechenaufwand verbessern. Der letztgenannte Aspekt ist ein wesentlicher
Teil der vorliegenden Arbeit und wird in Kapitel 4 detailliert beschrieben.

Nachteilig für die SLLBM ist die Volatilität der Gesamtmasse in der Simulations-
domäne, die jedoch durch Verwendung von Interpolationspolynomen hoher Ordnung
weitgehend minimiert werden kann [220]. Auch die bei interpolationsbasierten Lö-
sern oftmals kritisierte numerische Diffusion kann durch Interpolation hoher Ordnung
stark verringert werden. Außerdem erhöht die SLLBM den Rechenaufwand des Strö-
mungsschritts, da für die Interpolation einer diskreten Verteilungsfunktion (p + 1)D
Stützstellen der umschließenden Zelle einzubeziehen sind.

Die SLLBM wurde von Di Ilio et al. an einer dreidimensionalen Zylinderumströmung
mit Re = 3900 untersucht und konnte insbesondere durch die Verwendung körperan-
gepasster Gitter überzeugen [52]. Wie die vorliegende Arbeit deutlich macht, zeigt
sich das Potenzial der SLLBM jedoch vor allem in kompressiblen Strömungen, bei
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denen die LBM mit dem üblichen Strömungsschritt gravierende Nachteile in Bezug
auf die Stabilität aufweist. Diese Nachteile können Off-Lattice-Boltzmann-Methoden
und insbesondere die SLLBM überwinden, was in Kapitel 5 gezeigt werden wird.

Parallel zu der vorliegenden Arbeit entwickelten Saadat et al. ebenfalls eine zweidi-
mensionale kompressible SLLBM [176] für unstrukturierte Gitter. Dabei benutzten
die Autoren den D2Q9-Geschwindigkeitssatz, der bei hohen Machzahlen bekannter-
maßen Fehler im Spannungstensor aufweist. Um diese zu beheben nutzten sie die
Ableitungen der Ansatzfunktionen zur Berechnung von Korrekturtermen. Die Me-
thode wurde anhand der Umströmung eines NACA-0012 Tragflächenprofils validiert,
weist im Gegensatz zur in dieser Arbeit entwickelten Methode allerdings nur zweite
räumliche Ordnung auf und wurde bisher nicht auf drei Dimensionen erweitert.

Eine ausführliche Diskussion der SLLBM im Vergleich zu anderen kompressiblen Me-
thoden findet sich in Abschnitt 6.2.

Die technische Realisierung der SLLBM für kompressible Strömungen dieser Arbeit
stellt eine Erweiterung des Softwarepakets NATriuM dar [116], welches auf dem
Finite-Elemente-Paket Deal.ii [8] aufbaut.

3.3.1 Polynomielle Gleichgewichtsverteilung vierter Ordnung

Die betrachtete kompressible SLLBM bedient sich des diskreten Gleichgewichts, wel-
ches in Abschnitt 2.3.1 erläutert wurde

f eq,N
i (x, t) = wi

N

∑
n=0

1

n!
a
(n)
eq (x, t) ∶H(n)i . (3.9)

Die Expansionsordnung beträgt in allen Testfällen dieser Arbeit, sofern nicht an-
ders angegeben, N = 4. Dies ermöglicht, die Physik kompressibler Simulationen mit
Reibungs- und Wärmeleitungseffekten korrekt wiederzugeben [182].

3.3.2 Variabler Isentropenexponent

Wie bereits in Kapitel 2 beschrieben, ist die Boltzmann-Gleichung nicht imstande, die
Gesamtenergie mehratomiger Gase zu beschreiben. Aus diesem Grund wurde durch
Rykov bereits in den 1970er Jahren vorgeschlagen, diesen Umstand mit einer zwei-
ten Partikelverteilungsfunktion g zu beheben, welche den Anteil der inneren Energie
durch Rotation und Vibration der Moleküle beschreibt [174]. Diese Idee wurde von
Nie et al. für die LBM mit diskreten Geschwindigkeitsverteilungen gi aufgegriffen [155]
und mehrfach in nachfolgenden Arbeiten verwendet [30, 67, 130]. Bei diesem Ansatz
bleibt die SLLBM-Gleichung im Grunde unverändert

hi(x, t) = hi(x − δtξi, t − δt) −
1

τ
[hi(x − δtξi, t − δt) − h

eq
i (x − δtξi, t − δt)] , (3.10)
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wobei hi ∈ {fi, gi}. Günstigerweise kann man bei Verwendung des identischen Ge-
schwindigkeitssatzes für gi die diskrete Gleichgewichtfunktion unmittelbar aus

geqi = T (2Cv −D)f
eq
i , (3.11)

berechnen, was den Rechenaufwand deutlich reduziert. Außerdem ermittelt sich die
Gesamtenergie abweichend zu Gl. (2.42) als

2ρCvT =
Q−1

∑
i=0
(∣ξi∣

2fi+ gi) =
Q−1

∑
i=0
(∣ξi∣

2f eq
i + g

eq
i ) , (3.12)

während sich Dichte und Impuls weiterhin mit den Gleichungen (2.41) errechnen.
Nachteilig an diesem Ansatz ist der zusätzliche Speicher- und Rechenaufwand für die
Verteilungsfunktion gi, jedoch entspricht dieser Ansatz dem gegenwärtigen Stand der
Technik.

3.3.3 Variable Prandtlzahl

Obwohl die Temperaturänderung durch Advektion bei kompressiblen Strömungen
meist die Wärmeleitungseffekte überragen, ist eine einstellbare Prandtlzahl ebenso
wünschenswert. Die Wärmeleitung wird dabei durch die zentralen dritten Momente
beschrieben

Q̄αβγ =

Q−1

∑
i=0
(ξiα − uα)(ξiβ − uβ)(ξiγ − uγ)fi, (3.13)

Q̄
eq
αβγ =

Q−1

∑
i=0
(ξiα − uα)(ξiβ − uβ)(ξiγ − uγ)f

eq
i , (3.14)

welche sich durch die Verwendung der Relativgeschwindigkeiten ξi − u vom Wär-
meflusstensor in Gl. (2.11) unterscheiden. Diese Momente müssen nun mit einer der
Prandtlzahl angepassten Relaxationsrate τPr = (τ − 0.5)/Pr + 0.5 relaxiert werden im
Gegensatz zu den Momenten zweiter Ordnung

Παβ =

Q−1

∑
i=0

ξiαξiβfi (3.15)

Πeq
αβ =

Q−1

∑
i=0

ξiαξiβf
eq
i , (3.16)

die den Einträgen der Spannungstensoren entsprechen und weiterhin mit τ relaxiert
werden. Am einfachsten lässt sich dies mit einem Two-Relaxation-Time-Modell (TRT)
erreichen, welches in der Literatur auch als Quasi-Equilibrium LBM bezeichnet wird
[5]. Dadurch ergibt sich folgende abgewandelte SLLBM-Gleichung

hi(x, t) − hi(x−δtξi, t−δt) =

−
1

τ
[hi(x−δtξi, t−δt) − h

eq
i (x−δtξi, t−δt)] + (

1

τ
−

1

τPr
)h∗i (x−δtξi, t−δt), (3.17)
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mit dem Ausdruck des Quasi-Gleichgewichts

f∗i = wi(Q̄αβγ − Q̄
eq
αβγ) ∶ H

(3)
iαβγ/c

3
s (3.18)

und

g∗i = wi (

Q−1

∑
i=0
(ξiα − uα)(gi − g

eq
i )) ∶ H

(1)
iα /cs. (3.19)

Der schematische Ablauf der kompressiblen SLLBM-Simulation ist abschließend in
Abb. 3.5 zusammengefasst.

3.3.4 Chapman-Enskog-Analyse der SLLBM

Mithilfe einer Mehrskalenanalyse kann gezeigt werden, dass die SLLBM-Gleichungen
für kompressible Strömungen (3.17) die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in
Gl. (2.1) bis (2.3) approximieren. Die detaillierte Vorgehensweise ist in Anhang A
dargestellt.

3.3.5 Fehleranalyse der kompressiblen SLLBM

Im Gegensatz zum in Abschnitt 2.5 dargelegten Gesamtfehler der Standard-LBM exis-
tiert bei der vorgeschlagenen SLLBM für kompressible Strömungen kein Machzahl-
abhängiger Fehler der Ordnung O(Ma3) in der Impulsgleichung.

Lässt man den Interpolationsfehler außer Acht, so ergibt für die vorgeschlagene Me-
thode ein Gesamtfehler der Ordnung O(δpx + δ2t ). Bei Einbeziehung des Interpolati-
onsfehlers ergibt sich dagegen [116]

O (min(
δp+1x

δt
, δpx) + δ

2
t ) . (3.20)

Konkret bedeutet eine Verkleinerung des Zeitschritts δt also, dass der Interpolations-
fehler δp+1x /δt zunächst ansteigt, allerdings geschieht dies nicht in beliebigem Ausmaß,
denn für sehr kleine Zeitschritte liegt die zu interpolierende Verteilungsfunktion na-
he an den Stützstellen. Dieser Umstand verhindert ein unbegrenztes Anwachsen des
Fehlers. Um diese Fehlerbetrachtung numerisch zu untermauern, werden die Fehler
in Abschnitt 5.1 mithilfe konkreter Simulationen analysiert.

3.4 Randbedingungen der Semi-Lagrangeschen
LBM

Ein wesentlicher Aspekt zur Simulation kompressibler Simulationen ist die Einbin-
dung geeigneter Randbedingungen. Während periodische Randbedingungen leicht
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Beginn

Gittergenerierung, Zusammensetzen der
dünnbesetzten Advektionsmatrizen Ψi

Initialisierung der Simulation mit Gleichgewichtsfunktio-
nen fpc

i = f eq
i und gpci = geqi (Gl. (3.9) und Gl. (3.11))

Strömungsschritt mit Matrix-Vektor-Multiplikation
f = Afpc und g = Agpc (Gl. (3.5))

Randbedingungen anwenden (Abschnitt 3.4)

Makroskopische Größen ρ(f),u(f), T (f, g)
berechnen (Gl. (2.41), Gl. (3.12))

Herausschreiben der makroskopi-
schen Größen und ggf. Postprocessing

Gleichgewichtsfunktionen f eq
i (ρ,u, T ) berechnen (Gl. (3.9))

Gleichgewichtsfunktionen geqi aus f eq
i ermitteln (Gl. (3.11))

Berechnen der Quasi-Equilibriumsfunktionen
f∗i und g∗i (Gl. (3.18) und Gl. (3.19))

BGK-Kollision mit fpc
i = Ωi(fi, f eq

i , f∗i )
und mit gpci = Ωi(gi, geqi , g∗i ) (Gl. (3.17))

Ende

Abbildung 3.5: Schematischer Ablauf der Simulation mit der SLLBM.
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umgesetzt werden können, muss der Algorithmus zur Ermittlung der Departure-
Points (DP) mit detektierten Randbedingungen umgehen können. Im Folgenden wird,
von periodischen Rändern abgesehen, auf drei Randbedingungen eingegangen:

i) Gleichgewichtsrandbedingungen

ii) Bounce-Back-Randbedingungen

iii) Auslassrandbedingungen

3.4.1 Gleichgewichtsrandbedingungen

Gleichgewichtsrandbedingungen sind vergleichsweise leicht umzusetzen, werden als
außerordentlich stabil erachtet [121] und eignen sich vor allem als Einlassrandbedin-
gung. Tritt bei der Ermittlung des DP eine Wanddetektion auf, so wird die Ver-
teilungsfunktion des AP mit der Gleichgewichtsfunktion ermittelt, wodurch Dichte,
Geschwindigkeit und Temperatur an der Wand vorgegeben werden können, d.h.

fi(xAP, t) = f
eq
i (ρw,uw, Tw). (3.21)

Gleichgewichtsrandbedingungen werden oft kritisiert, da sie unterstellen, dass sich
die Strömung im Gleichgewicht befindet, also keine Reibung und keine Wärmeleitung
vorliegt. Während dies bei Strömungen mit niedrigen Machzahlen zu Fehlern führen
kann, so ergeben sich bei supersonischen Einlassrändern praktisch keine Probleme,
da sich der Einflussbereich der makroskopischen Größen stromabwärts befindet.

3.4.2 Bounce-Back-Randbedingungen

Durch Bounce-Back-Randbedingungen können adiabate Festkörperränder mit Haft-
bedingung in der SLLBM realisiert werden [113], wobei sich die Grundidee an
der Standard-LBM orientiert [69, 76]. Die SLLBM-Bounce-Back-Randbedingung
kann jedoch ebenso als Weiterentwicklung der interpolationsbasierten Bounce-Back-
Randbedingung verstanden werden [20], welche – bei Beibehaltung des regulären
Gitters – insbesondere bei gekrümmten Rändern zur Verbesserung der Genauigkeit
zum Einsatz kommt.

Da die SLLBM körperangepasste Gitter verwenden kann, versprechen Bounce-Back-
Randbedingungen mit der SLLBM eine hohe Genauigkeit. Zur Umsetzung wird die
Suche des Departure-Points in entgegengesetzer Richtung fortgesetzt, sobald eine
Wand detektiert wird. Bei der Ermittlung der Verteilungsfunktion am Ort xDP wird
dann die im Geschwindigkeitsraum entgegengesetzte Verteilungsfunktion fī = f(−ξi)
verwendet. Somit ergibt sich für einen Zeitschritt

fi(xAP, t) = fī(xDP, t − δt) (3.22)
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Abbildung 3.6: Links: Darstellung der Bounce-Back-Randbedingung zur Ermittlung des
Departure-Points (DP) von einem beliebigen Arrival-Point (AP) aus. Hier-
zu wird zunächst die Distanz ξiδt−ι zurückgelegt, die Restdistanz ∣ι∣ wird
dann in entgegengesetzter Richtung verfolgt.
Rechts: Darstellung der Auslassrandbedingung. Zunächst wird detek-
tiert, dass in der ursprünglichen Richtung der Charakteristiken eine Aus-
lassrandbedingung liegt. Im Anschluss wird die Suche des DP vom AP
in entgegengesetzer Richtung fortgesetzt bis die Distanz ξiδt zurückgelegt
ist.

und

xDP = xW + ι, ι = ξiδt − (xAP −xW). (3.23)

Die Konstruktion des DP bei Bounce-Back-Randbedingungen ist auf der linken Seite
von Abb. 3.6 dargestellt.

Soll am Rand zusätzlich eine Temperatur Tw vorgegeben werden, wie es in der su-
personischen Kanalströmung in Abschnitt 5.4.4 der Fall ist, so kann dies über ei-
ne Modifikation der Verteilungsfunktionen geschehen, nachdem eine der Verteilungs-
funktionswerte mit der Wand kollidiert sind. Hierbei findet eine Modifikation aller
Q Verteilungsfunktionswerte am jeweiligen Gitterpunkt in Wandnähe statt und die
Temperatur am AP wird auf die Temperatur der Wand Tw reduziert.

fi(xAP, t) = fī(xDP, t − δt) + f
eq
i (ρ,u, Tw) − f

eq
i (ρ,u, T (xAP)). (3.24)

Für die Dichte ρ und die Geschwindigkeiten u in Gl. (3.24) werden hier die Werte
des Arrival-Points herangezogen. Durch diese Modifikation bleiben einerseits die kon-
servativen Größen der Dichte und Geschwindigkeit erhalten. Im Vergleich zu Gleich-
gewichtsrandbedingungen bleiben aber auch alle Schermomente erhalten, wenn die
Temperaturrandbedingung mit einer Bounce-Back-Randbedingung kombiniert wird.
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3.4.3 Auslassrandbedingungen

Zur Realisierung der Anströmung von Objekten werden zuletzt Auslassrandbedin-
gungen benötigt. Hierzu eignen sich Randbedingungen, bei denen der Gradient der
Verteilungsfunktionen am Rand verschwindet. Wird bei der Ermittlung des DP eine
Auslassrandbedingung erkannt, so wird die Suche des DP ausgehend vom AP neu in
entgegengesetzter Richtung begonnen, bis die Strecke ξiδt zurückgelegt ist, also

fi(xAP, t) = fi(xAP + ξiδt, t − δt). (3.25)

Die Vorgehensweise ist abschließend auf der rechten Seite von Abb. 3.6 dargestellt.

3.5 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde zunächst der Stand der Technik kompressibler LBM dar-
gelegt. Anschließend wurde Schritt für Schritt die SLLBM für kompressible Simula-
tionen erläutert, welche für die Simulationen in der vorliegenden Arbeit entwickelt
wurde. Auf die Vor- und Nachteile dieses Ansatzes wird zu einem späteren Zeitpunkt
in Abschnitt 6.2 eingegangen. Ein wesentlicher Aspekt der kompressiblen SLLBM
wurde allerdings bisher ausgespart: Die Geschwindigkeitsdiskretisierung. Weil letz-
tere für die Stabilität, Genauigkeit und Performanz der Methode von zentraler Be-
deutung ist, widmet sich das kommende Kapitel der Frage, wie neuartige, kompakte
Geschwindigkeitssätze für die SLLBM gewonnen werden können und wie diese sich
von der Geschwindigkeitsdiskretisierung von On-Lattice-Boltzmann-Verfahren unter-
scheiden.



4 Effiziente Diskretisierung des
Geschwindigkeitsraums

«Nous sommes serviteurs plutôt que maîtres en mathématiques.»

– Charles Hermite

Die geschickte Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums ist ein guter Ansatzpunkt
zur Reduzierung des Rechenaufwands für die SLLBM-Simulation, da die Anzahl der
zu lösenden Advektionsgleichungen proportional mit den diskreten Geschwindigkeiten
Q ansteigt. Während das Einsparpotential von On-Lattice-Boltzmann-Simulationen
durch die Restriktion des kartesischen Gitters weitgehend ausgeschöpft sind, ist die
Freiheit der Geschwindigkeitsdiskretisierung ein wesentlicher Vorteil der Off-Lattice-
Boltzmann-Verfahren . Wie aus Abschnitt 2.3.2 hervorgeht, nimmt die Standard-LBM
durch die üblichen Geschwindigkeitssätze D2Q9, D3Q15, D3Q19 und D3Q27 mach-
zahlabhängige Fehler in Kauf, um ein effizientes numerisches Schema zu erhalten, das
sich allerdings nur zur Simulation schwach kompressibler Strömungen eignet. Dage-
gen sind Off-Lattice-Boltzmann-Verfahren wie die SLLBM für Geschwindigkeitssätze
mit nicht-äquidistanten Stützstellen geeignet, die mit einem hinreichend hohen Qua-
draturgrad die machzahlabhängigen Fehler verschwinden lassen und sich somit für
kompressible Strömungen eignen. Wie einleitend in Kapitel 2.3.2 erläutert, werden
die Momente der Lattice-Boltzmann-Methode mittels einer Quadratur approximiert
(vgl. Gl. (2.39))

a(n) = ∫
RD
ω(ξ)

f

ω(ξ)
H(n)dξ =

Q−1

∑
i=0

fiH(n)i . (4.1)

Aus Abschnitt 2.3.2 geht hervor, dass Simulationen hoher Machzahlen und kom-
pressibler Strömungen einen hoher Quadraturgrad N ≥ 8 erfordern, wenn die Ver-
teilungsfunktionen auf die Hermite-Polynome projiziert werden. Ziel dieses Kapitels
ist die Identifizierung geeigneter Geschwindigkeitssätze zur Simulation kompressibler
Simulationen. Die neu gewonnenen Geschwindigkeitssätze werden anhand der Sym-
metriebedingungen auf ihre Tauglichkeit zur Simulation geprüft. Zum Schluss des



56 Kapitel 4 Effiziente Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums

Kapitels wird zur Abgrenzung und zum Vergleich die Geschwindigkeitsdiskretisie-
rung verdünnter Strömungen mit alternativen Boltzmann-Verfahren erläutert.

4.1 Numerische Quadraturen hohen Grades
Zunächst werden in diesem Abschnitt allgemein eindimensionale Quadraturregeln
mit D = 1 betrachtet. In diesem Fall kommen zur numerischen Integration im rele-
vanten Bereich −∞ bis ∞ grundsätzlich zwei Quadraturmethoden in Betracht: Gauß-
Hermite- und Newton-Cotes-Quadraturen. Bei letzteren werden die Stützstellen äqui-
distant im Integrationsgebiet verteilt, sodass mit n Stützstellen ein Quadraturgrad
von N ≤ n − 1 erreicht wird. Im Gegensatz dazu werden die Stützstellen bei Gauß-
Hermite-Quadraturen frei im Integrationsgebiet angeordnet, sodass im Grenzfall der
Grad N ≤ 2n − 1 erreicht werden kann.

4.1.1 Newton-Cotes-Quadratur

Das Integral einer Funktion P̂ ∶ R → R mit x → P̂ (x) in den Grenzen a bis b kann
durch das Integral eines Interpolationspolynoms L(x) des Grades n approximiert
werden

∫

b

a
P̂ (x)dx ≈ ∫

b

a
L(x)dx. (4.2)

Wenn der Grad von P̂ (x) nun deg(P̂ (x)) ≤ deg(L(x)) ist, dann approximiert L(x)
die Funktion P̂ (x) in den Grenzen a und b exakt und kann durch eine Summe von n
gewichteten Stützstellen xi ausgedrückt werden

∫

b

a
P̂ (x)dx =

n

∑
i=1
wiP̂ (xi), (4.3)

wobei sich die Gewichte wi aus den Lagrangeschen Basispolynomen der Stützstellen
xi ergeben [11].

4.1.2 Gauß-Hermite-Quadratur

Sei ω̂(x) = exp(−x2) eine Gewichtsfunktion und F(x) ∶ R → R, x → F(x) eine zu
integrierende Funktion vom Grad 2n − 1 und gesucht ist das Integral

∫

∞

−∞
ω̂(x)F(x)dx, (4.4)

dann kann die Funktion F(x) auch mithilfe des Produkts eines n-ten Hermite-
Polynom H(x) vom Grad n und einer Funktion Q(x) vom Grad n − 1 ausgedrückt
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werden. Somit ergibt sich

∫

∞

−∞
ω̂(x)F(x)dx = ∫

∞

−∞
ω̂(x)Q(x)H(x)dx + ∫

∞

−∞
ω̂(x)R(x)dx, (4.5)

wobei R(x) ein Restglied vom Grad n − 1 bezeichnet. Da H(x) per Definition
orthogonal zu Polynomen niedrigeren Grades und somit auch zu Q(x) ist, gilt
∫
∞
−∞ ω̂(x)Q(x)H(x) = 0 und damit

∫

∞

−∞
ω̂(x)F(x)dx = ∫

∞

−∞
ω̂(x)R(x)dx. (4.6)

Somit ist es ausreichend, das Restglied R(x) zu integrieren. Weil R(x) ein Poly-
nom (n − 1)-ten Grades ist, sind zur Integration von F(x) lediglich n geschickt
gewählte Stützstellen ausreichend, die als Nullstellen des n-ten Hermite-Polynome
identifiziert werden. Durch diese Wahl wird die Bedingung ∫

∞
−∞ ω̂(x)Q(x)H(x) =

∑
n
i=1 ŵiQ(xi)H(xi) = 0 auch im Fall der diskreten Formulierung mit den Gewichten

ŵi erfüllt. In diesem Fall gilt

n

∑
i=1
ŵiF(xi) =

n

∑
i=1
ŵiR(xi). (4.7)

Die Gauß-Hermite-Quadratur erreicht durch Integration des Restglieds einen ge-
wünschten Quadraturgrad also mit weniger Stützstellen als die Newton-Cotes-
Quadratur. Ein weiterer Vorteil der Gauß-Hermite-Quadratur ist, dass die gefundenen
Gewichte ŵi stets positiv sind, während bei Newton-Cotes-Quadraturen hoher Ord-
nung auch negative Gewichte auftreten können, was zu Instabilitäten führen kann [11].
Die Gewichte der Gauß-Hermite-Quadratur errechnen sich zu

wi =
n!

(nH(n−1)(xi))2
. (4.8)

Gauß-Hermite-Quadraturen sind ausschließlich in Verbindung mit der Gewichtsfunk-
tion ω̂(x) definiert sind, wodurch die Integration in R stattfindet, während die
Newton-Cotes-Quadratur in definierten, endlichen Grenzen durchgeführt wird.

Tabelle 4.1 fasst die Nullstellen und Gewichte der Gauß-Hermite-Quadraturen mit
den Graden N = 5,7,9 zusammen. Aus den angegebenen Abszissen und Gewichten
können sofort die Geschwindigkeitssätze D1Q3, D1Q5 sowie D1Q7 abgeleitet werden.
Da der D1Q3-Geschwindigkeitssatz in der Regel auf kartesischen Gittern verwendet
wird, ist eine Skalierung der Quadraturvorschrift mit 1/

√
3 notwendig. Bei D1Q5

und D1Q7 ist dagegen – wie bereits erwähnt – keine Skalierung auf kartesische Gitter
möglich. Mit Off-Lattice-Boltzmann-Methoden wie der SLLBM können jedoch auch
diese Geschwindigkeitssätze verwendet werden.

Aufgrund der hohen Effizienz bei wenig Stützstellen sind Gauß-Hermite-Quadraturen
unbestritten das Mittel der Wahl zur Ableitung von LBM-Geschwindigkeitssätzen bei
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Tabelle 4.1: Abszissen und Gewichte der eindimensionalen Gauß-Hermite-Quadratur fünf-
ten, siebten und neunten Grades [182].

Grad N i ξi wi

5 0 0 2/3

1,3 ±
√
3 1/6

7 0,2 ±
√
3 −
√
6 (3 +

√
6 )/12

1,3 ±
√
3 +
√
6 (3 −

√
6 )/12

9 0 0 8/15

1,3 ±
√
5 −
√
10 (7 + 2

√
10 )/60

2,4 ±
√
5 +
√
10 (7 − 2

√
10 )/60

der Anwendung im Kontinuumsbereich, weswegen sie für die kompressiblen Simula-
tionen dieser Arbeit zunächst weiter betrachtet werden. Zum Abschluss des Kapi-
tels wird in Abschnitt 4.3 noch ein weiterführender Blick auf die Diskretisierung
des Geschwindigkeitsraums bei verdünnten Strömungen geworfen, bei denen sowohl
Gauß-Hermite- als auch Newton-Cotes-Quadraturen verwendet werden. Im nun kom-
menden Abschnitt werden die eindimensionalen Quadraturen zunächst auf mehrere
Dimensionen erweitert.

4.2 Multivariate Quadraturen
Zur Lösung relevanter technischer Probleme mit der Boltzmann-Gleichung ist die
Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums vor allem in zwei oder drei Dimensionen
notwendig. Für die Herleitung multivariater Quadraturregeln existieren die grundle-
gend verschiedenen Möglichkeiten der Produktregel und der Kubaturregeln.

4.2.1 Produktregel

Die Herleitung von mehrdimensionalen Quadraturen mit der Produktregel ist die
deutlich einfacher umzusetzende Variante, mit der eine eindimensionale Quadratur-
regel auf höhere Dimensionen projiziert wird. Für die Standard-LBM ist dies das
zugrundelegende Verfahren zur Herleitung der zwei- und dreidimensionalen Geschwin-
digkeitssätze, da diese ebenso auf das kartesische Gitter skaliert werden können, wenn
dies beim zugehörigen eindimensionalen Geschwindigkeitssatz auch möglich ist [121].
So können aus dem D1Q3 mit N = 5 die Geschwindigkeitssätze D2Q9 und D3Q27 mit
gleichem N erzeugt werden. Die Partikelgeschwindigkeiten in zwei Dimensionen er-
geben sich durch eine paarweise Kombination aller D1Q3-Partikelgeschwindigkeiten;
die dritte Dimension ergibt sich durch eine weitere Wiederholung dieses Vorgangs.
Für die Gewichte gilt dabei wab = wawb in 2D bzw. wabc = wawbwc in 3D.
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Abbildung 4.1: D3Q125-Geschwindigkeitssatz, welcher mittels Produktregel aus einem
D1Q5 mit N = 9 hergeleitet wurde.

Der zentrale Nachteil dieser Herangehensweise ist der „Fluch der Dimensionalität“,
welcher den überproportionalen Anstieg der mehrdimensionalen Stützstellen mit
nD beschreibt [41]. Diese Beschränkung fällt insbesondere bei kompressiblen LBM-
Simulationen ins Gewicht, da hier ein Quadraturgrad von N ≥ 8 benötigt wird. Prin-
zipiell ergibt sich bei D = 1 und den Nullstellen des Hermite-Polynoms fünfter Ord-
nung der D1Q5-Geschwindigkeitssatz N = 9, woraus sich die Geschwindigkeitssätze
D2Q25 und ein D3Q125 (Abb. 4.1) herleiten lassen, die allerdings nicht mehr auf
ein regelmäßiges Gitter gestreckt werden können. Insbesondere der letztgenannte,
dreidimensionale Geschwindigkeitssatz D3Q125 ist für tatsächliche Simulationen auf-
grund seiner Größe allerdings unbedeutend, da effizientere Sätze gefunden werden
können, wie im weiteren Verlauf des Kapitels dargelegt wird. Bei höherdimensionalen
Geschwindigkeitssätzen existiert mit dem symmetrischen Trimmen der Quadraturen
eine Möglichkeit, um die Anzahl der Abszissen zu reduzieren. Hierzu wird ausgenutzt,
dass die der Produktregel entsprungenen Geschwindigkeitssätze meist auch mit weni-
ger Abszissen den gewünschten Quadraturgrad N erreichen [121]. Im Falle des D3Q27
führt dies zu D3Q15 oder D3Q19 [121]; anstelle D3Q125 kann ein D3Q77 erzeugt wer-
den, welcher für Simulationen mit DUGKS verwendet wurde [30, 217], s. Abschnitt
3.2.
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4.2.2 Kubaturregeln

Alternativ zur simplen, aber teuren Produktregel lassen sich Stützstellen und Ge-
wichte so im Raum anordnen, dass einerseits der Grad der numerischen Integration
gewahrt wird, gleichzeitig aber die Anzahl der Stützstellen im Vergleich zur Pro-
duktregel stark verringert werden kann. Multivariate Quadraturregeln, die nicht mit
der Produktregel abgeleitet sind, werden Kubaturregeln genannt (engl. Cubature ru-
les) [39].

Ähnlich zum eindimensionalen Fall werden Kubaturen eingesetzt, um das Integral
der gewichteten Funktion F(x) ∶ RD → R,x→ F(x) zu approximieren [220]

I(F) = ∫
Ω
ω(x)F(x)dx, (4.9)

mit Ω ⊂ RD, der mehrdimensionalen Gewichtsfunktion ω(x) ≥ 0 und Dimension
D ≥ 2. Die Kubatur hat dann die Form

C(F) =

Q−1

∑
i=0

wiF(xi), (4.10)

wobei auch hier wi die diskreten Gewichte bezeichnet.

Der Grad einer Quadratur ist als die größte ganze Zahl N definiert, für die I(F) =
C(F) ergibt, bei Berücksichtigung aller Monome

D−1
∏
i=0

xjii mit
D−1
∑
i=0

ji ≤N (4.11)

vom Grad N.

Stroud gab eine untere Grenze von Quadraturpunkten für eine bestimmte Dimension
D und Quadraturgrad N an [193]

Q ≥ (
⌊N/2 +D⌋

⌊N/2⌋
), (4.12)

die mit einer späteren Verfeinerung dieser Formel von Möller für ungerade Quadra-
turgrade übereinstimmt [150]. Die nach dieser Formel ermittelte Anzahl an Abszissen
ist für relevante Quadraturgrade und Dimensionen in Tabelle 4.2 aufgeführt. Aller-
dings handelt es sich bei der Grenze um einen theoretischen Wert, der nur selten von
tatsächlich gelisteten Kubaturen erreicht wird. Daher wird in Tabelle 4.2 zum Ver-
gleich in Klammern die Anzahl der Abszissen von tatsächlich gefundenen Kubaturen
aufgeführt.
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Tabelle 4.2: Minimale Anzahl an Stützstellen für gegebenen Quadraturgrad N und Dimen-
sion D gem. Gl. 4.12 nach Stroud [193]. In Klammern: Anzahl an Stützstellen
für tatsächlich gefundene Kubaturen mit Quadraturgrad N und Dimension D
gem. der Enzyklopädie von Cools [40].

Dimension D N = 5 N = 7 N = 9 N = 11
2 6 (7) 10 (12) 15 (18) 21 (25)
3 10 (13) 20 (27) 35 (45) 56 (77)

In der Literatur finden sich eine Reihe von Sammlungen mit Kubaturregeln [40,194],
sowie numerische Softwarepakete, wie z.B. quadpy [178]. Aus diesen Sammlungen kön-
nen nun unmittelbar Off-Lattice-Geschwindigkeitssätze abgeleitet werden, welche in
Tabelle 4.3 gelistet sind. Für den Quadraturgrad N = 5 stehen mit D3Q13 und D3Q21
gleich zwei alternative Off-Lattice-Geschwindigkeitssätze zur Verfügung, während für
den Quadraturgrad N = 7 mit dem D3V27-Geschwindigkeitssatz ein Gegenstück zum
On-Lattice-Geschwindigkeitssatz D3Q27 mit N = 5 mit gleicher Abszissenzahl exis-
tiert.

Die beiden Geschwindigkeitssätze D2Q19 und D3Q45 besitzen außerdem die wenigs-
ten Abszissen in zwei bzw. drei Dimensionen für den Quadraturgrad N = 9 und
wurden für Lattice-Boltzmann-Simulationen bisher nicht verwendet. Der D2Q19-
Geschwindigkeitssatz ist in Abb. 4.2 dargestellt. In zwei Dimensionen ergibt sich
im Vergleich zu D2Q25 mit N = 9 eine Reduzierung des Rechenaufwands von ca. 24
Prozent und in drei Dimensionen verglichen zu D3Q125 mit N = 9 eine Reduzierung
um ca. 65 Prozent. Selbst gegenüber dem D3Q77-Geschwindigkeitssatz in den Ar-
beiten [30, 217] mit DUGKS reduziert sich die Anzahl der Abszissen noch um ca. 42
Prozent.

In vielen Fällen ist die Anordnung der Abszissen dieser Sätze nicht vollkommen will-
kürlich, sondern sie folgt den Regelmäßigkeiten platonischer Körper, wie beim D3Q13-
Geschwindigkeitssatz mit N = 5 in Form der Ecken eines Ikosaeders (Abb. 4.3a) oder
wie beim D3Q21-Geschwindigkeitssatz, welcher aus den Ecken eines Dodekaeders
abgeleitet wird (s. Abb. 4.3b) [218]. Auch beim D3Q45 handelt es sich um die Kom-
bination zweier Ikosaeder mit einem Dodekaeder, deren Ecken auf drei verschiedenen
Radien angeordnet werden. Die diskreten Geschwindigkeiten besitzen somit drei ver-
schiedene Energieniveaus. Der Geschwindigkeitssatz ist in Abb. 4.4 dargestellt. Es ist
offensichtlich, dass die gezeigten Geschwindigkeitssätze in On-Lattice-Simulationen
mit kartesischen Gittern nicht verwendet werden können.

Simulationen mit allen in Tabelle 4.3 gelisteten Geschwindigkeitssätzen finden sich in
Kapitel 5.
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Abbildung 4.2: Darstellung des neu eingeführten Geschwindigkeitssatzes D2Q19 mit Qua-
draturgrad N = 9. Aus [218].

a) b)

Abbildung 4.3: Struktur von Ikosaeder a) und Dodekaeder b) als Schablone für die Ge-
schwindigkeitssätze D3Q13 und D3Q21. Aus [218].

Tabelle 4.3: Auflistung der kubatur-basierten Off-Lattice Geschwindigkeitssätze, die in
dieser Arbeit verwendet wurden. Die Abszissen und Gewichte sind in An-
hang B gelistet. Die Schreibweise EQ

D,N ist in der Literatur gebräuchlich.

Name Quadraturgrad EQ
D,N Quelle

D2Q19 N = 9 E19
2,9 [85]

D3Q13 N = 5 E13
3,5 [194,204]

D3Q21 N = 5 E21
3,5 [194]

D3V27 N = 7 E27
3,7 [194]

D3Q45 N = 9 E45
3,9 [112,210]
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Abbildung 4.4: Darstellung des neu eingeführten Geschwindigkeitssatzes D3Q45 mit Qua-
draturgrad N = 9. Aus [221].

4.2.3 Geschwindigkeitsdiskretisierungen für
On-Lattice-Boltzmann-Methoden

Als Spezialfall der Kubaturen können On-Lattice-Boltzmann-Geschwindigkeitssätze
hoher Ordnung betrachtet werden, deren Abszissen regelmäßige Abstände ausweisen
müssen und damit ebenso multivariaten Newton-Cotes-Quadraturen ähneln. Es gibt
in der LBM-Literatur verschiedene Ansätze, um On-Lattice-Geschwindigkeitssätze zu
konstruieren, allerdings verfolgen sämtliche Ansätze das Ziel, die höheren Momente
der Maxwell-Boltzmann-Verteilung bis zu einer bestimmten Ordnung exakt zu be-
stimmen. Die Tauglichkeit der Geschwindigkeitssätze zu diesem Zweck kann bspw.
mit den Symmetriebedingungen überprüft werden, auf die in Abschnitt 4.2.4 einge-
gangen wird.

Ansätze zur Konstruktion von On-Lattice-Geschwindigkeitssätzen hohen Grades wur-
den bspw. von Chikatarmala und Karlin [34,35] entwickelt, die bei der Konstruktion
als Ziel eine Minimierung des Fehlers in den höheren Momenten in Bezug auf die
Maxwell-Boltzmann-Verteilung verfolgten. Die hieraus entwickelten eindimensionalen
Geschwindigkeitssätze wurden dann per Produktregel in höhere Dimensionen über-
tragen. Dieses Prinzip adaptierten Frapolli et al. bei der Simulationen kompressibler
Strömungen mit einem D3Q343-Geschwindigkeitssatz, der auf einem D1Q7 mit den
Geschwindigkeiten ξ ∈ {0,±1,±2,±3} unter Verwendung der Produktregel beruht [67].
Im Gegensatz dazu sind die von Shan entwickelten Geschwindigkeitssätze nicht der
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Tabelle 4.4: Auflistung relevanter On-Lattice-Boltzmann-Geschwindigkeitssätze mit N ≥ 7

Bezeichnung Grad der Quadratur Quelle
D2V17 N = 7 [162,182]
D2V37 N = 9 [162]
D2Q49 N = 9 [162]
D3Q39 N = 7 [64, 130,182]
D3Q103 N = 9 [180]
D3V107 N = 9 [203]
D3Q343 N = 9 [67]

Produktregel entsprungen, sondern die Abszissen können beliebig im Raum verteilt
sein, sofern die Abszisse auf einem benachbarten Gitterpunkt endet und die Bedin-
gung

Q−1

∑
i=0

wiH
(n)(ξi) = 0 , ∀0 < n ≤N (4.13)

erfüllt ist [179], was bedeutet, dass die Geschwindigkeitssätze anhand der Hermite-
Polynome n-ter Ordnung entwickelt werden. Auf diese Weise konnte Shan die Ge-
schwindigkeitssätze D2V17 und D3Q39 mit N = 7, sowie D2V37 und D3Q103
mit N = 9 bestimmen. Surmas et al. fanden darüber hinaus einen D3V107-
Geschwindigkeitssatz, der ebenso den Quadraturgrad N = 9 erfüllt.

Zuletzt präsentierten Spiller und Dünweg eine gründlich durchgeführte Studie zu On-
Lattice-Geschwindigkeitssätzen [192]. Zu diesem Zweck entwickelten sie einen Algo-
rithmus, der systematisch Geschwindigkeitssätze eines gewünschten Quadraturgrads
sucht und die Abszissen und Gewichte ermittelt. In ihrer Arbeit bestätigten die Au-
toren die bereits gefundenen Geschwindigkeitssätze von Shan et al. und Surmas et
al. [203], was anzeigt, dass das Optimum bei On-Lattice-Geschwindigkeitssätzen bis
Quadraturgrad N ≤ 9 wahrscheinlich bereits gefunden wurde. Verglichen mit den Off-
Lattice-Geschwindigkeitssätzen des vorherigen Abschnitts, sind die dreidimensiona-
len On-Lattice-Geschwindigkeitssätze für N = 9 bezogen auf die Anzahl der Abszissen
mehr als doppelt so groß. In Kapitel 6 werden die Geschwindigkeitssätze D3Q103 und
D3V107 mit einem On-Lattice-Boltzmann-Löser anhand eines kompressiblen, dreidi-
mensionalen Taylor-Green-Wirbels getestet werden.

4.2.4 Test der Symmetriebedingungen

Um zu testen, ob die aus Quadraturregeln abgeleiteten Geschwindigkeitssätze tatsäch-
lich zur Simulation mit der LBM geeignet sind, können die Symmetriebedingungen



4.2 Multivariate Quadraturen 65

herangezogen werden, die bis zur achten Ordnung folgendermaßen lauten [218]

∑
i

wi = 1 (4.14)

∑
i

wiξiα = 0

∑
i

wiξiαξiβ = c
2
sδαβ

∑
i

wiξiαξiβξiγ = 0

∑
i

wiξiαξiβξiγξiδ = c
4
s∆αβγδ

∑
i

wiξiαξiβξiγξiδξiϵ = 0

∑
i

wiξiαξiβξiγξiδξiϵξiζ = c
6
s∆αβγδϵζ

∑
i

wiξiαξiβξiγξiδξiϵξiζξiη = 0

∑
i

wiξiαξiβξiγξiδξiϵξiζξiηξiθ = c
8
s∆αβγδϵζηθ

∑
i

wiξiαξiβξiγξiδξiϵξiζξiηξiθξiι = 0,

mit den Substitutionen

∆αβγδ = δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ,

sowie

∆αβγδϵζ = δαβ∆γδϵζ + δαγ∆βδϵζ + δαδ∆βγϵζ + δαϵ∆βγδζ + δαζ∆βγδϵ,

und

∆αβγδϵζηθ = δαβ∆γδϵζηθ + δαγ∆βδϵζηθ + δαδ∆βγϵζηθ + δαϵ∆βγδζηθ

+ δαζ∆βγδϵηθ + δαη∆βγδϵζθ + δαθ∆βγδϵζη.

Bis zur fünften Ordnung reproduzieren alle in dieser Arbeit verwendeten Geschwin-
digkeitssätze die korrekten, durch diese Symmetriebedingungen vorgegebenen Koef-
fizienten. Wendet man die dreidimensionalen Geschwindigkeitssätze D3Q15, D3Q19
und D3Q27 mit N = 5 allerdings auf die Symmetriebedinungen sechster Ordnung an,
so weisen alle drei Geschwindigkeitssätze erwartungsgemäß einen Fehler für

Θαααααα =∑
i

wiξiαξiαξiαξiαξiαξiα/c
6
s = 9 (4.15)

mit α ∈ {x, y, z} auf. Der korrekte Wert dagegen beträgt Θ̄αααααα = 15. Diese Ab-
weichung steht in engem Zusammenhang mit dem machzahlabhängigen Fehler der
Ordnung O(Ma3) der Standard-LBM.
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Tabelle 4.5: Exemplarische Einträge des Tensors ΘΓ ∶= Θαβγδϵζ = ∑iwiξiαξiβξiγξiδξiϵξiζ/c6s
für die Geschwindigkeitssätze mit N = 5 im Vergleich zum theoretischen Wert
Θ̄Γ und dem D3V27 mit N = 7.

Γ Θ̄Γ ΘD3Q15
Γ ΘD3Q19

Γ ΘD3Q27
Γ ΘD3Q13

Γ ΘD3Q21
Γ ΘD3V27

Γ

x x x x x x 15 9 9 9 10 11.11 15
x x y y z z 1 3 0 1 0 1.111 1
x x x x y y 3 3 3 3 1.382 2.566 3
x x x x z z 3 3 3 3 3.618 1.323 3

Neben diesem Defekt existiert ein weiterer Fehler für D3Q15 und D3Q19, denn hier
ergibt Θxxyyzz = 3 für D3Q15 und Θxxyyzz = 0 für D3Q19, wohingegen mit D3Q27 der
korrekte Wert Θxxyyzz = 1 ermittelt wird. Diese Abweichung gilt ebenso für die 89
weiteren Tensoreinträge, welche durch Permutationen dieser Indizes ermittelt werden
können. Der Defekt von D3Q27 beschränkt sich somit auf nur drei der insgesamt 729
Tensoreinträge, wohingegen bei D3Q15 und D3Q19 insgesamt 93 Einträge betroffen
sind. Es ist zu erwarten, dass der kubische machzahlabhängige Fehler in diesem Fall
noch bedeutender ist. Dies könnte aus Sicht der Symmetriebedingungen erklären,
weshalb viele Autoren – trotz des höheren Speicher- und Rechenbedarfs – auf D3Q27
zur Simulation turbulenter Strömung zurückgreifen. Dies ist bspw. bei Bösch et al.
[18] oder Geier et al. [74] der Fall, während D3Q15 praktisch nicht zur Berechnung
turbulenter Strömungen eingesetzt wird.

Für die beiden Geschwindigkeitssätze D3Q13 und D3Q21 ergeben sich für die Ten-
soreinträge sechster Ordnung sogar noch größere Abweichungen, denn für diese Ge-
schwindigkeitssätze sind alle 193 Nicht-Null-Tensoreinträge betroffen, wenngleich die
Übereinstimmung der Θαααααα-Einträge im Vergleich zu D3Q19 und D3Q27 verbes-
sert ist. Exemplarisch sind einige Tensoreinträge für die Geschwindigkeitssätze mit
N = 5 und N = 7 in Tabelle 4.5 dargestellt. Erwartungsgemäß reproduziert der Ge-
schwindigkeitssatz D3V27 mit N = 7 die Werte der Symmetrietensoren bis einschließ-
lich sechster Ordnung.

Die beiden Kubatur-basierten Geschwindigkeitssätze D2Q19 und D3Q45 mit N = 9
erfüllten im Test die Anforderungen an alle gelisteten Symmetriebedingungen. Glei-
ches gilt für die aus der Produktregel hergeleiteten Geschwindigkeitssätze gleichen
Quadraturgrads D2Q25, D3Q77 sowie D3Q125. Diese Geschwindigkeitssätze sind so-
mit zur Simulation kompressibler Strömungen mit der SLLBM geeignet.
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4.3 Boltzmann-Verfahren hoher Ordnung für
verdünnte Strömungen

In den vorherigen Abschnitten wurden die Möglichkeiten zur Geschwindigkeitsdiskre-
tisierung der LBM untersucht. Während zur Simulation von Kontinuumsströmungen
mit der LBM in der Regel Gauß-Hermite-Quadraturen bzw. Kubaturen mit Qua-
draturgrad N ≤ 9 zur Ableitung der Geschwindigkeitssätze verwendet werden, sind
summierte Newton-Cotes-Formeln niedriger Ordnung bei Simulationen verdünnter
Gase, d.h. für Strömungen mit einer Knudsenzahl ≥ O(0.01), mit der DUGKS oder
DVM stark verbreitet. Es stellt sich die Frage, weshalb nicht bevorzugt die exakten
Gauß-Hermite-Quadraturen zum Einsatz kommen, um die Anzahl der Abszissen zu
reduzieren. Der folgende Abschnitt dient der Beantwortung dieser Fragestellung.

Kontinuumsströmungen weisen grundsätzlich nur geringe Abweichungen vom Gleich-
gewicht auf, wohingegen sich verdünnte Strömungen mit hohen Knudsenzahlen durch
große Abweichungen vom Gleichgewicht auszeichnen. Um dieser Eigenschaft der ver-
dünnten Strömungen Rechnung zu tragen, müssen die Gleichungen der Quadratur
(4.2) bzw. (4.4) mit einer hohen Genauigkeit approximiert werden. Außerdem ver-
zichtet die DVM aufgrund des großen Nichtgleichgewichts auf die Projektion der
Verteilungsfunktionen der Boltzmann-Gleichung auf Hermite-Polynome wie in Ab-
schnitt 2.3.1 dargelegt, da auch die Momente hoher Ordnung für die Exaktheit des
Verfahrens von Bedeutung sind und nicht vernachlässigt werden können [7]. Dies führt
dazu, dass der polynomielle Grad der zu approximierenden Funktion unbekannt ist,
der Geschwindigkeitsraum aber dennoch bestmöglich approximiert werden soll. Qua-
draturen hoher Ordnung wären zwar prinzipiell geeignet, um die Anzahl der Abszis-
sen klein zu halten, allerdings eignen sich Newton-Cotes-Verfahren hoher Ordnung
kaum, da sie unter dem Runge-Phänomen durch Oszillationen des Interpolationspoly-
noms leiden [101]. Deshalb werden zur Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums bei
der DVM meist summierte Newton-Cotes-Regeln niedriger Ordnung eingesetzt [226].
Dazu wird der Integrationsbereich in Abschnitte unterteilt, jeder dieser Teilstücke
jeweils mit einer Newton-Cotes-Regel niedriger Ordnung integriert und anschließend
summiert [228]. Aufgrund der niedrigen Ordnung müssen jedoch zur Diskretisierung
des Geschwindigkeitsraums eine sehr große Anzahl Stützstellen eingesetzt werden.

Alternativ kann die Integration des Geschwindigkeitsraums zwar auch mit Gauß-
Hermite-Quadraturen mit beliebig hoher Ordnung erfolgen [211], allerdings stellten
diverse Arbeiten bei der Simulation verdünnter Strömungen Abweichungen bei der
Verwendung der Gauß-Hermite-Quadratur im Vergleich zu Referenzlösungen fest, die
bspw. mit der DSMC gewonnen wurden. Shi et al. [184] verglich eindimensionale Qua-
draturen mit bis zu 37 Abszissen in Form von Newton-Cotes- als auch Gauß-Hermite-
Quadraturen zur Simulation verdünnter Strömungen, wobei letztere mithilfe einer
Finite-Volumen-Methode eingesetzt wurden, während die Newton-Cotes-Quadratur
mit einem On-Lattice-Strömungsschritt durchgeführt wurde. Als ein Grund für die
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Abbildung 4.5: Gewichte der Gauß-Hermite-Quadratur mit fünf sowie siebzig Stützstel-
len.

Abweichungen wird die Eigenart der Gauß-Hermite-Quadraturen genannt, dass sie
bei einer sehr großen Ordnung und Anzahl an Stützstellen verschwindend kleine Ge-
wichte aufweisen [71, 206]. Diesen Umstand zeigt Abb. 4.5. Außerdem erklärten sich
Shi et al. die Abweichungen dadurch, dass Gauß-Quadraturen grundsätzlich eher die
Randbereiche des Integrationsbereichs betonen, sodass der relativ bedeutende Bereich
niedriger Partikelgeschwindigkeiten selbst bei hohen Quadraturgraden nur unzurei-
chend von Abszissen abgedeckt wird [184]. Aus Abb. 4.5 geht außerdem hervor, dass
die Gewichtsfunktion ω̂(x) = exp(−x2) nur in einem begrenzten Bereich größer als die
Maschinengenauigkeit ist, weswegen summierte Newton-Cotes-Verfahren ihren Inte-
grationsbereich deutlich kleiner wählen.

Beispielsweise wird der Geschwindigkeitsraum in einer Arbeit von Guo et al. [84] ledig-
lich im Bereich [−4

√
2RT ,4

√
2RT ] diskretisiert, also bis zu etwa dem Vierfachen der

wahrscheinlichsten Partikelgeschwindigkeit
√
2RT . Zur Diskretisierung kamen dabei

zur zweidimensionalen Berechnung von verdünnten Gasen bis zur Knudsenzahl von
Kn ≤ 8 insgesamt [100×100] diskrete Geschwindigkeiten zum Einsatz, also ein Vielfa-
ches der notwendigen Abzahl von Abszissen im Kontinuumsbereich. Aufgrund dieser
enormen Anzahl diskreter Geschwindigkeiten sind die Simulationen meist auf zwei
Dimensionen beschränkt. Eine Möglichkeit zur Reduzierung der diskreten Geschwin-
digkeit sind adaptive Geschwindigkeitsräume, wie sie von Chen et al. für DUGKS
demonstriert wurden [29].

Der Vergleich mit anderen Verfahren der Boltzmann-Gleichung wie der DVM oder
der DUGKS und den extrem großen Geschwindigkeitssätzen führt die Effizienz der
der Lattice-Boltzmann-Methode im Kontinuumsbereich vor Augen: Die Projektion
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der Boltzmann-Gleichung auf Hermite-Polynome und die kleinen Abweichungen vom
Gleichgewicht erlauben es, dass die relevanten makroskopischen Größen und Momen-
te wie Dichte, Impuls und Energie, sowie Stresstensor und Wärmeflusstensor, durch
Polynome niedriger, begrenzter Ordnung beschrieben werden. Hierdurch ist es ausrei-
chend, dass die Quadratur ebenfalls einen relativ geringen Quadraturgrad aufweisen
kann, um diese konservativen Größen exakt zu integrieren. Fehler in den Momenten
zweiter Ordnung werden bei der Standard-LBM durch die Verwendung kleiner Mach-
zahlen tolerierbar, für größere Machzahlen kann dieses Problem durch eine höhere
Quadraturordnung gelöst werden.

4.4 Zusammenfassung
Dieses Kapitel ging auf die grundlegenden Methoden zur Diskretisierung des Ge-
schwindigkeitsraum für Verfahren auf Basis der Boltzmann-Gleichung ein. Für die
Standard-LBM sind hier vor allem eindimensionale Gauß-Hermite-Quadraturen von
Bedeutung, die mit der Produktregel auf zwei und drei Dimensionen projiziert wer-
den, was bei niedrigen Quadraturgraden günstig für die Verwendung von kartesischen
Gittern ist. Off-Lattice-Boltzmann-Methoden profitieren dagegen von einer großen
Freiheit der Diskretisierung des Geschwindigkeitsraum, weswegen aus Kubaturregeln
neue Geschwindigkeitssätze hervorgebracht werden konnten, die nun im nachfolgen-
den Kapitel in SLLBM-Simulationen zum Einsatz gebracht werden.
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5 Simulationen kompressibler
Strömungen

“Give me six hours to chop down a tree and I will spend the first four sharpening
the axe.”

– Abraham Lincoln

In den beiden vorherigen Kapiteln wurden einerseits die kompressible SLLBM detail-
liert beschrieben und andererseits angepasste, schlanke Geschwindigkeitssätze entwi-
ckelt. In diesem Kapitel wird die Methode nun validiert und zur Simulation ein-, zwei-
und dreidimensionaler Strömungen im schwach kompressiblen sowie kompressiblen
Regime eingesetzt. Zur Validierung wird eine bewegte Dichteschwankung, ein beweg-
ter zweidimensionaler Taylor-Green-Wirbel und ein Test des Temperaturbereichs der
Methode herangezogen. Hierauf folgen eindimensionale und zweidimensionale Rie-
mannprobleme, um die Fähigkeit der Methode zur Darstellung von Stößen zu beur-
teilen. Dem schließen sich eine Stoß-Wirbel-Interaktion, eine supersonische Umströ-
mung eines NACA-0012-Tragflächenprofils sowie eine detaillierte Untersuchung des
kompressiblen, dreidimensionalen Taylor-Green-Wirbels mit verschiedenen Reynolds-
zahlen an. Zuletzt werden eine trans- und supersonische Kugelanströmung sowie eine
supersonische Kanalströmung simuliert.

5.1 Validierung

5.1.1 Bewegte Dichteschwankung

Als ein erster, einfacher Testfall wird eine zweidimensionale Dichteschwankung be-
trachtet, die horizontal durch eine zweidimensionale Simulationsdomäne bewegt wird
[219]. Die zeitabhängigen Lösungen für Dichte, Geschwindigkeiten und Druck lau-
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Tabelle 5.1: Numerischer Fehler der bewegten Dichteschwankung. Aus [219].

Gitterpunkte Fehler ∥ρ − ρref∥∞ Ordnung
16 × 16 2.10599 ⋅ 10−2

32 × 32 1.32533 ⋅ 10−3 4.0
64 × 64 5.36948 ⋅ 10−5 4.6
128 × 128 4.68312 ⋅ 10−6 3.5
256 × 256 7.90318 ⋅ 10−7 2.6
512 × 512 2.14017 ⋅ 10−7 1.9

ten [176]

ρ(x, y, t) = 1 + 0.2 sin(π(x − uxt)) sin(πy) (5.1)
ux(x, y, t) = 1 (5.2)
uy(x, y, t) = 0, (5.3)
P (x, y, t) = 1. (5.4)

Die Domäne mit periodischen Rändern ist als x, y ∈ [−1,1] definiert. Für das gröbste
Gitter von 16 × 16 Gitterpunkten, aufgeteilt in NΞ = 4 Zellen mit Ordnung der An-
satzfunktionen p = 4, wurde die Simulationsendzeit t = 2 in 1105 Schritten erreicht.
Die Anzahl der Schritte verdoppelte sich für jede feinere Simulation. Die kinematische
Viskosität wurde mit ν = 10−10 eingestellt und die Machzahl betrug Ma = 0.2 [219].

In Tabelle 5.1 sind die numerischen Fehler der Dichte für die Auflösungen 162 bis 2562
dargestellt. Bei groben Auflösungen nahmen die numerischen Fehler mit etwa vierter
Größenordnung ab, was der räumlichen Konvergenzordnung entspricht. Bei feineren
Simulationen überwiegt dann der zeitliche Fehler zweiter Ordnung [219].

5.1.2 Test der Galileischen Invarianz

Die Lattice-Boltzmann-Methode verfügt in ihrer Standardformulierung aufgrund des
Ma3-Fehlerterms aus Abschnitt 2.5 nur über unzureichende Galileische Invarianz.
Der bewegte zweidimensionale Taylor-Green-Wirbel ist daher ein guter Testfall, um
dieses Problem für die SLLBM zu untersuchen, da er über eine analytische Lösung
verfügt. Die Initialbedingungen des Testfalls auf dem Gebiet S = [0,2π]2 lauten für
die Geschwindigkeiten und den Druck

urefx (x, y, t) = +u0 sin(x − uht) cos(y) exp(−2νt)

urefy (x, y, t) = −u0 cos(x − uht) sin(y) exp(−2νt)

P ref(x, y, t) =
1

4
(cos(2(x−uht))+cos(2y)) exp(−4νt),
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Abbildung 5.1: Fehler des bewegten zweidimensionalen Taylor-Green-Wirbels in Bezug
auf die analytische Lösung. Links: Ohne horizontale Bewegung. Rechts:
Mit horizontaler Bewegung mit Ma = 0.05. Ähnlich in [220].

wobei u0 = 0.01 ein Maß für die Rotationsgeschwindigkeit der Wirbel ist und uh die
Horizontalgeschwindigkeit der Wirbel bezeichnet. Es werden zwei Fälle der Horizon-
talgeschwindigkeit betrachtet: uh = 0 sowie uh = 0.05, wobei die Gittergeschwindigkeit
auf cs = 1 festgelegt wird. Als Geschwindigkeitssätze kamen die Geschwindigkeitssät-
ze D2Q9 mit N = 5 und D2Q25 mit N = 9 zum Einsatz. Die Ordnung der finiten
Elemente war durchweg p = 4, die Simulationsendzeit tend = 0.1 und die Reynoldszahl
Re = u0l/ν = 10. In Abb. 5.1 sind die Ergebnisse dargestellt. Im unbewegten Fall a)
ist erkennbar, dass der räumliche Fehler bei kleinen Auflösungen zunächst mit dritter
bis vierter Ordnung abnimmt, bei feineren Auflösungen dagegen, wie im vorherigen
Testfall der Dichteschwankung, mit zweiter Ordnung. Es ist außerdem zu beobachten,
dass der Interpolationsfehler bei D2Q25 zu einem größeren Gesamtfehler als bei D2Q9
führt, was auf die größere Anzahl Q zu lösender Advektionsgleichungen zurückzufüh-
ren ist. Betrachtet man jedoch den bewegten Fall b), ergibt sich dagegen ein anderes
Bild. Wie in Abschnitt 2.5 dargelegt, gibt es bei unzureichenden Quadraturgraden
N < 6 einen machzahlabhängigen Fehler im Spannungstensor. Dieser manifestiert sich
in einem deutlich erhöhten Fehler für D2Q9, während D2Q25 – trotz der Bewegung
der Wirbel – nahezu die gleichen Fehler über alle Auflösungen hinweg erzielt wie im
unbewegten Fall. Zur Auslotung der maximal erreichbaren Machzahlen mit der kom-
pressiblen SLLBM mit D2Q25, wurden bei festgelegter Auflösung von NRes = 1282

verschiedene horizontale Machzahlen simuliert und die Fehler verglichen. Wie in Abb.
5.2 zu sehen, ist der Fehler zunächst maßgeblich von der gewählten Zeitschrittweite
abhängig, allerdings zeigt sich in Bezug auf diese ein lokales Minimum bei δt = 0.0004.
Dies ist, wie in Abschnitt 3.3.5 beschrieben, eine Eigenart der Semi-Lagrangeschen
Verfahren. Außerdem zeigt sich, dass die maximale Machzahl von der Zeitschritt-
weite abhängt, allerdings sind Machzahlen um Ma ≈ 2.0 mit der hier verwendeten
Konfiguration prinzipiell möglich.
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Abbildung 5.2: Fehler des bewegten zweidimensionalen Taylor-Green-Wirbels bei NRes =
1282 in Bezug auf die analytische Lösung mit verschiedenen horizontalen
Machzahlen. Aus [220].

5.1.3 Test des Temperaturbereichs

Die SLLBM nutzt die polynomielle Entwicklung des Gleichgewichts, bei der die Ge-
wichte der Quadratur temperaturunabhängig sind, was den Ansatz bspw. von den
temperaturabhängigen Gewichten im Modell von Frapolli et al. unterscheidet [66].
Dadurch ergibt sich ein großer Temperaturbereich der Methode, der sich mithilfe ei-
nes einfach Advektions-Diffusionstests zeigen lässt. Die Anfangsbedingungen in der
eindimensionalen Simulationsdomäne sind

ρ(x, t = 0) = 3.000 − 2.997x,

T (x, t = 0) = 0.003 + 2.997x. (5.5)

Das Temperatur- und Dichteverhältnis aus Maximal- und Minimalwerten beträgt so-
mit jeweils 1:1000. Die Auflösung war NΞ = 50, die Ordnung der finite Elemente p = 4,
die Viskosität wurde auf µ = 0.001 gesetzt. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.3 darge-
stellt. Nach dem Simulationsstart finden eine Reihe von Ausgleichseffekten statt bis
sich nach einer hinreichend großen Anzahl an Simulationsschritten (hier: 8000), un-
ter Berücksichtigung von Massen- und Energieerhaltung, der Endzustand einpendelt.
Dieser lässt sich ebenso errechnen

ρ(x, t→∞) = ∫
1

0
ρ(x,0)dx = 1.5015,

ρ(x, t→∞)T (x, t→∞) = ∫
1

0
ρ(x,0)T (x,0)dx = 1.506,

T (x, t→∞) =
ρ(x, t→∞)T (x, t→∞)

ρ(x, t→∞)
= 1.002. (5.6)
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Abbildung 5.3: Einfacher Advektions-Diffusionstest, um zu zeigen, dass die vorgeschlage-
nen Methode große Temperaturunterschiede erfassen kann.

Dieser Endzustand stellte sich auch in der Simulation mit der SLLBM ein, was
demonstriert, dass prinzipiell große Temperaturverhältnisse simuliert werden können.

5.2 Eindimensionales Riemann-Problem und
Stoßrohr

Nach erfolgter Validierung wurde die neu entwickelte SLLBM für kompressible Strö-
mungen an einem Stoßrohr nach Sod [191] getestet, um zu prüfen, wie die Methode
mit Unstetigkeiten der makroskopischen Größen umgehen kann. Dieser Testfall teilt
eine eindimensionale Simulationsdomäne der Größe x ∈ [0,1], wie in Tabelle 5.2 dar-
gestellt, initial in zwei Hälften bezüglich Dichte und Temperatur auf. Die Initialbe-
dingungen sind in Tabelle 5.2 aufgeführt. Das Dichteverhältnis des Testfalls beträgt
8:1 und das Druckverhältnis 10:1.

Der Testfall zeichnet sich dadurch aus, dass sich im zeitlichen Verlauf zwei unter-
schiedliche Diskontinuitäten ausbilden. Einerseits breitet sich von der Mitte her in
Richtung niedrigeren Druckes eine Stoßwelle aus, mit dort abfallendem Druck, Ge-
schwindigkeit und Dichte. Andererseits zeigt sich eine Kontaktdiskontinuität, über die
der Druck konstant bleibt, während die Temperatur ansteigt und die Dichte abfällt.
Zuletzt gibt es noch eine Expansionswelle, die sich im Bereich des verdünnenden Ga-
ses entgegen der Stoßrichtung ausbreitet bei der die Größen sich kontinuierlich über
die Länge der Expansionswelle ändern. Die makroskopischen Größen sind über die
ideale Gasgleichung P = ρRT gekoppelt, während sich die makroskopischen Größen
beiderseits der Stöße über die Rankine-Hugoniot-Beziehungen berechnen lassen.

Die Simulationsdomäne wurde mit NΞ = 200 Zellen und der Ordnung der Ansatz-
funktionen p = 4 diskretisiert. Die Zeitschrittweite betrug δt = 0.0002, sodass der
Zeitpunkt tEnde = 0.15 nach 735 Zeitschritten erreicht wurde. Der Isentropenexponent
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Tabelle 5.2: Anfangsbedingungen des Stoßrohrs nach Sod [191].
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Abbildung 5.4: Dichte a), Geschwindigkeit b), Temperatur c) und Druck d) der Stoßrohr-
Simulation mit der kompressiblen SLLBM. Die Auflösung betrug NP =
800 bei Ordnung der Finiten Elemente p = 4, d.h. die Anzahl der Zellen
betrug NΞ = 200.

wurde auf γ = 1.4 eingestellt, die Prandtlzahl auf Pr = 1.0. Als Geschwindigkeitssatz
kam D2Q25 mit dem Quadraturgrad N = 9 zum Einsatz.

Wie in Abb. 5.4 zu erkennen, ist die SLLBM grundsätzlich in der Lage, die Stöße
zu erfassen, ohne dass sich nennenswerte Oszillationen in die stetigen Bereiche der
Lösung übertragen. Während die Stoßwelle sehr scharf aufgelöst wird, ist die Steigung
der Kontaktdiskontinuität geringfügig flacher.

In einem weiterführenden Schritt dient der Testfall dazu, auch den Stabilitätsbereich
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des Verfahrens weiter zu untersuchen und mit einer On-Lattice-Konfiguration zu ver-
gleichen. Dazu wurde der SLLBM-Strömungsschritt durch den üblichen Strömungs-
schritt der Standard-LBM in Kombination mit einem D2V37-Geschwindigkeitssatz (s.
Abschnitt 4.2.3 ersetzt, während die restliche Konfiguration identisch war. Die Zeit-
schrittweise des On-Lattice-Lösers ist aufgrund der Kopplung von räumlicher und
zeitlicher Diskretisierung nicht einstellbar und somit von der räumlichen Auflösung
abhängig. Für den On-Lattice-Löser sind die Ergebnisse in der oberen Hälfte von Abb.
5.5 dargestellt. Als stabil wird eine Simulation angesehen, wenn die makroskopischen
Größen im Laufe der Simulation begrenzt bleiben, als instabil, wenn die Lösung di-
vergiert. Mit der Viskosität νphys ist hierbei die Viskosität bezogen auf die Domäne
x ∈ [0,1] gemeint. Abb. 5.5 zeigt, dass insbesondere kleine Viskositäten mit dem
D2V37-On-Lattice-Löser nicht stabil gerechnet werden können, oder nur, wenn die
Auflösung außerordentlich hoch gewählt wird. Wie in Abb. 5.5 dargestellt, ergibt sich
für den SLLBM-Löser ein anderes Bild, denn die einstellbare Zeitschrittweite kann
dem Problem so angepasst werden, dass die Simulationen stabilisiert werden können.
Die variable Zeitschrittweite ist somit eine Schlüsselfähigkeit der SLLBM gegenüber
On-Lattice-Methoden.

5.3 Simulationen zweidimensionaler kompressibler
Probleme

5.3.1 Zweidimensionales Riemann-Problem

Die eindimensionalen Stoßrohr- bzw. Riemann-Testfälle lassen sich auf ähnliche Art
und Weise auf zwei Dimensionen erweitern, wie z.B. in den Arbeiten von Lax [131]
oder Kurganov und Tadmor [124] erörtert. Die Anfangsbedingungen für Dichte ρ,
Geschwindigkeiten uα und Druck P eines ausgewählten Testfalls sind in Tabelle 5.3
zusammengefasst.

Das Simulationsgebiet wurde in NΞ = 128 × 128 Zellen mit einer Ordnung der finiten
Elemente von p = 4 diskretisiert, was zu N = 512×512 Gitterpunkten führt [220]. Die
Zeitschrittweite der SLLBM mit D2Q25 betrug zunächst δt = 1.2 ⋅ 10−4 und die dyna-
mische Viskosität µ = 1.7 ⋅10−4. Der Isentropenexponent wurde auf γ = 1.4 gesetzt. An
den Rändern der Simulationsdomäne sollen verschwindende Gradienten der Vertei-
lungsfunktionen ∂f = 0 gelten, was durch eine Vergrößerung der Simulationsdomäne
über den Interessenbereich hinaus erreicht wurde. Auf diese Art und Weise wurde
sichergestellt, dass die Lösung nicht durch die Randbedingungen gestört wird [220].

Zusätzlich zu den Ergebnissen mit der SLLBM in [220] wurde die Simulation mit
einem Finite-Volumen-Verfahren vierter Ordnung (FV4, [145]) mit Runge-Kutta-
Zeitintegration vierter Ordnung zur Lösung der kompressiblen Euler-Gleichungen
wiederholt. Dazu kam der Python-Code Pyro zum Einsatz [89], der an den Stößen
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Abbildung 5.5: Karte stabiler Simulationen des Stoßrohrs mit der On-Lattice-Boltzmann-
Methode (oben) und mit der SLLBM (unten), bezogen auf die Viskosität
νphys und die räumliche Auflösung. Als stabil wird eine Simulation ange-
sehen, wenn die makroskopischen Größen im Laufe der Simulation nicht
divergieren. Die Referenzzeitschrittweite δ′t entspricht der Zeitschrittweite
der jeweiligen On-Lattice-Boltzmann-Simulation. Aus [220].

einen Limiter vierter Ordnung in Verbindung mit künstlicher Viskosität einsetzt. Die
Zeitschrittweite war δt = 3.3 ⋅ 10−4. Der Vergleich von SLLBM und FV4 anhand 45
gleichverteilter Isokonturen ist in Abb. 5.6 aufgeführt. Qualitativ zeigt sich eine gu-
te Übereinstimmung zwischen beiden Methoden, wobei die ruhenden Stöße entlang
x = 0.5 bzw. y = 0.5 im Falle der SLLBM eine deutliche Verbreiterung zeigen, was
auch dazu führt, dass die kleine Tasche im dritten Quadranten weniger detailliert zu
erkennen ist.



5.3 Simulationen zweidimensionaler kompressibler Probleme 79

Tabelle 5.3: Anfangsbedingungen des 2D-Riemann-Problems [131]. Tabelle aus [220] über-
nommen.

ρ = 1

ux = 0.7276

uy = 0

P = 1

ρ = 0.5313

ux = 0

uy = 0

P = 0.4
ρ = 0.8

ux = 0

uy = 0

P = 1

ρ = 1

ux = 0

uy = 0.7276

P = 1

Abbildung 5.6: Darstellung von 45 Dichte-Isokonturen des Riemann-Problems mit N =
512×512 im Intervall ρ ∈ [0.412,1.753]. In a) ist die SLLBM mit Ordnung
der finiten Elemente p = 4 gezeigt, b) ist mit dem Code Pyro [89] ermittelt,
der einen Euler-Finite-Volumen-Löser vierter Ordnung (FV4) mit einem
Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung verwendet.

Zur Quantifizierung der Ergebnisse sind die makroskopischen Größen entlang der Dia-
gonalen x = y in Abb. 5.7 dargestellt. Während die sich in positive x- und y-Richtung
ausbreitende, starke Stoßfront der SLLBM exzellent mit der FV4-Stoßfront überein-
stimmt, so weichen die Werte nahe des in negative x- und y-Richtung verlaufenden
kleinen Säckchens leicht ab. Insgesamt ist dies ein Effekt der nicht vernachlässigbaren,
vorgegebenen Viskosität.

Anhand des Testfalls kann auch demonstriert werden, wie sich steigende Zeitschritt-
weiten bei gleicher sonstiger Konfiguration auf die Lösung auswirken. Dazu sind die
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Abbildung 5.7: Druck, Betrag der Geschwindigkeit und Temperatur der SLLBM für das
in Abb. 5.6 dargestellte Riemann-Problem entlang der Diagonalen d mit
x = y für die Löser SLLBM und Pyro FV4 [89].

Dichtekonturen für verschiedene Kombinationen aus Zeitschrittweite und Viskosität
in Abb. 5.8 abgebildet. Zusammengefasst lässt sich erkennen, dass die Zeitschrittweite
trotz der recht hohen räumlichen Auflösung vergrößert werden kann. Dies erfordert
allerdings, dass die Viskosität ebenso ansteigt. Außerdem ist zu erwähnen, dass die
CFL-Bedingung von FV4 bewirkt, dass die Zeitschrittweiten so klein gewählt werden
mussten, dass ausschließlich Simulation 5.8a) mit FV4 stabil simuliert werden konnte
(siehe Abb. 5.6).

5.3.2 Stoß-Wirbel-Interaktion

Die zweidimensionale Stoß-Wirbel-Interaktion wurde ursprünglich von Inoue und
Hattori ausführlich untersucht [103]. Dabei wurden die Gradienten der kompressi-
blen Navier-Stokes-Gleichungen in der Originalarbeit mit einem kompakten Finite-
Differenzen-Schema sechster Ordnung nach Lele [133] diskretisiert und zur Zeitinte-
gration kam ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung zum Einsatz. Insbesondere
zur Validierung von Lattice-Boltzmann-Verfahren für kompressible Strömungen wur-
de dieser Testfall in den letzten Jahren häufig genutzt [67, 94, 175].

Bei diesem Testfall wird ein Wirbel im Laufe der Simulation durch einen Verdich-
tungsstoß bewegt, woraufhin der Wirbel mit dem Stoß in Wechselwirkung tritt. Da-
durch emittiert der Wirbel akustische Wellen, die sich mit Schallgeschwindigkeit vom
Wirbel entfernen. Außerdem zieht der Wirbel nach der Durchquerung des Stoßes eine
Diskontinuität hinter sich her. Die Herausforderung für den Löser besteht nun dar-
in, die filigranen akustischen Dichteschwankungen trotz der Diskontinuitäten in den
makroskopischen Größen zu erfassen.
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Abbildung 5.8: Vergleich der SLLBM-Dichte-Isokonturen für das zweidimensionale Rie-
mannproblem für verschiedene Zeitschrittweiten und Viskositäten. Im ro-
ten Kreis sind erste Instabilitäten erkennbar, falls die Zeitschrittweite für
eine gegebene Viskosität zu groß gewählt wird. Nur Simulation a) konnte
aufgrund der CFL-Bedingung mit dem Vergleichslöser FV4 stabil simu-
liert werden (siehe Abb. 5.6.)
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Die Advektionsgeschwindigkeit des Wirbels beträgt (von rechts nach links) Ma = −1.2.
Durch die Rankine-Hugoniot-Stoßbeziehungen ergibt sich eine Machzahl von Ma =
−0.842 hinter dem Stoß [220]. Die Geschwindigkeit des Wirbels in Abhängigkeit des
Radius r beträgt

uθ(r) =
√
γT Mavrexp((1 − r

2)/2), (5.7)

wobei Mav eine Größe für die Rotationsgeschwindigkeit des Wirbels ist. Druck und
Dichte werden durch

P (r) =
1

γ
(1 −

γ − 1

2
Mavexp(1 − r

2))
γ/(γ−1)

(5.8)

sowie

ρ(r) = (1 −
γ − 1

2
Mavexp(1 − r

2))
1/(γ−1)

(5.9)

bestimmt.

Das Gebiet der Simulation betrug 60 × 24, welches mit NΞ = 256 × 256 Zellen unter
Verwendung der polynomiellen Ordnung p = 4 diskretisiert wurde. Da der die Auf-
lösung des Stoßes von entscheidender Bedeutung für die Genauigkeit der Simulation
ist, wurde das Gitter mithilfe der folgenden Transformationsfunktion gestaucht [220]

xtrans =
30

π
(Λsin(

π

30
(x)) +

π

30
x) . (5.10)

Der Stauchungsfaktor Λ wurde mit Λ = 0.95 festgelegt. Die Position des Stoßes war
xStoss = 30, während die Mitte des Wirbels bei xWirbel = 32 initialisiert wurde.

Anhand dieses Anwendungsfalls konnte gezeigt werden, dass sich die Ergebnisse mit
den Geschwindigkeitssätzen D2Q19 und D2Q25 praktisch nicht unterscheiden. Die
obere Hälfte von Abb. 5.9 zeigt die Dichtekonturen zum Zeitpunkt t = 8 mit dem
D2Q19-, die untere Hälfte mit dem D2Q25-Geschwindigkeitssatz. Trotz der grundle-
gend unterschiedlichen Geschwindigkeitssätze sind keine Unterschiede erkennbar und
auch zu der Referenz von Inoue und Hattori ergab sich visuell eine sehr gute Über-
einstimmung [103].

Zur Quantifizierung der Simulationen wurden diese bei einer leicht veränderten Kon-
figuration mit Mav = 0.25 und Re = 800 wiederholt und mit den DNS-Daten zum
normalisierten Druck ∆P = (P − PB)/PB) verglichen, wobei PB den anfänglichen
Druck in Region B bezeichnet. Der Druck P wird dabei zu den Zeitpunkten t = 6,
t = 8 sowie t = 10 von der Wirbelmitte ausgehend entlang einer zur X-Achse um 135°
Grad geneigten Halbstrecke gemessen. Abb. 5.10 zeigt die gute Übereinstimmung der
SLLBM-Ergebnisse mit der Referenz von Inoue und Hattori.
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Abbildung 5.9: Dichte-Isokonturen der Stoß-Wirbel-Interaktion bei Verwendung der Wir-
belmachzahl Mav = 0.5 und der Reynoldszahl Re = 400 mit den Ge-
schwindigkeitssätzen D2Q19 (oben) und D2Q25 (unten). Insgesamt sind
119 Isokonturen im Bereich ρ ∈ [0.92,1.55] dargestellt. Visuell ist zwischen
beiden Simulationen kein Unterschied zu erkennen. Quelle: [218].
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Abbildung 5.10: Vergleich des normierten Drucks ∆P mit der SLLBM mit D2Q25 im
Vergleich zur Referenz von Inoue und Hattori zu den Zeitpunkten t = 6,
t = 8 und t = 10. Quelle: [220].
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Abbildung 5.11: Vergleich des normierten Drucks für die Geschwindigkeitssätze D2Q19
und D2Q25. Quelle: [218].

5.3.3 Viskose, supersonische 2D-Umströmung eines
NACA-0012-Tragflächenprofils

Zur Durchführung einer kompressiblen SLLBM-Simulation mit Festkörper-
Randbedingungen wurde ein NACA-0012-Tragflächenprofil mit Machzahl Ma = 1.5
ausgewählt. Der Anstellwinkel (engl. angle of attack ) betrug AoA = 0○ und die
Reynoldszahl wurde mit Re = 10000 in Bezug auf die Länge C der Tragflächensehne
festgelegt, womit die Konfiguration mit den Arbeiten von Hafez und Wahba [86], Latt
et al. [130], sowie Frapolli et al. [65] vergleichbar ist. Die folgenden Ergebnisse sind
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Abbildung 5.12: Prinzipielle Struktur des numerischen Netzes für die viskose, superso-
nische 2D-Umströmung des NACA-0012-Tragflächenprofils. Für die ei-
gentliche Simulation wurde das Netz weiter verfeinert.

bisher unveröffentlicht.

Das Gebiet wurde mit einem strukturierten, jedoch körperangepassten Gitter gerech-
net, wie es schematisch in Abb. 5.12 zu sehen ist. Erzeugt wurde das Netz mit dem
Softwarepaket Gmsh [75], welches eine gute Kompatibilität mit dem Finite-Elemente-
Paket Deal.ii aufweist, auf dem der SLLBM-Löser basiert. Das gezeigte Gitter wurde
für die Simulation noch einige Male verfeinert, sodass insgesamt 1.86 Millionen Gitter-
punkte im Gebiet verteilt wurden, wobei der Grad der Ansatzfunktionen p = 4 betrug.
Die Zeitschrittweite betrug δt = 0.00015 und die Simulation lief insgesamt 200000 Zeit-
schritte bis t = 30. Als Einlass wurden Gleichgewichtsrandbedingungen verwendet, für
den Auslass kamen die Auslassrandbedingungen aus Abschnitt 3.4.3 zum Einsatz. An
den parallel zur Tragflächensehne verlaufenden Domänengrenzen wurde jeweils eine
Pufferzone bzw. Sponge Zone mit zunehmend grobmaschigeren, unstrukturierten Zel-
len eingerichtet, um alle Stöße so aus dem Simulationsgebiet zu führen, dass keine
störenden Stoßreflektionen auftreten konnten, wie sie z.B. in [130] zu sehen sind. Der
Geschwindigkeitsraum wurde mit dem D2Q19-Geschwindigkeitssatz mit N = 9 diskre-
tisiert. Zu Beginn der Simulation wurde das Strömungsgebiet mit einer geringfügigen
Störung im Geschwindigkeitsfeld überlagert, um eine Wirbelstraße im Nachlauf an-
zuregen.

Abb. 5.13 zeigt den Temperaturverlauf der konvergierten Strömung und die bis zu ca.
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46-prozentige Aufheizung des Fluids um die Tragfläche herum. Klar zu erkennen sind
zudem der gebogene Stoß vor dem Tragflächenprofil, der bei runden Konturen nicht
am Körper anliegt, sondern vom Körper räumlich abgesetzt ist. Folglich existiert un-
mittelbar an der Profilvorderkante ein Staupunkt. Ausgehend von der Hinterkante
bildet sich ein weiterer Stoß mit spitzerem Winkel in Bezug auf die Anströmrichtung
aus. Insgesamt ist die visuelle Übereinstimmung mit den Ergebnissen von Latt et
al. [130], Hafez und Wahba [86] sowie Frapolli et al. [65] sehr gut. Eine Ausnahme
hierzu sind allerdings die Beobachtungen des Nachlaufs der Strömung: Während Fra-
polli et al. und Latt et al. eine stabile Wirbelstraße beobachten, ist diese hier im aus-
konvergierten Fall nicht sichtbar. Dies deckt sich mit den Beobachtungen von Hafez
und Wahba [86]. In der Einschwingphase dagegen ist die Wirbelstraße zu beobachten,
was in der linken Hälfte von Abb. 5.14 zum Zeitpunkt t = 6.5 dargestellt ist, allerdings
stabilisiert sich der Nachlauf nach einiger Zeit. Um die Ursache dieser Abweichung zu
ergründen, wurden weitere Konfigurationen mit Anstellwinkeln AoA ∈ {1○,2○,3○,4○}
sowie Re = 20000 gerechnet, allerdings bildete sich eine stabile Wirbelstraße ohne
weitere Störungen trotz der Inklination oder der erhöhten Reynoldszahl nicht aus.
Gleiches gilt bei einer Erhöhung der Ordnung der Ansatzfunktionen auf p = 6 und
die Verwendung des D2Q25-Geschwindigkeitssatzes. Einzig, wenn Störungen im Si-
mulationsgebiet vorlagen, wie z.B. bei einem unzureichend aufgelösten Stoß oder bei
schlechter Vernetzung, konnte die Wirbelstraße wieder beobachtet werden.

Eine mögliche weitere Erklärung für die Abweichung zu den Arbeiten von Frapolli et
al. sowie Latt et al. ist das körperangepasste Gitter der SLLBM-Simulationen, womit
insbesondere die filigrane Hinterkante des Tragflächenprofils exzellent aufgelöst wer-
den kann, wohingegen die genannten Autoren mit einem kartesischen, gestuften Git-
ter rechneten. Dies könnte zu Störungen im Nachlauf führen, die dann die Anregung
der Wirbelstraße verursachen. Dieser Erklärungsversuch wird von einer Abbildung
in der Arbeit von Saadat et al. mit SLLBM-Simulationen mit körperangepassten,
unstrukturierten Gittern unterstützt [176]. Eine der Abbildungen dieser Arbeit zeigt
lediglich die Initialphase der Simulation mit Wirbelstraße, während die auskonver-
gierte Lösung nicht gezeigt wird. Es ist daher zu vermuten, dass in der Folge auch
dort eine Stabilisierung der Strömung eingetreten ist. Unabhängig von der Ursache
dieser Beobachtungen, ist die mögliche Verwendung von körperangepassten Gittern
ein Vorteil der SLLBM.

Die rechte Hälfte von Abb. 5.14 zeigt einen LBM-Stoßsensor nach Latt et al. [130],
der ein Maß für das lokale Nichtgleichgewicht der Strömung darstellt. Er berechnet
sich an jedem Gitterpunkt mittels

ε =
1

Q

Q

∑
i=0

∣fi − f
eq
i ∣

wi

. (5.11)

Im Gegensatz zu Latt et al. findet die Normierung nicht mit dem Gleichgewicht
f eq
i , sondern mit dem jeweiligen Gewicht wi statt. Dies hat sich für die SLLBM-

Simulationen als robuster erwiesen, da f eq
i aufgrund der polynomiellen Darstellung
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Abbildung 5.13: Temperatur der Umströmung eines NACA-0012-Tragflächenprofils bei
Ma = 1.5 und Re = 10000 zum Zeitpunkt t = 30.

auch negative Werte aufweisen oder verschwinden kann. Wie in Abb. 5.14 zu erkennen
ist, treten sowohl nahe der Stöße als auch im Bereich der Wirbelstraße erhöhte Werte
des Stoßsensors ε auf. Der Stoßsensor wurde in der vorliegenden Konfiguration nicht
weiter verarbeitet, da die Simulationen auch ohne künstliche Viskosität stabil blieben.
Zukünftig könnte der Stoßsensor jedoch beispielsweise als Leitparameter verwendet
werden, um gezielt lokale adaptive Gitterverfeinerungen vorzunehmen.

Neben der visuellen Übereinstimmung lässt sich die Qualität der Ergebnisse auch
mithilfe des Verlaufs des Druckbeiwerts vor und hinter dem Tragflächenprofil sowie
auf dessen Oberfläche bestätigen. Der Druckbeiwert CP für kompressible Strömungen
lautet

CP =
P − P0
γ
2P0Ma2

. (5.12)

Abb. 5.15 zeigt den Verlauf des Druckbeiwertes im Vergleich zu den Simulationen von
Latt et al. sowie Frapolli et al: Die Übereinstimmung mit den Referenzen ist sehr gut.
Im Gegensatz zu den Ergebnissen von Latt et al. [130] zeigen sich auf dem Profil kei-
nerlei Oszillationen des Druckbeiwertes, was ebenso den Wert des körperangepassten
Gitters unterstreicht.

Alles in allem konnte mit der Simulation des NACA-0012 Tragflächenprofils gezeigt
werden, dass die kompressible SLLBM mit Randbedingungen auch mit körperan-
gepassten Gittern und Randbedingungen erfolgreich angewendet werden kann. Als
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Abbildung 5.14: Umströmung des NACA-0012-Tragflächenprofils bei Ma = 1.5 und Re =
10000 zum Zeitpunkt t = 6.5. Links: Machzahl. Erkennbar ist, dass
sich die initial einsetzende Wirbelstraße im weiteren Verlauf stabilisiert.
Rechts: Wert des Stoßsensors.

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

x/C

−0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

C
P

Latt et al.

Frapolli et al.

SLLBM

Abbildung 5.15: Verlauf des Druckbeiwertes CP vor und hinter dem Trägflächenprofil,
sowie im Bereich x/C ∈ [0,1] auf dessen Oberfläche. Vergleich zu Latt et
al. [130] sowie Frapolli et al. [65].
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nächstes werden in den kommenden Abschnitten dreidimensionale Strömungen mit
der SLLBM simuliert.

5.4 Simulation dreidimensionaler Strömungen

5.4.1 Quasi-inkompressibler dreidimensionaler
Taylor-Green-Wirbel

Zum Vergleich der Geschwindigkeitssätze für schwach kompressible SLLBM-
Simulationen aus Kapitel 4 bietet sich der dreidimensionale Taylor-Green-Wirbel an,
welcher ein standardisierter Testfall im periodischen Gebiet S ∈ [0,2π]3 ist. Aufgrund
dessen kann die Implementierung ohne Einfluss von Randbedingungen oder Körper-
begrenzungen untersucht werden. Die Anfangsbedingungen für Geschwindigkeit und
Druck lauten

u(x, y,0) =
⎛
⎜
⎝

sin(x)cos(y)cos(z)
−cos(x)sin(y)cos(z)

0

⎞
⎟
⎠
, (5.13)

bzw.

P (x, y, t = 0) =
1

16
(cos(2x) + cos(2y))cos(2z + 2). (5.14)

Anders als im zweidimensionalen Fall, der in den Abschnitten 2.3 bzw. 5.1.2 simuliert
wurde, vermischen sich die initialen großen Wirbel rasch und zerfallen in kleinere
Wirbel, sodass der Testfall im Falle von hinreichend großen Reynoldszahlen bei t ≈ 10
in eine nahezu isotrope Turbulenz übergeht. Die kinetische Energie des Testfalls ist
folgendermaßen definiert

k =
1

(2π)3 ∫S

1

2
∣u∣2 d3x. (5.15)

Daneben ist die Enstrophie ein Maß für die Dissipation auf Basis der aufgelösten
Skalen [115]

E =
1

(2π)3 ∫S
(∇ ×u)2 d3x. (5.16)

Im Inkompressiblen entspricht die Dissipationsrate −dk/dt idealerweise dem Produkt
aus Viskosität und Enstrophie νE , d.h. −dk/dt = νE . Die Ableitung wurde hierbei
mit der zentralen Finite-Differenzen-Methode zweiter Ordnung berechnet. Die Vi-
sualisierung dieser beiden Größen zeigt damit den Einfluss der Numerik, die über
numerischen Dissipation und Auflösung die Bilanz von Zeitschritt zu Zeitschritt be-
einflussen und zu Abweichungen führen kann.
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Abbildung 5.16: Zeitlicher Verlauf der Dissipationsrate −dk/dt und der skalierten Enstro-
phie νE im Vergleich zur Referenz von Brachet et al. [21] mit verschie-
denen Geschwindigkeitssätzen bei Reynoldszahl Re = 400.

Die folgenden Simulationen wurden mit den Geschwindigkeitssätze D2Q13, D2Q21
und D3Q27 mit N = 5, sowie dem Geschwindigkeitssatz D3V27 mit N = 7 durch-
geführt. Die Auflösung mit der SLLBM betrug NΞ = 323 mit der Ordnung der An-
satzfunktionen p = 4. Im ersten Fall wurde die Reynoldszahl auf Re = 1600 gesetzt.
Die Zeitschrittweite aller Simulationen betrug δt = 0.0015. Abb. 5.16 zeigt den zeit-
lichen Verlauf der Dissipationsrate sowie der skalierten Enstrophie νE im Vergleich
zur gewählten Referenzsimulation von Brachet et al. [21]. Insgesamt stimmen beide
Verläufe aller Simulationen gut mit der Referenz überein und zeigen dadurch, dass
die Simulationen ausreichend aufgelöst waren. Gleichzeitig erkennt man, dass keine
signifikanten Unterschiede zwischen den Ergebnissen einzelner Geschwindigkeitssätze
zu beobachten sind. Im nächsten Schritt wurde die Reynoldszahl auf Re = 1600 er-
höht, was zur Folge hat, dass die Simulation fortan unteraufgelöst ist. Die Ergebnisse
hierzu finden sich in Abb. 5.17. In allen Simulationen zeigt sich, dass der Anstieg
der Dissipationsrate anfänglich zu steil ist und das Maximum der Dissipationsrate
nur von D3Q13 und D3V27 gut getroffen wird. Bei der skalierten Enstrophie gibt
es jedoch weitere Unterschiede, die zum besseren Vergleich in Abb. 5.18 dargestellt
sind. Insgesamt stimmt hier der Geschwindigkeitssatz D3V27 mit N = 7 im Bezug auf
den Verlauf der Enstrophiekurve am besten mit der Referenz überein, während die
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Abbildung 5.17: Zeitlicher Verlauf der Dissipationsrate −dk/dt und der skalierten Enstro-
phie νE im Vergleich zur Referenz von Brachet et al. [21] mit verschie-
denen Geschwindigkeitssätzen bei Reynoldszahl Re = 1600.

Enstrophie für D3Q27 im Vergleich am stärksten abweicht und D3Q13 sowie D3Q21
sich dazwischen platzieren.

Die Unterschiede zwischen den Geschwindigkeitssätzen können durch verschiedene Ef-
fekte erklärt werden. Einerseits ist es für interpolationsbasierte Löser wie die SLLBM
günstig, wenn möglichst wenig Advektionsgleichungen gelöst werden müssen, um den
numerischen Aufwand und den Interpolationsfehler zu reduzieren. Andererseits un-
terscheidet sich die räumliche Verteilung der Abszissen jedes Geschwindigkeitssatzes
voneinander, sodass die Informationen aus verschiedenen Raumrichtungen transpor-
tiert werden. Zu guter Letzt besitzt der Geschwindigkeitssatz D3V27 mit N = 7, im
Gegensatz zu den konventionellen Geschwindigkeitssätzen mit N = 5, den Vorteil der
korrekten Darstellung des Spannungstensors, was zu einer weiteren Reduktion der
Fehler beiträgt und die gute Übereinstimmung der Enstrophie mit der Referenz er-
klärt. Die SLLBM bietet somit die Möglichkeit, schlankere Geschwindigkeitssätze als
die Standard-LBM einzusetzen, wobei die Geschwindigkeitssätze D3Q13 und D3Q21
ein guter Kompromiss aus Rechenzeit und Genauigkeit bei niedrigen Machzahlen
sind.
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Abbildung 5.18: Zeitlicher Verlauf der skalierten Enstrophie νE im Zeitraum t ∈ [6; 10]
mit verschiedenen Geschwindigkeitssätzen bei Reynoldszahl Re = 1600.
Referenz von Brachet et al. [21].

5.4.2 Kompressibler dreidimensionaler Taylor-Green-Wirbel

Durch die Verwendung hoher Machzahlen bei der Initialisierung unterscheidet sich
der kompressible dreidimensionale Taylor-Green-Wirbel wesentlich vom Testfall für
schwach kompressible Strömungen. Aufgrund der großen initialen Wirbel zu Beginn
treten insbesondere in der ersten Phase der Simulation Stöße und Shocklets auf [161].
Letztere bezeichnen dabei lokal begrenzte Gebiete starker Verdichtung, während Stö-
ße sich durch starke Gradienten auszeichnen und die makroskopischen Größen den
Rankine-Hugoniot-Bedingungen folgen. Die steilen Gradienten beider Typen können
dabei zu Problemen bei der Stabilität des Lösers führen. Ähnlich wie im inkompres-
siblen Fall, verwickeln sich die Wirbel der darauf folgenden Phase immer stärker und
gehen in der Folge – zumindest bei ausreichend hohen Reynoldszahlen – in eine na-
hezu isotrope Turbulenz über. Dies wiederum erfordert, dass sich der Löser nicht zu
diffusiv verhält, um möglichst viele der kleinen Skalen aufzulösen.

Ein Vorteil des Taylor-Green-Wirbels ist die deterministische Initialisierung im Ver-
gleich zu Testfällen mit isotrop abklingender Turbulenz, bei denen das Initialfeld
zwar gemäß des Energiespektrums erzeugt wird, die räumliche Verteilung über die
Simulationsdomäne jedoch letztlich zufällig ist [100].

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der SLLBM für diesen Testfall mit zwei
kürzlich erschienenen Arbeiten von Peng und Wang [161] sowie Lusher und Sand-
ham [142] verglichen, die beide einen Finite-Differenzen-Löser hoher Ordnung ver-
wendeten. Die Ergebnisse sind zwei Arbeiten von Wilde et al. [218,221] entnommen.
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Der kompressible Taylor-Green-Vortex hat die folgenden Initialbedingungen für Dich-
te und Temperatur T

ρ(x, y, z, t = 0) = 1 +
C

16
[cos(2x) + cos(2y)] [cos(2z + 2)] , (5.17)

T (x, y, z, t = 0) = 1, (5.18)

im Gebiet S = [0,2π]3. Das Geschwindigkeitsfeld ist identisch zu Gl. (5.13). Der
Zähler in Gl. 5.17 ist in [161] und [142] unterschiedlich definiert. Für die Fälle mit
Reynoldszahl Re = 400 beträgt er C = 1, für den Fall Re = 1600 dagegen C = γMa2.
Die Prandtlzahl und der Isentropenexponent sind mit Pr = 0.7 und γ = 1.4 festge-
legt. Den Referenzen entsprechend folgt die dynamische Viskosität µ dem Gesetz von
Sutherland, welches die Temperaturabhängigkeit der Viskosität modelliert

µ =
1.4042T 1.5

T + 0.40417
µ∞. (5.19)

Der Ausdruck µ∞ bezeichnet dabei den Referenzwert der dynamischen Viskosität bei
T = 1.

Die SLLBM rechnete den dreidimensionalen Taylor-Green-Wirbel mit dem Kubatur-
basierten D3Q45-Geschwindigkeitssatz mit N = 9 und der in Kapitel 3 beschriebenen
Konfiguration. Dementsprechend betrug die Expansionsordnung des Gleichgewichts
in Gl. (3.9) N = 4. Die Ordnung der Finiten Elemente betrug grundsätzlich p = 4 und
es kamen Gauß-Lobatto-Tschebyscheff-Stützstellen zum Einsatz. Durch den Einsatz
von NΞ = 643 Zellen betrug die Auflösung der Simulation durchweg NRes = 2563.

Simulationen mit Re = 400

Der Fall mit Re = 400 wurde von Peng und Yang detailliert untersucht [161]. Die
Auflösung der Referenz betrug NRes = 5123. Die Referenz nutzte dabei das kompak-
te Finite-Differenzen-Schema achter Ordnung von Lele [133] zur Diskretisierung der
konvektiven und diffusiven Terme, kombiniert mit einem Weighted-Essentially-Non-
Oscillatory-Schema (WENO) [221] für die konvektiven Terme. Für die Zeitintegration
wurde ein Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung mit Total-Variance-Diminishing
(TVD) eingesetzt [77, 186]. Um bei diesem Eulerschen Zeitintegrationsschema die
CFL-Bedingung zu erfüllen, musste die Zeitschrittweite der Referenz mit δt = 5 ⋅ 10−4
gewählt werden. Die Machzahlen wurden mit Ma ∈ {0.5; 1.0; 1.5; 2.0} festgelegt. Die
Zeitschrittweiten sind δt = 0.017 bei Machzahl Ma = 0.5, δt = 0.033 bei Ma = 1.0,
δt = 0.018 bei Ma = 1.5, and δt = 0.012 bei Ma = 2.0 und somit bis zu zwei Größenord-
nungen größer als die Zeitschrittweiten der Referenz [161]. Insbesondere für die Fälle
Ma ≥ 1.5 zeigen sich in der Anfangsphase der Simulation starke Kompressionseffekte
mit Stößen und Shocklets.

In Abb. 5.19 ist auf der linken Hälfte der zeitliche Verlauf der kinetischen Energie
für alle Machzahlen dargestellt. Die Definition der kinetischen Energie ist identisch
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Abbildung 5.19: Links: Zeitlicher Verlauf der kinetischen Energie mit der SLLBM mit
D3Q45 für verschiedene Machzahlen im Vergleich zur Referenz [161].
Rechts: Zeitlicher Verlauf der Dissipationsrate durch Dilatation im Ver-
gleich zur Referenz.

zu Gl. (5.15). Obwohl die SLLBM mit deutlich größeren Zeitschrittweiten rechnete,
ist die Übereinstimmung mit der Referenz für alle Machzahlen exzellent. Bei der auf
der rechten Seite von Abb. 5.19 dargestellten Dissipationsrate durch Dilatation

εc =
4

3ρrefRe
∫
S
µ(∇ ⋅u)2 d3x, (5.20)

mit ρref = 1, zeigten sich leichte Abweichungen der SLLBM im Vergleich zur Referenz
für die hohen Machzahlen, was vermutlich durch die geringere Auflösung im Vergleich
zur Referenz zu erklären ist.

Beim Verlauf der reibungsbehafteten Dissipationsrate dagegen,

εs =
1

ρrefRe
∫
S
µ(∇ ×u)2 d3x, (5.21)

zeigte sich insgesamt eine sehr gute Übereinstimmung mit der Referenz. Die Überein-
stimmung konnte sogar noch verbessert werden, wenn die Zeitschrittweite für Ma = 0.5
und Ma = 1.0 auf δt = 3 ⋅ 10−3 verringert wurde. Dies impliziert die zeitliche Filterung
der makroskopischen Größen [189], die durch die Verwendung großer Zeitschrittweiten
entsteht. Um die Bedeutung der Ergebnisse für die Entwicklung eines kompressiblen
LBM-Lösers einordnen zu können, wurden die Simulationen mit einem On-Lattice-
Löser wiederholt. Mit Ausnahme des Strömungsschritts und der Geschwindigkeits-
diskretisierung war die Konfiguration gleich zum SLLBM-Löser. Der exakte Strö-
mungsschritt von Gitterpunkt zu Gitterpunkt wurde mit den D3Q103- und D3V107-
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Abbildung 5.20: Zeitlicher Verlauf der reibungsbehafteten Dissipationsrate (5.21) der
SLLBM im Vergleich zur Referenz [161]. Es zeigt sich eine gute Überein-
stimmung, die durch eine Verringerung der Zeitschrittweite für die Fälle
Ma = 0.5 und Ma = 1.0 noch verbessert werden konnte.

Geschwindigkeitssätzen ermöglicht. Es zeigt sich beim Vergleich der kinetischen Ener-
gie mit der Referenz von Peng und Yang in Abb. 5.21, dass nur die Simulationen
mit Ma = 0.5 und Ma = 1.0 erfolgreich durchgeführt werden konnten, während die
anderen Simulationen bald divergierten. Während die SLLBM-Simulationen oftmals
durch eine Verringerung der Zeitschrittweite δt stabilisiert werden konnten, so fehlt
die Möglichkeit zur Änderung der Zeitschrittweite bei reinen On-Lattice-Boltzmann-
Verfahren gänzlich, da sie inhärent an die räumliche Diskretisierung gebunden ist. Mit
dem Ziel dennoch eine Stabilisierung zu erreichen, wurde die On-Lattice-Simulation
mit der BDF2-Diskretisierung wiederholt, die in Abschnitt 2.3 erläutert wurde. Die
extreme Stabilität dieser Zeitintegrationsmethode wurde in Wilde et al. demons-
triert [219], allerdings scheiterte auch die BDF2 am vorliegenden Testfall. Nach den
vorliegenden Erkenntnissen gibt es hierfür eine schlüssige Erklärung: Jede Geschwin-
digkeitsdiskretisierung verfügt über eine obere Schranke der Machzahl (s. Abschnitt
2.3), die unabhängig vom Kollisionsoperator oder der Zeitintegration mit On-Lattice-
Verfahren nicht überschritten werden kann. Bei den Testfällen mit Ma > 1.0 wurde
diese Grenze somit offenbar verletzt, wodurch es zur Instabilität kam.

Simulationen mit Re = 1600

Da beim Testfall mit Re = 400 keine wirkliche isotrope Turbulenz eintritt, wurde der
Testfall unter Verwendung der SLLBM nochmals mit Re = 1600 und den Machzahlen
Ma = 1.0 sowie Ma = 1.25 wiederholt. Bei dieser Reynoldszahl wird im Verlauf der
Simulation eine nahezu isentrope Turbulenz erreicht. Auch in diesem Fall diente eine
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Boltzmann-Simulationen mit a) D3Q103 und b) D3V107. Während für
niedrige Machzahlen Ma < 1.0 der Verlauf akkurat wiedergegeben wird,
so sind die Simulationen für größere Machzahlen nicht stabil. Aus [221].
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Abbildung 5.22: Zeitlicher Verlauf der kinetischen Energie für die SLLBM-Simulationen
mit D3Q45 mit den Machzahlen a) Ma = 1.0 und b) Ma = 1.25. Aus [221].

weitere, kürzlich erschienene Referenz von Lusher und Sandham als Vergleichsmög-
lichkeit [142].

Auch für diesen Testfall zeigte sich für den zeitlichen Verlauf der kinetischen Energie
in Abb. 5.22 bei beiden Machzahlen eine hervorragende Übereinstimmung mit der
Referenz [142].
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SLLBM-Simulationen mit D3Q45 mit den Machzahlen a) Ma = 1.0 und
b) Ma = 1.25. Aus [221].
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Abbildung 5.24: Zeitlicher Verlauf der Dissipationsrate durch Dilatation für die SLLBM-
Simulationen mit D3Q45 mit den Machzahlen a) Ma = 1.0 und b) Ma =
1.25. Aus [221].

Dies gilt in ähnlichem Maße auch für die reibungsbehaftete Dissipationsrate, welche
in Abb. 5.23 dargestellt ist, wenngleich die Abweichung für Ma = 1.0 größer ist als für
Ma = 1.25. Bei einer Verringerung der Ordnung der finiten Elemente von p = 4 auf
p = 2 bei gleicher Auflösung NRef = 2563 zeigt sich außerdem in Abb. 5.23b), dass die
hohe Ordnung für eine akkurate Reproduktion der Gradienten der makroskopischen
Größen von entscheidender Bedeutung ist. Zuletzt lohnt sich auch Blick auf die Dis-
sipationsrate durch Dilatation (5.20), deren Verlauf in Abb. 5.24 dargestellt ist. Bei
der Simulation mit Ma = 1.0 wird der Verlauf im Vergleich zur Referenz nahezu exakt
wiedergegeben. Im Falle der leicht erhöhten Machzahl Ma = 1.25 sind in der initialen
Phase der Simulation starke Schwankungen der Dissipationsrate zu beobachten.
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Abbildung 5.25: Dichte des dreidimensionalen Taylor-Green-Wirbels mit Re = 1600 und
Machzahl Ma = 1.25 zur Zeit t = 3.34. Dargestellt ist die x-z-Ebene an
der Position y = π. Aus [221].

Zur Verdeutlichung der Vorgänge in der Startphase der Simulation ist ein Schnitt
der Simulationsdomäne in Abb. 5.25 abgebildet. Hier wurde exemplarisch die Dich-
te visualisiert. Durch die große Machzahl bilden sich hier Stöße aus, die in guter
Annäherung den Rankine-Hugoniot-Stoßbedingungen folgen. Da der benutzte Löser
nicht von Mitteln des Filterns oder der künstlichen Viskosität Gebrauch macht, ist
zu vermuten, dass die Konfiguration bei starken Stößen zu Oszillationen führen kann.
Dennoch konnte die Simulation stabil zu Ende gerechnet werden und der weitere
Verlauf der Dissipationsrate durch Dilatation genau wiedergegeben werden.

5.4.3 Super- und transsonische Kugelanströmung

Ein 3D-Testfall mit Festkörperrandbedingungen ist die super- bzw. transsonische An-
strömung einer Kugel. Die folgenden Ergebnisse sind bisher unveröffentlicht. Zur Si-
mulation wurde mit Deal.ii ein körperangepasstes Netz entlang einer Kugel mit Radi-
us R = 0.5 erzeugt, welches sich in das umliegende kartesische Gitter einfügt [95]. Ein
Ausschnitt des Netzes ist in Abb. 5.26 dargestellt. Der Kugelmittelpunkt befindet sich
im Koordinatenursprung und die Domäne hat die Größe x ∈ [−2,8], (y, z) ∈ [−5,5].
Der Umfang der Kugel ist mit 128 Gitterpunkten aufgelöst, während sich der erste
Gitterpunkt des Fluids in radialer Richtung bei r+ = 0.01, bezogen auf die Kuge-
loberfläche, befindet. Für alle Ränder mit Ausnahme des Auslasses wurden Gleich-
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Abbildung 5.26: Ausschnitt des numerischen Netzes zur supersonischen Kugelanströ-
mung. Dargestellt ist die x-y-Ebene bei z = 0, sowie das Netz entlang
der Kugeloberfläche. Für die eigentlichen Simulationen wurde das Netz
weiter verfeinert.

gewichtsrandbedingungen mit vorgegebener Dichte ρ = 1, Temperatur T = 1 und
der jeweiligen Machzahl der Simulation Ma verwendet, für den Auslass kamen Aus-
lassrandbedingungen aus Abschnitt 3.4.3 zum Einsatz. Der Isentropenexponent wur-
de mit γ = 1.4 und die Prandtlzahl mit Pr = 0.71 festgelegt. Die Reynoldszahl
betrug Re = 300, womit die Strömung bei einer Machzahl von Ma = 1.5 gerade
noch dem Kontinuumsbereich zugeordnet werden kann, was an der Knudsenzahl
Kn =

√
γπ/2Ma/Re = 0.007 abzulesen ist. Der Geschwindigkeitsraum wurde mit dem

D3Q45-Geschwindigkeitssatz diskretisiert. Die Ordnung der finiten Elemente betrug
p = 4. Für die Simulationen kamen jeweils 1.38 Millionen Gitterpunkte zum Einsatz.
Die Zeitschrittweite betrug δt = 0.0084 bei Ma = 1.5.

In Abb. 5.27 sind die Machzahl sowie die Temperatur zum Zeitpunkt t = 30 abgebildet.
Gut zu erkennen sind der abgesetzte Stoß, sowie der erhitzte Nachlauf der Strömung.
Aufgrund der niedrigen Reynoldszahl ist der Nachlauf stabil, wie auch von Nagata et
al. [152, 153] beobachtet. Am Auslass bilden sich geringfügig Wellen, die sich durch
die recht einfach gestaltete Auslassrandbedingung aus Abschnitt 3.4.3 erklären lassen.
Durch Verwendung charakteristischer Randbedingungen [96] wird sich dieser Effekt
vermutlich verringern lassen.

Zur Validierung der Ergebnisse wurde der Abstand des Stoßes von der Kugeloberflä-
che gemessen, was in Abb. 5.28 aufgeführt ist. Die Abstände der Stöße stimmen insge-
samt besser mit der Literatur überein als die Ergebnisse von Latt und Coreixas [130],
welche die Kugel lediglich mit einer gestuften Randbedingung approximierten und
trotz einer deutlich größeren Auflösung von 8 Millionen Gitterpunkten den Abstand
des Stoßes tendenziell zu groß ermittelten. Dennoch weist auch die SLLBM für größe-
re Machzahlen Abweichungen von den Literaturwerten auf, die jedoch experimentell
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Abbildung 5.27: Machzahl (x-y-Ebene) und Temperatur (x-z-Ebene) der Umströmung
einer Kugel bei Machzahl Ma = 1.5. Unter den Schnittebenen ist das
Gitter dargestellt.

ermittelt wurden. Die Übereinstimmung mit den numerisch gemessenen Werten von
Nagata et al. ist hingegen besser. Simulationen mit Einlaufmachzahlen Ma ≥ 1.8
waren mit der SLLBM in der gegebenen Konfiguration instabil, was sich damit erklä-
ren lässt, dass die auftretenden Machzahlen aufgrund von Beschleunigungseffekten
wesentlich höher sind als Ma ≈ 2.0.

Im nächsten Schritt wurde die Reynoldszahl auf Re = 1000 erhöht. Weil die Wirbel-
straße für höhere Machzahlen rasch verschwindet (vgl. [152]), wurde die Machzahl auf
Ma = 1.05 verringert, womit sich die Konfiguration im transsonischen Bereich befin-
det. Hierzu wurde die Auflösung der Kugeloberfläche auf r+ = 0.005 verdoppelt und
die Domänengröße wurde auf x ∈ [−4,12], (y, z) ∈ [−8,8] vergrößert, wodurch sich
auch die Anzahl der Gitterpunkte auf 10.9 Millionen erhöhte. Die Zeitschrittweite
wurde auf δt = 0.003 verringert.

In Abb. 5.29 ist die Isokontur des Q-Kriteriums bei Q̂ = 0.0005 zum Zeitpunkt t = 24.6
dargestellt. Die sich ausbildende Wirbelstraße mit relativ langen Wirbelschläuchen
ist klar zu erkennen und entspricht qualitativ der Abbildung in Nagata et al. [152].

Zur weiteren Validierung des Lösers zur Simulation dreidimensionaler, kompressibler
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Abbildung 5.28: Abstände des Stoßes von der Kugeloberfläche mit der SLLBM bei Re =
300 im Vergleich mit Sugimoto [97], Ambrosio [3], Nagata [153] sowie
Latt und Coreixas [130].

Abbildung 5.29: Transsonische Kugelanströmung bei Ma = 1.05 und Re = 1000 zum
Zeitpunkt t = 24.6. Dargestellt ist die Isokontur des Q-Kriteriums bei
Q̂ = 0.0005, eingefärbt mit der Machzahl.
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Abbildung 5.30: Verlauf des Druckbeiwertes CP entlang der Kugeloberfläche für Ma =
1.2,Re = 300 (links) und Ma = 1.05,Re = 1000 (rechts). Referenz von
Nagata et al. [152].

Probleme kann der Druckkoeffizient CP entlang der Kugeloberfläche herangezogen
werden, welcher in Abb. 5.30 für die Fälle Ma = 1.2,Re = 300 und Ma = 1.05,Re = 1000
dargestellt ist. Sowohl für den ersten Fall mit Re = 300 als auch für die Simulation
mit Re = 1000 zeigt sich eine exzellente Übereinstimmung mit der Referenz über die
gesamte Kugeloberfläche und ein glatter Verlauf des Druckkoeffizienten.

Zur Abschätzung des Rechenbedarfs der kompressiblen SLLBM können folgende Wer-
te einen Anhalt geben. Die Simulation wurde auf dem OMNI-Cluster der Universität
Siegen durchgeführt. In diesem Fall kamen 16 Knoten mit je zwei CPUs des Typs
AMD EPYC 7452 mit je 32 Kernen und 128 MB Cache zum Einsatz. Jeder Kno-
ten ist mit 256 GB DDR4-RAM ausgestattet. Für die Simulation bis t = 75 und ca.
25200 Zeitschritten benötigte die Simulation mit der angegebenen Konfiguration un-
gefähr 14 Stunden Rechenzeit. Dies entspricht 5.27 Millionen Aktualisierungen von
Gitterpunkten pro Sekunde.

5.4.4 Supersonische Kanalströmung

Abschließend wurde zum ersten Mal in der LBM-Literatur eine supersonische Kanal-
strömung bei globaler Machzahl Mab = 1.5 untersucht. Vergleichbare Strömungssitua-
tionen wie in diesem Testfall finden sich beispielsweise im Einlass von supersonischen
Flugzeugtriebwerken [63]. Die folgenden Ergebnisse sind bisher ebenfalls unveröffent-
licht. Das Strömungsgebiet betrug [0,4π], [0,2], [0,2π] und wurde mit 512×256×256
Gitterpunkten mit Ordnung der finiten Elemente p = 4 diskretisiert, was insgesamt
33.6 Millionen Gitterpunkten entspricht. Die Wände befanden sich bei y = 0 und y = 2,
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Abbildung 5.31: 3D-Ansicht des supersonischen Kanals. Dargestellt ist die lokale Mach-
zahl.

während periodische Ränder in x- und z- Richtung vorgegeben wurden. Das Gitter
wurde ausgehend von der Kanalmitte in y-Richtung zunehmend gestaucht, um die
Gradienten an der Wand bestmöglich erfassen zu können. Der erste Gitterpunkt in y-
Richtung befand sich dadurch bei y = 0.0009, was dem Wert y+ = 0.25 entspricht. Als
Diskretisierung des Geschwindigkeitsraums wurde der D3Q45-Geschwindigkeitssatz
verwendet.

Eine 3D-Ansicht des Kanals ist in Abb. 5.31 abgebildet und vermittelt anhand der
lokalen Machzahl einen Eindruck über die Strömung im Kanal.

Die gemittelte Dichte ρb und der gemittelte Impuls ρbub lassen sich durch

ρb =
1

2δc
∫

2

0
⟨ρ⟩dy, ρbub =

1

2δc
⟨ρux⟩dy (5.22)

berechnen. Hierbei bezeichnet δc = 1 den halben Wandabstand. Die globale Reynolds-
zahl bzw. Machzahl des Testfalls beträgt

Reb =
ρbubδc
µw

= 3000, Mab =
ub
cw
, (5.23)

unter Berücksichtigung der Schallgeschwindigkeit cw und der dynamischen Viskosität
µw jeweils an der Wand. Im Folgenden bezeichnet der Index w stets die Werte an den
Wänden des Kanals.

Die dynamische Viskosität folgt einem Potenzgesetz der Form

µ = µw (
T

Tw
)

0.7

. (5.24)
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Der Isentropenexponent ist mit γ = 1.4 und die Prandtlzahl mit Pr = 0.7 festgelegt,
womit die Konfiguration vergleichbaren Referenzen [37,63,87,173] entspricht.

Zur Initialisierung des Testfalls wurden bei initialer Machzahl Mab(t = 0) = 1.0
und niedriger Auflösung zunächst große Moden in alle Raumrichtungen von hoch-
frequenten Störungen überlagert und diese dann mit einem parabolischen Geschwin-
digkeitsprofil in Abhängigkeit der y-Richtung kombiniert. Nach einer Einschwingzeit
wurde die Strömung auf die Zielmachzahl Mab(t → ∞) = 1.5 beschleunigt. Diese
Startphase von 100000 Zeitschritten wurde mit einem groben Gitters mit 128×64×64
Gitterpunkten durchgeführt, während der die Transition zu Turbulenz stattfand. Da-
nach wurden die Verteilungsfunktionswerte in zwei Schritten durch Interpolation auf
das finale Gitter übertragen. Nach anschließenden weiteren 200000 Zeitschritten auf
dem finalen Gitter wurde die Erfassung und Mittelung der Variablen über weitere
80000 Zeitschritte ausgeführt. Die Zeitschrittweite betrug δt = 0.0008ub/δc auf dem
finalen Rechengitter.

Aufgrund der Interpolation des SLLBM-Strömungsschritts trat in jedem Zeitschritt
ein geringfügiger Masseverlust von ca. 0.0001% auf, der jedoch für die Gesamtlaufzeit
der Simulation nicht zu vernachlässigen ist. Um die Gesamtmasse langfristig dennoch
konstant zu halten, wurden sämtliche Verteilungsfunktionen der Simulation alle zehn
Zeitschritte mit dem Faktor ρb(t = 0)/ρb(t > 0) skaliert. Der Druckgradient in x-
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Abbildung 5.32: a): Van-Driest-transformierte Geschwindigkeit u+vD über y+. „Log.“ be-
zeichnet das logarithmische Wandgesetz. Referenz von Ruby und Foy-
si [173]. b): Gemittelte lokale Machzahl über den Verlauf der halben
Kanalhöhe. Referenz von Foysi [62].
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Richtung wurde initial mit einer Volumenkraft

Fx = ρ
∆u

δt
=
ρwRe

2
τµ

2
w

δ3c
(5.25)

abgeschätzt und zur Simulationslaufzeit mittels eines PI-Reglers variiert, sodass der
gemittelte Massenstrom (5.22) konstant gehalten wurde. Hierzu kam das LBM-
Kräfteschema von Kupershtokh zum Einsatz [123], bei dem die Beschleunigung eines
Zeitschritts ∆u mittels Differenz zweier Gleichgewichtsfunktionen nach Durchfüh-
rung des Kollisionsschrittes in die Verteilungsfunktionen eingebracht wird

∆fi = f
eq
i (ρ,u +∆u, T ) − f eq

i (ρ,u, T ). (5.26)

Die Wände des Kanals sind konstant auf den Wert Tw gekühlt, wohingegen sich das
Fluid durch die Reibung und Kompression aufheizt und sich nach hinreichend langer
Zeit ein Gleichgewicht der gemittelten Temperatur einstellt.

Neben der globalen Reynoldszahl Reb ist mit Reτ die Schubspannungsreynoldszahl
definiert

Reτ =
ρwuτδc
µw

, (5.27)

die von der Schubspannungsgeschwindigkeit uτ =
√
τw/ρw und der Wandschubspan-

nung

τw = µw⟨
∂ux
∂y
∣
y=0
⟩ (5.28)

abhängt. Durch die gemittelten Werte der Simulation wurde eine Schubspannungs-
reynoldszahl von Reτ = 220.59 gemessen, was mit den Werten in der Literatur über-
einstimmt, die meist mit Reτ = 221 angegeben werden. Die Längenskala l+ = µ/(ρwuτ)
dient in den folgenden Abbildungen der Normierung aller mit „+“ gekennzeichneten
Ortsvariablen, wie z.B. y+. Die Geschwindigkeiten u+α werden hingegen mit uτ nor-
miert.

Die van-Driest-Transformation u+vD berücksichtigt die Dichtevariation senkrecht zur
Wand bei der Berechnung der gemittelten Geschwindigkeiten

u+vD = ∫
u+

0

⟨ρ⟩

⟨ρw⟩
du+. (5.29)

Die Van-Driest-transformierte Geschwindigkeit über y+ ist in Abb. 5.32a) dargestellt.
Hier wird die viskose Unterschicht mit u+VD = y

+ gut wiedergegeben. Es zeigt sich
darüber hinaus eine gute Übereinstimmung mit den Ergebnissen von Ruby und Foy-
si [173], wenn auch mit kleinen Abweichungen im Bereich y+ ≈ 10. Diese Abweichun-
gen können allgemein auf die recht simpel konstruierten Temperaturrandbedingungen
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Abbildung 5.33: a): Gemittelte dynamische Viskosität und Dichte normiert mit den jewei-
ligen Werten an der Wand im Verlauf der halben Kanalhöhe verglichen
mit Ruby und Foysi [173]. b): Gemittelte Temperatur in Wandnähe im
Vergleich zu den Werten von Modesti und Pirozzoli [149].

zurückgeführt werden, bei denen der Fehler der Temperatur am Rand nicht vernach-
lässigbar ist. Im weiteren Verlauf von y+ wird auch das logarithmische Wandgesetz
u+(y+) = ln(y+)/0.41+5.5 von der van-Driest-transformierten Geschwindigkeit erfasst.
Abb. 5.32b) zeigt ferner die sehr gute Übereinstimmung der lokalen Machzahl über
die halbe Kanalbreite im Vergleich zu Foysi [62].

Abb. 5.33a) stellt die temperaturabhängige dynamische Viskosität sowie die Dichte
jeweils im Verhältnis zu den Werten an der Wand dar. Auch hier stimmen die Werte
mit den Werten von Ruby und Foysi weitgehend überein. Bei näherer Betrachtung
der Werte in der Nähe der Wand in Abb. 5.33b) wird jedoch deutlich, dass die Tem-
peraturwerte geringfügig zu stark ansteigen. Es wird aber auch deutlich, dass der
Temperaturgradient an der Wand sehr steil ist und dass die Genauigkeit der Simula-
tion durch eine engmaschisches Netz in Wandnähe stark profitiert.

Abschließend sind in Abb. 5.34a) ausgewählte Einträge des Reynolds-
Spannungstensors aufgetragen. Der Reynolds-Spannungstensor Rαβ wird für
kompressible Strömungen in dieser Arbeit durch

Rαβ = ũαuβ − ũαũβ (5.30)

definiert. Hierzu wird die Favre-Mittelung verwendet, die mit

uα = ũα + u
′′
α, ũα = ⟨ρuα⟩/⟨ρ⟩, ⟨ρu′′α⟩ = 0 (5.31)

definiert ist. Auch in diesem Fall werden die Werte der Referenz von Ruby und Foy-
si [173] akkurat durch die SLLBM-Simulation wiedergegeben. Zum selben Schluss
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Abbildung 5.34: a): Ausgewählte Einträge des Reynolds-Spannungstensors im Vergleich
zur Referenz von Ruby und Foysi [173]. b): RMS-Werte der normierten
Geschwindigkeiten u+α im Vergleich zu den Werten von Foysi [62].

kommt man bei näherer Begutachtung der RMS-Werte der normierten Geschwindig-
keiten u+α in der Nähe der Wand in Abb. 5.34b) mit beinahe perfekter Übereinstim-
mung mit den Referenzwerten.
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6 Diskussion und
Zusammenfassung

„Die Erfahrung wächst durch fortschreitende Anpassung der Gedanken an die
Tatsachen.“

– Ernst Mach

Dieses abschließende Kapitel dient zunächst der Zusammenfassung der Arbeit. Im
Anschluss werden die Ergebnisse aus dem vorherigen Kapitel diskutiert und der Bezug
zu anderen Arbeiten zu kompressiblen LBM hergestellt. Die Arbeit schließt dann mit
einem Fazit.

6.1 Zusammenfassung
Das Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung und anschließende Bewertung einer Semi-
Lagrangeschen Lattice-Boltzmann-Methode (SLLBM) für kompressible Strömungen.
Hierzu wurde beantwortet, wie ein kompressibles SLLBM-Modell definiert werden
kann, wie effiziente Geschwindigkeitssätze hergeleitet werden können und final sollte
die Leistungsfähigkeit des Modells untersucht werden. Diese Fragestellungen wurden
nacheinander in den Kapiteln 3 bis 5 bearbeitet und die Erkenntnisse werden nun
nochmals zusammengefasst.

In Kapitel 2 wurde die zugrunde liegende Boltzmann-Gleichung erläutert und die drei
wesentlichen Schritte zur Herleitung der LBM diskutiert. Im anschließenden Kapitel
3 wurde eine Sichtung und Kategorisierung der vorgeschlagenen LBM für kompres-
sible Strömungen durchgeführt. Es folgte die Entwicklung einer SLLBM für kom-
pressible Strömungen. Die hier vorgeschlagene kompressible SLLBM basiert wie die
Standard-LBM auf einer Hermite-Expansion hoher Ordnung der Maxwell-Boltzmann-
Verteilung und nutzt Kubatur-basierte Geschwindigkeitssätze hohen Grades, sodass
alle konservativen Größen – Dichte, Impuls, und Energie – grundsätzlich mit einer Ver-
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teilungsfunktion berechnet werden. Allein für die Energie der rotatorischen Freiheits-
grade ist gemäß dem Stand der Technik ein weiterer Verteilungsfunktionssatz notwen-
dig, allerdings geschieht die Kopplung beider Verteilungsfunktionen problemlos. Für
die variable Prandtlzahl, welche durch die Verwendung des BGK-Kollisionsoperators
andernfalls auf Pr = 1 limitiert wäre, wurde ein Quasi-Equilibriumsansatz adaptiert.

Die im Strömungsschritt notwendige Interpolation der Partikelverteilungsfunktionen
wird durch einen zellbasierten Ansatz realisiert, wobei Gauß-Lobatto-Tschebyscheff-
Stützstellen zum Einsatz kamen. Während viele bisherige Ansätze für kompressible
Strömungen auf zwei Dimensionen beschränkt blieben, konnte die SLLBM für kom-
pressible Strömungen auf ökonomische Weise auch in drei Dimensionen mit einem
Geschwindigkeitssatz mit nur 45 Geschwindigkeitsvektoren realisiert werden. Bishe-
rige Ansätze kompressibler LBM scheiterten hingegen oft daran, dass die Anzahl der
diskreten Geschwindigkeiten bei dreidimensionalen Simulation extrem anstiegen.

Aufgrund der herausragenden Bedeutung der numerischen Quadratur für Methoden
auf Basis der Boltzmann-Gleichung wie der LBM, aber auch der DVM, wurde diesem
Thema ein eigenständiges Kapitel 4 gewidmet. Hier wurden die verschiedenen Mög-
lichkeiten der Quadratur dargestellt und die Methoden zur Herleitung multivariater
Quadraturregeln hoher Ordnung veranschaulicht. Bemerkenswerterweise fanden Ku-
baturregeln bei Off-Lattice-Boltzmann-Methoden bislang wenig Beachtung. Durch sie
konnten jedoch neue Geschwindigkeitssätze für die kompressible SLLBM in zwei und
drei Dimensionen abgeleitet werden und anhand der Symmetriebedingungen auf ihre
Tauglichkeit für LBM-Simulationen überprüft werden.

Im Ergebniskapitel 5 wurde demonstriert, dass die SLLBM für kompressible Strömun-
gen zahlreiche Vorteile aufweist. Insbesondere im Vergleich zu On-Lattice-Boltzmann-
Verfahren konnte die Stabilität durch die flexible Zeitschrittweite verbessert werden,
da die Zeitschrittweite der SLLBM dem Problem angepasst werden kann. Außer-
dem ist die Semi-Lagrangesche Zeitintegration nicht durch eine CFL-Bedingung ein-
geschränkt, wie es sowohl bei vielen expliziten Navier-Stokes-Lösern als auch Off-
Lattice-Boltzmann-Verfahren der Fall ist.

Anhand von Stoßrohr- und 2D-Riemann-Simulationen wurde demonstriert, dass die
Methode auch mit Diskontinuitäten operieren kann. Wie am Beispiel einer Stoß-
Wirbel-Interaktion oder dem NACA-0012-Tragflächenprofil gezeigt, beherrscht die
SLLBM auch verzerrte und körperangepasste Gitter, was bei kompressiblen On-
Lattice-Boltzmann-Verfahren zur Zeit ebenso nicht per se möglich ist. Dadurch, dass
die Methode nicht durch eine CFL-Bedingung beschränkt ist, erlaubt sie auch bei
feinen Gittern akzeptable Zeitschrittweiten, die sich – anders als bei den Finite-
Differenzen- oder Finite-Volumen-LBM – nicht zwangsweise an den kleinsten Zell-
weiten orientieren. Die Zeitintegration der SLLBM wird, wie bei der Standard-LBM,
entlang der Charakteristiken durchgeführt. Dadurch gibt es in der SLLBM keinen
dedizierten Zeitintegrationsoperator, was den Rechenaufwand gegenüber LBM mit
Eulerschen Zeitintegrationsverfahren zusätzlich verringert.
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Die Entkopplung von zeitlicher und räumlicher Diskretisierung ermöglichte auch,
dass die diskreten Geschwindigkeiten erheblich gegenüber On-Lattice-Boltzmann-
Verfahren reduziert werden konnten. Eine Reduktion der Anzahl der diskreten Ge-
schwindigkeiten ist attraktiv, da der Rechenaufwand linear mit der Anzahl diskreter
Geschwindigkeiten skaliert. Während bereits die Anwendung der Produktregel auf
die eindimensionale Gauß-Hermite-Quadratur deutlich schlankere Geschwindigkeits-
sätze hervorbringt als Quadraturen mit äquidistanten Stützstellen, so ermöglichen
Kubaturregeln, dass die Anzahl der diskreten Geschwindigkeiten für mehrdimensio-
nale Geschwindigkeitssätze nochmals erheblich reduziert werden kann. Dies betrifft
sowohl schwach kompressible Strömungen, bei denen 13 diskrete Geschwindigkeiten
in drei Dimensionen bereits ausreichen können, als auch kompressible Strömungen
mit hohen Machzahlen. Trotz der drastisch reduzierten Rechenzeiten des D3Q45-
Geschwindigkeitssatzes mit Quadraturgrad N = 9, konnten bei der Simulation des
dreidimensionalen kompressiblen Taylor-Green-Wirbels gute Ergebnisse erlangt wer-
den. Dieser Testfall wurde erst kürzlich in zwei Arbeiten untersucht [142, 161]. Der
kompressible Taylor-Green-Wirbel eignet sich hervorragend zur Untersuchung von
kompressiblen Methoden, da sowohl die auftretenden Stöße als auch die Wirbel im
Verlauf der Simulation genau wiedergegeben werden müssen. Obwohl keine weiteren
Filter- oder Stabilisierungstechniken eingesetzt wurden, reproduzierte die SLLBM
akkurat den Verlauf der kinetischen Energie im Vergleich zur Literatur für beide
Reynoldszahlen Re = 400 und Re = 1600 bei Machzahlen bis Ma = 2.0.

Anhand dieses Testfalls wurde auch deutlich, dass die Zeitschrittweiten der SLLBM
im Vergleich zur Literatur mindestens eine Größenordnung größer sind. Dies lässt
sich zum einen dadurch erklären, dass die LBM für kompressible Strömungen grund-
sätzlich recht große Zeitschrittweiten aufweisen. Zum anderen können bei der SLLBM
Informationen während des Strömungsschritts auch über mehrere Zellen hinweg aus-
getauscht werden, was bei Eulerschen Zeitintegrationsverfahren nicht üblich ist. Die
abschließenden Simulationen umfassten eine transsonische und supersonische Kugel-
anströmung sowie eine supersonische Kanalströmung. Bei der Kugelumströmung war
die Übereinstimmung des Stoßabstandes und des Druckverlaufs entlang der Kuge-
loberfläche sehr gut. Mit der supersonischen Kanalströmung wurde abschließend ein
weiterer komplexer Testfall mit der SLLBM gerechnet. Die Van-Driest-transformierte
Geschwindigkeit sowie die Viskositäts- und Dichteprofile entsprachen hier weitgehend
den Werten der Literatur.

6.2 Diskussion und Ausblick
Die in dieser Arbeit entwickelte kompressible SLLBM ist eine geradlinige Weiterent-
wicklung der SLLBM für schwach kompressible Strömungen [114]. Die SLLBM wurde
unter anderem für LBM-Simulationen mit unstrukturierten Gittern entwickelt und
entstand unter dem Eindruck hoher Rechenzeiten einer damalig ebenfalls untersuch-
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ten Spectral-Element-Discontinuous-Galerkin-LBM (SEDG) [113,116].

Im Vergleich zu diesem Verfahren ist die SLLBM sowohl in der schwach kompressiblen
als auch kompressiblen Variante in der Lage – trotz des expliziten Zeitintegrations-
schemas – größere Zeitschrittweiten zu realisieren als die SEDG-LBM. Gleichzeitig
wurde der rechnerische Aufwand drastisch reduziert. Diese Verbesserung wird durch
die Entkopplung der räumlichen und zeitlichen Diskretisierung der SLLBM begüns-
tigt, denn aufgrund der Lagrangeschen Zeitintegration ist der Strömungsschritt frei
von einer CFL-Bedingung. Allerdings unterliegt der BGK-Kollisionsoperator weiter-
hin Beschränkungen hinsichtlich der Relaxationszeit, welche proportional zur Zeit-
schrittweite ist. Dem gegenüber gestellt ist jedoch die Nichterhaltung der konservati-
ven Größen ein wesentlicher und oft kritisierter Nachteil der interpolationsbasierten
LBM gegenüber der Standard-LBM [126], der SEDG-LBM oder der Finite-Volumen-
LBM. Die Verwendung einer hohen Interpolationsordnung reduziert dieses Problem,
ohne es jedoch endgültig zu lösen. Die Erforschung einer konservativen SLLBM er-
scheint daher sinnvoll.

Hinsichtlich der Komplexität des Advektionsoperators ordnet sich die SLLBM zwi-
schen der Standard-LBM mit exaktem Strömungsschritt und den Methoden mit
Eulerschen Zeitintegrationsverfahren, wie der Finite-Volumen- und Finite-Elemente-
LBM, ein. Für jede diskrete Geschwindigkeit reduziert sich der Advektionsschritt im
Vergleich zu Runge-Kutta-Verfahren auf eine einzige dünnbesetzte Matrix-Vektor-
Multiplikation in jedem Zeitschritt. Allerdings bleiben die Advektionsmatrizen ein
Engpass in Simulationen mit Off-Lattice-Boltzmann-Methoden, da die Matrizen in
jedem Zeitschritt neu aus dem Arbeitsspeicher geladen werden müssen.

Ein Ansatz zur Lösung dieser Einschränkung sind matrixfreie Ansätze, deren Entwick-
lung allerdings noch nicht abgeschlossen ist [120]. Matrixfreie Methoden berechnen
die Ansatzfunktionen jeder Zelle in jedem Zeitschritt erneut und versprechen hier-
durch die Leistungskapazitäten moderner CPU auszunutzen. Dieser Ansatz ist vor
allem dann effizient, wenn die zu interpolierenden Punkte symmetrisch in der Zelle
verteilt sind, sodass sich die mehrdimensionalen Ansatzfunktionen einfach aus den
eindimensionalen Ansatzfunktionen ermitteln lassen. Dies ist bei der SLLBM nicht
der Fall, da die Departure-Points in jeder Zelle beliebig verteilt sein können und nicht
symmetrisch im Bezug auf den Zellmittelpunkt vorliegen.

Ein matrixfreier Ansatz ist ebenso bei Implementierungen der Particles-on-Demand-
Methode (PonD) [53] notwendig. Dieser Ansatz rechnet in einem dynamischen Re-
ferenzrahmen, der sich immer an der lokalen Strömungsgeschwindigkeit orientiert,
hierdurch aber wesentlich größere Machzahlen erreichen kann [53]. Durch den varia-
blen Referenzrahmen sind die Departure-Points allerdings in jedem Zeitschritt neu
zu ermitteln.

Ein linearen Zusammenhang zur Rechenzeit ergibt sich für die SLLBM bei der An-
zahl der Abszissen der Geschwindigkeitssätze. Zu Beginn der Arbeit war bereits be-
kannt, dass eine relevante kompressible LBM nur wenig diskrete Geschwindigkeiten
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aufweisen darf, da bisher viele LBM für kompressible Strömungen aufgrund extrem
großer Geschwindigkeitssätzen nicht weiterverfolgt wurden. Als Beispiel sei hier der
Geschwindigkeitssatz von Frapolli et al. mit 343 diskreten Geschwindigkeiten ge-
nannt [67], was sicherlich als obere Schranke für kompressible Strömungen angesehen
werden kann. Durch den Blick auf benachbarte Forschungsfelder – in diesem Fall auf
jenes der multivariaten Quadraturen – konnte hingegen ein Geschwindigkeitssatz ge-
funden werden, der die Anzahl der diskreten Geschwindigkeiten drastisch reduziert:
Der D3Q45-Geschwindigkeitssatz mit 45 diskreten Geschwindigkeiten und Quadra-
turgrad N = 9 wurde bisher nicht in Off-Lattice-Boltzmann-Simulationen eingesetzt.
Dennoch ist nicht auszuschließen, dass in Zukunft noch effizientere Geschwindigkeits-
sätze gefunden werden können. Wie im Kapitel 4 erläutert, liegt das theoretische
Minimum bei 35 diskreten Geschwindigkeiten. Aufgrund der freien Orientierung im
Raum werden sich zukünftige Geschwindigkeitssätze möglicherweise nach und nach
diesem Wert annähern. Jede Verkleinerung der Geschwindigkeitssätze wirkt sich so-
fort auf die numerische Effizienz des Verfahrens aus.

Die Simulationen dieses Kapitels zeigen, dass die kompressible SLLBM sowohl zwei-
als auch dreidimensionale viskose Überschallströmungen mindestens bis zur Mach-
zahl Ma ≈ 2.0 berechnen kann. Neben der Interpolation nutzt die vorgeschlagene
Methode aktuell keine weiteren Techniken zur Stabilisierung, wie künstliche Visko-
sität, künstliche Diffusivität oder Filtern und unterscheidet sich damit grundlegend
von sämtlichen Lösern der Navier-Stokes-Gleichungen. Es ist weitgehend bekannt,
dass der verwendete BGK-Kollisionsoperator für schwach kompressible Strömungen
mit hohen Reynoldszahlen nur unzureichende Stabilitätseigenschaften aufweist [154].
Daher ist anzunehmen, dass fortentwickelte Kollisionsschemata in Kombination mit
der kompressiblen SLLBM die Stabilität unteraufgelöster Strömungen weiter verbes-
sern werden. Aufgrund der Größe der Geschwindigkeitssätze ist jedoch nicht davon
auszugehen, dass ein Multi-Relaxation-Time-Kollisionsoperator in einer klassischen
Matrix-Vektor-Multiplikation realisiert werden wird, wie in Abschnitt 2.7 für schwach
kompressible LBM diskutiert. Vielmehr werden Ansätze einer Regularisierung mit ho-
her Ordnung hier zu einer Verbesserung führen, wie von Coreixas et al. oder Mattila
et al. [144] vorgeschlagen. Die Überprüfung dieser Ansätze in der SLLBM obliegt zu-
künftigen Arbeiten. Zu diesem Aspekt sei abschließend die Arbeit von Zipunova et al.
erwähnt, die eine Regularisierung für die verwandte PonD-Methode einführte [234]
und Ausgangspunkt für weitere Überlegungen sein kann.

Gegenüber den im Verlauf der vorliegenden Arbeit entstanden SLLBM-Arbeiten an-
derer Autoren [53,176] ist festzuhalten, dass ausschließlich die hier präsentierte kom-
pressible SLLBM ausreichend entwickelt ist, um komplexe dreidimensionale Strömun-
gen zu simulieren. Außerdem können Simulationen hoher räumlicher Ordnung nur
dann stabil durchgeführt werden, wenn die Stützstellen in Zellen randbetont ange-
ordnet werden, was bei der vorgeschlagenden SLLBM der Fall ist. Im Vergleich zu der
vielbeachteten PonD-Methode von Dorschner et al. [53] verzichtet die kompressible
SLLBM auf den ständigen Wechsel des Referenzrahmens und kann dennoch super-
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sonische Strömungen berechnen. Daher sind beide Methode je nach Anwendungsfall
eine ideale Ergänzung zueinander.

Die Tatsache, dass kürzlich erschienene Arbeiten mit der Finite-Volumen-LBM
DUGKS ebenfalls kompressible Simulationen mit Gleichgewichtsfunktionen auf Ba-
sis der Hermite-Expansion in Kombination mit einer Geschwindigkeitsdiskretisierung
der Ordnung N = 9 durchführten [167, 217], zeigt die zunehmende Beachtung dieses
Ansatzes – trotz der Simplizität. In Bezug auf die räumliche Ordnung des Verfah-
rens und die Komplexität des Advektionsschritts ist die SLLBM allerdings überlegen,
außerdem reduziert der D3Q45-Geschwindigkeitssatz den Rechenaufwand gegenüber
dem dort verwendeten D3Q77 deutlich.

Auch Randbedingungen konnten mit der vorgeschlagenen SLLBM für kompressible
Strömungen erfolgreich an einem NACA-0012-Tragflächenprofil, an einer Kugelum-
strömung sowie einer supersonischen Kanalströmung angewandt werden. Die Verwen-
dung verzerrter, körperangepasster Gitter ist ein wesentlicher Pluspunkt der Metho-
de gegenüber LBM mit kartesischen Gittern. Entwicklungsbedarf besteht jedoch bei
nicht-adiabaten SLLBM-Bounce-Back-Randbedingungen, bei denen die Temperatur
oder der Wärmefluss an den Rändern vorgegeben werden. Der in dieser Arbeit ver-
wendete Ansatz für Temperaturrandbedingungen ist zwar ausreichend, um akzeptable
Ergebnisse in der supersonischen Kanalströmung zu erzielen. Für die Verwendung grö-
ßerer Zeitschrittweiten bedarf es hier jedoch Verbesserungen, denen sich zukünftige
Arbeiten widmen können.

Eine weitere Möglichkeit für zukünftige Arbeiten ist die Vergrößerung der Knudsen-
zahl. Wie in Kapitel 2 erläutert, fußt die LBM im Kern auf der Boltzmann-Gleichung.
Ein wesentliches Alleinstellungsmerkmal von Methoden auf Basis der Boltzmann-
Gleichung gegenüber Methoden, welche die Navier-Stokes-Gleichungen diskretisieren,
ist die Möglichkeit zur Berechnung von Strömungen im Nichtgleichgewicht oder mit
Bereichen unterschiedlicher Knudsenzahlen. Kapitel 4 gab Aufschluss darüber, dass
eine Erweiterung der SLLBM für verdünnte Strömungen durch eine Anpassung der
Geschwindigkeitsdiskretisierung möglich ist. Eine interessante Weiterentwicklung der
SLLBM sind daher auch Simulationen mit adaptiver Verfeinerung des Geschwindig-
keitsraums, wie sie von Kallikounis et al. kürzlich vorgeschlagen wurden [107]. In
deren Arbeit kommt in Gebieten mit niedriger Knudsen- oder Machzahl der D2Q9-
Geschwindigkeitssatz zum Tragen, wohingegen Gebiete der Simulation mit höheren
Knudsen- oder Machzahlen mit dem D2Q25-Geschwindigkeitssatz simuliert werden.
Die Transformation zwischen den Geschwindigkeitssätzen erfolgt dabei lokal mittels
Transformationsmatrizen, wobei fehlende Momente mithilfe der Gleichgewichtsver-
teilung ermittelt werden.

Die Arbeit zeigt letztlich auch Wege, um die SLLBM mittels einer geeigneten Qua-
dratur oder Kubatur auf verdünnte Gase zu erweitern. Somit ist die kompressible
SLLBM ein mögliches Modell eines effizienten Lösers, welcher sich für eine große
Bandbreite an Knudsenzahlen eignet.
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Fazit
Das Ziel, einen kompressiblen Löser auf Basis der Semi-Lagrangeschen LBM zu ent-
wickeln, wurde in dieser Arbeit erreicht. Als Alleinstellungsmerkmale gegenüber On-
Lattice-Boltzmann-Methoden sind die Stabilität, die einstellbare Zeitschrittweite, die
Möglichkeit zur Nutzung verzerrter und unstrukturierter Gitter, sowie zuletzt die ho-
he räumliche Ordnung zu nennen. Im Vergleich zu bisherigen Off-Lattice-Boltzmann-
Methoden, wie Finite-Differenzen-LBM oder Finite-Volumen-LBM, zeichnet sich die
kompressible SLLBM durch einen kompakten Algorithmus, mit einer einzigen Aus-
wertung des Advektionsoperators pro Zeitschritt, aus. Außerdem können im Vergleich
zu diesen Verfahren größere Zeitschrittweiten realisiert werden. Durch die Ableitung
geeigneter Geschwindigkeitssätze aus Kubaturregeln konnte die Effizienz des Verfah-
rens auch in drei Dimensionen gewährleistet werden. Die erfolgreichen Simulationen
dreidimensionaler, kompressibler Probleme unterstreichen die Relevanz der Ergebnis-
se für kommende Forschungsvorhaben. Zusammengefasst ist die kompressible SLLBM
somit ein wettbewerbsfähiges Schema zur Simulation reibungsbehafteter, supersoni-
scher Strömungen.
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A Chapman-Enskog-Entwicklung

In diesem Anhang wird gezeigt, dass die kompressiblen SLLBM-Gleichungen mittels
Chapman-Enskog-Analyse in die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen überführt
werden können. Die gesamte folgende Herleitung stammt dabei aus Wilde et al. [221].
Wie in Abschnitt 2.2 erläutert, werden die Verteilungsfunktionen durch einen Para-
meter ϵ entwickelt

f = f (0) + ϵf (1) + ϵ2f (2) + ⋅ ⋅ ⋅ + ϵkf (k). (A.1)

Wenn die Navier-Stokes-Gleichungen gewonnen werden sollen, dann gilt k = 2. Aus-
gangspunkt der Chapman-Enskog-Entwicklung ist eine modifizierte Darstellungsform
von Gl. (3.10)

hi(x+δtξi, t+δt) = hi(x, t) −
1

τ
(hi(x, t) − h

eq
i (x, t)) , (A.2)

sodass die Verteilungsfunktion des nächsten Zeitschritts, analog zu Gl. (2.51), auf der
linken Seite der Gleichung steht. Die zugehörigen Momentenbeziehungen der konser-
vativen Größen aus Gleichungen (2.10) sowie (3.12) lauten
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f eq
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Zunächst wird eine Mehrskalenentwicklung auf die zeitlichen Ableitungen angewandt

∂α = ϵ∂α, (A.6)

∂t = ϵδ
(1)
t + ϵ

2δ
(2)
t , (A.7)
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wobei ϵ als Knudsenzahl interpretiert werden kann [27]. Die diskreten Verteilungs-
funktionen hi, stellvertretend für fi sowie gi, werden ebenso expandiert

hi = h
(0)
i + ϵh

(1)
i + ϵ

2h
(2)
i . (A.8)

Als nächstes wird Gl. (A.2) mit einer Taylorreihe zweiten Grades entwickelt und die
soeben expandierten Verteilungsfunktionen (A.8) eingesetzt

(ϵDi +
ϵ2

2
DiDi)hi = −

1

τ
(hi − h

eq
i ) . (A.9)

Dabei steht Di für die materielle Ableitung [122]

ϵDi = ϵD
(1)
i + ϵ

2D
(2)
i = ϵ∂

(1)
t + ϵ ξiα∂α + ϵ

2∂
(2)
t , (A.10)

Im nächsten Schritt wird Gl. (A.8) auf (A.9) angewendet und es werden ausschließlich
die Terme gleicher Expansionsordnung betrachtet. Die Terme der Expansionsordnung
ϵ0 lauten somit

0 = −
1

τ
(h(0) − heq) , (A.11)

wobei die sich hierdurch ergebene Beziehung

h
(0)
i = h

eq
i , (A.12)

zeigt, dass die nullte Expansionsordnung der Strömung im Gleichgewicht entspricht.

Nun können als nächstes die Momentenbeziehungen von Gleichungen (A.3) bis (A.5)
auf Gl. (A.11) angewendet werden, allerdings muss anstelle von hi zwischen fi und
gi unterschieden werden, d.h,
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womit sich die Massen-, Impuls- und Energieerhaltung ergibt und gleichzeitig
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gefolgert werden kann.
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Im nächsten Schritt werden die Terme der Ordnung ϵ1 erfasst

D
(1)
i h

(0)
i = −

1

τ
h
(1)
i . (A.17)

Nun werden wieder die Momentenbeziehungen der Gleichungen (A.3) bis (A.5) ange-
wendet, womit sich für die nullte Ordnung

D
(1)
i ρ = ∂

(1)
t ρ + ∂α(ρuα) = 0, (A.18)

ergibt.

Bei den Momenten erster Ordnung werden dann die Gleichungen (2.34c) Πeq
αβ =

ρ(uαuβ + T0(θ − 1)δαβ) sowie die Druckbeziehung P = ρR(T − T0) mit R ∶= 1 ein-
gesetzt, womit sich
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(0)
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ergibt. Für die totale Energie führt die Expansion für die Terme der Ordnung ϵ1 zu

∂
(1)
t (ρE) + ∂α(uαρE) = −P∂αuα (A.20)

bzw. in Abhängigkeit der Temperatur.

∂
(1)
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P

ρCv
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Gleichungen (A.18) bis (A.21) sind die Eulergleichungen, was gem. der in Abschnitt
2.2 dargestellten Hierarchie der Chapman-Enskog-Analyse für die maximale Expansi-
onsordnung k = 1 so zu erwarten war. Folglich müssen für die Herleitung der Navier-
Stokes-Gleichungen ebenso die Terme ϵ2 zusammengetragen werden. Dies führt zu
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In diese Gleichung kann nun zur Vereinfachung Gl. (A.17) eingesetzt werden

D
(2)
i h

(0)
i + (1 −

1

2τ
)D

(1)
i h

(1)
i = −

1

τ
h
(2)
i . (A.23)

Aufgrund verschwindender Terme in Gl. (A.23) erhält man für die Momente nullter
Ordnung

∂
(2)
t ρ = 0. (A.24)
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Die Momente erster Ordnung, auf Gl. (A.23) angewendet, ergeben

∂
(2)
t (ρuα) = −(1 −

1

2τ
)∂βΠ

(1)
αβ . (A.25)

Ziel der folgenden Schritte ist es, die Nichtgleichgewichtsbeziehung Π
(1)
αβ der vorheri-

gen Gleichung gleichwertig durch Gleichgewichtsmomente zu ersetzen, was mit dem
Moment zweiter Ordnung von Gl. (A.17) erreicht werden kann. Dies führt zu

∂
(1)
t Π

(0)
αβ + ∂γQ

(0)
αβγ = −

1

τ
Π
(1)
αβ . (A.26)

Dieser Ausdruck wird dann in Gl. (A.25) eingesetzt

∂
(2)
t (ρuα) = (τ −

1

2
)∂β (∂

(1)
t Π

(0)
αβ + ∂γQ

(0)
αβγ) . (A.27)

Der nächste Schritt ist, die zeitlichen Ableitungen auf der rechten Seite der Gl.
(A.27) gleichwertig zu ersetzen. Die gesuchten Gleichgewichtsmomente können durch
die Gleichungen (2.34c) und (2.34d) explizit angegeben werden. Wendet man dann
die Produktregel an und verwendet die Euler-Gleichungen für Masse (A.18), Impuls
(A.19) und Temperatur (A.21), um die zeitlichen Ableitungen zu ersetzen, so erhält
man

∂
(1)
t Π

(0)
αβ = − ∂γ(ρuαuβuγ) −

P

Cv

∂γuγδαβ

− ∂γ(Puγ)δαβ − uα∂βP − uβ∂αP (A.28)

sowie

∂γQ
(0)
αβγ =∂γ(ρuαuβuγ) + P∂βuα + P∂αuβ

+ ∂γ(Puγ)δαβ + uα∂βP + uβ∂αP. (A.29)

Mit diesen Ausdrücken lässt sich Gl. (A.27) zu

∂
(2)
t (ρuα) = (τ −

1

2
)∂β [P (∂αuβ + ∂βuα) −

P

Cv

∂γuγδαβ] , (A.30)

umformen. Man beachte, dass der kubische Geschwindigkeitsterm in Gl. (A.28) sich
nur dann mit dem Term in Gl. (A.29) aufhebt, wenn das Gleichgewicht aus Gl. (3.9)
mindestens bis zur dritten Ordnung expandiert wird.

Zuletzt wird die totale Energie ermittelt

∂
(2)
t (ρE) = −(1 −

1

2τ
)∂βq

(1)
β , (A.31)
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wobei der Vektor

q
(1)
β =∑

i

1

2
∣ξi∣

2ξiβf
(1)
i (A.32)

eine kontrahierte Form des Tensors Q(1)αβγ aus Gl. (2.34d) ist. Ähnlich wie im Fall von
Gl. (A.25) kann dieser Vektor durch Gleichgewichtsmomente ausgedrückt werden

q
(1)
β = −τ(∂

(0)
t q

(0)
β + ∂γr

(0)
βγ ) (A.33)

mit

r
(0)
βγ =∑

i

1

2
∣ξi∣

2ξiβξiγf
(0)
i . (A.34)

Ähnlich wie qβ ist der Tensor rβγ die kontrahierte Variante von Rαβγδ aus Gl. (2.34e).
Wiederum durch eine Reihe von Ersetzungen erhält man [42]

q
(1)
β = −τP{(1 +Cv)∂βT + ∂β[uγ(∂βuγ + ∂γuβ) − uγ

∂δuδ
Cv

δβγ]}. (A.35)

Dieser Term ergänzt nun die Gleichung (A.31). Final werden nun alle Beiträge der
Ordnungen ϵ0, ϵ1 sowie ϵ2 summiert und es ergeben sich eine Formulierung analog zu
den kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (2.1) bis (2.3)

∂tρ + ∂α(ρuα) = 0, (A.36)
∂t(ρuα) + ∂β(ρuαuβ + Pδαβ) = ∂β(σαβ), (A.37)
∂t(ρE) + ∂(ρEuβ) = −∂β(λ∂βT ) + ∂β(uγσβγ), (A.38)

mit der dynamischen Viskosität µ = τP , der Wärmeleitfähigkeit λ = τP (Cv + 1) =
τPCp. Der Spannungstensor kann somit wie folgt identifiziert werden

σαβ = µ([∂αuβ + ∂βuα] − Pδαβ) −
µ

Cv

∂γuγδαβ. (A.39)

Da die dynamische Viskosität vom lokalen Druck P abhängt, muss der Relaxations-
parameter druckabhängig sein, d.h. τ = µ/(Pδt) + 0.5. Aus Gl. (A.39)) lässt sich die
Volumenviskosität in Bezug auf die Notation in Gl. (A.37)) als µb = µ/Cv identifi-
zieren.

Man beachte, dass die vorgestellte Herleitung die Wärmeleitfähigkeit mit der dynami-
schen Viskosität verknüpft, da die Chapman-Enskog-Entwicklung von Gl. (A.2) den
Quasi-Equilibriums-Ansatz nicht berücksichtigt. Für die entsprechende Erweiterung
der Chapman-Enskog-Analyse sei auf [67] verwiesen.
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B Off-Lattice
Geschwindigkeitssätze

Nachfolgend sind die Geschwindigkeitssätze D3Q13 (Tab. B.1) und D3Q21 (Tab.
B.2) mit N = 5, D3Q27 (Tab. B.3) mit N = 7 und D2Q19 (Tab. B.4) sowie D3Q45
(Tab. B.5) mit N = 9 gelistet.

Tabelle B.1: Abszissen ξi und Gewichte wi des D3Q13-Geschwindigkeitssatzes.

i wi ξi

0 2/5 (0,0,0)

1, . . . ,4 1/20 (0,±r,±s)

5, . . . ,8 1/20 (±s,0,±r)

9, . . . ,12 1/20 (±r,±s,0)

cs = 1 r2 = (5 +
√
5 )/2 s2 = (5 −

√
5 )/2
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Tabelle B.2: Abszissen ξi und Gewichte wi des D3Q21-Geschwindigkeitssatzes.

i wi ξi

0 2/5 (0,0,0)

1, . . . ,8 3/100 (±1,±1,±1)

9, . . . ,12 3/100 (0,±ϕ,±1/ϕ)

13, . . . ,16 3/100 (±1/ϕ,0,±ϕ)

17, . . . ,20 3/100 (±ϕ,±1/ϕ,0)

cs =
√
3/5 ϕ = (1 +

√
5 )/2.

Tabelle B.3: Abszissen ξi und Gewichte wi des D3V27-Geschwindigkeitssatzes.

i w ξix ξiy ξiz

0 w0 0.0 0.0 0.0

1, . . . , 8 w1 ±c1 ±c1 ±c1
9, . . . , 14 w2 ±2.358709038202103 0.0 0.0 (cyc)

15, . . . , 26 w3 ±3.142130383387586 ±3.142130383387586 0.0 (cyc)

cs = 1, c1 = 1.1198362860638005

w0 = 0.31247897198654906 w1 = 0.06338446047675325

w2 = 0.029035130153906134 w3 = 0.00051954693966568

Tabelle B.4: Abszissen ξi und Gewichte wi des D2Q19-Geschwindigkeitssatzes.

i w ξix ξiy

0 0.3168437267921905 0.0 0.0

1,2 0.10558878375062891 ±1.4869982213169028 0.0

3,4,5,6 0.1024247123210936 ±0.775196278121181 ±1.367469636752619

7,8,9,10 0.00953510698543825 ±2.5175897644357486 ±1.105629214668943

11,12 0.006865104210104631 0.0 ±2.9213306655318734

13,14,15,16 0.002405335328939458 ±1.8663975507141328 ±2.6987507639352253

17,18 0.0003939393722285871 ±3.8358342053914734 0.0

cs = 1
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Tabelle B.5: Abszissen ξi und Gewichte wi des D3Q45-Geschwindigkeitssatzes.

w ξix ξiy ξiz

w0 0.0 0.0 0.0
w1 0.06386083877343968 -1.2239121278243665 -1.2239121278243665
w1 -0.06386083877343968 1.2239121278243665 1.2239121278243665
w1 1.2239121278243665 -0.06386083877343968 1.2239121278243665
w1 -1.2239121278243665 0.06386083877343968 -1.2239121278243665
w1 1.2239121278243665 1.2239121278243665 -0.06386083877343968
w1 -1.2239121278243665 -1.2239121278243665 0.06386083877343968
w1 1.5766994272507744 -0.5069610024977665 -0.5069610024977665
w1 -1.5766994272507744 0.5069610024977665 0.5069610024977665
w1 0.5069610024977665 0.5069610024977665 -1.5766994272507744
w1 -0.5069610024977665 -0.5069610024977665 1.5766994272507744
w1 -0.5069610024977665 1.5766994272507744 -0.5069610024977665
w1 0.5069610024977665 -1.5766994272507744 0.5069610024977665
w2 2.403092127540177 0.8892242114059369 -1.5602655313772367
w2 -2.403092127540177 -0.8892242114059369 1.5602655313772367
w2 -2.403092127540177 1.5602655313772367 -0.8892242114059369
w2 2.403092127540177 -1.5602655313772367 0.8892242114059369
w2 -0.8892242114059369 -2.403092127540177 1.5602655313772367
w2 0.8892242114059369 2.403092127540177 -1.5602655313772367
w2 -0.8892242114059369 1.5602655313772367 -2.403092127540177
w2 0.8892242114059369 -1.5602655313772367 2.403092127540177
w2 -1.5602655313772367 0.8892242114059369 2.403092127540177
w2 -1.5602655313772367 2.403092127540177 0.8892242114059369
w2 1.5602655313772367 -0.8892242114059369 -2.403092127540177
w2 1.5602655313772367 -2.403092127540177 -0.8892242114059369
w2 0.4744978678080795 0.4744978678080795 2.9239876105912574
w2 0.4744978678080795 2.9239876105912574 0.4744978678080795
w2 -0.4744978678080795 -0.4744978678080795 -2.9239876105912574
w2 -0.4744978678080795 -2.9239876105912574 -0.4744978678080795
w2 2.9239876105912574 0.4744978678080795 0.4744978678080795
w2 -2.9239876105912574 -0.4744978678080795 -0.4744978678080795
w2 1.7320508075688787 1.7320508075688787 1.7320508075688787
w2 -1.7320508075688787 -1.7320508075688787 -1.7320508075688787
w3 -2.7367507163016924 0.14279717659756475 -2.7367507163016924
w3 2.7367507163016924 2.7367507163016924 -0.14279717659756475
w3 2.7367507163016924 -0.14279717659756475 2.7367507163016924
w3 -2.7367507163016924 -2.7367507163016924 0.14279717659756475
w3 0.14279717659756475 -2.7367507163016924 -2.7367507163016924
w3 -0.14279717659756475 2.7367507163016924 2.7367507163016924
w3 -3.5256070994177073 1.1335992635264445 1.1335992635264445
w3 3.5256070994177073 -1.1335992635264445 -1.1335992635264445
w3 1.1335992635264445 -3.5256070994177073 1.1335992635264445
w3 -1.1335992635264445 3.5256070994177073 -1.1335992635264445
w3 1.1335992635264445 1.1335992635264445 -3.5256070994177073
w3 -1.1335992635264445 -1.1335992635264445 3.5256070994177073
cs = 1 w0 = 0.20740740740740618 w1 = 0.05787037037037047 w2 = 0.00462962962962958

w3 = w2/10
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