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Kurzfassung

In den letzten Jahrzehnten hat der Bereich der Strukturdynamik im Ingenieurwesen zu-
nehmend an Bedeutung gewonnen. Beispielsweise muss bei der Planung von Bauwerken
und Strukturen die Standsicherheit nicht nur hinsichtlich statischer sondern auch dyna-
mischer Einwirkungen nachgewiesen werden. Dabei sind insbesondere steigende Anforde-
rungen an neuartige Bauwerke und Strukturen im Ingenieurwesen zu nennen. Besonders
streng sind die Grenzwerte im Bereich der Mikro- und Nanotechnologie, bei denen bereits
Schwingungsamplituden von wenigen ym und sogar nm problematisch sein kénnen. Auf-
grund dieser steigenden Anforderungen wird an der Entwicklung neuartiger Materialien
und Strukturen mit herausragenden elastodynamischen Eigenschaften geforscht. Dabei
sind insbesondere die phononischen Materialien und Strukturen sehr vielversprechend,
die sich durch eine periodische Anordnung von unterschiedlichen Materialien oder Geo-
metrien auszeichnen. Diese periodischen Materialien oder Strukturen weisen bestimmte
Frequenzbereiche auf, die in der Literatur héufig als Bandliicken oder Stop-Bénder be-

zeichnet werden, in denen sich akustische oder elastische Wellen nicht ausbreiten kénnen.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der effizienten numerischen Simulation der elasti-
schen Wellenausbreitungsprobleme in zweidimensionalen (2D) phononischen Strukturen
mithilfe von Spektrale-Elemente-Methoden (SEM). Insbesondere soll in dieser Arbeit un-
tersucht werden, wie die Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen Materiali-
en und Strukturen gezielt auf vorgegebene Anforderungen, beispielsweise eine optimale
Schwingungsisolierung oder -démpfung, abgestimmt werden kénnen. Dabei werden sowohl
die schlanken als auch die dickwandigen 2D phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen un-
tersucht, die ein geringes Figengewicht, eine hohe mechanische Tragfiahigkeit und aufer-
gewohnliche Wellenausbreitungseigenschaften aufweisen. Die Beeinflussung der Wellen-
ausbreitungseigenschaften erfolgt dabei hauptséchlich durch passive und aktive Mafinah-
men. Die passiven Maflnahmen basieren iiberwiegend auf den Variationen bzw. Kombi-
nationen von geometrischen und materiellen Parametern, wobei die Lage der Knicke, die
Auslenkung, die Gitterkonstante, die Anordnung von Perforationen sowie die Steifigkeits-
und Massenverhéltnisse die wesentlichen Einflussfaktoren darstellen. Als aktive Mafinah-
men konnen verteilte Einzelmassen, lokale Resonatoren und duflere Belastungen unter der

Ausnutzung der geometrischen Nichtlinearitit gezielt eingesetzt werden.



Abstract

In recent decades, the field of structural dynamics has become increasingly important in
engineering. For example, in the design of buildings and structures, the stability must
be ensured not only with respect to static but also dynamic effects. In particular, there
are increasing requirements for new types of buildings and structures in engineering. The
limits are particularly strict in the field of micro- and nanotechnology, where vibration
amplitudes of just a few pym and even nm can be problematic. Due to these increasing
requirements, research is being conducted on the development of novel materials and
structures with outstanding elastodynamic properties. In particular, phononic materials
and structures are very promising, which are characterized by a periodic arrangement
of different materials or geometries. These periodic materials or structures have certain
frequency ranges, often referred to in the literature as band-gaps or stop-bands, where

acoustic or elastic waves cannot propagate.

The present work addresses the efficient numerical simulation of elastic wave propagation
problems in two-dimensional (2D) phononic structures using spectral element methods
(SEM). In particular, this work aims to investigate how the wave propagation properties
of phononic materials and structures can be specifically tuned to meet given requirements,
such as optimal vibration isolation or damping. Both slender and thick-walled 2D phononic
zig-zag lattice structures are investigated, which exhibit low self-weight, high mechanical
load-carrying capacity, and exceptional wave propagation properties. In this work, the
wave propagation characteristics are mainly affected by passive and active measures. The
passive measures are mainly based on the variations or combinations of geometrical and
material parameters, with the position of the kinks, the deflection, the lattice constant,
the arrangement of perforations and the stiffness and mass ratios being the main influ-
encing factors. Distributed single masses, local resonators and external loads can be used

selectively as active measures, taking advantage of the geometric nonlinearity.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts gewinnen die Akustik und die Strukturdynamik im In-
genieurwesen zunehmend an Bedeutung. Im Bauwesen haben dabei anfénglich zahlreiche
Ungliicke, bei denen Bauwerke durch dynamische Einwirkungen und mangelhafte Planung
eingestiirzt sind, auf dramatische Weise die Relevanz der Baudynamik bei der Errichtung
von Bauwerken bewiesen. Ein bekanntes Beispiel ist die Tacoma-Narrows Briicke im Bun-
desstaat Washington, die im Jahr 1940 aufgrund von windinduzierten Torsionsschwin-
gungen einstiirzte. Heutzutage wird daher bereits in der Planungsphase das dynamische
Verhalten von schwingungsanfilligen Bauwerken untersucht. Bei Bedarf kénnen Schwin-
gungstilger angebracht oder dhnliche technische Vorkehrungen getroffen werden, um die
Standsicherheit hinsichtlich der dynamischen Einwirkungen zu gewiéhrleisten. Neben den
Anforderungen an die Standsicherheit sind in den letzten Jahren jedoch auch die Anforde-
rungen an die Gebrauchstauglichkeit hinsichtlich dynamischer und akustischer Einwirkun-
gen gestiegen. Beispielhaft seien hier der Schallschutz in Wohngebauden, der Schallschutz
vor Straflen- und Bahnverkehrsldrm oder der Schutz vor Larm und Erschiitterungen durch
Baumafinahmen genannt. Besonders streng sind die Anforderungen im Bereich der Mikro-
und Nanotechnologie, bei denen bereits Schwingungspegel von 0, 5—6 m /s problematisch
sein konnen [48].

Aufgrund dieser steigenden Anforderungen wird zunehmend an der Entwicklung neu-
artiger Materialien und Strukturen mit herausragenden akustischen und elastodynami-
schen Eigenschaften geforscht. Dabei sind insbesondere die phononischen Materialien und

Strukturen, beispielhaft in Abb. 1.1 dargestellt, sehr vielversprechend. Diese Strukturen
(a) (b)

Abbildung 1.1: Beispiele fiir phononische Strukturen: (a) 1D phononische Struktur, (b) 2D
phononische Struktur und (c¢) 3D phononische Struktur.



Einleitung

zeichnen sich durch eine periodische Anordnung von unterschiedlichen Materialien oder
Geometrien aus [26,55]. In Abhéngigkeit von der Periodizitit wird, wie ebenfalls in Abb.
1.1 veranschaulicht, zwischen eindimensionalen (1D), zweidimensionalen (2D) und drei-
dimensionalen (3D) phononischen Strukturen unterschieden. Der Begriff eines ,,Phonons*
stammt dabei aus dem Bereich der Physik von kondensierter Materie und wird dort im
Kontext der Vibrationen von Atomen in einem Kristallgitter verwendet [55,66]. Trotz
deutlicher Unterschiede in den geometrischen Dimensionen zwischen einem Atomgitter
und iiblichen phononischen Materialien und Strukturen gibt es einen starken Zusammen-
hang hinsichtlich des Wellenausbreitungsverhaltens. Infolgedessen haben sich die Begrif-
fe ,,phononisches Material“ und , phononische Struktur® auch fiir grofiskalige Systeme
etabliert [55]. Das steigende Forschungsinteresse an den phononischen Materialien und
Strukturen begriindet sich in den einzigartigen akustischen und elastodynamischen Ei-
genschaften. Insbesondere weisen diese Strukturen bestimmte Frequenzbereiche auf, die
als Bandliicken oder Stop-Bénder bezeichnet werden, in denen sich elastische und akus-
tische Wellen nicht ausbreiten kénnen. Entsprechend eignen sich diese Materialien und
Strukturen beispielsweise sehr gut zur selektiven Schall- und Schwingungsisolierung und
iibertreffen die Dampfungseigenschaften von herkémmlichen isolierenden Materialien in-
nerhalb des Frequenzbereiches einer Bandliicke zumeist sehr deutlich [84,119].

Im Rahmen dieser Arbeit soll untersucht werden, wie die Wellenausbreitungseigenschaften
von phononischen Materialien und Strukturen gezielt auf vorgegebene Anforderungen, bei-
spielsweise eine optimale Schall- und Schwingungsisolierung, abgestimmt werden kénnen.
Dabei werden die sogenannten phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen untersucht, die
ein geringes Eigengewicht, eine hohe mechanische Tragfdhigkeit und auflergewohnliche
Wellenausbreitungseigenschaften aufweisen. Die Simulation der Wellenausbreitungspro-
bleme in phononischen Materialien und Strukturen ist allerdings in der Regel sehr auf-
wendig. Aus diesem Grund erfolgt die numerische Simulation der Wellenausbreitungs-
probleme in dieser Arbeit mithilfe von effizienten Spektrale-Elemente-Methoden (SEM),
welche sich durch eine sehr hohe Genauigkeit bei einer gleichzeitig geringen Anzahl von

Freiheitsgraden auszeichnen.

1.2 Stand der Forschung

Die erste wissenschaftliche Arbeit zu 1D periodischen Strukturen geht bereits auf NEW-
TON im 17. Jahrhundert zuriick, der mithilfe eines periodischen Feder-Masse-Systems
versuchte die Schallgeschwindigkeit in der Luft zu ermitteln [14]. Das gleiche System wur-
de im 18. Jahrhundert auch von JOHN und DANIEL BERNOULLI untersucht, die nach-
wiesen, dass ein System aus N Massen durch die N Eigenmoden und die zugehorigen

Eigenfrequenzen charakterisiert ist und schufen somit die Grundlage des Prinzips der

Seite 2
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Superposition [55]. Die ersten mathematischen Grundlagen zur Analyse von 1D periodi-
schen Strukturen anhand von analytischen Losungen entwickelte FLOQUET im Jahr 1883,
wobei die Periodizitét iiber bestimmte periodische Koeffizienten in den Differentialglei-
chungen berticksichtigt wurde [36, 135]. In den folgenden Jahren wurden ausschliellich
diskrete periodische Feder-Masse-Systeme untersucht. Die erste Verdffentlichung zu kon-
tinuierlichen periodischen Systemen stammte von RAYLEIGH aus dem Jahr 1887, der das
Wellenausbreitungsverhalten in einem Stab mit periodischer Anderung der Dichte entlang
der Stabachse untersuchte [86,135]. Einen wesentlichen Beitrag zur mathematischen Be-
handlung von rdumlichen periodischen Strukturen mittels periodischer Randbedingungen
lieferte BLOCH, der die Ansétze von FLOQUET im Jahr 1928 auf den allgemeinen 3D Fall
erweiterte [12]. Mithilfe dieser sogenannten BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen sowie
der geometrischen Interpretation des Wellenausbreitungsverhaltens in periodischen Struk-
turen durch BRILLOUIN (1946) [14] kénnen die Dispersionskurven (auch Bandstrukturen
oder Dispersionsrelationen genannt) von periodischen Materialien und Strukturen anhand
von Einheitszellen bestimmt werden. BRILLOUIN zeigte dabei, dass das Wellenausbrei-
tungsverhalten in periodischen Strukturen durch irreduzible Zonen im Raum der Wellen-
zahlen, die sogenannten BRILLOUIN-Zonen, vollstdndig beschrieben werden kann [14,135].
In der Abb. 1.2 ist beispielhaft eine periodische Struktur bestehend aus Stahlzylindern
in einer Silikonmatrix (a) mit der zugehorigen représentativen Einheitszelle (b) und den
berechneten Dispersionskurven (c) dargestellt. Die Vorgehensweise zur Berechnung der
Dispersionskurven wird im Abschnitt 2.2 detailliert beschrieben.

In der Arbeit von CREMER und LEILICH [21] wurde 1953 erstmals die Ausbreitung
von Biegewellen in 1D periodischen Balkensystemen untersucht. Es folgten Arbeiten von
HECKL [46,47] und UNGAR [150], die ebenfalls periodische Balken-, sowie Platten-, und
Tragerrostsysteme analysierten. Bis in die 1990er Jahre wurde die Forschung im Bereich

der elastischen periodischen Strukturen dann insbesondere durch die Arbeiten von MEAD

(a) (b) (c)

Silikon Stahl M
Einheitszelle 300p | T

QOCO. 1T i

""" = 20071, Bandliicke: 135 - 243 Hz

______

Q000 T em .

e
r X M r
Wellenvektor [1/m]

Abbildung 1.2: (a) Phononische Struktur bestehend aus Stahlzylindern in einer Silikonmatrix.
(b) Zugehorige représentative Einheitszelle zur Bestimmung der Dispersionskurven. (c¢) Disper-
sionskurven der phononischen Struktur. Die eingebettete Abbildung zeigt die erste irreduzible
BRILLOUIN-Zone.
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gepragt [93-98]. Eine besonders schnelle Entwicklung fand im Bereich der periodischen di-
elektrischen Materialien statt, die eine gezielte Beeinflussung des Ausbreitungsverhaltens
von elektromagnetischen Wellen erlauben. Wegweisend waren hier die Arbeiten von YA-
BLONOVITCH [172] und JOHN [59], die im Jahr 1987 nahezu zeitgleich die ersten periodi-
schen dielektrischen Materialien entwickelten, die spéter als photonische Kristalle bezeich-
net wurden. Aufgrund der rasanten und vielversprechenden Entwicklung der photonischen
Kristalle wurde das Konzept erstmals ab 1992 von SiGALAs und EcoNnomou [131,132]
sowie KUSHWAHA et al. [73,74] fiir die Beeinflussung der akustischen und elastischen
Wellenausbreitung vorgeschlagen. Sie untersuchten 2D ebene Strukturen bestehend aus
einer Matrix und periodisch angeordneten Einschliissen, die mittlerweile als phononische
Kristalle bezeichnet werden. Beispielsweise untersuchten SIGALAS und EcoNOoMOU [132]
einen phononischen Kristall bestehend aus periodisch angeordneten Goldzylindern in ei-
ner Berylliummatrix. Zeitnah folgten dann auch Arbeiten zu 3D phononischen Kristal-
len [30,122,134], sowie zu phononischen Kristallen bestehend aus unterschiedlichen Ma-
terialphasen (fest/fluid) [72,140]. Besonders bekannt ist die Arbeit von MARTINEZ-SALA
et al. [90], in der die erste experimentelle Messung der Schallddmpfung an einer periodi-
schen Skulptur, dargestellt in der Abb. 1.3a, durchgefiithrt wurde. Die Messung ergab eine
minimale Wellentransmission bei einer Frequenz von etwa 1,67kHz (in der Abb. 1.3b
mit der Ausbreitungsrichtung [100] markiert), die die Autoren die erste Bandliicke der
phononischen Struktur zuordneten [65,90]. Die Berechnung der exakten Dispersionskur-
ven durch KUSHWAHA [71] zeigte jedoch, dass die Skulptur keine kompletten Bandliicken
aufweist und die geringe Wellentransmission auf ein lokales Minimum der phononischen
Zustandsdichte (engl.: phononic density of states) zuriickzufiithren ist.

Die ersten phononischen Kristalle mit kompletten Bandliicken, also Frequenzbereichen

in denen sich unabhéngig von der Ausbreitungsrichtung, jedoch gegebenenfalls nur fiir

Mw

30

[100] [110] ' u'zoo'] [1'20].

M “,l |MWWM
may e

ol >0 0 O
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S o

W * JW* 4
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(b)

Abbildung 1.3: Experimenteller Nachweis zur Schallddmpfung in einer phononischen Struktur
durch MARTINEZ-SALA et al. [90]. (a) Untersuchte phononische Skulptur von EUSEBIO SEMPE-
RE, Madrid (Photo entnommen aus [144]). (b) Messergebnisse der Schallddémpfung [90].
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bestimmte Polarisationsmoden [75], keine akustischen oder elastischen Wellen ausbreiten
konnen, wurden erstmals im Jahr 1998 in den Arbeiten von MONTERO DE ESPINOSA et
al. [31] und SANCHEZ-PEREZ et al. [140] priisentiert. Neben den kompletten Bandliicken
(engl.: complete band-gaps) wird noch zwischen richtungsabhéngigen Bandliicken (engl.:
directional band-gaps) und vollstindigen Bandliicken (engl.: full band-gaps)' unterschie-
den. Bei den richtungsabhéngigen Bandliicken ist die Ausbreitung von akustischen und
elastischen Wellen nur in bestimmten Richtungen unterbunden, wihrend in vollstdndigen
Bandliicken unabhéngig von der Ausbreitungsrichtung und der Polarisation der Wellen
keine Ausbreitung moglich ist [75]. Die Bandliicken kénnen dabei generell durch zwei
unterschiedliche physikalische Mechanismen, die BRAGG-Streuung bzw. -Beugung und
die lokale Resonanz, entstehen [75]. Der Mechanismus der BRAGG-Streuung leitet sich
aus der BRAGG-Gleichung ab, die die Interferenz von Wellen bei der Streuung an einem
periodischen Gitter beschreibt [13]. In Abhéngigkeit der Gitterkonstante, der Geome-
trie und der Anordnung der Einschliisse (engl.: scatterer), sowie der Materialparameter,
tritt in bestimmten Frequenzbereichen destruktive Interferenz auf und es koénnen da-
durch Bandliicken entstehen. Dabei muss zur Entstehung breiter Bandliicken ein grofier
Kontrast in den Materialeigenschaften (Dichte, Wellengeschwindigkeit) zwischen den Ein-
schliissen und der Matrix vorliegen. Auflerdem muss der Fiillfaktor, also das Volumen-
oder Flachenverhéltnis zwischen Einschluss und Matrix, ausreichend grof sein [65]. Der
zweite Mechanismus zur Entstehung von Bandliicken, die lokale Resonanz, wurde erstmals
im Jahr 2000 von L1U et al. [85] zur gezielten Beeinflussung des Wellenausbreitungsver-
haltens in phononischen Strukturen vorgeschlagen. Dabei untersuchten die Autoren einen
phononischen Kristall, der aus periodisch angeordneten und mit Silikon ummantelten Blei-
kugeln in einer Epoxidmatrix bestand. Bei derartigen Strukturen treten in bestimmten
Frequenzbereichen ausgeprigte Resonanzeffekte zwischen den schwingenden Einschliissen
(Resonatoren) und den einfallenden Wellen auf. Im Gegensatz zu den BRAGG-Bandliicken
muss zur Entstehung von Resonanz-Bandliicken die Periodizitéat der Struktur nicht streng
eingehalten werden. Auflerdem kénnen durch die lokale Resonanz Bandliicken im nied-
rigen Frequenzbereich mit einer zugehdrigen Wellenldnge unterhalb der Gitterkonstante
erzielt werden [178]. Hiufig werden diese Strukturen auch als Metamaterialien bezeich-
net, da in bestimmten Frequenzbereichen ein ungewohnliches dynamisches Verhalten, wie
beispielsweise eine negative Brechung, eine negative Gruppengeschwindigkeit oder auch

eine negative effektive Masse, auftreten kann [55].

In der Praxis ist es generell schwierig phononische Materialien oder Strukturen mit ei-
ner perfekten Periodizitét zu fertigen. Unregelméfigkeiten in der Periodizitédt kénnen zu

den sogenannten defekten oder ungeordneten Zusténden (engl.: defect/disordered states)

Der Begriff wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet. Haufig wird auch der Begriff absolute
band-gaps verwendet, wie z. B. in [65].
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oder einer Lokalisierung von akustischen oder elastischen Wellen innerhalb der Struktur
fithren [57,133,155]. Der gezielte Einbau von linienférmigen Defekten in eine phononische
Struktur, beispielsweise durch Entfernen von bestimmten Einschliissen, kann aber auch
ausgenutzt werden um die akustischen und elastischen Wellen in eine bestimmte Richtung
umzuleiten (Wellenleiter) [117,157]. Durch punktférmige Defekte konnen zusétzliche lo-
kale Resonanzeffekte auftreten, die beispielsweise zum Filtern bestimmter Frequenzen
genutzt werden konnen [117]. Das Wellenausbreitungsverhalten in Wellenleitern ist sehr
komplex und auflergewtchnliche Phdnomene wie die kanalisierten Spektren, die durch die
Interferenz von vor- und riicklaufenden BLOCH-Wellen entstehen, sind Gegenstand der
jiingsten Forschung [157]. Ebenso sind Untersuchungen alternativer Mechanismen zur Wel-
lenleitung, wie beispielsweise die topologischen phononischen Wellenleiter [106, 107, 154],
hoch aktuell.

Neben der Lokalisierung von akustischen und elastischen Wellen infolge von Defekten in
einer phononischen Struktur kann auch eine Lokalisierung an Oberflichen oder Grenz-
flichen auftreten. Diese Oberflichenwellen, in der Literatur tiblicherweise als SAW (engl.:
surface acoustic waves) bezeichnet, weisen eine hohe akustische Energiedichte in der Néhe
der Oberflache auf, die mit steigendem Abstand von der Oberfliche exponentiell abnimmt.
Aufgrund dieser Eigenschaften sind die phononischen SAWs sehr vielversprechend, bei-
spielsweise im Bereich von Sensorsystemen [5,77,111,127], und sind daher ebenfalls Ge-
genstand aktueller Forschungsarbeiten.

Ein weiterer wichtiger Forschungsbereich stellt die passive und aktive Beeinflussung der
Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen Materialien und Strukturen dar. Ei-
ne passive Beeinflussung kann beispielsweise durch eine Modifizierung der geometrischen
oder materiellen Parameter erfolgen [55,65]. Ansétze fiir eine aktive Beeinflussung um-
fassen die Verwendung von piezoelektrischen Komponenten [51,77], die Steuerung durch
Magnet- [124,160] oder Temperaturfelder [54,58], sowie die Steuerung durch eine elastische
Vordehnung [32].

1.3 Numerische Methoden zur Behandlung von Wel-

lenausbreitungsproblemen

Zur Charakterisierung des Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Materialien und
Strukturen konnen sowohl Dispersionskurven als auch Wellentransmissionen herangezogen
werden. Zur Bestimmung der Dispersionskurven und Wellentransmissionen werden neben
den analytischen und experimentellen Methoden héufig numerische Methoden verwendet.
Dazu wurden bereits eine Vielzahl von unterschiedlichen numerischen Methoden entwi-
ckelt. Besonders verbreitet sind die Entwicklungsmethode nach ebenen Wellen (PWE

- engl.: plane wave expansion method), die Finite-Differenzen-Methode im Zeitbereich
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(FDTD - engl.: finite difference time domain method), die Mehrfachstreumethode (MS
- engl.: multiple scattering method), die Randelementemethode (BEM - engl.: boundary
element method) und die Finite-Elemente-Methode (FEM - engl.: finite element method),
wobei alle Methoden ihre jeweiligen Vor- und Nachteile aufweisen.

Die PWE-Methode ist insbesondere bei der Berechnung der Dispersionskurven von kon-
tinuierlichen Systemen sehr verbreitet und basiert auf einer FOURIER-Reihenentwicklung
des gesuchten Wellenfeldes und der Materialeigenschaften. Bereits in den ersten Arbei-
ten zu phononischen Kristallen von SIGALAS und EcoNOMOU [132] oder KUSHWAHA et
al. [73] wurde die PWE-Methode zur Berechnung der Dispersionskurven verwendet. Die
PWE-Methode ist sehr effizient fiir die Berechnung der Dispersionskurven von phononi-
schen Kristallen, deren Matrix und Einschliisse einen niedrigen Kontrast in den Materia-
leigenschaften besitzen. Hingegen eignet sich diese Methode nicht fiir phononische Kristal-
le, die aus unterschiedlichen Materialphasen bestehen, da die Ubergangsbedingungen an
den Grenzschichten aufgrund der Kontinuitét der Losungen nicht erfiillt werden kénnen
[55, 65]. Des Weiteren kann diese Methode nicht fiir die Berechnung von komplexeren
phononischen Strukturen eingesetzt werden.

Auch die FDTD-Methode geniefit zur Berechnung der Wellenausbreitungseigenschaften
von phononischen Materialien und Strukturen eine grofie Beliebtheit, wobei die entspre-
chenden Wellengleichungen sowohl rdumlich als auch zeitlich diskretisiert werden, um
schlieBlich die Losung im Zeitbereich zu berechnen. Zur Bestimmung der Dispersionskur-
ven muss die Losung anschlieBend mithilfe der Fast-Fourier-Transformation (FFT) vom
Zeit- in den Frequenzbereich transformiert werden [55,65]. Der gebréuchlichste FDTD-
Ansatz, bei dem die BLOCH-FLOQUET-Bedingungen direkt in die Wellengleichungen ein-
gebaut werden und somit die Berechnung einer Einheitszelle erlaubt, wurde von TANAKA
et al. [141] entwickelt. Im Gegensatz zur PWE-Methode kann die FDTD-Methode auch
fiir die Berechnung von periodischen Strukturen, die aus unterschiedlichen Materialpha-
sen bestehen, verwendet werden. Allerdings ist die FDTD-Methode, wie auch die PWE-
Methode, nicht fiir komplexere phononische Strukturen geeignet.

Die MS-Methode eignet sich, wie der Name der Methode schon andeutet, besonders gut
fiir phononische Strukturen, die aus Streuelementen (scatterer) und einer Matrix beste-
hen, also die typischen phononischen Kristalle [55]. Erstmals wurde die MS-Methode im
Jahr 1999 von KAFESAKI und ECONOMOU [61] zur Bestimmung der Dispersionskurven ei-
nes phononischen Kompositmaterials eingesetzt. Im Gegensatz zu vielen anderen numeri-
schen Methoden kénnen mit der MS-Methode auch Strukturen, die aus unterschiedlichen
Materialphasen mit einem sehr hohen Kontrast in den Materialeigenschaften bestehen,
mit einer hohen Genauigkeit analysiert werden [55]. Ahnlich wie die FDTD- und PWE-
Methode ist auch die MS-Methode nicht fiir phononische Materialien oder Strukturen mit

komplexer Geometrie geeignet und ihre Implementierung ist aulerdem recht kompliziert.
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Bei der BEM wird nur der Rand (bzw. die Oberfliche im 3D Fall) der Struktur diskreti-
siert und die unbekannten Zustandsgréfien befinden sich ausschlieflich auf diesem Rand.
Die Losungen innerhalb der Struktur kénnen, wenn die Zustandsgrofien auf dem Rand
berechnet wurden, mithilfe von GREENschen Einflussfunktionen ermittelt werden. Im Ver-
gleich zu vielen anderen numerischen Methoden, wie beispielsweise der FEM, werden deut-
lich weniger Freiheitsgrade benotigt. Allerdings ergeben sich vollbesetzte, unsymmetrische
und indefinite Systemmatrizen, wodurch der Aufwand zum Losen des Gleichungssystems
deutlich zunimmt und der Vorteil der vergleichsweise geringen Anzahl an Freiheitsgraden
teilweise kompensiert wird. Trotzdem ist die BEM in einigen Féllen, insbesondere bei
den klassischen phononischen Kristallen bestehend aus einer Matrix und periodisch ange-
ordneten Einschliissen, sehr gut fiir die Bestimmung der Wellenausbreitungseigenschaften
geeignet [81,82].

Die FEM ist die am weitesten verbreitete numerische Methode im Ingenieurwesen und
wurde bereits im Jahr 1974 von ORRIS und PETYT [110] fiir die Berechnung der Disper-
sionskurven einer periodischen Struktur verwendet. Bei der FEM wird das Berechnungs-
gebiet in eine endliche Anzahl von Teilgebieten bzw. finiten Elementen unterteilt und die
gesuchte Losung innerhalb eines Elements durch Formfunktionen approximiert [162]. Im
Gegensatz zu den finiten Differenzenverfahren ist dabei jedoch die schwache Formulierung
der Wellengleichung der Ausgangspunkt fiir die Diskretisierung [60]. Daraus resultiert ins-
besondere eine niedrigere Anforderung an die Glattheit der Losung und damit einherge-
hend auch niedrigere Anforderungen beziiglich der Stetigkeit und Differenzierbarkeit der
Formfunktionen [49,60]. Ublicherweise werden lineare oder quadratische Formfunktionen
verwendet, wobei fiir ein zuverléssiges Ergebnis bei der Berechnung von Wellenausbrei-
tungsproblemen mit linearen Formfunktionen mindestens zehn Knoten und bei Verwen-
dung von quadratischen Formfunktionen mindestens sechs Knoten pro Wellenlédnge erfor-
derlich sind [88]. Der wesentliche Vorteil der FEM gegeniiber den zuvor erwiahnten Metho-
den ist ihre sehr hohe geometrische Flexibilitét, so konnen auch sehr komplexe Geometrien
durch eine entsprechend feine Vernetzung der Elemente abgebildet werden [55,162]. Al-
lerdings kann ein sehr feines Netz, wie es beispielsweise bei Grenzschichten mit einer sehr
hohen akustischen Impedanz (z. B. fest/fluid) [178] oder bei Berechnungen im hoheren
Frequenzbereich [119] erforderlich ist, die Effizienz der FEM erheblich reduzieren. Auch
bei hoheren Anforderungen an die Genauigkeit konnen unter Umstédnden deutlich mehr
Freiheitsgrade notwendig sein, die wiederum die Grofle des zu losenden Gleichungssystems
und somit auch den Berechnungsaufwand erhohen. Im Hinblick auf die Berechnung der
komplexen Dispersionskurven von phononischen Materialien und Strukturen kommt der
Grofle des Gleichungssystems eine noch entscheidendere Rolle zu. Im Berechnungsablauf
sollten die sogenannten Slave-Freiheitsgrade (engl.: slave degrees of freedom) kondensiert

werden. Fiir die Kondensierung muss wiederum die entsprechende Untermatrix inver-
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tiert werden, wobei der Berechnungsaufwand fiir die Invertierung einer n x n-Matrix mit
etwa O (n®) exponentiell mit steigender GroBe der Matrix zunimmt. Nach der Konden-
sation ergibt sich, je nach dem betrachteten Rand der BRILLOUIN-Zone, eine reduzierte
quadratische oder quartische Eigenwertgleichung zur Bestimmung der komplexen Disper-
sionskurven. Auch hier steigt der Berechnungsaufwand exponentiell mit steigender Grofle
des Gleichungssystems. Aus den oben genannten Griinden ist die FEM fiir die Berech-
nung der komplexen Dispersionskurven nicht besonders gut geeignet. Eine Moglichkeit,
die Vorteile der FEM beizubehalten und gleichzeitig die Berechnungseffizienz deutlich zu
erhohen, stellt die Verwendung von den Spektrale-Elemente-Methoden (SEM - engl.: spec-
tral element methods) dar.

Der Begriff ,,Spektrale-Elemente-Methode* wird fiir zwei grundsétzlich verschiedene Ver-
fahren verwendet, wobei jedoch beide Verfahren, analog zur FEM, auf einer Diskretisie-
rung des Gebietes in Elemente basieren [119]. Bei der SEM nach DOYLE [29] werden
frequenzabhéngige exakte dynamische Steifigkeitsmatrizen aus den jeweiligen zeitabhéng-
igen Wellengleichungen hergeleitet. Dazu werden die entsprechenden Wellengleichungen
zunéchst mithilfe der FOURIER-Transformation in den Frequenzbereich iiberfiihrt. An-
schliefend werden die Wellengleichungen im Frequenzbereich exakt gelost und daraus
frequenzabhéngige dynamische Formfunktionen hergeleitet. Mithilfe der Formfunktionen
kann schlieflich die spektrale Elementmatrix, dhnlich zur Vorgehensweise in der FEM,
berechnet werden. Die spektrale Elementmatrix ist exakt und liefert bei analytischen
Berechnungen im Frequenzbereich exakte Ergebnisse [80]. Lediglich durch die numeri-
sche Losung des Gleichungssystems kénnen die Losungen mit einem numerischen Fehler
behaftet sein. Somit ist es ausreichend ein Strukturelement, beispielsweise einen Stab
oder Balken, mit nur einem spektralen Element abzubilden. Eine feinere Diskretisierung
ist nur bei geometrischen oder materiellen Diskontinuitédten erforderlich [80]. Die SEM
nach DOYLE weist also eine sehr hohe Genauigkeit selbst bei einer sehr geringen Anzahl
von verwendeten Freiheitsgraden auf. Der wesentliche Nachteil dieser Methode stellt die
Beschrinkung auf sehr einfache Probleme dar, da fiir die Formulierung der spektralen
Elementmatrix die exakte Losung der jeweiligen Wellengleichung bendtigt wird.

Bei der SEM nach PATERA [116] handelt es sich eigentlich um eine fortschrittliche FEM,
welche Formfunktionen hoher Ordnung und eine spezielle Nodalbasis verwendet. Der Na-
me ,, Spektrale-Elemente-Methode® leitet sich bei dieser Formulierung aus dem spektralen
Konvergenzverhalten ab [119]. Im Vergleich zur FEM werden bei der SEM nach PATERA
deutlich weniger Knoten pro Wellenlénge bei gleichen Anforderungen an die Genauigkeit
der Losung benotigt. Folglich weist diese Methode deutliche Vorteile bei der Berechnung
der komplexen Dispersionskurven, aber auch bei der Transmissionsberechnung im héheren
Frequenzbereich, auf. Ein ausfithrlicher Uberblick iiber den Stand der Forschung der SEM
wird im Unterabschnitt 3.1.2 gegeben.
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1.4 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der effizienten numerischen Simulation der Wellen-
ausbreitungsprobleme in verschiedensten phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen. Da-
bei wird zur Analyse von schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen die SEM
nach DOYLE verwendet. Fiir 2D Strukturen, beispielsweise Platten- oder Schalentrag-
werke, ist diese Methode nur bedingt geeignet, da fiir die Herleitung der spektralen
Elementmatrizen die analytische Losung der jeweiligen Bewegungsgleichungen benotigt
wird. Daher ist diese Methode bei derartigen Tragwerken auf sehr einfache Probleme be-
schrankt. Aus diesem Grund wird fiir die Analyse der 2D dickwandigen bzw. gedrungenen
phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen die SEM nach PATERA verwendet, die die geo-
metrische Flexibilitat der FEM beibehélt und gleichzeitig deutlich weniger Freiheitsgrade
bei den gleichen Anforderungen an die Genauigkeit der Losung benétigt. Auch wenn so-
wohl die SEM nach DOYLE (34,118, 167] als auch die SEM nach PATERA [42, 119, 130]
bereits vereinzelt zur Behandlung der Wellenausbreitungsprobleme in phononischen Ma-
terialien und Strukturen eingesetzt wurden, gibt es nach Wissen des Autors bisher keine
Untersuchungen zur Effizienz der Verfahren hinsichtlich der Berechnung der komplexen
Dispersionskurven und der Wellentransmissionen. Daher ist es ein Ziel dieser Arbeit, diese
Liicke zu schlieflen.

Weiterhin soll in dieser Arbeit untersucht werden, wie die Wellenausbreitungseigenschaf-
ten von phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen gezielt auf vorgegebene Anforderun-
gen, beispielsweise eine optimale Schall- und Schwingungsisolierung, abgestimmt werden
kénnen. Dabei werden insbesondere passive und aktive Mafinahmen zur Beeinflussung der

Wellenausbreitungseigenschaften vorgeschlagen und ausfiihrlich untersucht.

Die Hauptziele dieser Arbeit konnen wie folgt zusammengefasst werden:

e Entwicklung eines numerischen Werkzeugs auf der Basis der SEM nach DOYLE zur
Analyse der Wellenausbreitungseigenschaften von 2D schlanken phononischen Zick-
Zack-Gitterstrukturen.

e Analyse der Genauigkeit und Effizienz des entwickelten numerischen Werkzeugs auf
der Basis der SEM nach DOYLE.

e Untersuchungen zur passiven und aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsver-
haltens in 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

e Entwicklung eines numerischen Werkzeugs auf der Basis der SEM nach PATERA zur
Analyse der Wellenausbreitungseigenschaften von 2D dickwandigen phononischen
Zick-Zack-Gitterstrukturen.
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e Analyse der Genauigkeit und Effizienz des entwickelten numerischen Werkzeugs auf
der Basis der SEM nach PATERA.

e Untersuchungen zur passiven und aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsver-

haltens in dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

Die vorliegende Arbeit umfasst insgesamt, einschliellich dieser Einleitung, sechs Kapitel.
Nach der Einleitung in diesem Kapitel werden in Kapitel 2 die wesentlichen theoreti-
schen Grundlagen dargestellt. Im ersten Teil des Kapitels werden die Grundgleichungen
der Elastodynamik hergeleitet, beginnend mit den Wellenausbreitungsproblemen in 3D
sowie 2D Kontinua und gefolgt von den Stab- und Balkenschwingungen. Im zweiten Teil
des Kapitels werden die Grundlagen der Wellenausbreitungsprobleme in phononischen

Materialien und Strukturen bereitgestellt.

Im Kapitel 3 werden die Grundlagen der SEM nach DOYLE und der SEM nach PATE-
RA dargestellt. Im ersten Teil des Kapitels wird die Herleitung des spektralen Stabele-
ments sowie des Balkenelements nach der Theorie II. Ordnung fiir die SEM nach DOYLE
erlautert. Im zweiten Teil des Kapitels werden die Grundlagen der SEM nach PATERA be-
schrieben. Dabei werden die verwendeten Formfunktionen hergeleitet und die zugehorige
spezielle Knotenverteilung sowie die numerischen Vorteile erldutert. Im letzten Teil des
Kapitels werden fiir die beiden SEM-Varianten die Moglichkeiten zur Beriicksichtigung

von endlichen fiktiven Berandungen dargelegt.

Mithilfe des entwickelten numerischen Werkzeugs auf der Basis der SEM nach DOYLE
werden im Kapitel 4 2D schlanke phononische Zick-Zack-Gitterstrukturen analysiert.
Dabei wird zunéchst die Vorgehensweise zur Bestimmung der Dispersionskurven erldutert
und die Effizienz und Genauigkeit des Verfahrens untersucht. Es folgen dann umfangreiche
Untersuchungen zur passiven und aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens
in 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen. Dabei werden die Einfliisse
der geometrischen Parameter, der Steifigkeitsverhéltnisse, der diskreten Einzelmassen als

Resonatoren und der geometrischen Nichtlinearitdt untersucht.

Im Kapitel 5 erfolgt die Analyse von 2D dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitter-
strukturen mithilfe der SEM nach PATERA. Auch hier wird zunéchst die Vorgehensweise
zur Bestimmung der Dispersionkurven erlautert und die Effizienz und Genauigkeit des
Verfahrens untersucht. Anschlieend folgen ausfiihrliche Untersuchungen zur passiven und
aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens durch die Verwendung von Per-
forationen in den Zick-Zack-Armen, durch die Einfiihrung von lokalen Resonatoren, und

durch die Staffelung von unterschiedlichen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

Abschliefend werden die Ergebnisse dieser Arbeit im Kapitel 6 zusammengefasst und

ein Ausblick auf kiinftige Forschungsarbeiten gegeben.
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Im Anhang 6.2 wird zunichst die FOURIER-Transformation zur Uberfithrung von Dif-
ferentialgleichungen vom Zeit- in den Frequenzbereich beschrieben. Anschliefend werden
die spektralen Formfunktionen und die spektrale Steifigkeitsmatrix des Balkenelements
nach der Theorie II. Ordnung angegeben. Zuletzt werden die Eigenwertgleichungen zur
Bestimmung der komplexen Dispersionskurven und die zugehorigen benotigten Koeffizi-

entenmatrizen dargestellt.
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2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen theoretischen Grundlagen dieser Arbeit dar-
gestellt. Im Abschnitt 2.1 werden zuerst die allgemeinen Fiélle der Wellenausbreitung in
3D und 2D Kontinua erlautert und anschliefend die fiir diese Arbeit wichtigen Grund-
gleichungen der Stab- und Balkenschwingungen hergeleitet. Im Abschnitt 2.2 werden die
Grundlagen der Wellenausbreitung in phononischen Strukturen beschrieben.

Die theoretischen Grundlagen in diesem Kapitel sind in zahlreichen Arbeiten ausfiihrlich
beschrieben und werden hier nur zusammenfassend dargestellt. Fiir eine ausfiihrlichere
Darstellung der Grundlagen der Kontinuumsmechanik wird auf HoLzAPFEL [50], BE-
CKER und GROSS [10] oder ALTENBACH [3] verwiesen. Zur Thematik der Stab- und
Balkenschwingungen werden die Werke von ONATE [109], GASCH et al. [38] oder GROSS
et al. [41] empfohlen. Eine vertiefte Beschreibung des Wellenausbreitungsverhaltens in
periodischen Materialien und Strukturen wird in den Arbeiten von KITTEL [66], ASH-
CROFT [6], LAUDE [75], DEYMIER [26] und KHELIF et al. [65] gegeben.

2.1 Grundgleichungen der Elastodynamik

2.1.1 Bewegungsgleichungen fiir ein 3D Kontinuum

Die Wellenausbreitung im 3D elastischen Kontinuum kann mithilfe der dynamischen
Gleichgewichtsgleichungen, der Kinematik und des Materialgesetzes beschrieben werden.
Dabei konnen die Gleichgewichtsgleichungen der linearen Elastizitédtstheorie anhand der
Gleichgewichtsbetrachtungen an einem finiten Teilvolumen, wie in Abb. 2.1 dargestellt,

hergeleitet werden. Zur Vereinfachung wird zunéchst der statische Fall, also unter Ver-

Y, To

Abbildung 2.1: Finites Teilvolumen, an dem eine Volumenkraft f; und eine Oberflichenkraft
t; wirken.
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nachlédssigung der Tragheitskrifte, betrachtet. Die resultierenden Kréfte infolge der Volu-
menkraft f; und der Oberflichenkraft ¢; miissen im Gleichgewicht stehen, d.h.,

/tidAnL/fidV:O, i=1,2,3, (2.1)
14

A

wobei A die Oberfliche und V' das Volumen des Korpers ist. Fiir eine verkiirzte Schreibwei-
se wird nachfolgend die EINSTEINsche Summationskonvention verwendet, nach der iiber
doppelt auftretende Indizes in einer Gleichung aufsummiert wird. Mithilfe der CAUCHY-

schen Formel kann bei gegebenem Spannungstensor o;; jedem Normalenvektor n; ei-

ne Oberflichenkraft bzw. ein Spannungsvektor ¢; {iber die Beziehung t; = o;;n; mit
i,7 = 1,2,3 zugeordnet werden. Dabei sind o;; die Komponenten des CAUCHYschen
Spannungstensors
011 012 013 Ozz Ogy Ozz
o= |09 09 0O | = | Oy Oy 0y |, (2.2)
031 032 033 Ozaz Ozy Oz

wobei die Hauptdiagonale die Normalspannungen und die Nebendiagonalen die Schub-
spannungen darstellen. Der Spannungstensor ist aufgrund des lokalen Momentengleich-
gewichts zudem symmetrisch und es gilt o;; = 0j;. Mithilfe des GAUSSschen Integralsat-
zes [174] kann nun das Oberflachenintegral aus Gl. (2.1) durch ein Volumenintegral ersetzt

werden und es ergibt sich daraus

/(Uij,j + fz) dV = 0, Z,j = 1, 2, 3. (23)
\%

Der Index nach dem Komma kennzeichnet dabei die Variable x;, nach der partiell diffe-
renziert wird, beispielsweise f; ; = gf_.
J

Integrand den Wert Null annimmt. Somit lauten die Gleichgewichtsgleichungen

Gleichung (2.3) kann nur erfiillt werden, wenn der

03j.4 + fz = 07 Z?] = 1a 2737 (24)

oder ausfiihrlich geschrieben

004,  00gy 004,
+ 22y

Ox oy 0z =0
doy, 0oy, 0oy,

= 2.
ax+ay+az+fy 0, (2.5)
00 . n 00y n 00, T,

ox oy 0z
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Der Spannungstensor o;; ist durch das lineare Elastizitdtsgesetz mit dem Verzerrungsten-
sor €, Uber
oc=D:e bzw. Oij = Dijklfkl, i,j, k,l = 1,2,3, (26)

verkniipft. Der linearisierte Verzerrungstensor € eines infinitesimalen Elements ist unter

Annahme kleiner Deformationen durch

1 €11 €12 €13 Exa gzy Exz
T
€ = 5 ((Vu) + Vu) = | €21 €22 3 | = | €y €y Eye (2.7)
€31 €32 €33 Ezx 5zy €zz

gegeben, wobei u = [u v w|T der Verschiebungsvektor mit den Verschiebungskomponen-
ten u in z-Richtung, v in y-Richtung und w in z-Richtung ist. Meistens werden auf den
Nebendiagonalen anstelle der Verzerrungen ¢;; die Gleitungen +;; verwendet, wobei der

Zusammenhang e, = %'yzy, Cps = %%Z und €, = %vyz besteht. Der NABLA-Operator ist

T
definiert als V = [% aﬁ g} . Ebenso wie der Spannungstensor ist auch der Verzerrungs-
y Oz

tensor symmetrisch und es gilt g;; = €;;.

Der Elastizitatstensor D;j; in Gl. (2.6) hat im allgemeinen Fall eines anisotropen Materi-
als 21 unabhéngige Elastizitatskonstanten. In dieser Arbeit werden ausschlieflich isotrope
Materialien betrachtet, fiir die sich die Anzahl der unabhéngigen Konstanten auf 2 re-
duziert. Aufgrund der Symmetrie des Spannungs- und Verzerrungstensors ist auch der

Elastizitédtstensor symmetrisch und es gilt
Dijri = Djirt;,  Diji = Djak,  Dijrr = Diiy-

Mithilfe der NyYEschen Notation kann der Elastizitatstensor 4. Stufe zu einer Matrix
D;; (1,7 =1,2,...,6) bzw. D, also einem Tensor 2. Stufe, mit

l—v v 0 0
v 1—v v 0 0
b E v v 1-v 1_021/ 0 0 (2.8)
0 0 0 0 =& 0
| 0 0 0 0 0 132” i

zusammengefasst werden. Dabei bezeichnet E den Elastizitédtsmodul und v die POISSON-
Zahl des Materials. Auch der Spannungs- und der Verzerrungstensor 2. Stufe kénnen zu

den Vektoren o und €, also Tensoren 1. Stufe, mit

o = [sz Oyy Ozz Oxy Ogz Uyz]T und €= [ga:x Eyy €22 Yoy Yz ’sz]T (29)
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zusammengefasst werden. Fiir das Elastizitédtsgesetz folgt somit die kompakte Schreibwei-

se
o = De. (2.10)

SchlieBlich ergibt sich durch Einsetzen von Gl. (2.6) und Gl. (2.7) in Gl. (2.4) ein System
von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dabei werden die drei Gleichge-

wichtsgleichungen aus (2.5) mithilfe eines Matrizen-Differentialoperators

00 g o
vi=1 o a% 0 a% 0 % (2.11)
zusammengefasst zu N
Vie +f=0. (2.12)

Diese Gleichung beschreibt die Gleichgewichtsbedingungen eines 3D Korpers infolge einer
statischen oder quasi-statischen dufleren Belastung. Im Fall einer dynamischen Beanspru-
chung wirken zusétzlich die Tragheitskrafte p%%‘ mit der Massendichte p. Nachfolgend
wird die iibliche NEWTONsche Notation verwendet und die erste Zeitableitung einer Va-
riable durch % = o, bzw. die zweite Zeitableitung durch % = o, gekennzeichnet. Somit

ergeben sich die Bewegungsgleichungen fiir ein Kontinuum im Zeitbereich zu
Ve +f = pii. (2.13)

In dieser Arbeit werden insbesondere die Bewegungsgleichungen im Frequenzbereich be-
notigt, die sich durch die Anwendung der FOURIER-Transformation (s. Anhang A) auf
Gl. (2.13) herleiten als

Vie +f=—pwu. (2.14)

Teilweise ist es sinnvoll die Gl. (2.14) mithilfe der kinematischen Beziehungen aus der Gl.
(2.7) und dem Elastizitétsgesetz aus der Gl. (2.10) in
vE

pV*u+ A+ ) V(V-u) +f = —pw’u, mit \ = A= 2)157) und p =

—— (2.15
2(1+v) (2.15)
zu iiberfiihren, wobei A und p die LAME-Konstanten sind. Diese gekoppelten Verschie-
bungsdifferentialgleichungen 2. Ordnung werden auch als NAVIER-LAMEsche Gleichungen

bezeichnet.
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2.1.2 Bewegungsgleichungen fiir ein 2D Kontinuum

Héufig sind ingenieurtechnische Problemstellungen unabhéngig von einer der drei Raum-
richtungen und lassen sich in guter Ndherung als 2D bzw. ebene Probleme behandeln.
Bei der Modellierung dieser ebenen Probleme wird in Abhéngigkeit der getroffenen An-
nahmen zwischen dem ebenen Verzerrungszustand (EVZ) und dem ebenen Spannungs-
zustand (ESZ) unterschieden. Beim ebenen Verzerrungszustand wird unterstellt, dass die
Verschiebungskomponente in z-Richtung verschwindet und die iibrigen Verschiebungs-
komponenten unabhéngig von der z-Richtung sind. Folglich verschwinden auch sdmtliche
Verzerrungskomponenten in z-Richtung, also €., €,. und ¢,., und man spricht daher vom
ebenen Verzerrungszustand. Der EVZ kann in sehr guter Naherung zur Modellierung von
Bauteilen verwendet werden, deren Geometrie und Belastung invariant in z-Richtung sind
und bei denen gleichzeitig die Verschiebung w verhindert ist. Bauteile oder Bauwerke, die
eine sehr grofle Ausdehnung entlang der z-Achse aufweisen, wie der in Abb. 2.2a darge-
stellte Staudamm, konnen in sehr guter Naherung mithilfe des EVZ modelliert werden.

Hingegen kann der ebene Spannungszustand fiir Bauteile verwendet werden, deren Dicke
deutlich kleiner gegeniiber den iibrigen Abmessungen ist und die zudem nur in ihrer Ebene
belastet werden. Meistens liegen diese Bedingungen in Scheibenproblemen vor. Folglich
sind die Spannungskomponenten o, o,. und o,, an den Scheibenoberflichen gleich Null
und aufgrund der geringen Dicke sind sie auch im Scheibeninneren nédherungsweise gleich
Null, es liegt also ein ebener Spannungszustand vor. Das im Bauwesen bekannteste Bei-
spiel fiir ein scheibenartiges Bauteil, welches entsprechend gut mit dem ESZ berechnet

werden kann, stellt die in Abb. 2.2b veranschaulichte diinne Wandstruktur dar.

(b)

Abbildung 2.2: (a) Ein Staudamm als Beispiel fiir ein Bauwerk, welches in guter Nidherung
mittels EVZ berechnet werden kann. (b) Eine Wand als Beispiel fiir ein scheibenartiges Bauteil,
welches in guter Nédherung mittels ESZ berechnet werden kann. Die dunkelgrau dargestellten
Ebenen veranschaulichen beispielhaft die Modellierung als ebene Flichen.

Die Bewegungsgleichungen fiir 2D bzw. ebene Strukturen nach dem EVZ oder ESZ lassen
sich direkt aus den im Unterabschnitt 2.1.1 dargestellten Bewegungsgleichungen fiir das

3D Kontinuum herleiten. Im Rahmen dieser Arbeit wird allerdings nur der ESZ betrachtet,
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fiir den die wesentlichen Anderungen gegeniiber dem 3D Fall nachfolgend zusammenge-

fasst sind.

Ebener Spannungszustand

Im ESZ eines isotropen Korpers sind die Komponenten o, 0, = 0, und 0., = 0., im
Spannungstensor Gl. (2.2) und somit auch in dem Vektor o aus Gl. (2.9) gleich Null. Durch
Einsetzen in das Elastizitdtsgesetz aus Gl. (2.10) und Auflésen nach den Verzerrungen

erhalt man

Exx = Tor = I/O—yy’ 5yy = Uyy — Vafw’ €2z = _V (O—xx i Jyy)7
E E E (2.16)
20, (1+v)
’Yl’y = E und ,}/IZ - Wyz - 0

Folglich liegt im ESZ zwar ein ebenes Problem vor, es kénnen jedoch in allen drei Raum-
richtungen Verzerrungen und Verschiebungen auftreten. Setzt man nun die Beziehung fiir

€., aus Gl (2.16) wieder in das Elastizitatsgesetz aus Gl. (2.10) ein, erhélt man nach einer

Umformung
Orx 1 14 0 Exx
E
o | =12 1 0 Eyy | - (2.17)
Oy 0 0 & Yay

Der isotrope Elastizitatstensor Dggy fiir den ESZ ist also definiert durch

E

1 -2

o O

Dysy = (2.18)

1—v
0 2

2.1.3 1D Stab- und Balkenschwingungen

Die Bewegungsgleichungen fiir 1D Stédbe und Balken kénnen anhand der dynamischen
Gleichgewichtsbetrachtungen an einem infinitesimalen Element hergeleitet werden. Dabei
wird fiir die folgenden Herleitungen eine iibliche Notation verwendet, nach der die erste
"

Ableitung einer Variable nach z durch g—; = o', die zweite Ableitung nach x durch % =e

und so weiter ad infinitum, gekennzeichnet wird.

Stabschwingungen

Fiir die Herleitung der Differentialgleichung fiir 1D Stabschwingungen wird das in Abb.
2.3 dargestellte infinitesimale Stabelement mit der Massendichte p und der konstanten
Querschnittsfliche A betrachtet. Das Stabelement fiihrt Longitudinalschwingungen in -

Richtung mit der zeitabhéngigen Verschiebung u = u(z,t) aus. An den Schnittufern des
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Elements wirkt die Normalkraft N und am rechten Schnittufer wirkt zusétzlich die infini-
tesimale Anderung der Normalkraft N'dz. Im Schwerpunkt des Stabelements wirkt zudem
die D’ ALEMBERTsche Trégheitskraft pA-dx-ii. Durch eine duBlere Streckenlast n = n(x,t)

wird das Stabelement zu Schwingungen angeregt. Es folgt das axiale Kréftegleichgewicht
pAidx =ndx — N+ (N + N'dz) = pAi=n+ N, (2.19)

wobei die Normalkraft N iiber das lineare Elastizitatsgesetz mit der Verschiebung u durch
N = EAY (2.20)

verkniipft ist. Ableiten von Gl. (2.20) nach = und Einsetzen in Gl. (2.19) liefern schlieflich

die Bewegungsgleichung fiir longitudinale Stabschwingungen als

EAU" — pAii = —n. (2.21)
T dx N
—»ndx

\ N lpAdei [N+ Nao
C (

Abbildung 2.3: Dynamisches Gleichgewicht am infinitesimalen Stabelement.

Balkenschwingungen

Aufgrund der Untersuchungen im Kapitel 4 zum Einfluss der geometrischen Nichtlinea-
ritdt auf das Wellenausbreitungsverhalten in phononischen Balkenstrukturen wird bei
der Herleitung der Bewegungsgleichung fiir 1D Balkenschwingungen die geometrische
Nichtlinearitét fiir kleine Verformungen (Theorie II. Ordnung) berticksichtigt. Dabei kann
die Bewegungsgleichung fiir Balken nach Theorie II. Ordnung anhand der dynamischen
Gleichgewichtsbetrachtung an einem verformten infinitesimalen Balkenelement hergelei-
tet werden. An den Schnittufer wirken, wie in Abb. 2.4 veranschaulicht, die Transver-
salkraft T', die Longitudinalkraft S und das Biegemoment M. Am rechten Schnittufer
werden zusitzlich die infinitesimalen Anderungen der SchnittgroBen innerhalb des Bal-
kenelements beriicksichtigt. Aulerdem wird die D’ ALEMBERTsche Tragheitskraft ergénzt,
die sich aus dem Produkt der Massendichte p mit der Querschnittsfliche A, der infinite-
simalen Lange dz des Elements und der Beschleunigung % ergibt. Dabei ist w = w(x, t)
die transversale Auslenkung in Abhéngigkeit der Langskoordinate x und der Zeit ¢. Durch
eine duflere Streckenlast ¢ = q(z,t) wird das Balkenelement zu Schwingungen angeregt.
Weiterhin wird angenommen, dass die Langskraft iiber die Balkenléinge konstant ist und
die BERNOULLI-Theorie fiir schubstarre Balken giiltig ist. Dementsprechend gilt fiir den
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Zusammenhang zwischen dem Biegemoment M und der transversalen Verschiebung w,

sowie zwischen der Verschiebung w und der Verdrehung 6
M =—-FEIw" und 6=-u', (2.22)

wobei I das Flachentragheitsmoment um die y-Achse ist. Aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen » S =0, Y T =0und ) M = 0 folgt

Z S =0: S—(S+S5dx)=0 = S = konst., (2.23)
YT =0: T—(T+Tdx)+ pAisde — gdz = 0 =T = pAir — q, (2.24)
Z M=0: M- (M+ M'dz)+ Tdx — Sw'dz — qud; =0. (2.25)

Auflosen von Gl. (2.25) nach M’ unter der Vernachlassigung des Produkts aus differenti-
ellen Groflen und anschlieBendes Ableiten nach x liefern unter Beriicksichtigung von GI.
(2.24)

M// — _Sw// + T/ % M// — _Sw// + pAw —q. (2.26)

Aus dem Zusammenhang zwischen M und w aus Gl. (2.22) folgt unter der Annahme einer

konstanten Biegesteifigkeit E'I und nach zweimaligem Ableiten nach x
EIw" + M" = 0. (2.27)
Anschlieendes Einsetzen von Gl. (2.26) in Gl (2.27) liefert
EIw" — Sw" 4+ pAw = q. (2.28)

Gleichung (2.28) ist die Bewegungsgleichung zur Beschreibung von transversalen Balken-
schwingungen nach Theorie II. Ordnung unter Vernachlédssigung der Einfliisse aus der

Déampfung und der Drehtréagheit.

Abbildung 2.4: Dynamisches Gleichgewicht am verformten infinitesimalen Balkenelement.
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2.2 Wellenausbreitung in phononischen Strukturen

Die Wellenausbreitung in periodischen phononischen Materialien und Strukturen kann
typischerweise charakteristische Bandliicken (BL) aufweisen. Grundsétzlich konnen die
Bandliicken von phononischen Materialien und Strukturen durch zwei unterschiedliche
physikalische Mechanismen, die BRAGG-Streuung und die lokale Resonanz, entstehen.
Dabei leitet sich der Mechanismus der BRAGG-Streuung aus der BRAGG-Gleichung ab,
die die Interferenz von Wellen bei der Streuung an einem Kristallgitter beschreibt [13]. Das
Wellenausbreitungsverhalten in phononischen Materialien und Strukturen wird also durch
das Wellenausbreitungsverhalten in kristallinen Strukturen bestimmt. Der Ausgangspunkt
fiir die Beschreibung der Symmetrieeigenschaften von kristallinen oder @hnlichen peri-
odisch aufgebauten Strukturen ist das Konzept der sogenannten BRAVAIS-Gitter [26]. Im
Gegensatz zu den BRAGG-Bandliicken muss die Periodizitéat der Struktur zur Entstehung
von Resonanz-Bandliicken nicht streng eingehalten werden. Dabei treten in bestimmten
Frequenzbereichen ausgepriagte Resonanzeffekte auf. Beispielsweise bei den klassischen
phononischen Kristallen zwischen den schwingenden Einschliissen (Resonatoren) und den

einfallenden Wellen.

2.2.1 Geometrische Beschreibung von periodischen Gitterstruk-

turen

Allgemein ist ein BRAVAIS-Gitter definiert als ein unendliches Feld mit diskreten Punk-
ten, die so angeordnet und ausgerichtet sind, dass das Feld immer genau gleich aussieht,
unabhingig davon welcher der Punkte betrachtet wird [6]. Mathematisch kann ein 2D
BRrAvVAIS-Gitter somit durch eine Sammlung von Punkten mit den jeweiligen Ortsvekto-
ren

r = na; + masy, n,m € 7, (2.29)

beschrieben werden, wobei a; und a, die Translationsvektoren des BRAVAIS-Gitters sind
und das Gitter aufspannen. Im allgemeinen 3D Fall gibt es 14 verschiedene BRAVAIS-Gitter
die wiederum 7 verschiedenen Kristallsystemen zugeordnet werden. Allerdings reduziert
sich die Anzahl der unterschiedlichen BRAVAIS-Gitter im 2D Fall auf 5, wobei im Rah-
men dieser Arbeit nur das quadratische und das rechteckige BRAVAIS-Gitter betrachtet
werden. Die im realen Raum definierten BRAVAIS-Gitter werden haufig auch als direkte
Gitter (engl.: direct lattice) bezeichnet. Fiir die Beschreibung und Analyse der Wellen-
ausbreitung in kristallinen Strukturen ist jedoch insbesondere das reziproke Gitter (engl.:
reciprocal lattice) von besonderer Bedeutung. Dabei ergibt sich das reziproke Gitter durch
die Menge aller Wellenvektoren K = [k;, ko, ...|, die ebene Wellen mit der Periodizitét
des gegebenen BRAVAIS-Gitters beschreiben [6]. Der reziproke Raum wird daher auch als
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Raum der Wellenvektoren oder k-Raum bezeichnet. Das reziproke 2D Gitter kann analog
zum direkten Gitter durch Translationsvektoren a; und a; beschrieben werden, die mit

den Translationsvektoren des direkten Gitters iiber

Ay X (a1 X 3_2> (a1 X 3_2) X ap

a, =27 ay, =27

(2.30)

\al X a2|2 |al X 3_2’2

verkniipft sind. Auf eine ausfiihrliche Beschreibung der BRAVAIS-Gitter und der zugehori-
gen reziproken Gitter wird in dieser Arbeit verzichtet und stattdessen wird auf die Werke
von ASHCROFT [6] und KITTEL [66] verwiesen.

In Abb. 2.5 ist beispielhaft ein quadratisches BRAVAIS-Gitter (a) mit dem zugehorigen
reziproken Gitter (b) dargestellt. Dabei sind sowohl fiir das direkte als auch das reziproke
Gitter die durch die Translationsvektoren aufgespannten Einheitszellen in hellgrau mar-
kiert. Haufig gibt es verschiedene Moglichkeiten die Translationsvektoren und Einheitszel-
len eines Gitters festzulegen. Ublicherweise wird jedoch die WIGNER-SEITZ-Zelle als Ein-
heitszelle gewéhlt, die im reziproken Raum der ersten BRILLOUIN-Zone entspricht [14,26].
Dabei ist die erste BRILLOUIN-Zone die Menge aller Punkte im Raum der Wellenvekto-
ren, die vom Ursprung erreicht werden kénnen ohne eine BRAGG-Linie zu kreuzen. Als
BRrRAGG-Linien werden wiederum alle Linien bezeichnet, welche die Linien, die einen be-
stimmten Punkt des Gitters mit allen anderen Punkten des reziproken Gitters verbinden,
halbieren [26]. Auf analoge Weise konnen auch hohere BRILLOUIN-Zonen konstruiert wer-
den, so ergibt sich die n-te BRILLOUIN-Zone durch die Menge aller Punkte, die vom
Ursprung durch Kreuzung von (n — 1) BRAGG-Linien erreicht werden kénnen. Die ersten
drei BRILLOUIN-Zonen sowie die ersten BRAGG-Linien des 2D quadratischen BRAVAIS-
Gitters sind in Abb. 2.5b dargestellt.

Im Hinblick auf die Analyse des Wellenausbreitungsverhaltens in periodischen Strukturen

(a) (b) ©
° ° ° —l l— A
3 9 3 | - d M
3 3 ™
_z N
= 1 d d
3 ° 21as e 2 >
_ I Xk
a2 ﬁ 3 i > —E.} '
YOG N2 s | T —
Tl + ;
d 2r/d
fe—% >y e

Abbildung 2.5: (a) Quadratisches BRAVAIS-Gitter im realen Raum (direktes Gitter) mit der
Gitterkonstante d. (b) Zugehoriges reziprokes Gitter mit den ersten drei BRILLOUIN-Zonen,
wobei die erste BRILLOUIN-Zone der WIGNER-SEITZ-Zelle entspricht. Die Linien stellen die
verschiedenen BRAGG-Linien des Gitters dar. (c¢) Die erste BRILLOUIN-Zone und der irreduzible
Teil ¥ der ersten BRILLOUIN-Zone (IBZ), der durch die hohen Symmetriepunkte I'; X und M
aufgespannt wird.
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kommt dabei jedoch nur der ersten BRILLOUIN-Zone eine grofle Bedeutung zu, da auf-
grund der Periodizitidt der Struktur sdmtliche Eigenschaften innerhalb der ersten BRIL-
LOUIN-Zone beschrieben werden kénnen [26]. Liegen zudem bestimmte Symmetrieeigen-
schaften in der Einheitzelle 2 des direkten Gitters vor, dann kann die erste BRILLOUIN-
Zone reduziert werden. Dazu miissen alle Einflussparameter, beispielsweise der E-Modul
E., die Massendichte p oder auch die Geometrie der Einheitszelle, die entsprechende Sym-
metrieeigenschaft erfiillen. Zur Vereinfachung koénnen die genannten unterschiedlichen
Einflussfaktoren in einem Parameter p zusammengefasst werden [27]. Weiterhin kann die
riumliche Anderung von p innerhalb von Q durch die lokalen Koordinaten (;, (s, wie in
Abb. 2.5a dargestellt, beschrieben werden. Ist p((;, (3) invariant unter den Transforma-

tionen

(Cl? C2) = (_Clﬁ _€2)7 (Cla QQ) = (_Clv CQ)’ (Clv CQ) = (C?v <1)7

dann sind nach CoX und DOBSON [20] auch alle ebenen Wellen, die durch die Wellenvekto-
ren k = [k, kQ]T in der ersten BRILLOUIN-Zone beschrieben werden, invariant gegeniiber

den Transformationen
(klu k2) — (_klu _k2)7 (kla kZ) — (_kla k2>7 (klu k2) — (k27 k1)7

und die erste BRILLOUIN-Zone kann auf den in Abb. 2.5¢ dargestellten dreieckformigen
Bereich ¥ reduziert werden. Der Bereich ¥ wird auch als erste irreduzible BRILLOUIN-
ZONE (IBZ - engl.: irreducible Brillouin-zone) bezeichnet. Die Eckpunkte I'y X und M der
IBZ sind dabei die sogenannten hohen Symmetriepunkte der BRILLOUIN-Zone. Mithilfe
der IBZ kann eine effiziente Berechnung der Dispersionskurven von periodischen Materia-

lien und Strukturen erfolgen.

2.2.2 Mechanismen zur Entstehung von Bandliicken

Mechanismus der BRAGG-Streuung

Der Mechanismus der BRAGG-Streuung (BRAGG-Mechanismus) zur Entstehung von Band-
liicken (BL) in phononischen Materialien und Strukturen leitet sich aus der im Jahr 1913
von W. L. BRAGG und W. H. BRAGG vorgeschlagenen Gleichung zur Beschreibung
der Beugung von Rontgenstrahlen an kristallinen Feststoffen ab [13], die heutzutage als
BrAcac-Gleichung bekannt ist. Das Beugungsphénomen geht dabei auf die Streuung der
Rontgenstrahlen an den einzelnen Atomen des Kristallgitters zuriick. W. L. BRAGG und
W. H. BRAGG interpretierten die Streuung als Reflexionen der Rontgenstrahlen in den

verschiedenen Gitterebenen des Kristalls [13]. Der Eindruck einer Reflexion entsteht al-
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lerdings nur auf makroskopischer Ebene, der dadurch auftritt, dass jedes Teilchen des
Gitters als Streuzentrum der einfallenden Rontgenstrahlen wirkt und entsprechend eine
Sekundéarwelle emitiert [105]. Diese Sekundérwellen setzen sich nach HUYGENS zu einer
reflektierten Welle zusammen, wobei die reflektierten Wellen aller parallelen Gitterebenen
interferieren [91,105]. Die BRAGG-Gleichung beschreibt dabei die Bedingung, unter der
diese Wellen konstruktiv interferieren, wodurch makroskopisch der Eindruck einer Refle-
xion entsteht. Dazu muss der Gangunterschied 20 zwischen den gebeugten Wellen zweier
Gitterebenen, wie in Abb. 2.6 dargestellt, einem ganzzahligen Vielfachen der Wellenlénge
A entsprechen. Es muss also gelten

20 = nA, (2.31)

wobei n = 1,2, 3, ... als Beugungsordnung bezeichnet wird. Der Gangunterschied § kann
wiederum durch die Gitterkonstante d und den BRAGG-Winkel 6 {iber

§ = dsin(6) (2.32)
ausgedriickt werden. Einsetzen von Gl. (2.32) in Gl. (2.31) liefert die BRAGG-Gleichung
nA = 2dsin(6). (2.33)

Auch im Hinblick auf phononische Materialien und Strukturen beschreibt die BRAGG-
Gleichung die Bedingung fiir eine Reflexion der einfallenden Welle. Erfiillt eine einfal-
lende Welle die BRAGG-Gleichung kann diese sich folglich nicht in der Struktur aus-
breiten und es liegt eine Bandliicke vor. Derartige Bandliicken, die infolge der BRAGG-
Streuung entstehen, werden auch als BRAGG-Bandliicken (BG-BL) bezeichnet. Die erste
BraAca-Bandliicke ist dabei zugehorig zu der Beugungsordnung n = 1, die zweite BRAGG-
Bandliicke ist zugehorig zu der Beugungsordnung n = 2, und so weiter ad infinitum. Bei-
spielsweise ergibt sich aus Gl. (2.33) fiir die Beugungsordnung n = 1 und eine senkrecht

zur Gitterebene einfallende Welle (6 = 90°) eine Wellenldnge von

A= 2d. (2.34)

Abbildung 2.6: Beugungsgeometrie am Kristallgitter nach W. L. BRAGG und W. H. BRAGG.
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Setzt man nun in Gl. (2.34) die Wellenlénge

A= — 2.35

7 (2.35)

ein, wobei cg [m/s] die Wellengeschwindigkeit der jeweiligen Welle im Ausbreitungsme-
dium und f [Hz] die Frequenz ist, und 16st man nach der Frequenz f auf, dann erhilt

man
Cs
—_ —. 2.
f=5 (2:36)

Die Frequenz, die sich aus Gl. (2.36) ergibt, wird auch als BRAGG-Frequenz fp bezeichnet
und gibt ungeféhr die Mittenfrequenz der ersten BRAGG-Bandliicke an [62,65]. Es besteht
also ein inverser Zusammenhang zwischen der Mittenfrequenz fp der ersten Bandliicke
und der Gitterkonstante d. Bei gleichbleibenden Materialeigenschaften folgt daraus bei-
spielsweise, dass sich die Mittenfrequenz fg bei einer Verdopplung der Gitterkonstante d
ungefahr halbiert. Weiterhin muss zur Entstehung von Bandliicken, beispielsweise bei pho-
nonischen Kompositen bzw. Verbundwerkstoffen, ein ausreichend hoher Kontrast in den
Materialeigenschaften zwischen der Matrix und den Einschliissen vorliegen und zudem der
sogenannte Fiillfaktor, der das Verhéltnis zwischen der Flédche der Einschliisse und der Ge-
samtfliche bei 2D-Strukturen angibt, ausreichend grof3 sein. Insbesondere der Fiillfaktor
beeinflusst auch die Mittenfrequenz der Bandliicken sowie die Breiten der Bandliicken [65].
Neben den bereits genannten Einflussfaktoren hat auch die Form der Einschliisse einen
nennenswerten Einfluss, so ergeben sich beispielsweise unterschiedliche Mittenfrequenzen
und Breiten der Bandliicken bei Verwendung von quadratischen gegeniiber runden Ein-
schliissen [152]. Aufgrund der unterschiedlichen Einflussfaktoren auf die Entstehung und
Beschaffenheit der BRAGG-Bandliicken kann tiber Gl. (2.36) nur die ungeféihre Mittenfre-
quenz der ersten Bandliicke abgeschétzt werden. Dennoch offenbart sich in Gl. (2.36) die
praktische Einschriankung des BRAGG-Mechanismus: Fiir die Entstehung von Bandliicken
im sehr niedrigen Frequenzbereich muss die Gitterkonstante d und damit auch die Ab-
messungen der gesamten phononischen Struktur unpraktisch grofi werden. Der zweite
Mechanismus zur Entstehung von Bandliicken, die lokale Resonanz, weifit eine derartige

Einschrankung nicht direkt auf.

Mechanismus der lokalen Resonanz

Der Mechanismus der lokalen Resonanz (LR) weist im Vergleich zum BRAGG-Mechanismus
zwel wesentliche Vorteile auf. Zum einen kénnen Resonanz-Bandliicken (LR-BL) deut-
lich unterhalb der BRAGG-Grenze nach Gl. (2.36) erzielt werden und zum anderen sind
die Resonanz-Bandliicken weniger sensitiv hinsichtlich Stérungen oder Defekten in der
Periodizitdt der phononischen Struktur [22,139]. Im Allgemeinen bestehen die lokal-

resonanten Materialien und Strukturen (engl.: locally resonant material/structure), wie
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in Abb. 2.7a veranschaulicht, aus einem harten Kern (z. B. Metall), der durch eine diinne
weiche Materialschicht (z. B. Silikon) umbhiillt ist und in einer Matrix (z. B. Epoxid-
harz) eingebettet ist. Die diinne weiche Ummantelung des harten Kerns ermoglicht lokale
Resonanzeffekte zwischen dem Kern und der umgebenden Matrix, wodurch Resonanz-
Bandliicken in Frequenzbereichen entstehen koénnen, die zwei Ordnungen unterhalb der
BrAGG-Bandliicken liegen [65]. Dabei schwingt der Kern (Resonator) bei der Resonanz-
frequenz, wie in Abb. 2.7b veranschaulicht, in Gegenphase zu der sich in der Matrix
ausbreiteten Welle. Beide Wellenanteile interferieren destruktiv und es tritt eine teilweise
oder vollstédndige Ausloschung der sich in der Matrix ausbreitenden Welle auf, sodass also
eine Bandliicke vorliegt.

Analog zu den lokal-resonanten phononischen Kristallen konnen auch in anderen me-
chanischen Systemen Resonanz-Bandliicken auftreten. In Abb. 2.7¢ ist die Einheitszelle
eines 1D periodischen Feder-Masse-Systems mit einem Resonator dargestellt. Dabei ist
die Masse m; der Einheitszelle {iber die Feder der Steifigkeit ¢; mit den beidseitig be-
nachbarten Einheitszellen gekoppelt. Innerhalb der Masse m; ist ein Resonator mit der
Federsteifigkeit cg und der Masse mp angebracht. Bei diesem einfachen System wird die
Resonanzfrequenz fr bzw. die Resonanzkreisfrequenz wg bestimmt durch

_wr 1 ~|cr

= = — ., /— 2.37
27 27 mR’ ( )

fr

in deren Néhe die lokal-resonante Bandliicke entsteht [55]. Aus Gl. (2.37) wird deutlich,
dass die Entstehung von Resonanz-Bandliicken im Gegensatz zur Entstehung von BRAGG-
Bandliicken unabhéingig von den Dimensionen der phononischen Struktur (Gitterkonstan-
te d) ist. Somit konnen theoretisch selbst bei sehr kleinen Strukturen Bandliicken im sehr

niedrigen Frequenzbereich erzielt werden. Allerdings gibt es praktische Einschrinkungen

(a) (b) (c)
Silikon Stahl

Abbildung 2.7: (a) 2D lokal-resonanter phononischer Kristall und die zugehérige Einheitszel-
le. (b) Schematisches Verschiebungsfeld einer Einheitszelle im Frequenzbereich einer Bandliicke.
Die Pfeile deuten die Bewegungsrichtung des Kerns bzw. die Ausbreitungsrichtung der Welle in
der Matrix an. (c) Einheitszelle eines 1D periodischen Feder-Masse-Systems mit einem Resona-
tor.
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hinsichtlich der Dichte und Steifigkeit der jeweiligen Komponenten, durch die indirekt eine
Abhéngigkeit zwischen den geometrischen Dimensionen und der erreichbaren niedrigsten
Bandliicke entsteht.

Die lokal-resonanten phononischen Materialien und Strukturen werden auch als Metama-
terialien bezeichnet, da in bestimmten Frequenzbereichen auflergewohnliche Materialei-
genschaften, wie beispielsweise eine negative effektive Masse, eine negative effektive Stei-
figkeit oder eine negative Beugung, auftreten. Fiir eine detaillierte Beschreibung der Ei-

genschaften von Metamaterialien wird an dieser Stelle auf [33,52,53,79, 148] verwiesen.

Gegeniiberstellung der Mechanismen zur Entstehung von Bandliicken

In der Tab. 2.1 sind die wesentlichen Vor- und Nachteile des BRAGG-Mechanismus und des
LR-Mechanismus zusammengefasst und gegeniibergestellt. Beim BRAGG-Mechanismus ist
insbesondere der Vorteil zu nennen, dass sehr breite Bandliicken erzielt werden kénnen.
Allerdings kénnen aufgrund der geometrischen Beschrankungen nur Bandliicken in ver-
gleichsweise hohen Frequenzbereichen entstehen. Durch den LR-Mechanismus kénnen
zwar Bandliicken in sehr niedrigen Frequenzbereichen erzielt werden, allerdings beschrank-
en sich die Bandliicken auf die unmittelbare Ndahe zur Resonanzfrequenz und sind ent-

sprechend sehr schmal.

Tabelle 2.1: Gegeniiberstellung der Vor- und Nachteile des BRAGG-Mechanismus und des LR-
Mechanismus.

Mechanismus Vorteile Nachteile

Sehr breite BL BL im hoéheren Frequenzbereich
BrAGaG

Grofle Anzahl an BL Strenge Periodizitét notwendig
LR BL im niedrigen Frequenzbereich Sehr schmale BL

Keine strenge Periodizitdt notwendig Benotigt schwere Resonatoren

2.2.3 Berechnung der Dispersionskurven

Zur Beschreibung des Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Materialien und
Strukturen einschliefllich ihrer Bandliicken kénnen die Dispersionsrelationen bzw. -kurven
herangezogen werden. Die Berechnung der Dispersionskurven von periodischen Materiali-
en und Strukturen erfolgt mithilfe des BLOCH-Theorems [12], dem zufolge das Wellenfeld
in einem periodischen Medium ebenfalls periodisch ist. Dabei wird die Periodizitit des
Wellenfeldes wiederum durch die Dispersionsrelation, also der Beziehung zwischen der
Frequenz f und dem Wellenvektor k, beschrieben [26]. Weiterhin impliziert das BLOCH-

Theorem, dass die Anderung der Wellenamplitude zwischen zwei benachbarten Zellen
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unabhéngig von den Positionen dieser Zellen ist, da diese Zellen ein représentativer Teil
eines unendlich ausgedehnten Gitters sind [55]. Folglich kénnen die Wellenausbreitungs-
eigenschaften eines periodischen Mediums, zumindest fiir nicht dissipative Materialien,
vollstandig durch die Analyse einer représentativen Einheitszelle ermittelt werden [55,65].
Uber das BLocH-Theorem bzw. die periodischen BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen
sind die Verschiebungen u’ einer beliebigen Zelle des Gitters mit den Verschiebungen u®

einer Referenzzelle tiber
w = e’ (2.38)

verkniipft, wobei r die Translation der Referenzzelle auf die Zelle 5 des Gitters nach GI.
(2.29) angibt. Die genaue Vorgehensweise zur Berechnung der Dispersionskurven wird
im Folgenden anhand des in der Literatur bekannten [52, 53, 55] und in der Abb. 2.8
dargestellten 1D periodischen Feder-Masse-Systems mit Resonatoren erldutert. Die sich
periodisch wiederholende Einheitszelle besteht aus einer Masse my, die {iber die Feder der
Steifigkeit ¢; mit den beidseits angrenzenden Einheitszellen gekoppelt ist. Zusétzlich ist
an der Masse m; ein Resonator mit der Federsteifigkeit cg und der Masse mg angebracht.
Somit besitzt die Referenzzelle n die zwei Freiheitsgrade «] und v} die wiederum mit den
Freiheitsgraden der benachbarten Zellen nach Gl. (2.38) iiber

n—1 n n+1 n
_ U U s U U :
= = e bgw, wti= | = e (2.39)
n—1 n n+1 n
u u', uf, u'

verkniipft sind. Dabei reduziert sich der Wellenvektor k aus der Gl. (2.38) fiir den 1D Fall
auf die Wellenzahl k£ und der Gittertranslationsvektor r fiir die linke Zelle auf den skalaren
Wert —d sowie fiir die rechte Zelle auf den skalaren Wert +d, wobei d die Gitterkonstan-
te ist. Die Bewegungsgleichungen fiir die repréisentative Einheitszelle (Referenzzelle) n
kénnen aus dem dynamischen Gleichgewicht abgeleitet werden als
(—w?my 4 2c1) uf —er (uf "+ ufth) — cg (up —uf) =0,

(2.40)
(—w2mR + CR) up — cruy = 0.

Hu?‘l )—»uﬁ‘l Hu’il )—»uﬁ HUiHl ,_,ui%.l
™ m_ T T m
C1 ! i C1
MR) | i (m; N | .
W MR | A WA WS AWM | NV WD |-
> b (wlteZelle  wteZelle  (ntl)-te Zelle

Abbildung 2.8: Ein 1D periodisches Feder-Masse-System mit Resonatoren. Die reprisentative
Einheitszelle ist durch eine rote gestrichelte Linie gekennzeichnet.
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Mithilfe der GuyAN-Kondensation [44] kann der Freiheitsgrad ugr des Resonators in der

Gl. (2.40) eliminiert werden und man erhélt dann

02 n n— n
(—w2m1 +2¢; — m + cR) up — o (uft +uptt) =0, (2.41)
Die Freiheitsgrade u}~* und u}"! kénnen schlieflich mithilfe des BLoCH-Theorems durch
u} nach Gl. (2.39) ausgedriickt werden. Somit folgt aus der Gl. (2.41) unter Berticksichti-
gung der EULER-Formel

2
(—w2m1 + 2¢; — LT S cr — 2¢; cos(kd)) ut =0, (2.42)

cp — wmp
wobei zur nichttrivialen Loésung der Gleichung der Klammerausdruck gleich Null sein
muss. Die nichttriviale Losung entspricht der Dispersionsrelation des Systems, die sich
mit den Beziehungen

C mpg
W) =4/—, wWp=4/— und y=—
1 R my
in kompakter Form als
201 — costhd)] — & (14— 0 (2.43)
— cos - — — | = .
w? 1 —w?/w?

darstellen lasst. Aus Gl. (2.43) resultiert die Eigenwertgleichung zur Ermittlung der Di-
spersionskurven, wobei es zwei Moglichkeiten zur Losung der Eigenwertgleichung gibt. Bei
der ersten Moglichkeit wird die Wellenzahl vorgegeben und nach der Eigenkreisfrequenz w
aufgelost, man erhélt also eine Dispersionsrelation der Form w(k). Dabei muss die Eigen-
wertgleichung fiir eine diskrete Anzahl von Wellenzahlen in der ersten BRILLOUIN-Zone
gelost werden. Fiir eine effiziente Berechnung wird die Berechnung iiblicherweise auf die
Kanten der ersten irreduziblen BRILLOUIN-Zone (IBZ) beschrankt. Im vorliegenden 1D
Fall reduziert sich die IBZ auf das Intervall & € [0, w/d] bzw. die Kante I'-X. Bei der
zweiten Moglichkeit zur Losung der Eigenwertgleichung wird die Kreisfrequenz w vorge-
geben und nach der Wellenzahl £ aufgelost, man erhélt also eine Dispersionsrelation der
Form k(w). Im Gegensatz zur ersten Moglichkeit konnen die Wellenzahlen hierbei auch
komplexe Werte annehmen. Dabei ist der Imaginérteil der Wellenzahl ein Indikator fiir
das Abklingverhalten der evaneszenten Wellen innerhalb der Bandliicken und ist inner-
halb des Frequenzbereichs einer Bandliicke betragsméBig immer grofier als Null [76,153].
Die zweite Moglichkeit liefert also komplexe Dispersionskurven, die auch als komplexe
Bandstruktur bezeichnet werden, wohingegen die erste Moglichkeit ausschlieflich reelle

Dispersionskurven liefert, die auch als klassische Bandstruktur bezeichnet werden. Die
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zu den Eigenwerten zugehorigen Eigenformen werden auch als BLoCH-Wellen bezeich-
net. Im Allgemeinen liefern die komplexen Dispersionskurven zusétzliche Informationen
zum Abklingverhalten der evaneszenten BLOCH-Wellen, also zu den Eigenformen inner-
halb der Bandliicken. Dafiir ist jedoch der Berechnungsaufwand im Vergleich zur ersten
Moglichkeit in der Regel deutlich hoher.

In Abb. 2.9a sind beispielhaft die komplexen Dispersionskurven nach Gl. (2.43) des 1D
Feder-Masse-Systems mit Resonatoren fiir my = 1kg, mr = 2kg, ¢; = 1000 N/m und
cr = 125N/m dargestellt. Auf der linken Seite ist der Realteil der Wellenzahl (k) und
auf der rechten Seite der Imaginérteil der Wellenzahl (k) gegen die Frequenz f aufge-
tragen. Bei der k(w)-Dispersionsrelation ist die Wellenzahl im Allgemeinen jedoch nicht
auf die erste BRILLOUIN-Zone beschrankt. Wahrend der Realteil aufgrund der durch die
Randbedingungen erzwungenen Periodizitéit auf die erste BRILLOUIN-Zone beschrinkt
bleibt, ist der Imaginérteil vollstdndig unbeschréankt [76]. Das in Abb. 2.9 dargestellte
Intervall des Imaginérteils der Wellenzahl ist entsprechend beliebig.

Das System weist zwei Bandliicken auf, wobei die erste Bandliicke eine Resonanz-Bandliicke
(LR-BL) ist. Die Abschétzung nach Gl. (2.37) fiir die Entstehung der Resonanz-Bandliicke

mit
fr = CR 125N/m —1.26Hz
2\l mg T o 2kg

bestétigt sich in diesem Beispiel. Allerdings tritt die Frequenz von fr = 1,26 Hz nicht
in der Mitte der Bandliicke, sondern am unteren Rand auf. Aus Abb. 2.9a wird deutlich,
dass der Imaginérteil zum unteren Rand der Bandliicke hin spitz zulduft und bei der

Resonanzfrequenz ein lokales Maximum aufweist. Die evaneszenten BLOCH-Wellen der

(a) ; : (b) v
12 BGBL: 1022 -00Hz | | /| e
1 ui=1,0m
WD) st am
CIN
----- == #{=1,0m
~MWI@ | —0,5m

(d)  u ug
2IRBL: 1,24 -218Hz2] [~ | — 1
@] / - w—10m
0 . . , _
r X 0 1 9 3 “/VV W@ ¢ || ur—0,0m
R(k) [1/m] S(k)[L/m] e

Abbildung 2.9: (a) Komplexe Dispersionskurven des 1D Feder-Masse-Systems mit Resonato-
ren. (b) Zugehérige Eigenform zum Punkt (1): Stelle X, Band 1. (c) Zugehorige Eigenform zum
Punkt (2): Stelle I', Band 2. (d) Zugehérige Eigenform zum Punkt (3): Stelle X, Band 3.
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ersten Bandliicke klingen folglich bei der Resonanzfrequenz am schnellsten ab. Die zweite
Bandliicke aus Abb. 2.9a ergibt sich infolge des BRAGG-Mechanismus (BG-BL), wobei die
Bandliicke nach oben unbegrenzt ist, da das System nur zwei Freiheitsgrade und somit
auch nur zwei Béander besitzt. Unter Vernachldssigung des Resonators kann die Einheits-
zelle aus Abb. 2.8 als diskrete Form eines Dehnstabs der Lange d aufgefasst werden. Fiir
den Zusammenhang zwischen der Federsteifigkeit ¢; und der Dehnsteifigkeit E'A, wobei
E der E-Modul und A die Querschnittsflache ist, sowie fiir den Zusammenhang zwischen
der Masse m; und der Massendichte p, gilt

EA
c = v bzw. my = pdA.

Somit ergibt sich die Wellengeschwindigkeit cg im periodischen Feder-Masse-System als

E Cld2 C1
CS = —_— = _— d . —_—,
\/ P \/ my \/ml

wobei sich der Einfluss der Querschnittsflache A authebt. Einsetzen der Schallgeschwindig-
keit in die BRAGG-Bedingung nach Gl. (2.36) liefert als Abschétzung fiir die Entstehung
der BRAGG-Bandliicke

d-\/erm 1 [1000N
fB:g_ff Cl / 0010k /m—15 81 Hz.

In diesem Beispiel ergibt sich iiber die BRAGG-Frequenz also nur eine Abschétzung iiber
die GroBenordnung des unteren Randes der BRAGG-Bandliicke. Der Imaginérteil der Wel-
lenzahl nimmt ab dem unteren Rand der BRAGG-Bandliicke kontinuierlich zu. Folglich
klingen die BLOCH-Wellen innerhalb dieser Bandliicke mit steigender Frequenz schneller
ab.

In der Abb. 2.9a sind aulerdem die begrenzenden Stellen der Bandliicken durch drei Punk-
te markiert. Die begrenzenden Stellen der ersten Bandliicke sind dabei durch den Punkt
(1) am unteren Rand mit der zugehérigen Eigenform in Abb. 2.9b, und den Punkt (2)
am oberen Rand mit der zugehérigen Eigenform in Abb. 2.9¢, gekennzeichnet. Die zweite
Bandliicke ist nur am unteren Rand begrenzt, wobei die entsprechende Stelle durch den
Punkt (3) markiert ist und die zugehérige Eigenform in Abb. 2.9d dargestellt ist. Die Ei-
genformen sind dabei auf die Verschiebung u} = 1,0 m normiert und die rote gestrichelte
Linie markiert die Ausgangsposition der Einheitszelle. Bei der Eigenform aus der Abb.
2.9b weist der Resonator eine deutlich groflere Auslenkung als die Masse my auf, wobei
der Resonator und die Masse m; in Phase schwingen. Hingegen schwingt der Resonator
bei der Eigenform aus der Abb. 2.9¢ in Gegenphase zur Masse my. In diesem Fall ist

die Auslenkung des Resonators betragsméfig halb so grof§ wie die Auslenkung der Mas-
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se my. Die Auswertung weiterer Eigenformen, die hier nicht detailliert dargestellt sind,
zeigt, dass der Resonator bis zur Resonanzfrequenz, also f < fr = 1,26 Hz, in Phase zur
Masse m; schwingt und fiir f > fgr = 1,26 Hz in Gegenphase zur Masse m; schwingt.
Dieses Verhalten ist charakteristisch fiir LR-Bandliicken. Bei der Eigenform aus der Abb.
2.9d weist der Resonator hingegen keine Auslenkung auf, da die zugehérige Frequenz von

f = 10,22 Hz deutlich iiber der Resonanzfrequenz des Resonators liegt.

Insbesondere bei der Interpretation des Imaginarteils von komplexen Bandstrukturen ist
zu beachten, dass die Berechnung nur fiir eine unendlich ausgedehnte Struktur giiltig ist.
Bei realen Strukturen mit endlicher Ausdehnung unterliegt das Wellenausbreitungsverhal-
ten anderen Einfliissen, die durch eine Berechnung einer Einheitszelle nicht beriicksichtigt
werden konnen. Daher ist zur Beschreibung des Wellenausbreitungsverhaltens von peri-
odischen Strukturen neben den Dispersionskurven auch die Berechnung der Wellentrans-

mission in einer endlich ausgedehnten Struktur sinnvoll.

2.2.4 Berechnung der Wellentransmission

Die Berechnung der Wellentransmission erfolgt im Gegensatz zur Berechnung der Di-
spersionskurven an einem endlich ausgedehnten System. In Abb. 2.10 ist das System zur
Berechnung der Wellentransmission des 1D periodischen Feder-Masse-Systems aus Abb.
2.8, bestehend aus N Einheitszellen, schematisch dargestellt. Das System wird am linken
Rand durch eine vorgegebene zeitharmonische Verschiebung u{ = uge™™! angeregt, wobei
ug die Amplitude ist und im Folgenden als uy = 1 m gewéhlt wird. Die Wellentransmission

T(w) wird durch die Verschiebung v am rechten Rand iiber

T(w) = 10log,, (“i(:’)) (2.44)

bestimmt. Die Berechnung der Verschiebung ul’ erfolgt im Frequenzbereich, wobei das

Gleichungssystem
(K-—wM)u=f (2.45)
= =l
my my 1y
v ey o
1. Zelle 2. Zelle sesecse N-te Zelle

Abbildung 2.10: Ein endlich ausgedehntes 1D System bestehend aus N Einheitszellen zur
Ermittlung der Wellentransmission. Das System wird am linken Rand durch die vorgegebene
Verschiebung u{ angeregt. Die Wellentransmission wird am rechten Rand durch die Verschiebung
uf bestimmt.
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fiir eine endliche Anzahl von diskreten Frequenzen w; gelost werden muss. Die Steifigkeits-
matrix K und die Massenmatrix M ergeben sich iiber die {ibliche Vorgehensweise fiir den
Zusammenbau von Systemmatrizen (s. z. B. [162]) und werden hier nicht néher erldutert.
Der Lastvektor f im Frequenzbereich ergibt sich aus der vorgegebenen Verschiebung uy.
Zur Ermittlung von f muss die vorgegebene zeitharmonische Verschiebung v = uge™!
mit der ersten Spalte der dynamischen Steifigkeitsmatrix Kg,, = K — w?M multipliziert
und auf die rechte Seite des Gleichungssystems gebracht werden.

In Abb. 2.11 sind die komplexen Dispersionskurven und die Wellentransmission fiir N =
20 Einheitszellen des 1D periodischen Feder-Masse-Systems dargestellt. Die Wellentrans-
mission féllt innerhalb der Bandliicken erwartungsgeméfl sehr gering aus, wobei ein direk-
ter Zusammenhang zwischen dem Imaginérteil der Wellenzahl (k) und der Wellentrans-
mission erkennbar ist. Dabei ist die Wellentransmission desto geringer bzw. die Dampfung
desto grofer, je grofler der Imaginérteil der Wellenzahl ist. Dieser Zusammenhang wird
auch aus Abb. 2.12 deutlich, in der die Verschiebungen der Knoten n = 0 — 20 fiir (a)
f =6,0Hz und (k) = 0, (b) f = 10,3Hz und (k) = 0,25 sowie (¢) f = 12,0Hz
und (k) = 1,18 dargestellt sind. Die Frequenz aus (a) mit f = 6,0Hz befindet sich
auBerhalb der Bandliicken und die Welle mit dieser Frequenz kann sich entsprechend oh-
ne Dampfung in der Struktur ausbreiten. Hingegen befindet sich die Frequenz aus (b)
mit f = 10,3 Hz in der Ndhe des unteren Randes der zweiten Bandliicke mit einem ver-
gleichsweise geringen Imaginéarteil der Wellenzahl von (k) = 0,25. In diesem Fall wird
die Welle entsprechend leicht gedampft und klingt iiber die 20 Einheitszellen langsam auf
eine Amplitude von etwa uY = 0 ab. Im Fall (c) mit der Frequenz f = 10,3 Hz ist der
Imaginérteil der Wellenzahl (k) = 1, 18 deutlich grofier und die Welle klingt bereits nach

121 9 BL: 10,22 - o0 Hz \
10 .
— 37
N
==}
w 6f
4.
2I 1.BL: 1,24 - 2,18 Hz | 7
0 I | S
r X0 1 2 3-300 -200 -100 0
R(k) [1/m] S(k) [1/m] Transmission [dB]

Abbildung 2.11: Komplexe Dispersionskurven und Transmissionsspektrum des 1D Feder-
Masse-Systems mit Resonatoren fiir my = 1kg, mr = 2kg, ¢ = 1000N/m, cg = 125N/m
und N = 20.
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Theoretische Grundlagen

3—4 Einheitszellen vollstiandig ab. Insbesondere im Fall (b) wird deutlich, dass bei der Be-
rechnung der Wellentransmission eine ausreichend grofie Anzahl N an Einheitszellen ver-
wendet werden sollte. Bei einer zu geringen Anzahl an Einheitszellen konnen die Schwin-
gungsamplituden sonst am rechten Rand des Systems auch innerhalb einer Bandliicke noch
grofl sein. Allerdings fiihrt eine zu grofle Anzahl an Einheitszellen zu einem unnétig hohen
Rechenaufwand und sollte daher ebenfalls vermieden werden. Eine allgemeingiiltige Regel
fiir die Wahl der Anzahl an Einheitszellen existiert jedoch nicht, da die Wellentransmission
von vielen verschiedenen Faktoren (Frequenzbereich, BLoCH-Moden, Randbedingungen,
etc.) abhéngig ist. Bei den meisten numerischen und experimentellen Untersuchungen zur
Wellentransmission in phononischen Materialien und Strukturen (s. z. B. [34,151,173])

werden mindestens 8 — 12 Einheitszellen in Richtung der Wellenausbreitung angeordnet.

(a) (b) (c)
1 1 1

;S_ 0 E 0 E 0\/»

. - -

0 10 20 0 10 20 0 10 20
Knoten n Knoten n Knoten n

Abbildung 2.12: Verschiebungen u} der Knoten n = 0 — 20 fiir (a) f = 6,0Hz und (k) =0,
(b) f =10,3Hz und (k) = 0,25 sowie (¢) f =12,0Hz und (k) = 1,18.

Das obige Beispiel zeigt die Bedeutung der komplexen Dispersionskurven und der Wellen-
transmission zur Interpretation des Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Struk-
turen. In diesem einfachen Beispiel zeigt sich auch eine direkte Abhéngigkeit zwischen dem
Imaginérteil der Wellenzahl (k) und dem Abklingverhalten der Wellen. Bei komplexe-
ren Strukturen koénnen jedoch verschiedene Einfliisse, wie beispielsweise Reflexionen an
den Réndern des Berechnungsgebietes, die Ergebnisse der Transmissionsberechnung stark
beeinflussen. Aus diesem Grund werden bei Transmissionsberechnungen héufig absorbie-
rende, ddmpfende oder dhnliche Randbedingungen oder auch Schichten an den Réndern
des Berechnungsgebietes angeordnet. Diese Mafinahmen zur Beriicksichtigung von fikti-
ven Berandungen sind auch abhéngig von der jeweils verwendeten numerischen Methode
und werden im Abschnitt 3.4 ndher behandelt.
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3 Spektrale-Elemente-Methoden (SEM) zur
Behandlung von elastischen Wellenausbrei-

tungsproblemen

In diesem Kapitel wird zunéchst ein Uberblick iiber die numerischen Methoden zur Losung
von Randwertproblemen gegeben. Anschliefend werden die Grundlagen und Prinzipien
der SEM nach DOYLE sowie der SEM nach PATERA dargestellt. Dabei werden die spek-
tralen Elementmatrizen nach DOYLE fiir den Stab sowie den EULER-BERNOULLI-Balken
hergeleitet. Aulerdem wird die Vorgehensweise zur Diskretisierung und Losung von Wel-

lengleichungen mithilfe der SEM nach PATERA beschrieben.

3.1 Numerische Methoden fiir Randwertprobleme

Viele physikalische Vorgénge und Naturgesetze kénnen mithilfe von gewohnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen beschrieben werden. Beispielhaft seien hier die Gleichun-
gen der Elastodynamik aus Kapitel 2, die NAVIER-STOKES-Gleichungen zur Beschreibung
der Stromung von linear-viskosen NEWTONschen Fliissigkeiten und Gasen, oder auch die
MAXWELL-Gleichungen zur Beschreibung der Phénomene des Elektromagnetismus ge-
nannt. Um eine eindeutige Losung fiir eine Differentialgleichung zu erhalten, sind be-
stimmte Einschrankungen erforderlich. Werden dazu Bedingungen am Rand des betrach-
teten Gebietes gestellt, spricht man von einem Randwertproblem. Wenn hingegen die Zeit
t eine unabhéngige Variable ist und Bedingungen zu einem bestimmten Zeitpunkt gestellt
werden, beispielsweise eine vorgegebene Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit
bei einem Schwingungsvorgang, dann spricht man von einem Anfangswertproblem. Wer-
den sowohl Rand- als auch Anfangsbedingungen gestellt, dann spricht man von einem
Anfangs-Randwertproblem [49]. Haufig ist es jedoch sinnvoll, dass urspriingliche Anfangs-
Randwertproblem mithilfe der FOURIER-Transformation (s. Anhang A) vom Zeitbereich
in den Frequenzbereich zu transformieren. Dadurch verschwinden die Abhéngigkeiten von
der Zeit t und das urspriingliche Anfangs-Randwertproblem wird in ein Randwertproblem
iiberfithrt. Zur Veinfachung der Darstellung wird im Folgenden die skalare Wellengleichung
als Beispiel betrachtet. Die skalare Wellengleichung im Zeitbereich ist gegeben durch

0?u(x, )

czViu(x,t) — 9

= f(x,t) ¥V (x,t) € Qr=Qx(0,7T). (3.1)
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Die Anwendung der FOURIER-Transformation auf Gl. (3.1) liefert die Wellengleichung im

Frequenzbereich als
AV2u(x) — wPu(x) = f(x) ¥V x €. (3.2)

Dabei ist im 2D Fall u die skalare Verschiebung am Ort x = [z y]T im Gebiet €2, cg die
Wellengeschwindigkeit, w die Kreisfrequenz und f die Anregung. Aus GI. (3.2) ergibt sich
ein Randwertproblem zur Bestimmung einer eindeutigen Losung fiir u(x). Beispielsweise
seien fiir das in Abb. 3.1 dargestellte 2D Gebiet mit den Réandern 0Q =T =T U, UT'3
die Randbedingungen

u(x) = g1(x) vV xely, (3.3)
Vu(x) - n = ga(x) V o xely, (3.4)
au(x) + fVu(x) -n=g3(x) V xelj, (3.5)

gegeben. Dabei ist n der Einheitsnormalenvektor mit n L I', und ¢y, ¢» und g3 sind
vorgegebene Funktionen auf den Réndern I'y, T’y bzw. I's. Bei Gl. (3.3) handelt es sich
um eine sogenannte DIRICHLET-Randbedingung, die auch als wesentliche Randbedingung
bezeichnet wird, und bei der die Funktion u(x) auf dem Rand vorgegeben wird. Auf dem
Rand Iy ist mit Gl. (3.4) eine NEUMANN-Randbedingung vorgegeben, die héufig auch als
natiirliche Randbedingung bezeichnet wird. Bei einer NEUMANN-Randbedingung wird die

Iy

Y, T2 Fl

Z,T1

Abbildung 3.1: Ein Gebiet 2 mit den Réndern I' =Ty UTy U T's.

Normalenableitung der Losung du(x)/0n = Vu(x) - n auf dem Rand festgelegt, wodurch
z. B. eine Kraft auf einem Rand vorgeschrieben werden kann. Eine gemischte Randbedin-
gung, wie sie am Rand I's durch Gl. (3.5) vorgegeben ist, kombiniert mit den Gewich-
tungsfaktoren o und g die DIRICHLET- und NEUMANN-Randbedingungen. Dieser dritte
Typ von Randbedingungen wird als ROBIN-Randbedingung bezeichnet und dient z. B.
zur Formulierung einer Impedanzrandbedingung.

Fiir GL (3.2) ist also eine zweimal stetig differenzierbare Losung gesucht die neben der
Wellengleichung auch die Randbedingungen der Gln. (3.3)-(3.5) erfiillt. In vielen Féllen

konnen selbst einfache Probleme, wie im obigen Beispiel, nur noch mithilfe von numeri-
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schen Methoden effizient gelost werden. Weit verbreitete numerische Verfahren zur Losung
von Randwertproblemen sind beispielsweise die finiten Differenzenverfahren, die Kollo-
kationsverfahren, die Randelementemethode und die Finite-Elemente-Methode (FEM).
Die Kollokations- und finite Differenzenverfahren sind vergleichsweise einfache Verfah-
ren zur Losung von Wellengleichungen basierend auf ihren direkten Diskretisierungen
(starke Formulierung der Wellengleichung). Der grofite Nachteil dieser Verfahren ist die
Beschranktheit auf vergleichsweise einfache Geometrien. Bei der Randelementemethode
wird, im Gegensatz zu den anderen genannten Verfahren, nur der Rand des Gebietes
diskretisiert. Zur Beschreibung der Eigenschaften innerhalb des Gebietes werden die Dif-
ferentialgleichungen zu Integralgleichungen umgewandelt. Dadurch ist die Randelemen-
temethode meistens nur fiir homogene Materialien vorteilhaft. Die FEM hat sich insbe-
sondere durch die grofle Flexibilitdt bewédhrt und stellt den Ausgangspunkt fiir die in
dieser Arbeit verwendeten Spektrale-Elemente-Methoden (SEM) dar. Die FEM geht auf
die Verfahren von B. G. GALERKIN und W. RITZ zuriick, welche mithilfe einer schwachen

Formulierung der Wellengleichung im folgenden Unterabschnitt erlautert werden.

3.1.1 Schwache Formulierung der Wellengleichung

Im Folgenden wird die Vorgehensweise der schwachen Formulierung der Wellengleichung
im Frequenzbereich nach Gl. (3.2) demonstriert. Die Multiplikation der Wellengleichung
(3.2) mit der Testfunktion v(x) liefert

cViu(x)v(x) — wu(x)v(x) = f(x)v(x) ¥V x €. (3.6)

Im néchsten Schritt werden beide Seiten integriert, es folgt

& / V2u(x)v(x)dA — w? / u(x)v(x)dA = / F(x)u(x)dA. (3.7)

Q Q

Dabei sei darauf hingewiesen, dass die zuléssigen Testfunktionen die homogene DIRICH-
LET-Randbedingung (v(x) = 0, x € I'1) und gewisse Stetigkeitsanforderungen erfiillen
miissen [49,60]. Im letzten Schritt wird der erste Term aus Gl. (3.7) mithilfe des GREEN-
GAussschen Theorems umgeformt. Fiir eine genaue Beschreibung der Umformung wird
auf [113,174] verwiesen. Mit der verkiirzten Schreibweise v = u(x) und v = v(x) ergibt

sich

c%/(Vu)TVvdA—w2/uvdA—/Vu-nvdS: /fvdA. (3.8)
o0 Q

Q Q
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Bei Gl. (3.8) handelt es sich um die schwache Formulierung der Wellengleichung (3.2),
wobei die gesuchte Losung nun nicht mehr zweimal stetig differenzierbar sondern nur noch

einmal schwach differenzierbar sein muss.

RITZ-Verfahren, GALERKIN-Verfahren und FEM

Beim Verfahren von RiTz wird die Wellengleichung in eine dquivalente Variationsaufga-
be iiberfithrt und das Minimum des zugehérigen Funktionals gesucht. Dabei wird eine
Néaherungslosung bestimmt, indem ein System linear unabhéngiger globaler Ansatzfunk-
tionen mit zunédchst unbekannten Koeffizienten fiir die gesuchte Losung in das Funktio-
nal eingesetzt wird. Die Ansatzfunktionen miissen dabei die wesentlichen DIRICHLET-
Randbedingungen erfiillen und differenzierbar sein. Schliellich kénnen die unbekannten
Koeffizienten aus der Forderung der Minimierung des Funktionals bestimmt werden und
man erhilt die gesuchte Ndherungslosung [49,60]. Die Genauigkeit der Ndherungslosung
hiangt dabei von der Anzahl und der Art bzw. dem Grad (z. B. Polynome p-ten Grades, tri-
gonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen, etc.) der gewihlten Ansatzfunktionen
ab [60].

Beim GALERKIN-Verfahren wird hingegen das Residuum einer durch die globalen Ansatz-
funktionen angendherten Losung der Wellengleichung minimiert. In diesem Fall miissen
die globalen Ansatzfunktionen sémtliche Randbedingungen erfiillen. Die unbekannten Ko-
effizienten der Ansatzfunktionen, die aus Testfunktionen v; aufgebaut sind, werden aus
der Forderung ermittelt, dass das innere Produkt des Residuums mit jeder Testfunktion
v; verschwindet. Der Grundgedanke von GALERKIN war dabei, dass man geniigende Test-
funktionen vy, vs,.. wihlt um den ganzen Raum aufzuspannen, denn in diesem Fall ist
auch das Residuum orthogonal zum gesamten Raum und die ermittelte Naherungslosung
entspricht der gesuchten exakten Losung [49]. Dazu miissten jedoch unendlich viele Test-
funktionen verwendet werden, sodass eine exakte Losung im Allgemeinen nicht mithilfe
des GALERKIN-Verfahrens ermittelt werden kann. Allerdings eignet sich das Verfahren
um eine Ndherungslosung zu bestimmen, wobei jedoch ein grofler Aufwand damit ver-
bunden ist die Integrale zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten zu 16sen. Dieser
Aufwand kann reduziert werden, indem die betrachtete Wellengleichung in die schwache
Form iiberfithrt wird. Dadurch ergeben sich geringere Anforderungen an die Stetigkeiten
der verwendeten Ansatz- und Testfunktionen und somit an die Glattheit der gesuchten

Losung.

Das GALERKIN- und das Ri1Tz-Verfahren sind eng verwandt und liefern bei Verwendung
derselben Ansatzfunktionen dieselbe Néherungslosung fiir eine gegebene Differentialglei-
chung [49]. Es bestehen lediglich geringe Unterschiede, beispielsweise kann das RITZ-

Verfahren nur auf selbstadjungierte Differentialgleichungen angewandt werden, wiahrend

Seite 38



Spektrale-Elemente-Methoden

mithilfe des GALERKIN-Verfahrens beliebige lineare Differentialgleichungen behandelt wer-
den kénnen [49]. Die FEM geht auf die beiden beschriebenen Verfahren zuriick, wobei
das Losungsgebiet allerdings zuerst in eine endliche Anzahl von Teilbereichen, die soge-
nannten finiten Elemente, diskretisiert wird. Die Verschiebung u und die Testfunktion v
werden mithilfe von Ansatzfunktionen approximiert, die im Gegensatz zu den Ansatz-
funktionen beim GALERKIN- oder RiTZ-Verfahren, einen lokalen Trager haben und nur
in dem zugehorigen finiten Element von Null verschieden sind [60]. Aufgrund der oben
beschriebenen geringeren Anforderungen an die Stetigkeit der Ansatz- bzw. Testfunktio-
nen basieren alle klassischen FEM-Formulierungen auf der Losung der schwachen Form
einer gegebenen Differentialgleichung. Ublicherweise werden fiir v und v dieselben An-
satzfunktionen verwendet, dann spricht man auch von BUBNOV-GALERKIN-FEM. Wer-
den hingegen unterschiedliche Ansatzfunktionen benutzt, dann ist der Begriff PETROV-
GALERKIN-FEM gebrauchlich [123]. Aus dem ersten Term der Gl. (3.8) ergibt sich nach
der FE-Diskretisierung die Elementsteifigkeitsmatrix und aus dem zweiten Term die Ele-
mentmassenmatrix. Uber den dritten Term der Gleichung kénnen die NEUMANN- und
RoBIN-Randbedingungen der Gln. (3.4) und (3.5) eingearbeitet werden. Auf eine genaue
Darstellung der Einarbeitung dieser Randbedingungen wird an dieser Stelle verzichtet, da
in dieser Arbeit nur DIRICHLET- und periodische Randbedingungen verwendet werden,

die nachtréaglich in das FE- bzw. SE-Gleichungssystem eingearbeitet werden konnen.

Es sei abschliefend darauf hingewiesen, dass auch ein Forschungsgebiet zu starken FE-
Formulierungen (SFEM - engl.: strong formulation finite element method) existiert, bei-
spielhaft seien hier die Arbeiten von TORNABENE et al. [146,147] und FANTUZZI et al. [35]

genannt.

3.1.2 Uberblick iiber die spektralen Niherungsverfahren

Die FEM ist zwar eine sehr effektive und weitverbreitete Methode zur Behandlung von
Ingenieurproblemen mit komplexen Geometrien, allerdings ist die klassische FEM nicht
sehr effizient bei der Berechnung von Wellenausbreitungsproblemen. Unter Verwendung
von den iiblichen linearen oder quadratischen Formfunktionen nimmt die Genauigkeit der
numerischen Losung bei zunehmender Wellenzahl sehr schnell ab [9,45]. Der Fehler ergibt
sich infolge numerischer Dispersion, die die Anderung der Wellenléinge der numerischen
Losung gegeniiber der exakten Losung beschreibt und abhéngig von der Wellenzahl k,
der ElementgroBe h und der Ordnung der Formfunktionen p ist [43,78]. Der Fehler kann
a priori nach THLENBURG und BABUSKA [56] fir die HELMHOLTZ-Gleichung, wie sie
beispielsweise durch Gl. (3.2) gegeben ist, iiber

p 2p
cee () e (B) 59
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abgeschétzt werden, wobei € und C; Konstanten sind. Der erste Term beschreibt den
Approximationsfehler und kann einfach kontrolliert werden, indem die Elementgrofie re-
ziprok proportional zur Wellenzahl verringert wird [63]. Der zweite Term wird als Pollu-
tion!-Fehler oder auch Pollution-Effekt bezeichnet und wiichst mit steigender Wellenzahl
iiberproportional an [7,56]. Beispielsweise steigt der Pollution-Fehler fiir p = 1 in der
GroBenordnung O (k3h?). Die Elementgrofie h muss folglich iiberproportional kleiner wer-
den, um bei steigender Wellenzahl einen konstanten Fehler zu erhalten. Dadurch erhoht
sich ebenfalls iiberproportional die Grofle des FE-Gleichungssystems und damit auch der
Berechnungsaufwand.

Wiéhrend der Pollution-Fehler fiir 1D Probleme vollsténdig vermieden werden kann, ist
dieser Fehler bei mehrdimensionalen Problemen unvermeidbar und dominiert den Ge-
samtfehler bei hohen Frequenzen bzw. Wellenzahlen [7]. Aus diesem Grund wurden in
zahlreichen Forschungsarbeiten verschiedene numerische Verfahren analysiert und weiter-
entwickelt, um den Einfluss der numerischen Dispersion bei der Berechnung von Wellen-
ausbreitungsproblemen zu minimieren. Als besonders vielversprechend stellten sich dabei
die p-FEM und die Spektrale-Elemente-Methoden (SEM) heraus.

Als SEM wird ein Verfahren bezeichnet, welches auf die Arbeit von DOYLE [29] zuriickgeht.
Bei diesem Verfahren wird fiir ein gegebenes zeitabhédngiges Problem eine exakte dynami-
sche Elementsteifigkeitsmatrix (spektrale Elementmatrix) im Frequenzbereich hergeleitet.
Fiir die Herleitung der spektralen Elementmatrix werden aus der exakten Lésung der je-
weiligen Bewegungsgleichungen die zugehorigen exakten frequenzabhéngigen Formfunk-
tionen abgeleitet. Mithilfe dieser spektralen Formfunktionen kann, beispielsweise ana-
log zur Vorgehensweise bei der FEM, die spektrale Elementmatrix berechnet werden.
Die geometrische Diskretisierung des Berechnungsgebietes sowie die Assemblierung der
spektralen Elementmatrizen zur exakten globalen dynamischen Steifigkeitsmatrix erfolgt
ebenfalls analog zur FEM, jedoch mit dem wesentlichen Unterschied, dass man direkt
eine frequenzabhéngige spektrale globale dynamische Steifigkeitsmatrix S(w) erhélt. In
dieser Matrix sind die Massentrégheitsanteile bereits implizit enthalten. Das zugehorige

Gleichungssystem hat somit im Allgemeinen die Form
S(wu=*.

Der wesentliche Vorteil der SEM nach DOYLE liegt in der extrem hohen Genauigkeit bei
einer gleichzeitig sehr geringen Anzahl von Freiheitsgraden und liefert theoretisch sogar
exakte Losungen im Frequenzbereich [80]. Dadurch ist die Methode besonders effizient fiir
die Behandlung von Problemen im Frequenzbereich, wenngleich indirekt auch numerische

Losungen im Zeitbereich mithilfe der inversen FOURIER-Transformation gewonnen werden

Lengl. fiir Verschmutzung, in der deutschen Fachliteratur ist der englische Begriff gebrauchlich.
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konnen. Im Gegensatz zur FEM miissen die spektralen Elementmatrizen und somit auch
die globale spektrale dynamische Steifigkeitsmatrix fiir jede diskrete Frequenz neu be-
rechnet werden. Aufgrund der sehr geringen Anzahl von Freiheitsgraden ist der Aufwand
zur Berechnung dieser Matrizen jedoch verhéltnisméflig gering, sodass sich insbesondere
im hoheren Frequenzbereich enorme Vorteile gegeniiber der FEM ergeben kénnen. Der
grofite Nachteil dieser Methode liegt in der Voraussetzung, dass fiir die jeweilige Problem-
stellung die exakte Losung der Bewegungsgleichungen bekannt sein muss. Dadurch ist die
SEM nach DOYLE hauptséchlich auf 1D und einfache 2D Wellenausbreitungsprobleme,
z. B. rechteckige Platten mit bestimmten Lagerungsbedingungen, beschriankt [80]. In die-
ser Arbeit wird die SEM nach DoOYLE ausschliellich fiir die Analyse von phononischen
Balkenstrukturen verwendet, da sich bei Verwendung von 1D Elementen keinerlei Ein-
schrankungen hinsichtlich moglicher Geometrien ergeben und gleichzeitig der Vorteil der
extrem hohen Genauigkeit ausgenutzt werden kann. Die SEM nach DOYLE wurde bereits
von einigen Autoren zur Analyse der Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen
Balkenstrukturen angewendet, wobei insbesondere die Arbeiten der Forschungsgruppe
von WU und L [161,166,168-170] zu nennen sind. In den genannten Arbeiten wurden
beispielsweise hierarchische Strukturen, Kagome-Gitter und piezoelektrische quadratische
Gitter mithilfe von spektralen Stab- und Balkenelementen untersucht. Dabei verwiesen
die Autoren insbesondere auf die hohe Effizienz der SEM nach DOYLE zur Berechnung
der Wellentransmission im Frequenzbereich. Die Dispersionskurven wurden von den Au-
toren hingegen in keiner der genannten Arbeiten berechnet. In der Arbeit von XI1AO et
al. [171] wurden die komplexen Dispersionskurven und die Wellentransmission eines 1D
Balkensystems mit Resonatoren mithilfe der SEM nach DOYLE analysiert und Parameter-
studien durchgefiihrt. Die Autoren verweisen, allerdings ohne detaillierte Untersuchungen

anzugeben, auf die extrem hohe Genauigkeit und Effizienz der SEM.

Bei der p-FEM handelt es sich um eine FEM-Variante, bei der die Genauigkeit nicht
wie iiblich durch eine Verringerung der Elementgrofie, sondern durch die Steigerung des
Polynomgrades p der verwendeten Formfunktionen (auch als Elementordnung bezeichnet)
verbessert wird. Dabei wird meistens anstelle einer nodalen Basis eine hierarchische Basis
zur Konstruktion der Formfunktionen verwendet [121]. AINSWORTH [1] stellt mit der

Ungleichung
1 kh

p+§ > 7+C(kh>1/3 (310)
einen konkreten Vorschlag zur Wahl von der Elementordnung p und Elementgréfie h zur
effektiven Verringerung des Pollution-Fehlers auf, wobei C' eine Konstante ist und zu
Eins gesetzt werden kann. Aus Gl. (3.10) geht hervor, dass der Fehler super-exponentiell
mit steigender Ordnung p abnimmt. Allerdings muss, wie auch aus Gl. (3.9) hervorgeht,

zusétzlich die Bedingung 2p > kh erfiillt sein, sonst nimmt der Fehler sogar mit steigen-
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der Elementordnung p zu. Untersuchungen zum Dispersionsverhalten der p-FEM finden
sich beispielsweise in den Arbeiten von DEY et al. [24,25]. Dabei haben die Autoren die
Genauigkeit der klassischen FEM, die in dem Zusammenhang auch als ~-FEM bezeichnet
wird, und der p-FEM ausfiihrlich untersucht und verglichen. Die Autoren konnten zeigen,
dass eine Erhohung des Polynomgrades der Formfunktionen (p-refinement) bei der p-FEM
gegeniiber der Reduzierung der Elementgrofie (h-refinement) bei der klassischen FEM zu
einem deutlich geringeren Fehler bei der gleichen Anzahl von Freiheitsgraden fiihrt. In
der Arbeit von LIEU et al. [83], in der die p-FEM mit der diskontinuierlichen GALER-
KIN-Methode (DGM - engl.: discontinous Galerkin method) verglichen wird, zeigt sich die
Notwendigkeit einer Knotenkondensation bei der Verwendung der p-FEM zur Reduktion
der Freiheitsgrade. Durch die Kondensation kann die Berechnungszeit zur Losung des li-
nearen Gleichungssystems reduziert und die Kondition des Gleichungssystems verbessert
werden. Aulerdem zeigte die Arbeit, dass die DGM trotz Verwendung von wellenbasier-
ten Formfunktionen aufgrund der inh&rent schlechten Kondition des Gleichungssystems
bestenfalls gleichwertige Ergebnisse im Vergleich zur p-FEM liefert. Der wesentliche Nach-
teil der p-FEM stellt laut WILLBERG et al. [163] die aufwéndige Riickrechnung in eine
physikalische Losung dar, wie sie bei der klassischen FEM aufgrund der physikalischen
Bedeutung der Stiitzknoten nicht erforderlich ist [119]. Ein Verfahren, das die Vorteile
der p-FEM und der klassischen FEM vereint, stellt ein ebenfalls als SEM bezeichnetes
Verfahren dar, welches auf die Arbeit von PATERA [116] zuriickgeht.

Bei der SEM? nach PATERA [116] handelt es sich um eine weiter entwickelte Variante der
FEM, bei der Formfunktionen hoher Ordnung und eine spezielle Nodalbasis verwendet
werden. Der Name der Methode leitet sich aus den spektralen Konvergenzeigenschaften
ab, wobei die Losung schneller als jede Potenz von 1/p konvergiert [2,17,149]. Der Aufbau
des Gleichungssystems ist analog zur FEM und fiihrt zu

Ku — w’Mu =f

im Frequenzbereich. Dabei ist K die Steifigkeitsmatrix, M die Massenmatrix, w die Kreis-
frequenz, u der Vektor der Knotenverschiebungen und f die Anregung. In dieser Arbeit
wird die bekannteste SEM-Variante unter Verwendung von LAGRANGE-Formfunktionen
mit einem Polynomgrad p > 3 und der sogenannten GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO-Nodal-
basis (GLL-Nodalbasis) verwendet. Durch die Verwendung von Formfunktionen héherer
Ordnung ergibt sich im Vergleich zur klassischen h-FEM, analog zur p-FEM, ein deut-
lich verbessertes Konvergenzverhalten und durch die Verwendung der GLL-Nodalbasis

ergibt sich zudem eine wesentliche Verbesserung der Kondition des Gleichungssystems

2Die Namensgebung der Methode ist in der Literatur nicht einheitlich, haufig wird diese Methode
auch Spectral Finite Element Method (SFEM) genannt, s. z. B. [42,115].
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im Vergleich zur p-FEM. Ausfiihrliche Analysen des Konvergenzverhaltens, sowie des
Dispersions- und Dissipationsverhaltens der SEM nach PATERA finden sich in den Ar-
beiten von AINSWORTH und WAJID [2], CANUTO et al. [17] und WIRASAET et al. [164].
Die SEM nach PATERA wurde bereits in zahlreichen Arbeiten verwendet und erfreut sich
beispielsweise in der Seismologie einer groffen Beliebtheit [67-69,128,129]. Aufgrund der
iiblicherweise grofiskaligen und einfachen Geometrie der numerischen Modelle in der Seis-
mologie ergibt sich der Vorteil, dass die Elementgrofie sehr grofi gewéhlt werden kann und
die Effizienz der SEM nicht durch eine feine geometrische Diskretisierung reduziert wird.
In den Arbeiten von PERRAS [119] und PERRAS et al. [120] wurde auf Basis der SEM ein
virtuelles Messlabor zur Untersuchung von multifunktionalen Wandstrukturen entwickelt.
Dabei zeigte sich ebenfalls eine sehr hohe Genauigkeit und Effizienz der SEM fiir Pro-
bleme der Akustik, Elastodynamik und Fluid-Struktur-Interaktion. Nach bestem Wissen
des Autors wurde die SEM nach PATERA erstmals von GUARIN-ZAPATA und GOMEZ [42]
fiir die Analyse von phononischen Kristallen verwendet. Die Autoren untersuchten ver-
schiedene 2D phononische Kristalle und verglichen die Effizienz und Genauigkeit der SEM
mit der FEM bei der Berechnung der klassischen Dispersionskurven. Dabei ergaben sich
erwartungsgeméfl besonders im hoheren Frequenzbereich wesentliche Vorteile hinsichtlich
der Genauigkeit und Effizienz bei der SEM im Vergleich zur FEM. In der Arbeit von SHI
et al. [130] wurden die klassischen Dispersionskurven von verschiedenen 3D phononischen
Kristallen mithilfe der SEM berechnet und die Effizienz mit einer FEM-Berechnung ver-
glichen. Die Autoren zeigten dabei, dass sich das spektrale Konvergenzverhalten auch bei
der Berechnung der klassischen Dispersionskurven einstellt. Auflerdem ergab sich bei allen
Berechnungen eine hohere Genauigkeit bei gleichzeitig deutlich weniger Freiheitsgraden
im Vergleich zur FEM-Referenzlosung. Auch in jiingsten Arbeiten wurde die SEM nach
PATERA, beispielsweise zur Berechnung der Wellenausbreitung in geschichteten phononi-

schen Platten mit Interface-Delaminationen [156], verwendet.

Nachfolgend wird zuerst die Herleitung der spektralen Elementmatrizen nach DOYLE und
anschlieflend die Vorgehensweise der SEM nach PATERA erldutert. Fiir einen ausfiihrlichen
Vergleich der beiden SEM-Varianten wird auf die Arbeit von PALACZ [115] und fiir eine
detaillierte Ubersicht iiber die spektralen Niherungsverfahren auf die Arbeit von CANUTO
et al. [17] verwiesen. AuBerdem sei angemerkt, dass einige der spektralen Methoden auf
den starken Formulierungen der Wellengleichungen basieren, wobei beispielsweise fiir die

spektralen Kollokationsmethoden auf die Arbeit von ANKAY [4] verwiesen wird.
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3.2 Spektrale-Elemente-Methode nach Doyle

Grundsétzlich kénnen die spektralen Elementmatrizen nach DOYLE auf unterschiedlichen
Wegen hergeleitet werden. In der Arbeit von LEE [80] finden sich die Herleitungen auf
Basis der Kraft-Weg-Beziehung, der Variationsmethode und der Zustandsvektorgleichung.
Nachfolgend erfolgen die Herleitungen der spektralen Stab- und Balkenelementmatrizen
mithilfe der GALERKIN-Methode und entsprechen im Wesentlichen den Herleitungen mit-
tels der Variationsmethode aus der Arbeit von LEE [80].

3.2.1 Spektrale Elementmatrix fiir Stibe

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung der spektralen Elementmatrix fiir Stdbe ist die
Wellengleichung bzw. Bewegungsgleichung fiir freie Stabschwingungen (duflere Belastung
n = 0) nach Gl (2.21). Mithilfe der FOURIER-Transformation bzw. der Annahme einer
zeitharmonischen Schwingung u(z,t) = u(z)e™! ergibt sich die Bewegungsgleichung im
Frequenzbereich zu

EAY" (z) + w?pAu(z) = 0, (3.11)

mit dem E-Modul E, der Querschnittsfliche A, der Massendichte p und der longitudina-
len Verschiebung u(z). Die Multiplikation von Gl. (3.11) mit der Testfunktion v(z) und
anschlieende Integration iiber die Stabldnge [ liefert mit den verkiirzten Schreibweisen

u=wu(z) und v=v(z)
l

/ (EAu"v + w’pAuv) dz = 0. (3.12)
0
Nach Umformung des ersten Terms von Gl. (3.12) mittels partieller Integration ergibt sich

die schwache Form der Bewegungsgleichung zu

l l

—/EAu’v’dx + /prAuvd:c + EAu'v - 0, (3.13)
0 0 "

wobei iiber den dritten Term mithilfe der Beziehung fiir die Normalkraft N = FEAu’

die Kraftrandbedingungen am linken und rechten Rand des Stabes vorgegeben werden

konnten. Fiir die folgenden Betrachtungen hat dieser Term allerdings keine Relevanz.

Im néchsten Schritt miissen die spektralen Formfunktionen hergeleitet werden. Dazu wird

fiir die Verschiebung u der Ansatz

u(x) = ae H)e (3.14)
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gemacht. Einsetzen des Ansatzes aus Gl. (3.14) in Gl. (3.11) liefert die Dispersionsrelation

A
K k2 =0 mit kL:w\/]pE—, (3.15)

wobei kp die Wellenzahl fiir die longitudinale Wellenmode ist. Die Dispersionsrelation hat

die Nullstellen k; = —ko = k, und die allgemeine Losung von Gl. (3.11) ist somit durch

'LL(JZ‘) — alefikLz + aZeika — ES(I,W)aS, (316)

mit  eg(z,w) = [e7 "7 "] und ag = [a as]” (3.17)

gegeben. Die Knotenverschiebungen dg des Stabelements kénnen mithilfe von Gl. (3.16)

durch
a - [u((ml _ [m] _ [eS(O,uJ))] ag = Ha(elng 3.18)

u(l) Us es(l,w

ausgedriickt werden, wobei

Ha(w) - [ ] | (.19)

In Abb. 3.2 ist die zugehorige Vorzeichenkonvention des Stabelements dargestellt. Das
Verschiebungsfeld des spektralen Stabelements kann nun in Abhéngigkeit der Knotenver-

schiebungen dg iiber
u(z) = Ng(z,w)dg (3.20)

mit den spektralen Formfunktionen
Ns = eg(z,w)Hg' (w) = [esc(kpl)sin(kr(l — z))  csc(krl) sin(kpz)] (3.21)

berechnet werden. Im letzten Schritt wird der Ansatz von Gl. (3.20) fiir die Verschiebung
u und die Testfunktion v in die Integralausdriicke von Gl. (3.13) eingesetzt, woraus sich

schliefllich die spektrale Elementmatrix des Stabs als

l l
Ss(w) = / EANY Nydr — w? / pANE{Ngdr = EAky

0 0

cot(kpl) —csc(kpl)

—csc(krl)  cot(kpl) (3.22)

u1 u2
—> >

Nl—»«:l—» N(x) <—i:»—]>VQ
—>x

(2 l -
[y >

Abbildung 3.2: Vorzeichenkonvention vom Stabelement.
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ergibt. Dabei wurde die Annahme getroffen, dass die Querschnitts- und Materialeigen-

schaften konstant iiber die Stabldnge sind.

3.2.2 Spektrale Elementmatrix fiir Balken nach Theorie II. Ord-

nung

Nachfolgend wird das spektrale EULER-BERNOULLI-Balkenelement nach Theorie II. Ord-
nung hergeleitet, welches nach bestem Wissen des Autors in dieser kompakten Form bisher
nicht in der Literatur bekannt ist. Allerdings haben bereits einzelne Autoren spektrale
Steifigkeitsmatrizen fiir Balken unter Beriicksichtigung von axialen Kriften hergeleitet.
Beispielsweise haben BANERJEE und FISHER [8] die spektrale Steifigkeitsmatrix fiir ein
gekoppeltes Biege-Torsions-Problem unter Beriicksichtigung von axialen Kréften hergelei-
tet. Auerdem haben CAPRON und WILLIAMS [18] eine exakte dynamische Steifigkeits-
matrix fiir den TIMOSHENKO-Balken unter Beriicksichtigung einer axialen Belastung und

einer elastischen Bettung angegeben.

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung ist die Biegewellengleichung bzw. Bewegungsglei-
chung fiir freie Balkenschwingungen (duflere Belastung ¢ = 0) nach Gl. (2.28), die unter

der Annahme einer zeitharmonischen Schwingung im Frequenzbereich durch
EIw" (z) — Sw”(x) — w?pAw(z) =0 (3.23)

gegeben ist. Dabei ist E' der E-Modul, I das Flachentriagheitsmoment, A die Querschnitts-
fliche, p die Massendichte, S die Stabnormalkraft und w(z) die transversale Verschiebung.
Die Multiplikation von Gl. (3.23) mit der Testfunktion v(z) und anschlieflende Integration

tiber die Balkenlénge [ liefert mit den verkiirzten Schreibweisen w =w(x) und v =v(x)
!
/ (EIw""v — Sw"v — w’pAwv) dz = 0. (3.24)
0

In diesem Fall muss der erste Term von Gl. (3.24) durch zweifache und der zweite Term
durch einfache partielle Integration umgeformt werden und es ergibt sich die schwache

Form der Bewegungsgleichung zu

I I !
/ Elw"v"dx + / Sw'v'dxr — /wszwvda: + ETw"v

0 0 0

l
=0, (3.25)

!
— EIw"
0 0

!
— Sw'v
0

wobei iiber die letzten drei Terme die Kraftrandbedingungen am linken und rechten Rand

des Balkens vorgegeben werden kénnen. Analog zum Stabelement haben diese Terme fiir
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die folgenden Betrachtungen keine Relevanz.
Fiir die Herleitung der spektralen Formfunktionen wird fiir die Verschiebung w, analog

zum Stabelement, der Ansatz
w(z) = ae”*WT (3.26)
gemacht. Einsetzen des Ansatzes aus der Gl. (3.26) in die Gl. (3.23) liefert zunéchst
EIk 4+ Sk? —w?pA =0, (3.27)

woraus nach einer Umformung die Dispersionsrelation

1/4
PO =0, mit A=/ Ak und k =Vw pA 3.28
5 ,  mi s wnd ks w57 (3.28)

folgt. Dabei ist A der Knickbeiwert und kg die Wellenzahl fiir die Biegewellenmode nach
Theorie I. Ordnung. Das Vorzeichen vor dem zweiten Term der Gl. (3.28) ist positiv
wenn S eine Zugkraft ist, und entsprechend negativ wenn S eine Druckkraft ist. Die vier

Nullstellen der Dispersionsrelation ergeben sich fiir eine Druckkraft S zu

klz_kQZ\/)\2+\/k%+)\4, k’3:—]€4:i\/—)\2+\/]€%3+>\4, (329)

und fiir eine Zugkraft S zu

k= —ky = \/—A2+ VER+ XY ks = —ky :i\/A2+ kg + AL (3.30)

Fiir eine kiirzere Schreibweise werden die Wurzelterme fiir eine Druckkraft S mittels

kx = \/)\2 + \//f%g + M und ky = \/_)\2 + \/ kjl? + A, (3.31)

beziehungsweise fiir eine Zugkraft S mittels

k= \/—m F/kE N und ke = \/AQ + 4/ kg + A% (3.32)

zusammengefasst. Dabei konnen ky; und kyo als Wellenzahlen fiir die Biegewellenmoden

nach Theorie II. Ordnung aufgefasst werden. Die allgemeine Losung von der Gl. (3.23) ist

somit durch

w(:)s) _ ale—iknl‘ + age—k,\zx + aseik‘ﬂx + a4ek‘A2x _ eIBI(:L“,w)aB, (333)
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mit
el (z,w) = [e7™7 e7het gt oMol und  ap = [a; as a3 as)” (3.34)

gegeben. Folglich konnen die Knotenfreiheitsgrade dg iiber

w (0) wy e (0,w)
! 4 _ (a1
dIBI = w'(0) — | = (eBIZ (0,w) ag = Hg(w)ag (3.35)
w (1) ) ep ([, w
—w'(1) 05 — (et (1l,w)

ausgedriickt werden, wobei die zugehorige Vorzeichenkonvention in der Abb. 3.3 darge-
stellt ist. Aus Gl (3.35) folgt zudem

1 1 1 1
ik k —ik —k
II Al A2 Al A2
H;(w) = ) . 3.36
B( ) ekl e Faal ikl okaal ( )

Das Verschiebungsfeld des spektralen Balkenelements nach Theorie II. Ordnung kann nun

in Abhéngigkeit der Knotenverschiebungen und -verdrehungen dg iiber die Beziehung
w(z) = NY (2, w)dy (3.37)
berechnet werden. Die spektralen Formfunktionen ergeben sich durch
Ny = el (e,) (HY) ™ (@) = [0} obh ol oh]. (3.38)

wobei diese aufgrund des Umfangs an dieser Stelle nicht ausfiihrlich aufgelistet und statt-
dessen im Anhang B angegeben werden.
Der Ansatz von Gl. (3.37) wird im letzten Schritt fiir die Verschiebung w und die Test-

funktion v in die Integralausdriicke von Gl. (3.25) eingesetzt, woraus sich schliefllich die

914\) ﬁ@g

Wy y 2
M @:_ 4—6} Mo
S1 —>» w—> S2
Tl L T l o T2

Abbildung 3.3: Vorzeichenkonvention vom EULER-BERNOULLI-Balkenelement.
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spektrale Elementmatrix des EULER-BERNOULLI-Balkens nach Theorie II. Ordnung als
! l
SH(w) =EI / (NE)” D (NYY 4o+ S / (NE) } (N dz
0 l 0 (3.39)
— w?pA / NH (NG dz

0
ergibt. Die spektrale Elementmatrix S (w) hat dabei die Form

17 11 11 11

Spi11 SB12 SBi13 SBu4
T IT II II

gl _ SBo1 SB22 SB23 SB24 (3.40)
7 I7 II i | :

SB31 SB32 SB33 SB34

5341 3342 3343 3344

wobei die Eintrdge der Matrix, analog zu den Formfunktionen, einen grolen Umfang auf-
weisen und daher an dieser Stelle nicht ausfiihrlich aufgefiihrt werden. Stattdessen werden
sie im Anhang C aufgelistet. Dabei sei darauf hingewiesen, dass fiir eine Druckkraft die
Wellenzahlen nach der Gl. (3.31) sowie die Stabkraft S mit einem negativen Vorzeichen
einzusetzen sind. Fiir eine Zugkraft miissen entsprechend die Wellenzahlen nach der GI.
(3.32) verwendet werden. Zudem gilt in diesem Fall fiir die Stabkraft S das positive Vor-
zeichen. Die spektrale Elementmatrix nach Theorie I. Ordnung erhélt man direkt aus
SH(w), indem man A = 0 bzw. S = 0 einsetzt. Auferdem sei angemerkt, dass mit der
hergeleiteten spektralen Elementmatrix S (w) auch die statischen Knicklasten eines Sys-
tems bestimmt werden kénnen. Dazu muss entsprechend w = 0 eingesetzt werden und ein

Eigenwertproblem fiir die Stabkraft S gelost werden.

Transformation des erweiterten spektralen Balkenelements

Schliellich kénnen die spektralen Elementmatrizen des Stabs und Balkens nach Theorie II.
Ordnung zu einer 6 x 6 erweiterten spektralen EULER-BERNOULLI-Balkenelementmatrix
nach Theorie II. Ordnung S%/;(w) mit den Knoten n; und n, sowie den zugehorigen
Knotenfreiheitsgraden [u; w; 01 ug wo 92]T zusammengefasst werden. Im allgemeinen Fall
liegt das Balkenelement schrig im Raum und muss dann vom lokalen (Z, ¢, Z) ins globale

(z, y, z) Koordinatensystem iiber
SEp,g(w) = TSEp,(w)T" (3.41)

transformiert werden, wobei St o(w) die spektrale Elementmatrix im globalen Koordi-
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natensystem, ngB’l (w) die spektrale Elementmatrix im lokalen Koordinatensystem und

cos(a) —sin(a) 0 0 0 0
sin(a)  cos(a) 0 0 0 0
T — 0 0 1 0 0 0
0 0 0  cos(a) —sin(a) 0
0 0 0 sin(a)  cos(a) O

0 0o 0 0 0o 1 |

die Transformationsmatrix ist. Die Assemblierung der spektralen Elementmatrizen zur
globalen spektralen dynamischen Steifigkeitsmatrix erfolgt analog zur FEM, wobei fiir eine
ausfiihrliche Darstellung auf [60, 162] verwiesen wird. Alle nachfolgenden Berechnungen
mit der SEM nach DOYLE erfolgen mittels eines im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
MATLAB?-Programms.

Beispiel zur Validierung

Zur Validierung der zuvor hergeleiteten spektralen Elementmatrix des EULER-BERNOUL-
L1-Balkens nach Theorie II. Ordnung werden nachfolgend die ersten beiden Eigenfrequen-
zen f; und fy des in der Abb. 3.4 dargestellten Kragtriagers berechnet und mit einer
FEM-Referenzlosung verglichen. Dabei betréigt die Lange des Kragtragers [ = 8m, die
Biegesteifigkeit £1 = 200000 kNm? und die lingenbezogene Masse = pA = 300 kg/m.
Die erste kritische Knicklast ergibt sich aus dem ersten EULER-Fall zu Fj,.;; 1 = 771,06 kN.
In der Tab. 3.1 sind die Ergebnisse fiir die ersten beiden Eigenfrequenzen aus der SEM-
Berechnung und einer FEM-Referenzberechnung fiir unterschiedliche Stabkrifte S ge-
geniibergestellt. Es wird deutlich, dass die Eigenfrequenzen der SEM- und der FEM-
Berechnungen fiir alle untersuchten Fille bis zur mindestens vierten Nachkommastelle
iibereinstimmen. Die FEM-Losungen basieren dabei auf einer Unterteilung des Krag-
tragers in 100 finite EULER-BERNOULLI-Balkenelemente, um Fehler infolge einer gro-
ben Diskretisierung zu minimieren. Bei den SEM-Berechnungen ist es hingegen ausrei-
chend, den Kragtriager mittels eines einzigen spektralen Elements zu modellieren. Das Va-
lidierungsbeispiel zeigt somit, dass die hergeleitete spektrale Elementmatrix des EULER-
BErRNOULLI-Balkens sowohl fiir Druck- als auch Zugkrifte giiltig ist und genaue Ergeb-

EI, m

«——
F

L

< l >
< >

Abbildung 3.4: Kragtriiger mit der Lénge | = 8 m, der Biegesteifigkeit £ = 20000 kNm? und
der lingenbezogenen Masse m = pA = 300kg/m.

3Software des Unternehmens MATHWORKS zur Losung mathematischer Probleme.
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nisse liefert. Ebenso wird die erste Eigenfrequenz erwartungsgeméaf gleich Null, wenn die

Druckkraft im Balken der ersten Knicklast entspricht.

Tabelle 3.1: Gegeniiberstellung der SEM- und FEM-Berechnungen fiir die Eigenfrequenzen f;
und fo fiir unterschiedliche Stabkrifte S.

S SEM FEM
[kN] f1 [Hz] f2 [Hz] f1 [Hz] f2 [Hz]
300 2,6253 14,5935  2,6253 14,5935
0 2,2576 14,1481 2,2576 14,1481
300 1,7908 13,6862  1,7908 13,6862
-Flrit1 0,0000 12,9249 0,0000 12,9249

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass das hergeleitete spektrale EULER-BERNOULLI-
Balkenelement nach Theorie II. Ordnung auf der exakten analytischen Loésung basiert
und somit weiterfithrende Untersuchungen zur Genauigkeit und Konvergenz der Losung
entfallen.

3.3 Spektrale-Elemente-Methode nach Patera

Nachfolgend wird die Vorgehensweise zur Formulierung von spektralen Elementen nach
PATERA [116] erlautert. Aufgrund inhérenter Unterschiede zur herkommlichen FEM wer-
den insbesondere die Interpolationsfunktionen und die numerische Quadratur ausfiihrlich
behandelt. Dabei basieren die folgenden Ausfithrungen auf den Arbeiten von PERRAS
[119], JuNG [60] und PozRIKIDIS [121].

3.3.1 Herleitung von spektralen Elementen

Die Herleitung von spektralen Elementen nach PATERA erfolgt ganz analog zur FEM. Da-
bei wird das Berechnungsgebiet in eine endliche Anzahl von Teilgebieten, die sogenannten
finiten Elemente, unterteilt und mithilfe von lokalen Ansatzfunktionen bzw. Formfunktio-
nen eine Ndherungslosung fiir die gegebene Problemstellung bestimmt. Die Vertréglichkeit
zwischen den angrenzenden finiten Elementen wird iiber problemabhéngige Stetigkeitsbe-
dingungen an die Ansatzfunktionen gewéhrleistet.

Der Ausgangspunkt fiir die FE-Diskretisierung ist die schwache Formulierung einer ge-
gebenen Differentialgleichung. Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur Herleitung der
Elementmatrizen anhand des ebenen Spannungszustand (ESZ) erldutert. Die schwache

Formulierung der elastischen Wellengleichungen bzw. der Bewegungsgleichungen (2.14)
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kann mithilfe der im Unterabschnitt 3.1.1 beschriebenen Vorgehensweise als

~ T
/ (vV) odA — w? / vIpudA — / vItds — / vIfdA =0 (3.43)

Q Q r Q

. . T . . T
erhalten werden. Die Verschiebungen u = [u v]" sowie die Verzerrungen € = [e,, €4y Vay]
werden nun iiber die Formfunktionen N und die zugehdrigen Knotenverschiebungen u
durch

u=Nu und e=VNu (3.44)

approximiert, wobei der Matrizen-Differentialoperator V fiir den ESZ durch

_ 57

0 —

ox
v-|2 (3.45)

Ay
9 9
I oxr Oy |

gegeben ist. AuBlerdem gilt fiir die Spannungen o = [0, 0y, ny]T und die Verzerrun-

gen € der Zusammenhang aus Gl. (2.17). Nach dem BUBNOV-GALERKIN-Ansatz werden
dieselben Formfunktionen auch fiir die Testfunktionen v verwendet. Einsetzen des An-
satzes aus Gl. (3.44) in Gl. (3.43) liefert unter Beriicksichtigung von Gl. (2.17) und dem
Elastizitétstensor Dggyz aus Gl. (2.18) schliellich

/ (VN) DgszVNAA | u—w? | p / N'NdA | u= / N"tdS + / N'fdA ,
Q Q I Q

Steiﬁgk;i?smatrix Masse;;natrix Lastveror fr Lastve?l?tor fr
wobei der Elementlastvektor fp = fr+fr, der sich aus dem Elementrandlastvektor fz und
dem Elementflichenlastvektor fr zusammensetzt, fiir diese Arbeit keine Relevanz hat. Die

Elementsteifigkeitsmatrix Kg und die Elementmassenmatrix Mg ergeben sich somit als

Kp = / (VN)'DgszVNdA, M = P/NTNdA‘ (3.46)
A )

Fiir eine effiziente Berechnung werden sowohl in der FEM als auch in der SEM die
Formfunktionen auf einem Element im Referenzraum Qp definiert. Das hat insbeson-
dere den Vorteil, dass die Formfunktionen nicht fiir jedes Element neu berechnet werden

miissen, allerdings miissen dafiir die Elemente vom Realraum in den Referenzraum trans-
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formiert werden. Der Realraum verwendet das (x;, x2)-Koordinatensystem, in dem die
Problemstellung und die physikalischen Grofien definiert sind. Hingegen wird der Raum
der natiirlichen Koordinaten &€ = [, &]7, in welchem die Formfunktionen definiert wer-
den, als Referenzraum bezeichnet. Durch die Definition der Formfunktionen im Referenz-

raum werden die Elementmatrizen durch
Kg = /BTDESZB det(J)dA und Mg = p/NTN det(J)dA (3.47)
Qg Op

gegeben, wobei J die JACOBI-Matrix und B die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix ist. Die
Verzerrungs- Verschiebungs-Matrix B ergibt sich in Abhéngigkeit des Matrizen-Differenti-
aloperators V aus der Gl. (3.45) als

B = VN. (3.48)

Aufgrund der Definition der Formfunktionen im Referenzraum miissen die partiellen Ab-

leitungen im Matrizen-Differentialoperator V mittels

9 K
395 7\ —1 agl

= (J 3.49
dy 3

transformiert werden, wobei die JACOBI-Matrix J die Form

or on
go | % 9% (3.50)
9y
9& 9

besitzt. Die Matrix N enthélt die Formfunktionen ¢1, s, ..., ¢11)2 und hat im allgemei-
nen Fall die GroBe npor X nper - (p + 1)?, wobei np,r die Anzahl der Freiheitsgrade pro

Knoten bezeichnet. Im vorliegenden Fall mit zwei Freiheitsgraden pro Knoten hat man

N= | 0 e O e 0 (3.51)
0 Y1 0 Y2 ... 0 90(p+1)2

In dieser Arbeit werden bei der SEM nach PATERA ausschliellich quadrilaterale Elemente
(bilineare Viereckselemente) verwendet. Die verschiedenen viereckigen Elementtypen sind
in Abb. 3.5 dargestellt, wobei das rechteckige Element einen Sonderfall der quadrilateralen

Elemente darstellt und bei strukturierten Netzen zur Anwendung kommt. Die isoparame-
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trischen Elemente weisen im Allgemeinen eine krummlinige Berandung auf und eignen
sich entsprechend fiir die Diskretisierung von komplexen Geometrien, beispielsweise mit
runden oder kreisformigen Berandungen. Allerdings ist die Vernetzung mit isoparametri-
schen Elementen aufwendig und daher in den meisten kommerziellen FE-Programmen und
Netzgeneratoren nicht implementiert. In dieser Arbeit wird der Open-Source Netzgene-
rator GMSH (abrufbar unter https://gmsh.info), entwickelt von C. GEUZAINE und J.-F.
REMACLE [40], fiir die Erstellung der Elementgeometrien verwendet. Die Elementgeome-
trien werden dabei durch die Masterknoten, in der Abb. 3.5 durch die roten Quadrate
gekennzeichnet, festgelegt. Alle zusétzlichen Interpolationsknoten, auch als Slaveknoten
bezeichnet und in der Abb. 3.5 durch rote Kreise markiert, werden anschlieffend innerhalb

des in dieser Arbeit entwickelten SEM-Programms in MATLAB automatisch hinzugefiigt.

n
nr o8 19 n7 ng n Ny 8
9 no
n n n Ne
o 4 o ¢ 6 ne
ns ns
ny N9 ns ni
Rechteckig Quadrilateral Isoparametrisch

Abbildung 3.5: Verschiedene viereckige quadratische Elemente mit geradlinigen und krumm-
linigen Berandungen [119]. Die roten Quadrate markieren die formbestimmenden Knoten (Mas-
terknoten) und die roten Kreise markieren die zusétzlichen Interpolationsknoten (Slaveknoten).

Bei quadrilateralen Elementen kann die Transformation der Masterknoten, im Realraum

als n,, und im Referenzraum als n, ¢ bezeichnet, mithilfe der Transformationsbeziehun-

rr(€)]| o [2°
yT(E)] -2 [ya

a=1

gen

xr(§) = ©1a(8) (3.52)

erfolgen. Dabei bezeichnet o die Nummer der dem Masterknoten mit den Realraum-
Koordinaten (z%, y*) zugehorigen Formfunktion ¢,. Die Transformation eines quadrila-
teralen Elements vom Realraum in den Referenzraum ist in der Abb. 3.6 veranschaulicht.
Bei den Formfunktionen ¢, handelt es sich um lineare LAGRANGE-Polynome, die im
Referenzraum & € [0;1], & € [0;1] durch

pr=1-&)1-&), p2=&(1—&), @3=(1-&)&, wa=E6& (3.53)

definiert sind. Mithilfe der Transformationsbeziehungen aus Gl. (3.52) kann die JACoO-
BI-Matrix aufgestellt werden. Dazu wird die Gl. (3.52) fiir z; in die JACOBI-Matrix von
Gl. (3.50) eingesetzt und nach der Koordinate ; abgeleitet. Mithilfe der JACOBI-Matrix

konnen die Elementsteifigkeits- und Elementmassenmatrizen sowohl bei der FEM als auch
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bei der SEM nach PATERA berechnet werden. Die wesentlichen Unterschiede zwischen
der FEM und der SEM nach PATERA liegen in der Verwendung unterschiedlicher Form-
funktionen ¢; und unterschiedlicher numerischer Integrationverfahren zur Berechnung
der Elementmatrizen. Die anschlieBende Assemblierung der Elementmatrizen zu globa-
len Steifigkeits- und Massenmatrizen erfolgt bei der SEM nach PATERA wiederum analog
zur FEM.

Yo \r2 €2y
nix
N3,z 1 13,6 NS
_—
ng «
M4 0.4 X
T, I 0 1 51
Realraum Referenzraum

Abbildung 3.6: Transformation eines Elements vom Realraum in den Referenzraum [119].

3.3.2 Interpolationsfunktionen

Bei der SEM nach PATERA werden als Formfunktionen LAGRANGE-Interpolationspoly-

nome verwendet, die im 1D Fall in Abhéngigkeit der natiirlichen Koordinate £ durch

LA () = ] <& (3.54)

berechnet werden koénnen. Das LAGRANGE-Polynom vom Grad p wird aus den Stiitz-
stellen @ und (B konstruiert. Die Positionen der Stiitzstellen a und § in &-Richtung
sind entsprechend &, und £z. Im Zusammenhang mit der FEM bzw. SEM werden die
Stiitzstellen hiufig auch als Knoten oder Nodes* bezeichnet. Eine wesentliche Eigenschaft

der LAGRANGE-Polynome ist die sogenannte kardinale Interpolationseigenschaft

lfallsa=p

) (3.55)
0 falls a #

LAp,,B (ga) = 5a6 = {

wobei 6,5 das KRONECKER-Delta ist [121]. Die LAGRANGE-Polynome nehmen also an der
Stiitzstelle 5 den Wert Eins und an allen anderen Stiitzstellen den Wert Null an. Diese
Eigenschaft hat zur Folge, dass die Losung des SE-Gleichungssystems einer physikalischen

Losung an den entsprechenden Stiitzstellen entspricht. Im Rahmen der in dieser Arbeit

4engl. Begriff fiir ,,Knoten“, der teilweise auch in der deutschsprachigen Literatur verwendet wird.

Seite 55



Spektrale-Elemente-Methoden

verwendeten SE-Formulierungen sind die physikalischen Losungen die Knotenverschie-
bungen u. Finite und spektrale Elemente mit diesen Eigenschaften werden als Elemente
mit einer nodalen Basis oder als knotenbasierte Elemente bezeichnet. Bei hierarchischen
Elementen ist die kardinale Interpolationseigenschaft beispielsweise nicht gegeben und die
Losung des Gleichungssystems entspricht im Allgemeinen keiner physikalischen Losung.
Dadurch ist eine aufwendige Riickrechnung zu einer physikalischen Losung in diesem Fall

zwingend erforderlich.

Aquidistante Nodalbasis

Auch in der FEM werden héufig LAGRANGE-Polynome als Formfunktionen verwendet,
wobei die Stiitzstellen bzw. die Knoten zur Konstruktion der Formfunktionen in der Regel
dquidistant verteilt sind. Nachfolgend wird eine dquidistante Knotenverteilung basierend
auf dem englischen Begriff evenly distributed als ED-Knotenverteilung bezeichnet. Die
iiber diese Stiitzstellen konstruierten LAGRANGE-Formfunktionen bilden entsprechend die
ED-Nodalbasis.

In der Abb. 3.7 sind die LAGRANGE-Formfunktionen mit einer ED-Knotenverteilung bei-
spielhaft fiir die Ordnung p = 4 dargestellt. Bei Verwendung der ED-Knotenverteilung
tritt bei steigender Polynomordnung p der sogenannte RUNGE-Effekt auf. Der RUNGE-
Effekt beschreibt Oszillationen an den Réndern des Definitionsintervalls der Formfunk-
tionen, welche die Genauigkeit der Interpolation beeinflussen kénnen. In dieser Arbeit
werden die Formfunktionen mit ¢,, bezeichnet, wobei n dem Knoten entspricht, an dem
die Formfunktion den Wert Eins annimmt. Die Nummerierung der Knoten erfolgt im 1D
Fall beginnend bei ¢ = 0 in aufsteigender Reihenfolge bis & = 1. In Abb. 3.7 tritt der
RuNGE-Effekt bei den Formfunktionen ¢, und ¢, bereits auf, bei denen die Amplituden
im Randbereich den Wert Eins iibersteigen.

Mit zunehmender Ordnung p der Formfunktionen nimmt dieser Effekt weiter zu, wie aus
den in Abb. 3.8 dargestellten LAGRANGE-Formfunktionen mit der Ordnung p = 10 und

15
— 1,0

w 0,5

Abbildung 3.7: LAGRANGE-Formfunktionen fiir p = 4 und ED-Knotenverteilung.
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einer ED-Knotenverteilung deutlich wird. In diesem Fall zeigen sich in den Randberei-
chen des Definitionsintervalls der Formfunktionen bereits sehr starke Oszillationen mit
Amplituden von @, > 5. Als Folge dieser RUNGE-Oszillationen verschlechtert sich die
Kondition des FE-Gleichungssystems bei Verwendung von LAGRANGE-Formfunktionen
mit steigender Ordnung p iiberproportional. Die Kondition des Gleichungssystems kann
wiederum den numerischen Fehler beim Lésen des Gleichungssystems negativ beeinflus-
sen. Der RUNGE-Effekt kann allerdings vermieden werden, indem die Stiitzstellen nicht
dquidistant verteilt werden. Eine Moglichkeit zur Anordnung der Stiitzstellen stellt die
sogenannte GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO-Knotenverteilung dar.

@5 —— =%

10

Qg — — = P1g e 11 @ ED-Knoten

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
¢ -]

Abbildung 3.8: LAGRANGE-Formfunktionen fiir p = 10 und ED-Knotenverteilung,.

GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Nodalbasis

Bei der GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Nodalbasis, nachfolgend als GLL-Nodalbasis be-
zeichnet, werden zur Konstruktion der LAGRANGE-Formfunktionen die inneren p—1 Kno-
ten auf den Nullstellen der LOBATTO-Funktion LO,_; angeordnet. Die beiden dufleren

Knoten werden auf den Réndern des Definitionsintervalls angeordnet. Die LOBATTO-

Funktion LO,(§) kann iiber
dLn1(§)
dg

bestimmt werden. Dabei ist L, (£) das LEGENDRE-Polynom, welches wiederum iiber

LO,(€) = (3.56)

B (2n — 2k)! I
Lale) = ; (_1)k(n — 2k)(n — k)!mn5 g

(3.57)

n

mit der GAuss-Klammer [n/2]| = { 2

n—1 )
#5= falls n ungerade

falls n gerade

ermittelt werden kann. Die aus den Nullstellen der LOBATTO-Funktion berechneten Stiitz-
stellen werden als GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO-Stiitzstellen (bzw. GLL-Knotenverteil-
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ung) bezeichnet. Bei der in dieser Arbeit verwendeten SEM-Variante nach PATERA wird
die GLL-Knotenverteilung zur Konstruktion der LAGRANGE-Formfunktionen verwendet.
In der Tab. 3.2 sind die GLL-Stiitzstellen fiir die Polynomgrade p = 1 bis p = 5 und das
Definitionsintervall £ € [—1; 1] angegeben.

Tabelle 3.2: GLL-Stiitzstellen zur Konstruktion der LAGRANGE-Polynome.

GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Stiitzstellen & g1,

Ordnung Stiitzstellen

p=1 &G =-1 &=-&

p=2 &G =-1 &=0 §3=—-&

p=3 & =-1 52:—% §3=—& §a=—-&

p=4 G=-1 &=-/  &=0 b=-6 &=-6

p=5 &G=-1 &=~-0,7651 &§~-0,2852 &=-& &G=-& &G=—-&

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die GLL-Knotenverteilung bei der SEM nach PATE-
RA am hiufigsten verwendet wird, jedoch in der urspriinglichen Arbeit von PATERA [116]
die sogenannten CHEBYCHEV-GAUSS-LOBATTO-Stiitzstellen (CGL-Knotenverteilung) zur
Konstruktion der Formfunktionen verwendet wurden. Wéhrend die maximalen Funk-
tionswerte der GLL-Formfunktionen auf Eins beschrinkt sind, ist dies bei den CGL-
Formfunktionen nicht der Fall und es kénnen in der Ndhe der Rénder des Definitionsinter-
valls geringfiigig groBere Werte als Eins auftreten. Vermutlich haben sich unter Anderem
aus diesem Grund die GLL-Formfunktionen bei der SEM nach PATERA gegeniiber den
CGL-Formfunktionen durchgesetzt. In der Abb. 3.9 sind die LAGRANGE-Formfunktionen
fiir die Ordnung p = 10 und eine GLL-Knotenverteilung dargestellt. Es zeigt sich, dass
durch die Verwendung der GLL-Knotenverteilung der RUNGE-Effekt vollsténdig vermie-

den wird und die Maximalwerte der Formfunktionen auf Eins begrenzt sind.

1.5 .
v11 @ GLL-Knoten

0,03 0,11 0,22 0,35 0,50 0,65 0,78 0,89 0,97
¢ -]

Abbildung 3.9: LAGRANGE-Formfunktionen fiir p = 10 und GLL-Knotenverteilung.
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LAGRANGE-Formfunktionen im 2D Fall

Die 2D LAGRANGE-Formfunktionen ¢,, konnen fiir quadrilaterale Elemente iiber das Pro-
dukt der 1D LAGRANGE-Formfunktionen ¢; und ¢; mittels ¢,(&,&) = wi(&)p;(&2)
berechnet werden. Insgesamt miissen bei einem quadrilateralen Element also (p + 1)?
Formfunktionen berechnet werden. In Abb. 3.10 ist die Vorgehensweise an einem Ele-
ment der Ordnung p = 4 anhand der Formfunktion ¢;3 veranschaulicht. Dabei erfolgt
die Nummerierung der Knoten in dieser Arbeit, wie ebenfalls in Abb. 3.10 dargestellt,
zeilenweise in die positiven Richtungen der natiirlichen Koordinaten. Die 2D LAGRANGE-
Formfunktionen ;3 gehort somit zum Knoten in der Elementmitte und ergibt sich aus
dem Produkt der Formfunktionen ¢3(&;) und ¢3(&2), die jeweils aus Gl. (3.54) berechnet

werden konnen.

jv 62
” D122 123 124725
48 _p3(&2) :.1_671_%"_ﬁé_"T1_9_TQO
3o P18E82) =es(C)es(€2) o o 4 4 N L
g 111125 113/ 114115
~-L- |

o p3(&1)

12 3 45 H& 1 2 3 4 5

Abbildung 3.10: Konstruktion der 2D LAGRANGE-Formfunktionen am Beispiel der Formfunk-
tion 13 eines Elements mit der Ordnung p = 4 und einer GLL-Knotenverteilung.

In Abb. 3.11a ist die Formfunktion ;3 fiir die ED-Knotenverteilung und in Abb. 3.11b
fiir die GLL-Knotenverteilung dargestellt. Analog zu den 1D LAGRANGE-Formfunktionen
tritt auch bei den 2D LAGRANGE-Formfunktionen der RUNGE-Effekt bei Verwendung
einer ED-Knotenverteilung auf. In Abb. 3.12a ist fiir die Elementordnung p = 10 die

(b)

Abbildung 3.11: 2D LAGRANGE-Formfunktion ¢13 fiir p = 4 und bei einer (a) ED-Knoten-
verteilung und (b) GLL-Knotenverteilung.
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Formfunktion g, zugehorig zum Knoten in der Elementmitte, bei einer ED-Knotenver-
teilung abgebildet. Im Vergleich zum 1D Fall ist der RUNGE-Effekt im 2D Fall noch
ausgeprégter und es treten maximale Amplituden von g me, > 35 auf. Wird hingegen
die GLL-Knotenverteilung verwendet, dann kann der RUNGE-Effekt auch im 2D Fall, wie
in Abb. 3.12b veranschaulicht, vollstéandig vermieden werden. Die maximale Amplitude

ist analog zum 1D Fall auf Eins beschrankt.

(a) (b)

¢(€)
30

Abbildung 3.12: 2D LAGRANGE-Formfunktion ¢g; fiir p = 10 und bei einer (a) einer ED-
Knoten-verteilung und (b) GLL-Knotenverteilung.

3.3.3 Numerische Integration

Fiir die Berechnung der Elementmatrizen werden sowohl in der FEM als auch in der
SEM nach PATERA die auftretenden Integrale mithilfe von numerischen Integrationsver-
fahren ausgewertet. Von den zahlreichen existierenden numerischen Integrationsverfahren
hat sich in der FEM insbesondere die numerische Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE
durchgesetzt. Der Begriff Quadratur wird dabei fiir numerische Integrationsverfahren ver-
wendet, bei denen bekannte Funktionswerte des Integranden herangezogen werden [174].
Die Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE kann auch fiir die Berechnung der Elementma-
trizen bei der SEM nach PATERA eingesetzt werden, allerdings wird bei der SEM in der
Regel die Quadratur nach LOBATTO bevorzugt [121]. Beide Quadraturverfahren werden

im Folgenden kurz beschrieben und ihre jeweiligen Vor- und Nachteile werden aufgezeigt.

Numerische Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE

Die grundlegende Idee von GAUSS bestand darin, die Integrationsstiitzstellen und In-
tegrationsgewichte so zu wéhlen, dass die resultierende Quadraturformel die maximale
Genauigkeit besitzt [174]. Basierend auf der Idee von GAUSS haben sich die weiterentwi-
ckelten Quadraturverfahren nach GAUSS-LEGENDRE, GAUSS-CHEBYCHEV und (GAUSS-
LAGUERRE in der Anwendung etabliert. Bei der GAUSS-LEGENDRE-Quadratur (GL-
Quadratur) wird der Integrand durch die LAGRANGE-Polynome LA, ;(¢) approximiert

und die sich ergebende Néaherungsfunktion exakt integriert. Die Quadraturformel fiir eine
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Funktion f(&) mit £ € [0; 1] lautet

1 n=p+1

/?@%z/ij@bm@%=§jmﬂ@, (3.59)

=1

wobei n die Anzahl der Stiitzstellen &; ist [119]. Die Stiitzstellen ; sind die Nullstellen
des LEGENDRE-Polynoms L,, und werden als GAUSs-Punkte bezeichnet. Aus den daraus

definierten LAGRANGE-Interpolationspolynomen kénnen die Integrationsgewichte w; iiber

zwz/L&MO% (3.59)
0

berechnet werden. Der wesentliche Vorteil bei der GL-Quadratur liegt in der hohen Ge-
nauigkeit mit einem Exaktheitsgrad von (2n — 1). Polynome bis zum Grad m = (2n — 1)
konnen somit exakt integriert werden. Daraus folgt fiir die Anwendung der SEM nach
PATERA, dass sowohl die Elementsteifigkeitsmatrix mit m = 2(p — 1), als auch die Ele-
mentmassenmatrix mit m = 2p, exakt berechnet werden kénnen. In der Tab. 3.3 sind die
Integrationsstiitzstellen &; und Integrationsgewichte w; der GL-Quadratur fiir Element-

ordnungen bis p = 3 dargestellt.

Tabelle 3.3: Integrationsstiitzstellen und Integrationsgewichte fiir die (GAUSS-LEGENDRE-
Quadratur im Intervall £ € [0;1] [119].

Ordnung Stiitzstellen Gewichte
p=1 &a=4i-% 6=14+28 wy =3 wy = wi
p=2 &G=1i-¥YF =1+ wu=3% w3 = wy
&=73 wy =5
p=3 & ~0,0604 &=1—6& wy ~0,1739  ws = ws
€92 0,3300 & =1—¢& we ~ 0,3261  wy = wy

Numerische Quadratur nach LOBATTO

Grundsétzlich lauft die numerische Quadratur nach LoBATTO (LOB-Quadratur) analog
zur GAUSS-LEGENDRE-Quadratur ab. Der einzige Unterschied liegt in der Verwendung
unterschiedlicher Stiitzstellen, so werden bei der LOoB-Quadratur die GLL-Stiitzstellen zur
Konstruktion der LAGRANGE-Polynome verwendet. Durch die Integration der LAGRAN-
GE-Polynome iiber das Integrationsintervall konnen wiederum die Integrationsgewichte
bestimmt werden. In der Tab. 3.4 sind die Stiitzstellen und Integrationsgewichte der

LoB-Quadratur fiir Elementordnungen bis p = 3 dargestellt. Die Verwendung der GLL-
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Stiitzstellen hat zur Folge, dass der Exaktheitsgrad der LoB-Quadratur lediglich (2n — 3)
betrdgt. Dadurch kénnen die bei der Berechnung der Massenmatrix vorkommenden Po-
lynome mit dem Grad m = 2p nicht exakt integriert werden. Allerdings ergibt sich bei
der Verwendung der LoB-Quadratur in Kombination mit einer GLL-Verteilung der Ele-

mentknoten der wesentliche Vorteil, dass die Massenmatrix nur auf der Hauptdiagonale

Tabelle 3.4: Integrationsstiitzstellen und Integrationsgewichte fiir die LOBATTO-Quadratur im
Intervall £ € [0;1] [119].

Ordnung Stiitzstellen Gewichte

p=1 &=0 =1 wy =%  wy=uw

p=2 &=0 §3=1 wy =3¢  ws=uw
L=1% wy = 3

p=3 & =0 53:%-1-\1/7)5 wy =3 wy=w
52—%—% §a=1 wy =3 wy=w

mit von Null verschiedenen Werten belegt ist. In der Abb. 3.13 ist der prinzipielle Aufbau
der Systemmassenmatrix der 2D skalaren Wellengleichung 3.2 fiir ein rechteckiges Gebiet
unter Verwendung einer GLL-Knotenverteilung fiir die GL- und die LoB-Quadratur ge-
geniibergestellt. Aufgrund der damit einhergehenden und teilweise enormen Steigerung
der Berechnungseffizienz ist die LoB-Quadratur bei der SEM das am meisten verwende-
te numerische Integrationsverfahren zur Berechnung der Elementmatrizen. Bei Berech-
nungen im Zeitbereich konnen beispielsweise durch die diagonale Massenmatrix explizite
Zeitintegrationsverfahren verwendet werden, wodurch das aufwendige Losen des Glei-
chungssystems fiir jeden Zeitschritt entféllt. Wenngleich die Vorteile bei Berechnungen
im Frequenzbereich etwas geringer ausfallen, ergibt sich auch hier der Vorteil, dass die
Anzahl von Matrizen-Operationen zur Assemblierung der dynamischen Steifigkeitsmatrix

niedriger wird.

(a) GAUSs-LEGENDRE-Quadratur (b) LoBATTO-Quadratur

Abbildung 3.13: Prinzipieller Aufbau der Systemmassenmatrix der 2D skalaren Wellenglei-
chung 3.2 fiir ein rechteckiges Gebiet bei den unterschiedlichen Quadraturverfahren mit einer
GLL-Knotenverteilung.
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Numerische Integration im 2D Fall

Fiir die numerische Berechnung von Doppelintegralen wird zuerst das innere Integral und
anschlieend das duflere Integral mithilfe der GL- oder LoB-Quadratur ausgewertet. Die

Funktion f (&, &) kann somit ndherungsweise mittels

i=1 i=j

1 1
//f (61,&)d&dE ~ > > waw, f (S &) (3.60)
0 0

iiber das Referenzelement integriert werden. Dabei ist n; die Anzahl der Stiitzstellen & ;
in & -Richtung und ny die Anzahl der Stiitzstellen &, ; in &-Richtung. In der Abb. 3.14
sind die Stiitzstellen der GL- und der LoB-Quadratur im 2D Fall am Referenzelement ge-
geniibergestellt. Die Integrationsgewichte w; und w; werden bei der Berechnung iiblicher-
weise zu einem Integrationsgewicht w;; zusammengefasst. Fiir die Quadraturverfahren gilt
im 2D Fall der gleiche Exaktheitsgrad wie im 1D Fall.

8Te T T e e el Y - o= -¢
io o ) o oi + ° ° ° +
i. (] ° (] .i + (] ] ] +
52 io ° ° ° oi §2; o A ~ ;
e_° .o ___° o e ~
&1 S
(a) GAUSS-LEGENDRE-Stiitzstellen (b) LoBATTO-Stiitzstellen

Abbildung 3.14: Vergleich der GL- und der LoB-Stiitzstellen im 2D Fall.

3.4 Beriicksichtigung von fiktiven Berandungen

Die FEM und SEM werden meistens fiir die numerische Simulation von Wellenausbrei-
tungsproblemen in berandeten Gebieten herangezogen. Bei der Behandlung von Wel-
lenausbreitungsproblemen in unberandeten Gebieten bedarf es allerdings meistens einer
Einfiihrung von fiktiven Rédndern im betrachteten unberandeten Gebiet, um die FEM
oder SEM ohne spezielle Unendlich-Elemente (infinite elements) direkt anzuwenden. Die-
se Vorgehensweise verursacht leider zusétzliche Wellenreflexionen an den fiktiven Réndern,
welche in Wirklichkeit gar nicht auftreten. Um bei der numerischen Simulation der Wellen-
ausbreitungsprobleme in unberandeten Gebieten diese physikalisch unsinnigen Wellenre-
flexionen an den fiktiven Réndern zu minimieren, ist die Verwendung von absorbierenden
oder nicht-reflektierenden Réndern zweckméBig.

Bei der SEM nach DOYLE konnen zur Beriicksichtigung der fiktiven Berandungen von Bal-
kenstrukturen die sogenannten Throw-off-Elemente hergeleitet werden. Bei den Throw-

off-Elementen handelt es sich um spektrale Stab- bzw. Balkenelemente mit nur einem
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Knoten. Die Herleitung dieser Elemente basiert auf der Annahme, dass der zweite Kno-
ten im Unendlichen liegt und im Grunde abgeworfen (dt. fir throw-off) wird. Dadurch
leiten die Throw-off-Elemente die Schwingungsenergie als Energieleiter aus dem System
heraus und verhindern somit Reflexionen an den fiktiven Réndern [29].

Bei der FEM und den finiten Differenzenverfahren haben sich in den letzten Jahren die so-
genannten Perfectly Matched Layers® (PMLs) als besonders effizient erwiesen. Die PMLs
stellen eine zusétzliche Schicht an den fiktiven Réndern des Berechnungsgebietes dar, wo-
bei die einfallenden Wellen innerhalb der PMLs allméhlich gedampft werden. Dadurch
besitzen die eventuellen Reflexionen an den freien Réndern der PMLs nur noch sehr
niedrige Amplituden und beeinflussen das Berechnungsergebnis somit kaum nennenswert.
In dieser Arbeit werden die PMLs bei den Transmissionsberechnungen im Rahmen der
SEM nach PATERA verwendet. Im Folgenden werden die beiden Vorgehensweisen zur
Beriicksichtigung von fiktiven Berandungen, beginnend mit den Throw-off-Elementen,
beschrieben.

3.4.1 Throw-off-Elemente

Die Throw-off-Elemente (TO-Elemente) basieren auf der Betrachtung von Elementen mit
einer unendlichen Lange, wodurch Reflexionen am Fernrand z = [ = oo keine Auswirkun-
gen auf die Schwingungen im Nahfeld von dem Knoten bei = 0 haben. Bei der Herleitung
der Throw-off-Elemente werden daher die nach links laufenden Wellen der exakten Losung
beim Aufstellen der Formfunktionen vernachlassigt. Aufgrund der unendlichen Léange der
Throw-off-Elemente kann die Herleitung allerdings nicht iiber die schwache Formulierung
der Wellengleichung erfolgen. Die nachfolgenden Herleitungen der Throw-off-Elemente fiir
den Stab und den EULER-BERNOULLI-Balken aus der Arbeit von DOYLE [29] basieren
auf der Kraft-Verschiebungs-Beziehung.

Throw-off-Element des Stabs
Unter Vernachldssigung der nach links laufenden Welle ergibt sich aus Gl. (3.16) die

allgemeine Losung zu
u(z) = ae e, (3.61)

wobei in diesem Fall die Exponentialfunktion der Formfunktion g7, und der unbekannte

Koeffizient a; der Knotenverschiebung dg r, = u; entspricht. Es gilt somit

u(r) = psroun = e " uy. (3.62)

®Bedeutet ins Deutsche frei iibersetzt ,perfekt angepasste Schicht“. In der Literatur wird allerdings
fast ausschlieflich der englische Begriff verwendet.
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Uber den Zusammenhang zwischen der Normalkraft N (z) und der Dehnung £(z) = /(x)
aus Gl. (2.20) ergibt sich die Knotenkraft V; als

und die spektrale dynamische Steifigkeit des Throw-off-Elements lautet demnach

SS,TO(CU) = EA]]{?L (364)

Throw-off-Element des Balkens nach Theorie II. Ordnung

Analog zum Throw-off-Stabelement werden auch in diesem Fall die nach links laufenden
Wellen nicht beriicksichtigt, sodass aus Gl. (3.33)

w(x) = aje T 4 goeTRheT — egTo(x,w)aB,To (3.65)

folgt, mit

e[B[,To(xjw) _ [e—iknm e—kmr} und apr, = [al a2]T, (366)

Die Knotenverschiebungen und Knotenverdrehungen dIB{ 7, des Throw-off-Balkenelements
konnen mithilfe von Gl. (3.65) durch

T w (0) w1 eIBITo(O’ w) I
dgr, = = = ITERY ap,; 1o = Hp r,\W)ABT0 .
) [_w/(o)] [91 ] [_ (eB7TO) (O’ w)] H ( ) (3 67)

ausgedriickt werden, wobei die Matrix Hg{ 1, durch

1 1
HY = 3.68
B.To(W) [i . ]m] (3.68)

gegeben ist. Das Verschiebungsfeld des spektralen Throw-off-Balkenelements kann nun in

Abhéngigkeit der Knotenverschiebungen dg 7, dber
w(x) = NIB{TD(:E,w)dgTO (3.69)
mit den spektralen Formfunktionen

—1
NgI,To = eéj,To(J:a w) (HgTo) (w) = [(pIBILTo ()DIBIQ,TO:|7
9011911,% = (ik/\le_k”x — kAze_ik“x) (ika — kxo) ", (3.70)

Phare = (6717 — ™M) (ikyy — kyo) ™
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ausgedriickt werden. Aus den Zusammenhédngen zwischen der Verschiebung w(z) und
dem Biegemoment M mit M(x) = —Elw"(z) sowie der Transversalkraft 7" mit T'(z) =
—Elw" (xz) + Sw'(x) folgt fiir die Knotenschnittgdfien M; = —M(0) und T = —T'(0)

T

1

=FkI

(9011911 To)m (0) - S/ (8031 To)/ (0) (901312 To)m (0) - Sl (SOBQ To)l (0)] w1] ‘
(‘PBl To) (‘PBQ To) j th

(3.71)
Die spektrale Throw-off-Balkenelementmatrix nach Theorie II. Ordnung ist folglich gege-
ben durch

SBTo( )

—kxikya (ka1 —ikye)  —ikaikao

St (W)= FEI
Bro() —ikx1kx2 ik + kxo

(3.72)

3.4.2 Perfectly Matched Layers (PMLs)

Die erste PML-Formulierung geht auf die Arbeit von BERENGER [11] zuriick, wobei die
PMLs zur Beriicksichtigung von fiktiven Berandungen bei der Simulation von elektro-
magnetischen Wellen fiir die MAXWELL-Gleichungen hergeleitet wurden. Bei der PML-
Formulierung von BERENGER handelt es sich um eine sogenannte split-field (dt.: Feldzer-
legung) PML-Formulierung, bei der das physikalische Feld, in diesem Fall das elektroma-
gnetische Feld, in zwei unphysikalische Felder innerhalb der PML-Domaéne zerlegt wird.
Spéter haben sich allerdings die einachsialen PMLs bzw. UPMLs (engl.: uniazial PMLs)
durchgesetzt, bei denen die PMLs auf Basis der jeweiligen physikalischen Wellengleichung
und einem kiinstlichen anisotropen absorbierenden Material formuliert werden [126]. Die
Arbeiten von CHEW und WEEDON [19], sowie TEIXEIRA und CHEW [142] zeigten, dass
sowohl die split-field PMLs als auch die UPMLs iiber eine analytische Erweiterung der je-
weiligen Wellengleichung in den komplexen Koordinatenraum hergeleitet werden konnen.
Die Transformation der Wellengleichung in den komplexen Koordinatenraum kann mit-

hilfe
0 1 0

oz AMz)ow

erfolgen, wobei A(z) die komplexe Koordinaten-Streckungsfunktion (engl.: coordinate-

(3.73)

stretching function) ist. Fiir die Wahl der Streckungsfunktion und der zugehérigen Pa-
rameter existieren verschiedene Ansitze, wobei die am weitesten verbreiteten Ansitze
in der Arbeit von FONTARA et al. [37] gegeniibergestellt sind. In dieser Arbeit wird die

frequenzabhéngige Streckungsfunktion

O it e = Y und F@) = fo <£)m (3.74)

%) Cs

Mzx) =1+ f(z) —
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fiir PML-Formulierungen im Frequenzbereich verwendet. Dabei ist cg die Wellengeschwin-
digkeit, b die charakteristische Breite, w die Kreisfrequenz, L, die Dicke der jeweiligen
PML-Schicht, f; ein PML-Parameter zur Kontrolle des Absorptionsgrades und m ein
PML-Parameter zur Beeinflussung der Streckungsrate. Mithilfe von Gl. (3.74) ergibt sich
die gestreckte Koordinate  in der PML-Schicht als

T = \Nz)x, (3.75)

wobei die Streckungsfunktion A(z) aus Gl. (3.74) hauptséchlich durch die Funktion f(z)
beeinflusst wird. Zur Veranschaulichung ist in der Abb. 3.15 die Funktion f(x) fiir ver-
schiedene Polynomgrade m und in Abhéngigkeit der Dicke L, der PML-Schicht sowie des
Parameters f; dargestellt. Basierend auf der Arbeit von FONTARA et al. [37] werden in
dieser Arbeit die PML-Parameter als fo = 10 und m = 1 gewéhlt. Aulerdem wird die
charakteristische Breite b, die in der Arbeit von FONTARA der halben Fundamentbreite
entspricht, vereinfachend zu b = 1 m gesetzt. Eine Vielzahl von Untersuchungen hat ge-
zeigt, dass mit den PML-Parametern nach FONTARA et al. [37] eine effektive Reduzierung
der Reflexionen an den fiktiven Réndern des Berechnungsgebietes bei Transmissionsbe-
rechnungen mit der SEM nach PATERA erzielt werden kann. Allerdings bewiesen KAUSEL
und DE OLIVEIRA BARBOSA [64], dass die Streckungsfunktion eine reine mathematische
Konstruktion ohne physikalischen Hintergrund ist und somit auch keine allgemeingiiltige
Regel zur optimalen Wahl der PML-Parameter existiert.

_ Physikalisches Berechnungsgebiet ., PMIL-Schicht _,
< 1

f(x) fiir"m =1
f(x) fir m =2
f(x) fiir m =3

Xy

fo

>

~—r

Abbildung 3.15: Funktionen f(x) fiir verschiedene Polynomgrade.

Die Implementierung der PMLs in der SEM nach PATERA verlduft analog zur FEM, wobei
die Formulierung der PML-Elementmatrizen direkt iiber eine komplexe Koordinatenstre-
ckung oder alternativ iiber eine dquivalente Modifikation der Materialparameter erfolgen
kann. Bei einer Beriicksichtigung iiber die Modifikation der Materialparameter kénnen die

Elementsteifigkeitsmatrix KM und die Elementmassenmatrix M fiir den ESZ iiber

KOME — / AAoB DB det(J)dA, MEME — ) / MANTNdet(J)dA  (3.76)

Qg Qg
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berechnet werden, wobei \; die Streckungsfunktion fiir die globale z-Richtung und A, die
Streckungsfunktion fiir die globale y-Richtung ist. Bei dem Matrizen-Differentialoperator
V zur Bestimmung der Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix B miissen die partiellen Ablei-
tungen nach den physikalischen Koordinaten mit dem Kehrwert der jeweils zugehorigen

Streckungsfunktion multipliziert werden. Dementsprechend folgt fiir den ESZ

1 0 0 1 0

B VpuN, Vi = | 1% A0y | (3.77)
, 1o 19
)\2 8y )\1 8[E

wobei fiir die Unterscheidung zu der Ableitungsmatrix B der physikalischen Elemente fiir
die Ableitungsmatrix der PML-Elemente die Schreibweise B verwendet wird. Die Stre-
ckungsfunktionen A\; und A, und damit auch die Ableitungsmatrix B, sind im globalen
Koordinatensystem des Berechnungsgebiets definiert. Dadurch sind die Elementsteifigkeits-
und Elementmassenmatrizen eines PML-Elements, im Gegensatz zu den Elementmatrizen
eines physikalischen Elements im Berechnungsgebiet, abhéngig von den absoluten Posi-

tionen der Elementknoten im globalen Koordinatensystem.

Das grundsétzliche Prinzip der PMLs wird im Folgenden fiir den 1D Fall demonstriert
und zudem werden Besonderheiten im Zusammenhang mit phononischen Strukturen auf-
gezeigt. Dabei sei darauf hingewiesen, dass die Dicke der PML-Schicht normalerweise
deutlich geringer als die Breite des Berechnungsgebiets ist. Aus Griinden der Anschau-
lichkeit ist die Dicke der PML-Schicht aber nachfolgend dicker als die Breite des physi-
kalischen Berechnungsgebiets. In der Abb. 3.16 ist dazu zunéchst die Ausbreitung einer
skalaren Welle der Form e*# mit k = 27 dargestellt. Die Abb. 3.16a zeigt die gestreckte -
Koordinate, wobei der Imaginérteil im ganzen abgebildeten Definitionsbereich gleich Null
ist und der Realteil der realen Koordinate = entspricht. Folglich liegt in diesem Beispiel
keine Koordinatenstreckung vor und die Welle breitet sich, wie in der Abb. 3.16b ersicht-

lich ist, ohne Dampfung aus. Liegt am rechten Rand eine spannungsfreie Randbedingung

10 (b) 1
£3
& 8
0 -1 .
0 2 4 6 8 10
z [m]

Abbildung 3.16: (a) Komplexe x — Z-Ebene. (b) Ausbreitung einer skalaren Welle der Form
e'#* mit k = 27 entlang der realen x-Achse.
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vor, dann treten entsprechend Reflexionen an diesem Rand auf. Mithilfe von PMLs- bzw.
einer Koordinatenstreckung kénnen die Amplituden am freien Rand, wie in der Abb.
3.17 veranschaulicht, stark reduziert und damit der Einfluss von Reflexionen minimiert
werden. Dazu wird der Imaginérteil der Streckungssfunktion ab = > 4, wie in der Abb.
3.17a dargestellt, linear gesteigert. Somit befindet sich links von x = 4 das physikalische
Berechnungsgebiet und rechts von x = 4 die PML-Schicht. Aulerhalb der PML-Schicht
gilt £ = x. Aus dem zugehorigen Verlauf der Welle entlang der realen z-Achse in der
Abb. 3.17b wird deutlich, dass die Welle innerhalb der PML-Schicht graduell gedampft
wird und am rechten Rand nur noch eine sehr geringe Amplitude aufweist. Eine nach
links laufende reflektierte Welle wiirde wiederum weiter gedampft, sodass die Amplitude
der reflektierten Welle beim Eintritt ins physikalische Berechnungsgebiet noch geringer

ausfallt.

2 (b) 1

Abbildung 3.17: (a) Komplexe x — Z—Ebene mit linear steigendem Imaginérteil ab = > 4.
(b) Ausbreitung einer skalaren Welle der Form e*# mit k = 27 entlang der realen 2-Achse.

Phononische Strukturen weisen die Besonderheit auf, dass innerhalb der Bandliicken eva-
neszente Wellen mit einem komplexen oder rein imagindren Wellenvektor auftreten. Der
imagindre Wellenvektor wirkt sich, wie in der Abb. 3.18 veranschaulicht, erheblich auf
das Wellenausbreitungsverhalten innerhalb der PML-Schicht aus. Wahrend die Welle mit
einer Wellenzahl k£ = 0, 027i aulerhalb der PML-Schicht langsam abklingt, tritt innerhalb

800 (b) 1
600 7 =
£ g

400 § = 0
200 5 &

10 1

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
z [m] z [m]

Abbildung 3.18: (a) Komplexe x — —Ebene mit linear steigendem Imaginirteil ab « > 4. (b)
Ausbreitung einer evaneszenten skalaren Welle der Form e*# mit k = 0,027i entlang der realen
x-Achse.
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der PML-Schicht ein stark oszillierendes Verhalten auf und die Welle klingt weiterhin
nur langsam ab. Der Imaginérteil der Streckungssfunktion hat bei Wellen mit einem ima-
gindren Wellenvektor keinen Einfluss auf das Abklingverhalten, stattdessen wird durch
die Steigung 0¥(x)/0R(x) die Frequenz der Oszillationen innerhalb der PMI-Schicht
beeinflusst. Dabei nimmt die Frequenz mit zunehmender Steigung proportional zu. Da-
mit auch evaneszente Wellen innerhalb der PML-Schicht stéarker geddmpft werden, ist eine
zusitzliche Streckung des Realteils der jeweiligen Koordinate mittels der Streckungssfunk-
tion erforderlich. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit die Streckungssfunktion nach
Gl (3.74), bei der iiber den mittleren Term auch der Realteil der Koordinate mit f(z)
gestreckt wird, verwendet. In der Abb. 3.19 ist veranschaulicht, wie sich die zusétzliche
Streckung des Realteils auf die Ausbreitung der Welle mit &£ = 0, 0271 auswirkt. Dabei
wird der Realteil, wie in Abb. 3.19a dargestellt, ab x > 4 mit dem Faktor 4 gestreckt. Im
Vergleich zu der Abb. 3.18b wird aus der Abb. 3.19b deutlich, dass nun auch die evanes-
zente Welle innerhalb der PML-Schicht stirker geddmpft wird und am rechten Rand nur

noch eine niedrige Amplitude aufweist.

Abbildung 3.19: (a) Komplexe x — #—Ebene mit linear steigendem Imaginérteil ab z > 4 und
zusiitzlicher Streckung des Realteils. (b) Ausbreitung einer evaneszenten Welle der Form eiF®
mit k = 0,0271 entlang der realen z-Achse.

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass bei Metamaterialien mit einem negativen Bre-
chungsindex die sogenannten ,, backward-wave-Losungen®, also riickwérts laufende Wellen,
bei denen Gruppen- und Phasengeschwindigkeiten entgegengesetzt sind, auftreten kénnen.
Bei diesen Materialien und Strukturen weist der Wellenvektor in bestimmten Frequenzbe-
reichen ein negatives Vorzeichen auf. Das hat zur Folge, dass die Amplituden der Wellen
innerhalb der PML-Schicht exponentiell zunehmen anstatt abzuklingen. Ist der betreffen-
de Frequenzbereich bekannt, dann kann die PML-Formulierung fiir diesen Frequenzbereich
angepasst werden. Allerdings versagt die PML-Formulierung vollstdndig, wenn bei einer
Frequenz gleichzeitig vorwérts und riickwérts laufende Wellen auftreten [23]. Ein weiteres
Problem ergibt sich, wenn die PML-Schicht mit einer periodischen Struktur, wie in der
Abb. 3.20 veranschaulicht, iiberlappt. Da die PML-Formulierung auf einer analytischen

Erweiterung der jeweiligen Wellengleichung in den komplexen Koordinatenraum basiert,
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miissen auch die Materialparameter senkrecht zum Rand durch eine analytische Funktion
beschrieben werden koénnen. Diese Voraussetzung ist jedoch bei phononischen Struktu-
ren nicht gegeben, sodass unter Umstédnden Reflexionen an den Grenzschichten auftreten
konnen [112].

PML,, Q00O . PML, |PML,,
PML, ©00060 PML,

00000
y,xtMny Q00O O rw, rw,

T, Ty

Uberlappung

Abbildung 3.20: Uberlappung von PMLs mit einer periodischen Struktur. Die Indizes x,y und
zy geben jeweils die Richtungen der Koordinatenstreckung fiir die PMLs an.
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4 Analyse von 2D schlanken phononischen
Zick-Zack-Gitterstrukturen

In diesem Kapitel wird zunédchst die Bestimmung der Dispersionskurven und der Wellen-
transmission von phononischen Gitterstrukturen mithilfe der SEM nach DOYLE erlautert.
Dabei werden insbesondere die Vor- und Nachteile im Vergleich zu einer FEM-Berechnung
aufgezeigt. Anschliefend erfolgen umfangreiche Untersuchungen zur Beeinflussung des

Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

4.1 Beschreibung der Problemstellung

Gitterstrukturen weisen im Vergleich zu herkémmlichen Strukturen ein vergleichsweise ge-
ringes Eigengewicht bei einer gleichzeitig hohen Tragfiahigkeit auf und erfreuen sich insbe-
sondere im Leichtbau einer hohen Beliebtheit [143]. Die zunehmende Beliebtheit ist nicht
zuletzt auch neuen Fertigungstechniken zu verdanken, wie beispielsweise der additiven Fer-
tigung (3D Druck), wodurch 3D Gitterstrukturen, wie die in der Abb. 4.1a dargestellte 3D
Sandwich-Gitterstruktur, einfach gefertigt werden kénnen. Wahrend bereits umfangreiche
Literatur zu den statischen Eigenschaften von Gitterstrukturen existiert, ist iiber die dyna-
mischen Eigenschaften noch verhéltnisméaBig wenig bekannt [138]. Periodische Gitterstruk-
turen kénnen analog zu phononischen Kristallen Bandliicken aufweisen und werden in
diesem Zusammenhang auch als phononische Gitterstrukturen bezeichnet. Die Wellenaus-
breitungseigenschaften von phononischen Gitterstrukturen wurden bereits in einigen Ar-
beiten untersucht und die Existenz von Bandliicken wurde auch experimentell nachgewie-
sen [92,171]. Beispielsweise entwickelten MATLACK et al. [92] eine 3D phononische Gitter-

(a) | (b)

Abbildung 4.1: (a) 3D Sandwich-Gitterstruktur. (b) Schwingungsddmpfende Gitterstruk-
tur in einer Rakete (Zukunftsvision), Grafik: 3Dsculptor/Shutterstock/JuNG-CHEW Tse, ETH
Ziirich.
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struktur, die durch eine Kombination des BRAGG-Mechanismus und der lokalen Reso-
nanz sehr breite Bandliicken im niedrigen Frequenzbereich aufweist. Durch das gleich-
zeitig geringe Eigengewicht konnten derartige Strukturen in der Zukunft zur Schwin-
gungsdampfung in der Luft- und Raumfahrt, wie in der Abb. 4.1b veranschaulicht, oder
dghnlichen Anwendungsgebieten bei denen ein geringes Eigengewicht ein wichtiges Krite-

rium ist, verwendet werden.

In den meisten Arbeiten zu phononischen Gitterstrukturen werden Strukturen mit einfa-
chen Geometrien untersucht, wobei die Bandliicken insbesondere durch die Verwendung
von unterschiedlichen Materialien oder zusétzlichen Resonatoren erzielt werden. Fine der
ersten und bekanntesten Arbeiten stammt von MARTINSSON und MOVCHAN [89], die
unter Anderem ein quadratisches Gitter aus Balkenelementen mit der in der Abb. 4.2a
dargestellten Einheitszelle untersuchten und zeigten, dass bei Verwendung von konstanten
Material- und Querschnittseigenschaften keine Bandliicken auftreten. Wird hingegen fiir
den linken und den oberen Balken ein Material mit einem Viertel der Dichte der iibrigen
Balken verwendet, dann ergeben sich mehrere komplette Bandliicken [89]. Bei anderen
Gittertopologien konnen auch bei homogenen Material- und Querschnittseigenschaften
komplette Bandliicken erzielt werden. In der Arbeit von PHANI et al. [138] wurden die
dynamischen Eigenschaften einer hexagonalen Wabenstruktur, eines KAGOME-Gitters,
einer dreieckférmigen Wabenstruktur und eines quadratischen Gitters untersucht. Die
Autoren zeigten, dass bei einem ausreichend grofien Schlankheitsgrad in der hexagona-
len und der dreickférmigen Wabenenstruktur komplette Bandliicken entstehen. Dabei ist
der Schlankheitsgrad ein Maf fiir das Verhéltnis zwischen der Dicke und der Lénge der
Zellwinde. Das KAGOME-Gitter und das quadratische Gitter wiesen hingegen unabhéngig
vom betrachteten Schlankheitsgrad keine kompletten Bandliicken auf.

Weitere mogliche Gittertopologien, bei denen auch bei homogenen Material- und Quer-

schnittseigenschaften Bandliicken erzielt werden konnen, stellen die Zick-Zack-Gitter-

strukturen und die sinusférmigen Gitterstrukturen dar. In der Abb. 4.2b ist beispielhaft

-

(a) (b) (c)

-

[

Abbildung 4.2: Einheitszellen von einer (a) periodischen quadratischen Gitterstruktur, (b)
periodischen Zick-Zack-Gitterstruktur und (c) periodischen sinusférmigen Gitterstruktur.
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die Einheitszelle einer Zick-Zack-Gitterstruktur und in der Abb. 4.2¢ die Einheitszelle
einer sinusformigen Gitterstruktur dargestellt. In den Arbeiten von SMITH et al. [136]
und GASPAR et al. [39] wurden die statischen Eigenschaften, insbesondere das auxeti-
sche Verhalten, von Zick-Zack-Gitterstrukturen untersucht. Die Wellenausbreitungseigen-
schaften von Zick-Zack-Gitterstrukturen wurden erstmals in den Arbeiten von WANG et
al. [158,159] untersucht und die Existenz von kompletten Bandliicken wurde bewiesen.
Dabei analysierten die Autoren in [158] die in der Abb. 4.3 dargestellten verschiedenen
Zick-Zack-Gittergeometrien und zeigten, dass beim 2D antimetrischen Zick-Zack-Gitter
mit der in der Abb. 4.3b dargestellten Einheitszelle die niedrigsten Bandliicken erzielt
werden konnen. Das untersuchte 2D symmetrische Zick-Zack-Gitter mit der in der Abb.
4.3d dargestellten Einheitszelle weist hingegen im hoheren Frequenzbereich eine breitere
komplette Bandliicke auf. Die 1D Zick-Zack-Gitter mit den zugehérigen Einheitszellen in
den Abbn. 4.3a und 4.3c weisen nur richtungsabhéngige und im symmetrischen Fall eine
sehr schmale komplette Bandliicke auf. Anhand des 2D antimetrischen Zick-Zack-Gitters
untersuchten die Autoren beispielhaft auch die Einfliisse des geometrischen Parameters
W, des Fiillfaktors f, der Armlénge [/2 sowie der Knickabstinde 2b auf die Entstehung
von Bandliicken. AuBerdem untersuchten die Autoren in [159] das Schwingungsverhalten
senkrecht zur Gitterebene und zeigten, dass auch in diesem Fall breite Bandliicken erzielt
werden konnen, wenn die Auslenkung W ebenfalls senkrecht zur Gitterebene angeord-
net wird. Danach zeigten ZHAO und WANG [177], dass Zick-Zack-Gitter einen negativen
Brechungsindex aufweisen konnen, wobei die Zick-Zack-Arme der untersuchten Struktur
mittig an einen Kreisring angeschlossen sind. Schliefilich lieferten YANG et al. [173] auch
den experimentellen Nachweis von Bandliicken in Zick-Zack-Gitterstrukturen.

Insgesamt ist iiber die Einflussfaktoren auf das Wellenausbreitungsverhalten in Zick-Zack-
Gitterstrukturen noch sehr wenig bekannt. Aus diesem Grund werden in diesem Kapitel
umfangreiche Parameterstudien zur Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens in
Zick-Zack-Gittern durchgefiihrt. Dabei werden neben den Einfliissen der geometrischen
Parameter auch die Einfliisse der Steifigkeitsverhéltnisse der Zick-Zack-Arme, der dis-

kreten Massen, sowie der geometrischen Nichtlinearitdt untersucht. Auflerdem wird mit
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Abbildung 4.3: Die verschiedenen Zick-Zack-Einheitszellen aus [158]: (a) 1D antimetrisch, (b)
2D antimetrisch, (¢) 1D symmetrisch und (d) 2D symmetrisch.
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dem in dieser Arbeit entwickelten Programm auf Basis der SEM nach DOYLE ein effizi-
entes Werkzeug zur Berechnung der Wellenausbreitungseigenschaften bereitgestellt. Die
bisherigen Arbeiten verwendeten zur Berechnung der Wellenausbreitungseigenschaften
der Zick-Zack-Gitterstrukturen das kommerzielle FEM-Programm CoMSOL MUTLIPHY-
sics mit 2D Elementen und einer entsprechend hohen Anzahl von Freiheitsgraden im
Vergleich zu einer Modellierung mit 1D Balkenelementen. Vermutlich erfolgte die Mo-
dellierung mit 2D Elementen, da die periodischen BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen
fiir 1D Balkenelemente zum Zeitpunkt der Anfertigung dieser Arbeit nicht in CoMsOL
MuTLIPHYSICS, und nach bestem Wissen des Autors auch nicht in anderen kommerziellen

FEM-Programmen, implementiert sind.

Neben den Zick-Zack-Gitterstrukturen konnen auch bei sinusférmigen Gitterstrukturen
komplette Bandliicken auftreten [103]. Bei letzteren weisen die Arme der Einheitszel-
le, wie in der Abb. 4.2¢ dargestellt, keinen diskreten Knick sondern eine kontinuierliche
Kriimmung auf. Allerdings ergeben sich bei gleichen Material- und Querschnittseigen-
schaften, sowie bei der gleichen Gitterkonstante [ und gleichem geometrischen Parameter
W in beiden Féllen vergleichbare Wellenausbreitungseigenschaften. In der Abb. 4.4 ist
die Entstehung der Bandliicken in Abhéngigkeit des Parameters W fiir eine sinusférmige
Einheitszelle nach Abb. 4.2c und eine Zick-Zack-Einheitszelle nach 4.2b gegeniibergestellt.
Dabei betrigt die Gitterkonstante [ = 100 mm und die Querschnittseigenschaften sind
A = 15mm? sowie [, = 10 mm*. Die Materialparameter werden gewéhlt als £ = 30 GPa
und p = 3000 kg/ m®. Aus der Abb. 4.4 wird deutlich, dass die Entstehung der ersten und
zweiten Bandliicke in Abhéngigkeit des Parameters W bei beiden Gittervarianten dhnlich
erfolgt. Insbesondere bei der ersten Bandliicke gibt es keinen nennenswerten Unterschied

zwischen den beiden Gittervarianten. Allerdings ergibt sich beim Zick-Zack-Gitter eine
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Abbildung 4.4: Entstehung von Bandliicken in Abhéngigkeit des geometrischen Parameters
W fur sinusformige und Zick-Zack-Gitter [103].
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breitere zweite Bandliicke, die jedoch im Vergleich zum sinusféormigen Gitter erst bei ei-
nem hoheren Wert von W entsteht. Ab der dritten Bandliicke zeigt sich ein deutlicher
Unterschied zwischen den beiden Gittervarianten. Insgesamt ergibt sich im niedrigeren
Frequenzbereich aufgrund der breiteren zweiten Bandliicke ein etwas vorteilhafteres Ver-
halten bei dem Zick-Zack-Gitter. Aus diesem Grund wird sich bei der Analyse der ver-
schiedenen Einflussfaktoren auf die Entstehung von Bandliicken in diesem Kapitel nur auf

die Zick-Zack-Gitterstrukturen konzentriert.

4.2 Bestimmung der Dispersionskurven

4.2.1 Einheitszelle und periodische Randbedingungen

Die Berechnung der Dispersionskurven erfolgt, wie im Abschnitt 2.2 beschrieben, anhand
einer Einheitszelle mit periodischen BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen. In der Abb.
4.5a ist beispielhaft die Einheitszelle eines phononischen Zick-Zack-Gitters mit einer Dis-
kretisierung in 8 spektrale Elemente und 9 Knoten dargestellt. Aufgrund der exakten
Elementmatrizen bei der SEM nach DOYLE ist die Diskretisierung einer Gitterstruktur in
mehrere Elemente nur bei geometrischen Unstetigkeiten, wie beispielsweise an den Knicks-
tellen des Zick-Zack-Gitters, und bei Querschnitts- und Materialinderungen erforderlich.
Fiir den Einbau der BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen in das SE-Gleichungssystem
miissen Eingangs- und Ausgangsknoten definiert werden. Bei der Einheitszelle aus der
Abb. 4.5a kénnen die Knoten 1 und 6 als Eingangsknoten und die Knoten 5 und 9 als
Ausgangsknoten festgelegt werden. Fiir die Eingangs- und Ausgangsknoten gelten dann
die folgenden periodischen BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen
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Abbildung 4.5: (a) Einheitszelle eines phononischen Zick-Zack-Gitters mit einer Diskretisie-
rung in 8 Elemente und 9 Knoten. (b) Zugehorige erste irreduzible BRILLOUIN-Zone V.
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wobei u; die Vektoren der Knotenverschiebungen sind. Die Ausbreitungskonstanten A\, =
exp (ik,l;) und A, = exp (ik,l2) ergeben sich in Abhéngigkeit der Wellenzahlen k, in -
Richtung und k, in y-Richtung. Die Freiheitsgrade der internen Knoten 2 — 4, 7 und 8
konnen mittels der GuyAaN-Kondensation [44] aus dem Gleichungssystem eliminiert wer-
den. Dies ist insbesondere bei der Berechnung der komplexen Dispersionskurven sinnvoll,
da die Grofle des Gleichungssystems einen exponentiellen Einfluss auf die Berechnungs-
zeit hat. Allerdings hat die Knotenkondensation den Nachteil, dass aufgrund der fehlenden
Informationen zu den internen Knotendeformationen nicht die vollstdndigen Eigenmoden
ermittelt werden konnen. Fiir das kondensierte SE-Gleichungssystem kénnen die Rand-

bedingungen mittels

Sg,k‘ond<wa >\xa )\y) = Agsg,kond(w)AR (42)

eingebaut werden, wobei S, yona(w) die kondensierte globale spektrale Systemsteifigkeits-

matrix ist und

I 0 I o
AL AT 0
Ap= |7 A= | . 4.3
R 0 I r 0 I (43)
0 AT 0 A

Die Groflen der Einheitsmatrix I und der Nullmatrix 0 héngen dabei von der Anzahl der
Knotenfreiheitsgraden ab und haben im vorliegenden Fall jeweils die Gréfle 3 x 3.
Die Dispersionskurven der Einheitszelle konnen nun durch die Losung des Eigenwertpro-
blems

det (Sykond (@, Aes Ay) ) = 0 (4.4)

bestimmt werden. Dabei kann das Eigenwertproblem entweder nach der Eigenkreisfre-
quenz w oder nach den Ausbreitungskonstanten A\, und ), aufgelost werden. Im ersten
Fall bleibt die Eigenkreisfrequenz unbekannt und das Eigenwertproblem muss fiir gegebene
Wellenzahlen k, und k, (und damit A\, und A, ) in der ersten BRILLOUIN-Zone, dargestellt
in der Abb. 4.5b, gelost werden. Dabei ist es ausreichend den Wellenvektor k = (k, k)"
entlang der Kanten der ersten irreduziblen BRILLOUIN-Zone (IBZ) W, die durch die hohen
Symmetriepunkte I', X und M aufgespannt wird, zu variieren. Allerdings ergibt sich bei
der SEM nach DOYLE dabei eine transzendente charakteristische Gleichung, die im Allge-
meinen sehr aufwendig zu l6sen ist. Im zweiten Fall wird das Eigenwertproblem nach den
Ausbreitungskonstanten A, und A, fiir gegebene diskrete Kreisfrequenzen w, aufgelost.
Dadurch konnen die Wellenzahlen komplexe Werte annehmen, die wertvolle Informatio-
nen iiber das evaneszente Verhalten der BLOCH-Wellen liefern. In diesem Fall kann die
IBZ verwendet werden, um eine Beziehung zwischen A, und A, vorzugeben. Dadurch er-
gibt sich in der I'—X-Richtung sowie in der X—M-Richtung ein quadratisches und in der
M—T"-Richtung ein quartisches Eigenwertproblem.
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4.2.2 Losung des Eigenwertproblems

Die Vorgehensweisen zur Losung der oben beschriebenen Eigenwertprobleme unterschei-
den sich sehr deutlich und werden daher nachfolgend ausfiihrlich erlautert. Aulerdem
werden die wesentlichen Vor- und Nachteile im Vergleich zu einer FEM-Berechnung auf-
gezeigt. Dabei basieren die nachfolgenden Untersuchungen auf der Einheitszelle aus der
Abb. 4.5a mit den Abmessungen [ = [; = [, = 100 mm, einem konstanten quadratischen
Querschnitt aus Aluminium mit den Seitenldngen ¢ = 2 mm und einer maximalen Auslen-
kung der Zick-Zack-Arme von W = 10 mm. Auflerdem beschrénken sich die nachfolgenden
Untersuchungen auf die Theorie I. Ordnung (Stabkraft S = 0). In der Tab. 4.1 sind die

Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften ausfiihrlich aufgelistet.

Tabelle 4.1: Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften der Einheitszelle in der Abb.

4.5a.
ll = lg bl = bg W A I B P S
[mm)] [mm] [mm] [mm?| [mm*] [GPa) [kg/ m3] [N]
100 25 10 4 1,33 70 2700 0

Losung der transzendenten Eigenwertgleichung

Die zuvor beschriebene erste Moglichkeit zur Formulierung des Eigenwertproblems liefert
die konventionellen Dispersionskurven w(k). In diesem Fall sind die Kreisfrequenzen w;
die zu ermittelnden Eigenwerte, wobei jedoch die spektrale Steifigkeitsmatrix S,(w) aus
transzendenten Funktionen in Abhéngigkeit der Kreisfrequenz w besteht. Somit erhélt

man, bei vorgegebenen Ausbreitungskonstanten A\, und \,, mit

det (gg(w)) =0 (4.5)

eine transzendente Eigenwertgleichung. Die vielen bekannten Algorithmen bzw. Verfahren
zur Losung von linearen oder auch quadratischen Eigenwertproblemen kénnen in diesem
Fall nicht verwendet werden. Es besteht aber die Moglichkeit, die Kreisfrequenz w in
kleinen Schritten zu variieren, fiir jeden Schritt die Determinante der spektralen Stei-
figkeitsmatrix zu berechnen, und dann iterativ nach den diskreten Kreisfrequenzen w;
zu suchen, fiir die die Determinante geméafl Gl. (4.5) verschwindet [80]. Dabei kénnen
im Allgemeinen manche Eigenfrequenzen ,iibersehen“ werden, insbesondere dann, wenn
zwei Eigenfrequenzen sehr nah beieinander liegen. Abhilfe bietet hier die Verwendung
des WITTRICK-WILLIAMS-Algorithmus [165], mit dem sichergestellt werden kann, dass
sdmtliche Eigenfrequenzen in einem vorgegebenen Intervall bestimmt werden kénnen.

In der Abb. 4.6a sind die aus der transzendenten Eigenwertgleichung ermittelten re-
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ellen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-,
Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 dargestellt. Allerdings ist der
Aufwand zur Berechnung der reellen Dispersionskurven bei der SEM nach DOYLE auf-
grund der zu losenden transzendenten Eigenwertgleichung im Vergleich zur FEM er-
heblich héher. Bei der FEM muss lediglich eine lineare Eigenwertgleichung der Form
(K, — w*M,) a = 0 gelost werden, wobei K, die globale Systemsteifigkeitsmatrix, M, die
globale Systemmassenmatrix und a der zur jeweiligen Eigenfrequenz zugehorige Eigen-
vektor ist. Ein Effizienzvergleich zwischen der SEM nach DOYLE und der FEM fiir die
Bestimmung der reellen Dispersionskurven kann durch die Auswertung der numerischen
Fehler fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden und den zugehoérigen Berechnungs-
zeiten erfolgen. Der Fehler einer numerischen Ndherungslosung f'“" bezogen auf eine
Referenzlosung f7¢/ kann im Allgemeinen mithilfe der relativen ly-Norm beschrieben wer-

den, wobei der Fehler e, fiir eine Anzahl von n = 1,2,.., N Losungswerten durch

5 (- 5)
€9 = = — 100 (4.6)
()

n=1

bestimmt ist. In der Abb. 4.6b sind die maximalen eo-Fehler der FEM-Berechnungen fiir

verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Dabei ergibt sich der maximale

go-Fehler aus dem Maximum der fiir jedes Band ¢ = 1...10 der reellen Dispersions-
(@), ) |0 (c) .
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Abbildung 4.6: (a) Mittels der SEM berechnete reelle Dispersionskurven fiir die Einheitszelle
aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1.
(b) Maximale Fehler bei einer Berechnung der ersten 10 Biander mittels FEM fiir verschiedene
Diskretisierungen. (c) Berechnungszeiten der FEM fiir verschiedene Diskretisierungen, sowie
Berechnungszeit der SEM.

Seite 79



Analyse von 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

kurven ermittelten Fehler e;;. Als Referenzlosung zur Berechnung der e, ;-Fehler dient,
aufgrund der exakten dynamischen Steifigkeitsmatrix und damit verbundenen quasi exak-
ten Losung, eine SEM-Berechnung. Die SEM-Losung kann lediglich durch die numerische
Berechnung der Eigenwerte mit Fehlern behaftet sein. In diesem Fall erfolgt die Berech-
nung mithilfe der Funktion fzero in MATLAB, die eine Abbruchtoleranz zwischen zwei auf-
einander folgenden Iterationsschritten von 2, 2204e—16 aufweist und somit eine sehr hohe
Genauigkeit der berechneten Eigenwerte gewéhrleistet. Die Anzahl von Losungswerten pro
Band entspricht der untersuchten Anzahl von diskreten Wellenvektoren auf den Randern
der IBZ und betrégt in diesem Fall N = 35. Die Abb. 4.6b zeigt, dass der maximale Fehler
der FEM-Berechnungen mit steigender Anzahl an Freiheitsgraden sehr schnell abnimmt
und sich asymptotisch der SEM-Losung ndhert. Aulerdem kann fiir den betrachteten
Frequenzbereich selbst mit einer groben Diskretisierung und einer entsprechend geringen

Anzahl von Freiheitsgraden eine hohe Genauigkeit mittels der FEM erreicht werden.

In der Abb. 4.6¢ sind die zugehorigen Berechnungszeiten zur Ermittlung der reellen Di-
spersionskurven aus der Abb. 4.6a fiir die FEM-Berechnungen mit unterschiedlichen An-
zahlen von Freiheitsgraden, sowie die Berechnungszeit mittels SEM fiir Np,r = 21 Frei-
heitsgrade dargestellt. Erwartungsgeméf sind die Berechnungszeiten bei der FEM, selbst
bei einer sehr groflen Anzahl von Freiheitsgraden, deutlich geringer als die Berechnungs-
zeit der SEM von etwa 253s. Die Berechnungen wurden dabei ohne die Kondensierung
der Systemsteifigkeits- und Massenmatrix durchgefiihrt. Unter Verwendung der Konden-
sierung fallen die Berechnungszeiten der FEM noch geringer im Vergleich zur SEM aus.
Zusammenfassend ist die SEM nach DOYLE fiir die Berechnung der reellen Dispersions-
kurven nur bedingt geeignet und weist erst in hohen Frequenzbereichen einen Vorteil
gegeniiber der FEM auf. Allerdings eignet sich die SEM aufgrund der sehr hohen Genau-
igkeit im Allgemeinen besonders gut als Referenzlosung zur Beurteilung der Genauigkeit
von anderen numerischen Verfahren, wie beispielsweise der FEM oder den finiten Diffe-

renzenverfahren.

Losung der quadratischen/quartischen Eigenwertgleichung

Die zweite Moglichkeit zur Formulierung des Eigenwertproblems liefert die komplexen Di-
spersionskurven k(w). In diesem Fall werden die diskreten Kreisfrequenzen w, vorgegeben
und es wird nach den Ausbreitungskonstanten A, und A, gesucht. Dabei kann die erste
IBZ verwendet werden, um eine Beziehung zwischen A\, und A, zu erhalten. In der I'-X-
Richtung ist der Wellenvektor parallel zur k,-Achse und die Ausbreitungskonstante in der
y-Richtung betragt A\, = 1. Analog ist der Wellenvektor in der X—M-Richtung parallel
zur k,-Achse und die Ausbreitungskonstante in der z-Richtung betréigt A\, = exp (irly).
Fiir die zuvor genannten Kanten der ersten IBZ reduziert sich das Eigenwertproblem nach

einer Umformung sowohl bei der SEM nach DOYLE als auch bei der FEM jeweils auf eine
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quadratische Eigenwertgleichung der Form
(A*S3+AS; +8S5)a=0. (4.7)

Dabei kénnen die Koeffizientenmatrizen S3 und S, aus der kondensierten globalen dyna-
mischen Steifigkeitsmatrix, S,(w,) bei der SEM nach DOYLE bzw. K, 4, = K, — w2M,
bei der FEM, berechnet werden. Die Ermittlung der Koeffizientenmatrizen ist im Anhang
D dargestellt und basiert im Wesentlichen auf den Ausfithrungen von VERES et al. [153].
Zur effizienten Losung der quadratischen Eigenwertgleichung wird in dieser Arbeit der
Losungsalgorithmus von TISSEUR und MEERBERGEN [145] verwendet, der auf einer Li-
nearisierung der jeweiligen quadratischen Eigenwertgleichung beruht.

Fiir die dritte zu untersuchende Kante der ersten IBZ, also die M—I'-Richtung, ergibt sich

hingegen eine quartische Eigenwertgleichung der Form
(A'S1 4+ A%Sy, + A’S; + XS] + ST )a =0, (4.8)

wobei bei einer quadratischen Einheitszelle fiir die Ausbreitungskonstanten der Zusam-
menhang A\, = A\, = A gilt. Auch in diesem Fall kénnen die Koeffzientenmatrizen Sy, S,
und S3 aus der kondensierten globalen dynamischen Steifigkeitsmatrix berechnet werden,
wobei die Vorgehensweise ebenfalls im Anhang D beschrieben wird. Es sei jedoch ange-
merkt, dass die Koeffizientenmatrizen abhéngig von der Beziehung zwischen A, und ),

sind und sich somit fiir jede betrachtete Kante der ersten IBZ unterscheiden.

In der Abb. 4.7 sind die komplexen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb.
4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 darge-
stellt. Die linke Seite der Abb. 4.7 zeigt die Realteile der Wellenvektoren, wobei die roten
Punkte die rein reellen Wellenvektoren darstellen und die blauen Punkte die Realteile
von komplexen Wellenvektoren reprisentieren. Diese komplexen Wellenvektoren kénnen
nicht durch das klassische w(k)-Eigenwertproblem ermittelt werden. Zusétzliche komplexe
Wellenvektoren, die bei den hohen Symmetriepunkten I'; X und M als vertikale Linien er-
scheinen, werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht angegeben. Die rechte Seite von
der Abb. 4.7 zeigt die Imaginérteile der Wellenvektoren. In diesem Fall représentieren die
roten Punkte die rein imagindren Wellenvektoren und die blauen Punkte stellen die kom-
plexen Wellenvektoren dar. Das Wellenausbreitungsverhalten innerhalb der Bandliicken
héngt insbesondere von dem kleinsten imaginéren Teil des Wellenvektors ab, da dieser die
am langsamsten abklingende Welle charakterisiert. Folglich tréagt diese Welle die Ener-
gie am weitesten [171]. In einem Frequenzbereich, in dem keine Bandliicken vorhanden
sind, bildet der kleinste Imaginéarteil, wie in der Abb. 4.7 dargestellt, eine gerade Linie
entlang der y-Achse. Dies bedeutet, dass sich in diesem Frequenzbereich mindestens eine

Welle durch die phononische Struktur ausbreiten kann ohne abzuklingen [101]. Nachfol-
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gend wird in dieser Arbeit bei den komplexen Dispersionskurven auf eine farbliche Un-
terscheidung zwischen den reellen, imaginédren und komplexen Wellenvektoren verzichtet.
AuBerdem werden beim Realteil der Wellenvektoren aus Griinden der Ubersichtlichkeit
und der geringen Bedeutung fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit nur die rein reellen

Wellenvektoren dargestellt.
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Abbildung 4.7: Mittels der SEM berechnete komplexe Dispersionskurven fiir die Einheitszelle
aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab.
4.1. Links: Realteile der Wellenvektoren, wobei die roten Punkte die rein reellen Wellenvektoren
darstellen und die blauen Punkte die Realteile von komplexen Wellenvektoren représentieren.
Rechts: Imaginérteile der Wellenvektoren, wobei die roten Punkte die rein imagindren Wellen-
vektoren darstellen und die blauen Punkte die Imaginérteile von komplexen Wellenvektoren
reprisentieren.

Ein Effizienzvergleich zwischen der SEM nach DOYLE und der FEM fiir die Bestimmung
der komplexen Dispersionskurven kann auch in diesem Fall durch eine Auswertung der
numerischen Fehler fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden und den zugehorigen
Berechnungszeiten erfolgen. Im Gegensatz zur Bestimmung der reellen Dispersionskur-
ven unterscheidet sich in diesem Fall die Vorgehensweise zur Berechnung der komplexen
Dispersionskurven bei der FEM und der SEM nach DOYLE nur minimal. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass bei der SEM fiir jede diskrete Kreisfrequenz w,, eine er-
neute Berechnung der spektralen Elementmatrizen und eine anschlieSende Assemblierung
zur globalen spektralen Steifigkeitsmatrix Sy(w) erfolgen muss. Bei der FEM muss hinge-
gen fiir jede diskrete Kreisfrequenz w, erneut die globale dynamische Steifigkeitsmatrix
K, iyn = K, —w2M, aufgestellt werden, wobei die Steifigkeitsmatrix K, und die Massen-
matrix M, konstant sind und nur einmal berechnet werden miissen. Die Vorgehensweise

zur Ermittlung der Koeffizientenmatrizen sowie die zu losenden Eigenwertgleichungen aus
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den Gln. (4.7) und (4.8) sind bei der FEM und der SEM nach DOYLE identisch.

In der Abb. 4.8 sind die go-Fehler von drei verschiedenen FEM-Berechnungen der kom-
plexen Dispersionskurven aus der Abb. 4.7 mit unterschiedlichen Anzahlen von Freiheits-
graden in Abhéngigkeit der Frequenz f dargestellt. Die Berechnung der komplexen Di-
spersionskurven erfolgt dabei mit 1200 diskreten Frequenzen mit einer Schrittweite von
Af = 10Hz. Um eine ausreichend hohe Anzahl von Eigenwerten fiir die Auswertung
des e9-Fehlers zu gewihrleisten, werden fiir jeden berechneten es-Fehler die ermittelten
Eigenwerte von 10 diskreten Frequenzschritten herangezogen. Analog zu der Fehleraus-
wertung bei der Berechnung der reellen Dispersionskurven wird auch in diesem Fall eine
SEM-Berechnung als Referenzlosung verwendet. Die Abb. 4.8 zeigt, dass die eo-Fehler der
FEM-Berechnungen mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden kontinuierlich abnehmen.
Auch innerhalb der grau markierten Bandliicken, in denen nur komplexe und imaginére
Eigenwerte bzw. Wellenzahlen auftreten, nehmen die e9-Fehler ab. Aulerdem zeigt sich,
dass die eo-Fehler mit steigender Frequenz, unabhéingig von der Anzahl von Freiheits-
graden, zunehmen. Allerdings treten, insbesondere bei einer geringen Anzahl von Frei-
heitsgraden, auch im niedrigeren Frequenzbereich vereinzelt grofiere Fehler auf. Es sei
ebenfalls angemerkt, dass vor Allem bei einer sehr hohen Anzahl von Freiheitsgraden
vereinzelte Eigenwerte von den verwendeten Losungsalgorithmen nicht gefunden werden
kénnen. Vermutlich liegt dies an der mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden zuneh-
mend schlechteren Kondition des Gleichungssystems. Aufgrund der sehr geringen Anzahl
von ein bis zwei fehlenden Eigenwerten ist zwar der Einfluss auf die Dispersionskurven
sehr gering, aber der Einfluss auf den lokalen ,-Fehler bei der jeweiligen Frequenz sowie

den durchschnittlichen Z5-Fehler kann sehr hoch sein.
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Abbildung 4.8: es-Fehler von drei verschiedenen FEM-Berechnungen der komplexen Dispersi-
onskurven aus der Abb. 4.7 mit unterschiedlichen Anzahlen von Freiheitsgraden in Abhéngigkeit
der Frequenz f. Innerhalb der Bandliicken, die hellgrau markiert sind, existieren nur komplexe
und imaginédre Eigenwerte.

Seite 83



Analyse von 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

In der Abb. 4.9a sind die durchschnittlichen 5-Fehler der FEM-Berechnungen fiir ver-
schiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Der durchschnittliche 5-Fehler stellt
dabei das arithmetische Mittel der iiber alle Frequenzen der Berechnungen ermittelten lo-
kalen e5-Fehler dar. Die blaue Linie in der Abb. 4.9a zeigt den durchschnittlichen go-Fehler
in Abhéangigkeit der Anzahl von Freiheitsgraden mit Beriicksichtigung der sehr groflen lo-
kalen Fehler infolge der fehlenden Eigenwerte, die als Ausreiler bezeichnet werden kénnen.
Es wird deutlich, dass der £5-Fehler in diesem Fall ab ungefihr 1200 Freiheitsgraden nur
noch unwesentlich mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden abnimmt und offensichtlich
der Einfluss der Ausreifler den durchschnittlichen ;-Fehler dominiert. Werden die Aus-
reiffer hingegen bei der Fehlerauswertung nicht beriicksichtigt, ergibt sich die rote Linie
in der Abb. 4.9a fiir den durchschnittlichen g;-Fehler. In diesem Fall nimmt der Fehler
kontinuierlich mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden ab und die FEM-Losung nahert
sich asymptotisch der SEM-Referenzlosung.

In der Abb.4.9b sind die zugehorigen Berechnungszeiten zur Ermittlung der komplexen
Dispersionskurven fiir die FEM-Berechnungen mit unterschiedlichen Anzahlen von Frei-
heitsgraden, sowie die Berechnungszeit mittels der SEM fiir Np,r = 21 Freiheitsgrade
dargestellt. Erwartungsgeméf steigt die Berechnungszeit bei der FEM mit steigender An-
zahl von Freiheitsgraden exponentiell an und betréagt selbst bei einer vergleichsweise ge-
ringen Anzahl von Freiheitsgraden von Np,r = 483 bereits t = 53,7s. In diesem Fall
betrigt der durchschnittliche gy,-Fehler ohne Ausreiler noch g, = 3,16 %. Die Berech-
nung der komplexen Dispersionskurven mittels der SEM nach DOYLE dauert hingegen
nur 4,4 s und gewéhrleistet gleichzeitig eine sehr hohe Genauigkeit. Des Weiteren koénnen,
zumindest bei den in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen, stets alle Eigenwerte
mit der SEM nach DOYLE ermittelt werden. Folglich weist die SEM nach DOYLE bei der

Berechnung der komplexen Dispersionskurven erhebliche Vorteile im Vergleich zu einer ent-
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Abbildung 4.9: (a) Durchschnittlicher Fehler Z5 der FEM-Berechnungen der komplexen Di-
spersionskurven aus der Abb. 4.7 fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Berech-

nungszeiten der FEM fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden, sowie Berechnungszeit der
SEM.
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sprechenden FEM-Berechnung auf. Insbesondere ist die SEM nach DOYLE bei der Be-
rechnung der komplexen Dispersionskurven duflerst effizient und vereint die Vorteile einer

sehr kurzen Berechnungsdauer mit einer gleichzeitig sehr hohen Genauigkeit.

4.3 Bestimmung der Wellentransmission

Die Berechnung der Wellentransmission dient, wie bereits im Abschnitt 2.2 erlautert,
ebenfalls der Beurteilung des Wellenausbreitungsverhaltens in einer periodischen Struktur
und liefert ein Maf} fiir das tatséchliche Dampfungsvermogen. Fiir die Berechnung der
Wellentransmission in phononischen Gitterstrukturen wird in dieser Arbeit das in der
Abb. 4.10 dargestellte System verwendet. Dabei betriagt die Anzahl von Einheitszellen in
der z-Richtung pro Zeile NV, , und die Anzahl von Einheitszellen in der y-Richtung pro
Spalte N;,. Das System wird durch vorgegebene zeitharmonische Verschiebungen uge™?,
mit uy = [ug vo]", am linken Rand des Systems mit der Kreisfrequenz w angeregt. Dabei ist
ug die vorgegebene Verschiebung in der z-Richtung und v, die vorgegebene Verschiebung
in der y-Richtung. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass mit dem dargestellten System im
Wesentlichen nur die Wellentransmission in der I'—X-Richtung untersucht werden kann.
Die Berechnung der Systemantwort erfolgt im Frequenzbereich, wobei fiir jede diskrete

Frequenz w, das Gleichungssystem
Sy(wy,)u="f (4.9)
gelost werden muss. Der Lastvektor f kann ermittelt werden, indem die aus den vorgege-

Ntz = le ° . . ° ° . . ° ) . ® Nt g = Nt,x
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Abbildung 4.10: System fiir die Berechnung der Wellentransmission in der I'—X-Richtung
von phononischen Gitterstrukturen. Das System wird am linken Rand mit den vorgegebenen
zeitharmonischen Verschiebungen ugel? angeregt. Die Auswertung der Wellentransmission er-
folgt in den letzten Ny .,q Spalten auf der rechten Seite, wobei der Auswertungsbereich hier
beispielhaft fiir Ny c,q = 2 rosa markiert ist. Am oberen, unteren und rechten Rand koénnen
Throw-off-Elemente, angedeutet durch die dunkelgrauen Pfeile, verwendet werden.
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benen Verschiebungen resultierenden Kraftterme auf der linken Seite des Gleichungssys-
tems auf die rechte Seite des Gleichungssystems gebracht werden. Anschlieend kénnen die
entsprechenden Zeilen und Spalten der vorgegebenen Verschiebungen aus dem Gleichungs-
system eliminiert werden. Die genaue Vorgehensweise wird in vielen Standardwerken der
FEM (z. B. [60,162]) detailliert beschrieben und daher in dieser Arbeit nicht néher aus-
gefiihrt.

Die Auswertung der Wellentransmission erfolgt, wie ebenfalls in der Abb. 4.10 veranschau-
licht, in den letzten N; ..o Spalten auf der rechten Seite des Systems. Dabei werden die
Verschiebungen w;(w,,) = [u; vi]T fir i = 1...N; evai ks WOb€l Ny cpar i, die Anzahl von Kno-
ten innerhalb der letzten IV, ., Spalten ist, fiir jede diskrete Kreisfrequenz w,, ausgewertet

und die Wellentransmission mittels

Nt,eval,k: |u<w >|
T(w,) = 101 L ASad A 4.10
<w ) o8 Nt,eval,k Zz:; ‘uO’ ( )

berechnet. Um den Einfluss von Wellenreflexionen am oberen, unteren und rechten Rand
zu minimieren, konnen, wie ebenfalls in der Abb. 4.10 durch die dunkelgrauen Pfeile ange-
deutet wird, an diesen Rédndern Throw-off-Elemente verwendet werden. Fiir eine verkiirzte
Schreibweise werden die Throw-off-Elemente nachfolgend als TO-Elemente bezeichnet.
Randknoten an denen TO-Elemente angefiigt sind, werden bei der Berechnung der Wel-
lentransmission nicht beriicksichtigt, um unmittelbare Einfliisse der Knotenverschiebun-
gen der TO-Elemente auf die Auswertung der Wellentransmission auszuschliefen. Da die
TO-Elemente eine Besonderheit der SEM nach DOYLE darstellen, wird der Einfluss der

TO-Elemente auf die Berechnung der Wellentransmission im Folgenden néher untersucht.

Einfluss von Throw-off-Elementen auf die Transmissionsberechnung

In der Abb. 4.11 sind die komplexen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb.
4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 sowie
das zugehorige Transmissionsspektrum dargestellt. Analog zum Unterabschnitt 4.2.2 be-
schrianken sich die nachfolgenden Untersuchungen auf die Theorie I. Ordnung (Stabkraft
S = 0). Die Berechnung der Wellentransmission basiert auf dem System aus der Abb. 4.10
mit NV;,, = 6 Einheitszellen pro Spalte in der y-Richtung, N;, = 14 Einheitszellen pro
Zeile in der z-Richtung und einer Breite des Auswertungsbereichs von NV, ¢,q; = 1. Die vor-
gegebenen Verschiebungen am linken Rand des Systems betragen ug = [10 1O]T cm. Die
rote Linie im Transmissionsspektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von
TO-Elementen und die blaue Linie entspricht einer Berechnung unter Verwendung von
TO-Elementen. Es wird in beiden Féllen deutlich, dass die Wellentransmission innerhalb
der drei Bandliicken auf —50 bis —80 dB stark abfillt und die Wellen in diesen Frequenz-
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bereichen sehr stark geddampft werden. In der zweiten Bandliicke, die den grofiten mini-
malen Imaginérteil der drei Bandliicken aufweist, ist die Wellentransmission entsprechend
am geringsten und betrigt bei der Bandliickenmittenfrequenz T'(fprony) = —78,3dB.
Beim Vergleich der ersten und der dritten Bandliicke zeigt sich, dass der einfache Zu-
sammenhang zwischen dem Imaginérteil des Wellenvektors und dem Riickgang der Wel-
lentransmission, wie fiir den 1D Fall im Unterabschnitt 2.2.3 beobachtet wurde, nicht
grundsétzlich auf den 2D Fall iibertragen werden kann. Obwohl die kleinsten Imaginérteile
bei der ersten und dritten Bandliicke fast iibereinstimmen, weist die erste Bandliicke bei
der Mittenfrequenz mit T'(fgr1,mf) = —51,4dB eine deutlich hthere Wellentransmission
bei einer Berechnung mit TO-Elementen auf. Die Wellentransmission bei der Mittenfre-
quenz der dritten Bandliicke ist mit T'(fgrsaf) = —65,7dB dagegen erheblich geringer.
Die Ursachen fiir diese Differenzen konnen vielfaltig sein, beispielsweise Einfliisse aus den
Randbedingungen, aus der Geometrie des Systems, aus den unterschiedlichen BLOCH-
Moden, aus dem Verhéltnis der Wellenléngen der jeweiligen Frequenzen oder aus der

Breite des Auswertebereichs.
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Abbildung 4.11: Komplexe Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1, sowie das zugehorige
Transmissionsspektrum in der I'-X-Richtung fiir Ny, = 14 und Ny, = 6. Die rote Linie im
Transmissionsspektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von TO-Elementen und
die blaue Linie entspricht einer Berechnung unter Verwendung von TO-Elementen.

Der Einfluss von TO-Elementen auf die Berechnung der Wellentransmission kann anhand
von den Verschiebungsfeldern veranschaulicht werden. Im Transmissionsspektrum aus der
Abb. 4.11 sind drei griine Punkte markiert, wobei die Punkte (1) und (2) die Wellentrans-

missionen bei f = 7575 Hz sowie f = 2830 Hz fiir die Berechnung ohne Verwendung von
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TO-Elementen kennzeichnen. Der Punkt (3) kennzeichnet ebenfalls die Wellentransmissi-
on bei f = 2830 Hz, allerdings fiir die Berechnung unter Verwendung von TO-Elementen.
In der Abb. 4.12 ist das Verschiebungsfeld fiir den Punkt (1), der mit f = 7575 Hz auBer-
halb einer Bandliicke liegt, dargestellt. Es wird deutlich, dass sich die Wellen im System

ausbreiten konnen ohne abzuklingen und eine hohe Wellentransmission auftritt.

e
CSrEE RN
[Eaxecvavexaxsai

Abbildung 4.12: Verschiebungsfeld fiir den markierten Punkt (1) aus der Transmissionsbe-
rechnung in der Abb. 4.11, bei f = 7575 Hz und ohne Verwendung von TO-Elementen.

Ein Vergleich der roten und blauen Linie in den Transmissionsspektren aus der Abb.
4.11 zeigt, dass der Einfluss von TO-Elementen auf die Wellentransmission fiir die meis-
ten Frequenzen relativ grof} ist. Da die TO-Elemente als Energieleiter aufgefasst werden
konnen, die die Wellenenergie an den jeweiligen Réndern aus dem System leiten, fallt die
Wellentransmission fiir fast alle Frequenzen erwartungsgeméif3 geringer aus im Vergleich
zu der Berechnung ohne TO-Elemente. Dieser Einfluss kann verringert werden, indem
die Abmessungen des Systems zur Berechnung der Wellentransmission erhoht werden.
Insbesondere mit steigender Anzahl NV, , von Einheitszellen pro Spalte in der y-Richtung
wird der Einfluss der TO-Elemente auf die Wellentransmission geringer. Lediglich in den
Fillen, bei denen sich ohne die Verwendung von den TO-Elementen ein wesentlicher Teil
der Wellen entlang der Rinder ausbreitet, ist der Unterschied der Wellentransmission im
Vergleich zu der Berechnung mit TO-Elementen sehr groff. Die Ursache wird bei der Be-
trachtung der Verschiebungsfelder fiir die Punkte (2) und (3) deutlich.

Der Punkt (2) liegt bei f = 2830 Hz und somit innerhalb der ersten Bandliicke. Trotz-
dem weist die Berechnung ohne Verwendung von TO-Elementen eine auflerordentlich
hohe Wellentransmission bei dieser Frequenz auf. Aus dem zugehorigen Verschiebungs-
feld, welches in der Abb. 4.13 dargestellt ist, wird deutlich, dass sich die Wellen nicht
im System ausbreiten konnen. Allerdings erfolgt eine Ausbreitung der Wellen entlang der

freien Rénder, welche als Oberflichenwellen (engl.: surface bzw. edge waves) bezeichnet
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werden. Diese Oberflaichenwellen konnen entstehen, da das System fiir die Berechnung
der Wellentransmission, im Gegensatz zu einer Einheitszelle mit periodischen BLOCH-
FrLoQueT-Randbedingungen, nicht unendlich ausgedehnt ist und somit auch innerhalb
der Bandliicken Eigenfrequenzen aufweisen kann. Bei den zugehorigen Eigenmoden han-
delt es sich in der Regel um Randmoden (engl.: surface bzw. edge modes), also Eigenmoden

bei denen eine Ausbreitung der Schwingungen lediglich an den Réndern des Systems
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Abbildung 4.13: Verschiebungsfeld fiir den markierten Punkt (2) aus der Transmissionsbe-
rechnung in der Abb. 4.11, bei f = 2830 Hz und ohne Verwendung von TO-Elementen.

erfolgt. Diese Oberflichenmoden sind durch die Einfithrung von fiktiven Rédndern verur-
sacht und kommen im betrachteten urspriinglichen System eigentlich gar nicht vor. Daraus
resultieren auch am rechten Rand sehr hohe Wellenamplituden und in der Folge eine hohe
Wellentransmission. Mithilfe der TO-Elemente kann eine Ausbreitung der Wellen entlang
der freien Rénder unterbunden werden. In der Abb. 4.14 ist das Verschiebungsfeld fiir den
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Abbildung 4.14: Verschiebungsfeld fiir den markierten Punkt (3) aus der Transmissionsbe-
rechnung in der Abb. 4.11, bei f = 2830 Hz und mit Verwendung von TO-Elementen.
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Punkt (3), der einer Berechnung ebenfalls bei der Frequenz f = 2830 Hz aber mit TO-
Elementen entspricht, dargestellt. Offensichtlich ist in diesem Fall die Ausbreitung der
Wellen entlang der freien Rénder durch die TO-Elemente unterbunden und die Wellen-
transmission ist, wie in der Abb. 4.11 ersichtlich ist, entsprechend gering. Die TO-Elemente
stellen somit eine gute Moglichkeit dar, den Einfluss von freien Rindern auf die Trans-
missionsberechnung zu minimieren. Dadurch wird die Entstehung von Oberflichenwellen
vermieden, die in Wirklichkeit auch nicht existieren. Auflerdem wird die Anzahl der Frei-
heitsgrade durch die Verwendung von TO-Elementen nicht erh6ht und somit auch nicht
die Berechnungsdauern negativ beeinflusst. Dieser Vorteil ist beispielsweise bei den in der
Literatur hdufig verwendeten PMLs nicht gegeben, durch die die Anzahl von Freiheits-

graden bei einer Transmissionsberechnung haufig erheblich steigt.

Effizienz der SEM nach DOYLE bei der Transmissionsberechnung

Nun werden fiir einen Effizienzvergleich zwischen der SEM nach DOYLE und der FEM bei
der Berechnung der Wellentransmission der numerische Fehler fiir verschiedene Anzahlen
von Freiheitsgraden und die zugehorigen Berechnungszeiten ausgewertet. Dabei erfolgen
die Berechnungen der Transmissionsspektren jeweils anhand des Systems aus der Abb.
4.10 mit Ny, = 6 und N, = 14. Zudem wird die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 verwendet. In der
Abb. 4.15 sind die eo-Fehler von drei Transmissionsberechnungen mittels der FEM mit un-
terschiedlichen Anzahlen von Freiheitsgraden in Abhéngigkeit der Frequenz f dargestellt.
Die Berechnung der Wellentransmission erfolgt dabei mit 2400 diskreten Frequenzen mit
einer Schrittweite von A f = 5Hz. Um eine ausreichend hohe Anzahl von Losungswerten

fiir die Auswertung des eo-Fehlers zu gewihrleisten, werden fiir jeden berechneten e5-Feh-
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Abbildung 4.15: e2-Fehler von drei Transmissionsberechnungen mittels der FEM fiir unter-
schiedliche Anzahlen von Freiheitsgraden in Abhéngigkeit der Frequenz f. Die Bandliicken sind
hellgrau markiert.
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ler die ermittelten Wellentransmissionen von 10 diskreten Frequenzschritten herangezo-
gen. Als Referenzlosung wird eine SEM-Berechnung ohne TO-Elemente verwendet, da bei
der FEM keine TO-Elemente verwendet werden konnen und somit eine Vergleichbarkeit
der Losungen gewéhrleistet ist. Die Auswertung der Wellentransmission erfolgt sowohl bei
der FEM als auch bei der SEM am rechten Rand anhand der gemittelten resultierenden
Verschiebungen |u;|. Eine Auswertung der Wellentransmission in den letzten Ny ¢, Spal-
ten auf der rechten Seite, wie in der Abb. 4.10 veranschaulicht, ist in diesem Fall nicht
zweckméfBig, da sonst die Anzahl von Knoten fiir die Auswertung der Wellentransmission
zwischen der FEM- und der SEM-Berechnung stark abweicht.

Die Abb. 4.15 zeigt, dass die e-Fehler der FEM-Berechnungen mit steigender Anzahl
von Freiheitsgraden kontinuierlich abnehmen. Dieses Verhalten ist ein Indikator fiir die
Konvergenz der FEM-Berechnungen. Des Weiteren nimmt der £o-Fehler, unabhéngig von
der Anzahl von Freiheitsgraden, mit steigender Frequenz zu. Innerhalb der Bandliicken,
die in der Abb. 4.15 hellgrau markiert sind, sinkt der es-Fehler hingegen jeweils ab.
Bei der Berechnung von Wellenausbreitungsproblemen verschlechtert sich die Konditi-
on der dynamischen Steifigkeitsmatrix in der N&dhe von Eigenfrequenzen des Systems
und der numerische Fehler nimmt in der Regel deutlich zu. Der Riickgang des eo-Fehler
innerhalb der Bandliicken ist darauf zuriickzufiithren, dass das System innerhalb der
Bandliicken nur die Randmoden und somit deutlich weniger Eigenfrequenzen aufweist.
Auf die zuvor beschriebenen Randmoden sind die lokalen hoheren eo-Fehler innerhalb der
Bandliicken zuriickzufiithren. Beispielsweise wird der Einfluss dieser Randmoden in der
ersten Bandliicke auch im Transmissionsspektrum in der Abb. 4.11 sowie dem Verschie-
bungsfeld in der Abb. 4.13 deutlich.

In der Abb. 4.16a sind die durchschnittlichen £5-Fehler der Transmissionsberechnungen

mittels der FEM fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Der durch-
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Abbildung 4.16: (a) Durchschnittlicher Fehler €5 der Transmissionsberechnungen mittels der
FEM fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Berechnungszeiten der FEM fiir ver-
schiedene Anzahlen von Freiheitsgraden, sowie Berechnungszeit der SEM.
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schnittliche g5-Fehler stellt dabei das arithmetische Mittel der iiber alle Frequenzen der
Berechnungen ermittelten lokalen e,-Fehler dar. Die blaue Linie in der Abb. 4.16a zeigt
den durchschnittlichen g,-Fehler in Abhé#ngigkeit der Anzahl von Freiheitsgraden mit
Beriicksichtigung der sehr hohen lokalen Fehler infolge einer schlechten Kondition des
Gleichungssystems bei einer Wellenausbreitung in der Néhe von Eigenfrequenzen. Dabei
konnen die sehr hohen lokalen Fehler als Ausreifler bezeichnet werden. Werden die Aus-
reiffler hingegen bei der Fehlerauswertung nicht beriicksichtigt, ergibt sich die rote Linie
in der Abb. 4.16a fiir den durchschnittlichen g;-Fehler. In diesem Fall nimmt der Fehler
kontinuierlich mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden ab und die FEM-Losung konver-
giert asymptotisch zu der SEM-Referenzlosung. Allerdings ist der durchschnittliche Fehler
selbst bei einer hohen Anzahl von Freiheitsgraden vergleichsweise hoch und betréigt bei-
spielsweise bei Np,r = 403008 immer noch g, = 4,47 %.

In der Abb. 4.16b sind die zugehorigen Berechnungszeiten zur Ermittlung der Transmissi-
onsspektren bei der FEM mit unterschiedlichen Anzahlen von Freiheitsgraden, sowie die
Berechnungszeit mittels der SEM fiir Np,r = 1824 Freiheitsgrade dargestellt. Die Berech-
nungszeit bei der FEM nimmt in diesem Fall mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden
fast linear zu und betriagt beispielsweise bei der Berechnung mit Np,r = 403008 Frei-
heitsgraden t = 855,9s. Die Berechnung des Transmissionsspektrums mittels der SEM
nach DOYLE dauert hingegen nur 24,7s und gewdahrleistet gleichzeitig eine sehr hohe
Genauigkeit. Im Vergleich zu einer FEM-Berechnung besitzt die SEM nach DOYLE bei
der Berechnung der Wellentransmission somit erhebliche Vorteile, insbesondere eine sehr

kurze Berechnungsdauer und gleichzeitig eine sehr hohe Genauigkeit.

Zusammenfassung der Vor- und Nachteile der SEM nach DOYLE
In der Tab. 4.2 sind die wesentlichen Vor- und Nachteile der SEM nach DOYLE im Ver-

gleich zur FEM bei der Dispersions- und Transmissionsberechnung zusammengefasst.

Tabelle 4.2: Vor- und Nachteile der SEM nach DOYLE im Vergleich zur FEM bei der
Dispersions- und Transmissionsberechnung.

Dispersion .
Transmission
reell komplex
GE RW GE RW GE RW TO
SEM nach DOYLE + — + + + + +
FEM - + - - - - -
+ : Vorteilhaft, — : Nachteilhaft, GE: Genauigkeit, RW: Rechenaufwand
TO: Verwendung von TO-Elementen moglich
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4.4 Beeinflussung der Wellenausbreitung in Zick-
Zack-Gitterstrukturen

In diesem Abschnitt erfolgen umfangreiche Untersuchungen zur Beeinflussung der elas-
tischen Wellenausbreitung in Zick-Zack-Gitterstrukturen. Zuerst wird die Beeinflussung
durch die geometrischen Parameter analysiert, wobei zunéchst die Auswirkungen aus einer
Skalierung der geometrischen Dimensionen untersucht werden. Es wird aufgezeigt, dass
iiber eine Skalierung der geometrischen Parameter die in dieser Arbeit gewonnenen Er-
kenntnisse zur Beeinflussung der elastischen Wellenausbreitung in Zick-Zack-Gitterstruk-
turen auf beliebige Frequenzbereiche iibertragen werden konnen. Anschliefend folgen
die Analysen zur gezielten Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften durch die
Steifigkeits- und Massenverhéltnisse sowie die Einfithrung von diskreten Einzelmassen als
lokale Resonatoren. Zuletzt werden die Auswirkungen der geometrischen Nichtlinearitét
auf die Entstehung von Bandliicken dargestellt und Moglichkeiten fiir eine aktive Steue-
rung der Bandliicken durch das Aufbringen von externen Kréften vorgestellt.

Die nachfolgenden Untersuchungen basieren auf der in der Abb. 4.17a dargestellten Ein-
heitszelle mit den Gitterkonstanten /; in der z-Richtung und [, in der y-Richtung. Die
Zick-Zack-Geometrie wird durch die Lage der Knicke mit b; und by sowie der Auslenkung
W beschrieben. Auflerdem wird fiir die inneren Arme, wie in der Abb. 4.17b dargestellt,
der quadratische Querschnitt Q1 mit den Kantenldngen a;, dem E-Modul E; und der Mas-
sendichte p; gewahlt. Fiir die d&uleren Arme wird hingegen der quadratische Querschnitt
Q2 mit den Kantenléngen ay, dem E-Modul F; und der Massendichte py verwendet. Die
Untersuchungen beschréanken sich zunéchst auf den geometrisch linearen Fall (S = 0). Im
Unterabschnitt 4.4.4 werden schliefllich die Einfliilsse der geometrischen Nichtlinearitét

(S # 0) auf das Wellenausbreitungsverhalten analysiert.

(b)
Querschnitt Q1 Querschnitt Q2
al a2

agl
/

/

E1, p1 Es, p2

Abbildung 4.17: (a) Einheitszelle einer phononischen Zick-Zack-Gitterstruktur mit unter-
schiedlichen Querschnitten und Materialeigenschaften fiir die dufleren und inneren Arme. (b)
Quadratische Querschnitte Q1 und Q2 mit den zugehorigen Abmessungen und Materialeigen-
schaften.
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4.4.1 Beeinflussung durch die geometrischen Parameter

Fiir die Untersuchungen zur Beeinflussung der elastischen Wellenausbreitung durch eine
Variation der geometrischen Parameter werden fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 die
konstanten Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3 fiir alle Strukturelemente verwendet.
Auflerdem werden die geometrischen Parameter aus der Tab. 4.3 als Ausgangsparameter
Py mit

Py € [lip, 120, big, bao, W, a1, as, Sol (4.11)

fiir die nachfolgenden Untersuchungen verwendet. Da zunéchst keine Anderungen der Stei-
figkeiten innerhalb der Einheitszelle beriicksichtigt werden, besitzen alle Strukturelemente
die gleichen quadratischen Abmessungen mit den Kantenléngen a; o = ag. Aulerdem be-

schrénken sich die Untersuchungen zunéchst auf den geometrisch linearen Fall (Sy = 0).

Tabelle 4.3: Ausgangsparameter fiir die Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften
der Einheitszelle aus der Abb. 4.17.

l1,0 l2,0 b1 b2o Wo ajo=azo FEi1=Fy p1=po So
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [MPa]  [kg/ m3] [N]
100 100 25 25 10 2 70000 2700 0

Einfliisse einer Skalierung der geometrischen Dimensionen

Die Zusammenhénge zwischen einer Skalierung der geometrischen Parameter und einer
damit verbundenen Anderung der Bandliickenrandfrequenzen sind von grofier Bedeu-
tung. Sind diese Zusammenhédnge bekannt, konnen die Bandliickenrandfrequenzen und
die Bandliickenbreiten einer Einheitszelle bei gegebenen Abmessungen optimiert werden
und anschlieSend durch eine Skalierung der geometrischen Parameter auf nahezu beliebige
Frequenzbereiche iibertragen werden. Nachfolgend werden die Anderungen der geometri-
schen Parameter P durch den Skalierungsfaktor ayg., iiber P = a g,y beschrieben. Dabei
beschréinken sich die Untersuchungen auf quadratische Einheitszellen mit der Gitterkon-
stante [ = [; = ly bzw. Iy = 1 o = l20. Beispielweise ergibt sich fiir [ = ayeolo mit age, = 10
eine skalierte Gitterkonstante von [ = 1000 mm.

In der Abb. 4.18a ist der Einfluss des Skalierungsfaktors age, bei einer Skalierung der
Gitterkonstante | = ageolo und der Auslenkung W = a4, Wy auf die Randfrequenzen
der ersten drei Bandliicken dargestellt. Die iibrigen Geometrie-, Querschnitts-, und Ma-
terialeigenschaften sind konstant und entsprechen den Ausgangswerten aus der Tab. 4.3.
Es wird deutlich, dass die Randfrequenzen fiir alle drei Bandliicken iiberproportional
schnell mit steigendem Skalierungsfaktor abfallen und sich asymptotisch der Nullfre-

quenz néhern. Zudem nehmen die Bandliickenbreiten mit steigendem Skalierungsfaktor
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ab. Wahrend beispielsweise die Breite der ersten Bandliicke bei age, = 1 noch Afp; =
919, 4 Hz betragt, fallt die Breite fiir age, = 9 auf Afp; = 11,4Hz ab. Aus der BRAGG-
Gleichung (2.36) folgt, dass im Allgemeinen ein reziproker Zusammenhang zwischen der
BrAGG-Frequenz und der Gitterkonstante besteht. Aus diesem Grund sind in der Abb.
4.18b die reziproken Bandliickenrandfrequenzen gegen den Skalierungsfaktor oy, aufge-
tragen. Offensichtlich besteht bei einer gleichzeitigen Skalierung der Gitterkonstante [
und der Auslenkung W kein reziproker Zusammenhang zwischen dem Skalierungsfaktor
und den Bandliickenrandfrequenzen. Aus den exponentiellen Steigerungen der reziproken
Bandliickenrandfrequenzen ldsst sich schlieffen, dass die Bandliickenrandfrequenzen mit
zunehmendem Skalierungsfaktor, und damit auch mit zunehmender Gitterkonstante [,

schneller abfallen als es nach der BRAGG-Gleichung der Fall ist.

(a) (b) x10?
I BL ! BL
81 2. BL|1 4 1|2 BL
3. BL 3. BL

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
Skalierungsfaktor age, [-] Skalierungsfaktor age, [-]

Abbildung 4.18: (a) Einfluss des Skalierungsfaktors age, auf die Bandliickenrandfrequenzen
bei einer Skalierung von [ = ageolo und W = ageoWo. (b) Einfluss des Skalierungsfaktors ogeo
auf die reziproken Bandliickenrandfrequenzen.

In der Abb. 4.19a ist der Einfluss des Skalierungsfaktors cye, bei einer Skalierung der
Gitterkonstante | = ayeolp, der Auslenkung W = g, Wy und der Querschnittsabmes-
sung a = Qgeoao auf die Randfrequenzen der ersten drei Bandliicken dargestellt. Die
iibrigen Geometrie-, Querschnitts-, und Materialeigenschaften sind auch in diesem Fall
konstant und entsprechen den Ausgangswerten aus der Tab. 4.3. Durch die zusétzliche
Skalierung des Querschnitts mit @ = @ge,ap nehmen in diesem Fall auch die Steifigkeiten
der Zick-Zack-Arme mit steigendem Skalierungsfaktor zu. Die Abb. 4.19a zeigt, dass die
Bandliickenrandfrequenzen im Vergleich zu der Abb. 4.18a weniger schnell mit steigen-
dem Skalierungsfaktor abfallen. Auch die Bandliickenbreiten nehmen im Vergleich zu der
Abb. 4.18a mit steigendem Skalierungsfaktor weniger stark ab. Beispielsweise betriagt die
Breite der ersten Bandliicke bei age, = 9 noch Afp; = 102,2Hz. Die geringer ausge-

pragte Abnahme der Bandliickenrandfrequenzen mit steigendem Skalierungsfaktor zeigt
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sich auch bei dem in der Abb. 4.19b dargestellten Zusammenhang zwischen den rezi-
proken Bandliickenrandfrequenzen und dem Skalierungsfaktors cge,. In Ubereinstimmung
mit der BRAGG-Gleichung ergibt sich in diesem Fall ein linearer Zusammenhang zwischen
den reziproken Bandliickenfrequenzen und dem Skalierungsfaktor age,.

Bei phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen konnen somit vorgegebene Anforderungen
an die Frequenzbereiche der Bandliicken erfiillt werden, indem eine geeignete Einheitszelle
durch eine Skalierung von bekannten Einheitszellen ermittelt wird. Der dazu erforderli-
che Skalierungsfaktor kann iiber die BRAGG-Gleichung abgeschétzt werden, wobei an-
schliefend alle geometrischen Parameter sowie die Querschnittsabmessungen mit diesem
Faktor skaliert werden miissen. Auflerdem konnen die Ergebnisse der folgenden Para-
meterstudien, die anhand von ausgewéhlten geometrischen Parametern erfolgen, mithilfe
der BRAGG-Gleichung durch eine geeignete Skalierung der geometrischen Parameter auf

nahezu beliebige Frequenzbereiche iibertragen werden.

(a) (b) x107?
L BL , (@ BT
8 2. BL| 2. BL
3. BL 3. BL
N 3T
T
~
=
T2
S
¥ |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Skalierungsfaktor age, [-] Skalierungsfaktor age, [-]

Abbildung 4.19: (a) Einfluss des Skalierungsfaktors o, auf die Bandliickenrandfrequenzen bei
einer Skalierung von I = ageoly, W = ageoWo und a = ageoao. (b) Einfluss des Skalierungsfaktors
Qgeo auf die reziproken Bandliickenrandfrequenzen.

Abschlieflend sei angemerkt, dass eine Skalierung der geometrischen Parameter keinen
nennenswerten Einfluss auf die Imaginérteile der Wellenvektoren bei einer Berechnung
der komplexen Dispersionskurven hat. Beispielsweise variieren die kleinsten Imaginérteile
bei der Mittenfrequenz der ersten Bandliicke fiir die unterschiedlichen Skalierungsfaktoren
nur zwischen 0, 16993 und 1, 7030.

Einfliisse der Auslenkung W

Ein wesentlicher Parameter zur Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften in
Zick-Zack-Gitterstrukturen ist die Auslenkung W der Zick-Zack-Arme [101-103]. In der
Abb. 4.20 ist der Einfluss der Auslenkung W auf die Randfrequenzen der ersten vier
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Bandliicken dargestellt, wobei W zwischen W = 0mm und W = 50 mm variiert wird.
Andere Werte von W > 50 mm sind bei der gewéhlten Einheitszelle nicht moglich, da die
Auslenkung der Zick-Zack-Arme sonst die Abmessungen der Einheitszelle iiberschreiten
wiirde. Es zeigt sich, dass die Gitterstruktur ohne eine Auslenkung der Zick-Zack-Arme,
also mit W = 0mm, keine Bandliicken aufweist. Ab einer Auslenkung von W = 1,5 mm
offnet sich die erste Bandliicke, die zunéichst nur eine geringe Breite von A fgr1 = 131,9Hz
besitzt. Bis zu einer Auslenkung von W = 4,0 mm nimmt die Breite der ersten Bandliicke
mit steigender Auslenkung zu und weist bei W = 4, 0mm die maximale Breite von
Afpr1 = 1003, 7Hz auf. Ab W = 4, 0mm nimmt die Breite der Bandliicke mit steigen-
der Auslenkung W wieder kontinuierlich ab. Auch die Bandliickenmittenfrequenzen fallen
mit zunehmender Auslenkung ab. Die maximale Bandliickenmittenfrequenz fpri vy =
3544, 4 Hz ergibt sich bei W = 2,0mm und fallt bis W = 50,0 mm kontinuierlich auf
ferims = 526,0Hz ab. Bei der zweiten bis vierten Bandliicke sind dhnliche Zusam-
menhénge zwischen der Auslenkung W und der Entwicklung der Bandliicken zu beobach-
ten. In allen Fallen nehmen die Bandliickenmittenfrequenzen mit steigender Auslenkung
W kontinuierlich ab. Auerdem sind die Bandliickenbreiten jeweils zu Beginn sehr schmal
und nehmen mit steigender Auslenkung zunéchst schnell zu. Ab einem gewissen Wert der
Auslenkung nehmen die Bandliickenbreiten, wie bereits fiir die erste Bandliicke erldutert,
wieder ab. Im Gegensatz zur ersten, dritten und vierten Bandliicke tritt die maximale
Bandliickenbreite bei der zweiten Bandliicke erst bei einer vergleichsweise hohen Auslen-
kung von W = 14, 0 mm auf. Weiterhin ist auffallig, dass sich die vierte Bandliicke bei einer
kleineren Auslenkung als die dritte Bandliicke 6ffnet und somit fiir W = 6,0 — 8,0 mm
die dritte Bandliicke wird.

12 I I I I I I I
1. BL
10 2. BL|
3. BL
oL I 4. BL| |
w
2 o
Sy
4 -
2 -
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Auslenkung W [mm]

Abbildung 4.20: Einfluss der Auslenkung W auf die Bandliickenrandfrequenzen der ersten
vier Bandliicken. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3.
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Insgesamt zeigt sich, dass iiber eine Steuerung der Auslenkung W die Bandliicken einer
Zick-Zack-Gitterstruktur iiber einen grofien Frequenzbereich an vorgegebene Anforderun-
gen angepasst werden konnen. Beispielsweise kénnen iiber eine Variation der Auslenkung
W die Bandliickenmittenfrequenz der vierten Bandliicke zwischen fpr4 .y = 2600, 6 Hz
und fpranmy = 10847 Hz variiert werden.

Eine Variation der Auslenkung W hat neben den Einfliissen auf die Bandliickenrandfre-
quenzen auch Einfliisse auf die imaginidren Bander der komplexen Dispersionskurven sowie
die Transmissionseigenschaften der jeweiligen Zick-Zack-Gitterstruktur. In der Abb. 4.21a
sind die kleinsten Imaginérteile der komplexen Dispersionskurven bei den Bandliickenmit-
tenfrequenzen der ersten vier Bandliicken in Abhéngigkeit der Auslenkung W dargestellt.
Auftillig ist hierbei, dass analog zu den Bandliickenbreiten in der Abb. 4.20 auch die
kleinsten Imaginirteile bei den Bandliickenmittenfrequenzen nach der Offnung der jewei-
ligen Bandliicke mit steigender Auslenkung W sehr schnell anwachsen. Ab einem gewissen
Wert der Auslenkung, beispielsweise bei der ersten Bandliicke bei W = 4, 0 mm, nimmt die
Steigung dann wieder ab, wobei dieser Effekt bei den vier Bandliicken sehr unterschied-
lich ausgeprégt ist. Wahrend bei der ersten und dritten Bandliicke die Imaginérteile sogar
wieder abfallen und jeweils ein deutlicher Knick in den Verldufen zu erkennen ist, nimmt
die Steigung bei der zweiten und vierten Bandliicke langsamer und stetig ab.

In der Abb. 4.21b sind die zugehorigen Wellentransmissionen bei den Bandliickenmitten-
frequenzen aus einer Transmissionsberechnung mit N;, = 14 Einheitszellen in der z-
Richtung, N;, = 6 Einheitszellen in der y-Richtung und einer Breite des Auswertungsbe-
reichs von Ny = 4 Einheitszellen in Abhéngigkeit der Auslenkung W dargestellt. Es
wird deutlich, dass die qualitativen Verlaufe der kleinsten Imaginérteile der komplexen

Dispersionskurven aus der Abb. 4.21a sehr gut mit den zugehorigen Wellentransmissionen

(a) ————————— (b) e e e —
----- 1. BL ——-3. BL 150 HF--1 BL ——-3.BL
=1 - 2. BL —mom 4. BL 1 77— 2. BL —-mem 4. BL
= n .| ]
= AL 8120 e
= 2t ho - = 90 L ': _________________________
EF ,/' ——————————————————————— - g :--4:/" ’’’’’’’’ -7
S~ 7/ //./ ol I O e el « -60 LT = LT
R @i I S = / .".\",'l """""""" R e S IE R
= =TT . /
& | 8 Tl ) U
/ / 1 ! 1 I ! !
0 I ' ' ' ' ' ' ' 0 S N ' ' ' ' ' ' '
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Abbildung 4.21: (a) Einfluss der Auslenkung W auf die kleinsten Imaginérteile S(k(fpr,arf))
des Wellenvektors k bei den Bandliickenmittenfrequenzen fpr ary. (b) Zugehorige Wellen-
transmissionen T'(fpr af) aus einer Transmissionsberechnung mit Ny, = 14, N;, = 6 und
Nt,eval =4.
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aus der Abb. 4.21b iibereinstimmen. Beispielsweise zeigt sich im Allgemeinen, dass die
Wellentransmission in den Bandliicken desto geringer austillt, je grofler der kleinste Ima-
ginérteil ist. Bei der ersten und der dritten Bandliicke wird allerdings deutlich, dass die
Wellentransmissionen in der dritten Bandliicke bei einem vergleichbaren kleinsten Ima-
gindrteil geringer ausfallen wie in der ersten Bandliicke. Dies liegt daran, dass jedes Band
fiir eine bestimmte Frequenz auch eine bestimmte BLOCH-Mode und Wellenlénge besitzt
und somit anhand des kleinsten Imaginérteils kein Vergleich des Abklingverhaltens der
Wellen von unterschiedlichen Béndern und Frequenzen méglich ist. Mithilfe des kleinsten
Imaginérteils kann folglich nur das Abklingverhalten fiir eine festgelegte BLOCH-Mode
analysiert werden. Auflerdem héngt die Transmissionsberechnung, wie in Abschnitt 4.3
erlautert, von vielen Faktoren ab, die sich je nach Frequenzbereich und Wellenlénge un-
terschiedlich auswirken konnen und ist daher héufig ungenau.

Besonders auffillig, wie bereits zuvor angemerkt, sind die ausgepriagten Knicke bzw. Un-
stetigkeiten in den Verldufen der kleinsten Imaginérteile der Wellenvektoren sowie der
Wellentransmissionen bei der ersten und dritten Bandliicke. Die Ursachen fiir diese Un-
stetigkeiten liegen in der Anderung des mafgebenden imaginiren Bandes innerhalb der
Bandliicken. Zur Veranschaulichung sind in der Abb. 4.21a die kleinsten Imaginérteile bei
der Bandliickenmittenfrequenz der ersten Bandliicke mit dem Punkt (1) bei W = 3mm
bzw. mit dem Punkt (2) bei W = 4mm gekennzeichnet. In der Abb. 4.22 sind die zum
Punkt (1) zugehérigen komplexen Dispersionskurven sowie das Transmissionsspektrum

fiir W = 3mm dargestellt. Dabei ist das fiir den kleinsten Imaginérteil bei der Band-

1. BL: 3017 - 4015 Hz

C___

r X M r o 1 2 3 45 30 -15 0
R(k) [1/m] S(k) [1/m] Transmission [dB]

Abbildung 4.22: Komplexe Dispersionskurven fiir den Punkt (1) aus der Abb. 4.21 mit W =
3mm, sowie das zugehorige Transmissionsspektrum in der I'=X-Richtung fiir Ny ; = 14, Ny, = 6
und N ey = 4. Das blaue Band bei den Imaginérteilen der komplexen Dispersionskurven ist
maflgebend fiir den kleinsten Imaginérteil bei der Bandliickenmittenfrequenz.
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liickenmittenfrequenz mafigebende imagindre Band des Wellenvektors, welches in diesem
Fall die reellen Béander 4 und 5 an der Stelle X verbindet, in blau dargestellt. Mit zuneh-
mender Auslenkung W verschieben sich die imagindren Bander und ein anderes Band kann
fiir den kleinsten Imaginérteil des Wellenvektors innerhalb der Bandliicken mafigebend
werden. Beispielsweise wird in der ersten Bandliicke ab W = 4 mm das imaginédre Band,
welches die reellen Béander 4 und 5 im Punkt M verbindet, fiir den kleinsten Imaginéarteil
bei der Bandliickenmittenfrequenz mafigebend. Zur Veranschaulichung sind in der Abb.
4.23 die zum Punkt (2) zugehorigen komplexen Dispersionskurven und das Transmissi-
onsspektrum fiir W = 4mm dargestellt, wobei das mafigebende Band fiir den kleinsten
Imaginéarteil bei der Mittenfrequenz der ersten Bandliicke blau hervorgehoben ist. Bei ei-
nem Vergleich der maigebenden Bénder aus den Abbn. 4.22 und 4.23 wird deutlich, dass
die Bénder unterschiedliche Formen aufweisen. Wahrend das mafigebende (blaue) Band
in der Abb. 4.22 einen flachen Verlauf aufweist, lauft das mafigebende (blaue) Band in
der Abb. 4.23 vergleichsweise spitz zu. Diese unterschiedlichen Formen zeigen sich auch
bei den Transmissionsspektren, so ist der Verlauf der Wellentransmission in der ersten
Bandliicke in der Abb. 4.22 ebenfalls flach und der Verlauf der Wellentransmission in der
Abb. 4.23 spitz.

Die Anderung des mafigebenden Bandes fiir den kleinsten Imaginérteil in den Bandliicken
ist im Allgemeinen auch mit einer anderen Ausbreitungsrichtung der elastischen Wellen
verbunden. Im vorliegenden Beispiel ist das mafigebende Band fiir W = 3 mm mit einer

Ausbreitung der elastischen Wellen in der z- und y-Richtung (Stelle M) und das mafige-

Y7 N> ][ 'C,'é
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EN ........... ——
“ 1. BL: 2909 - 3913 Hz
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R(k) [1/m] S(k) [1/m] Transmission [dB]

Abbildung 4.23: Komplexe Dispersionskurven fiir den Punkt (2) aus der Abb. 4.21 mit W =
4 mm, sowie das zugehorige Transmissionsspektrum in der I'—X-Richtung fiir N; , = 14, Ny, = 6
und N ey = 4. Das blaue Band bei den Imaginérteilen der komplexen Dispersionskurven ist
maflgebend fiir den kleinsten Imaginérteil bei der Bandliickenmittenfrequenz.
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bende Band fiir W = 4mm mit einer Ausbreitung der elastischen Wellen in der z-
Richtung (Stelle X) assoziiert. Infolge dieser Anderungen koénnen Diskrepanzen zwischen
den Verldaufen des kleinsten Imaginérteils des Wellenvektors und den Wellentransmissio-
nen auftreten. Dies wird beispielsweise bei den Verldufen der vierten Bandliicke in den
Abbn. 4.21a und 4.21b deutlich. Wahrend der Verlauf des kleinsten Imaginérteils bei
W = 31 mm einen Knick aufweist, ist ein derartiger Knick im Verlauf der Wellentrans-
mission nicht zu beobachten. Diese Abweichungen sind durch das System zur Berechnung
der Wellentransmission bedingt, mit dem nicht alle moglichen Ausbreitungsrichtungen
aus der Dispersionsrelation beriicksichtigt werden kénnen.

Abschlielend sei der Vollstandigkeit halber angemerkt, dass die geringen Wellentrans-
missionen im Bereich von etwa 4000 — 5300 Hz in den Abbn. 4.22 und 4.23 auf rich-
tungsabhéingige Bandliicken (RBL) zuriickzufiihren sind. In der Abb. 4.23 sind die rich-
tungsabhingigen Bandliicken zur Veranschaulichung hellgrau markiert. Die RBLs ent-
stehen insbesondere bei Systemen mit unterschiedlichen Gitterkonstanten in den z- und
y-Richtungen und werden bei den folgenden Untersuchungen zu den Einfliissen aus dem

Verhéltnis der Gitterkonstanten naher betrachtet.

Einfliisse aus dem Verhiltnis der Gitterkonstanten I; und I,

Bei unterschiedlichen Gitterkonstanten /; in der z-Richtung und /s in der y-Richtung, wie
in der Abb. 4.24a veranschaulicht, wird die Rotationssymmetrie der Einheitszelle gebro-
chen. Aus diesem Grund kann die erste IBZ nicht auf den dreieckférmigen irreduziblen Teil
U, wie in der Abb. 4.5b dargestellt, reduziert werden. Stattdessen miissen zusétzlich die
Réander I'=Y und Y—M untersucht werden und es ergibt sich die in der Abb. 4.24b darge-
stellte erste IBZ. Analog zu den Réndern I'=X und X—M muss auch fiir die Rédnder I'-Y
und Y—M jeweils eine quadratische Eigenwertgleichung nach Gl. (4.7) zur Bestimmung
der komplexen Dispersionskurven gelost werden. Dabei gilt fiir die Ausbreitungskonstan-
ten in der I'=Y-Richtung A\, = 1 und in der Y—M-Richtung A, = exp(in). Die zugehorigen

Koeffizientenmatrizen Ss und S; kénnen dem Anhang D entnommen werden.

(a) az (b) k
T AY
Y[y g
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a1 2 lo r — IX 'k:r
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1

Abbildung 4.24: (a) Einheitszelle eines rechteckigen phononischen Zick-Zack-Gitters. (b) Zu-
gehorige erste IBZ W.
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Die Untersuchungen zum Einfluss aus dem Verhiltnis der Gitterkonstanten basieren auf
der Einheitszelle aus der Abb. 4.24a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Material-
daten aus der Tab. 4.3, wobei die Gitterkonstante in der y-Richtung I, = 100 mm kon-
stant ist und lediglich die Gitterkonstante [; variiert wird. In der Abb. 4.25 sind die
Bandliickenrandfrequenzen aller Bandliicken, die innerhalb der ersten 10 Béander auftre-
ten, in Abhéngigkeit von dem Verhéltnis [;/ly der Gitterkonstanten dargestellt. Dabei
sind die Bandliicken, die den ersten vier Bandliicken bei [; /Iy = 1 entsprechen, hervorge-
hoben. Bei diesen vier Bandliicken zeigt sich, dass sich die Bandliicken mit abnehmendem
Verhéltnis [; /l; < 1 in einen hoheren Frequenzbereich verschieben. Hingegen nehmen die
unteren Randfrequenzen der ersten drei Bandliicken mit steigendem Verhéltnis 3 /ls > 1
nur leicht ab und bleiben nahezu konstant. Lediglich bei der vierten Bandliicke sinkt die
untere Bandliickenrandfrequenz fiir I3/l > 1 deutlich ab. Auflerdem weisen die ersten
drei Bandliicken bei [;/l; = 1 die maximale Breite auf, wohingegen die maximale Breite
der vierten Bandliicke bei [1/l; = 0,95 auftritt. Mit zunehmendem bzw. abnehmendem
Verhiéltnis [/l nehmen die Bandliickenbreiten bei allen vier Bandliicken schnell ab und
die Bandliicken schliefien sich letztlich vollstandig. Fiir [;/ly < 0,85 sowie [1/l; > 1,15
entstehen neue Bandliicken, die in der Abb. 4.25 hellgrau dargestellt sind, welche durch
andere Béander begrenzt und mit anderen Wellenausbreitungsrichtungen verbunden sind
als die ersten vier Bandliicken bei 1/l = 1. Dabei sind die Bandliicken fiir 1;/ls > 1,15
sehr schmal und kompakt im niedrigeren Frequenzbereich, wohingegen die Bandliicken
fiir 1, /15 < 0,85 breiter sind und weiter auseinander liegen. Allerdings zeigt sich, dass we-
der fiir [;/ls < 0,85 noch fiir [;/l; > 1,15 Bandliicken in einem nennenswert niedrigeren

Frequenzbereich als der Frequenzbereich der ersten Bandliicke bei l; /l; = 1 erzielt werden

18 I I I I | I I I I I I I I I
16 _\‘\‘\ | -]. BLbelll/l2:1_
-\ | 2. BL bei Iy /1, =1
14 F = ' 3. BL bei [ /I, = 1|1
" : B 4. BL bei I, /I, = 1 |
)
= 10
24,
Sy
6

05 06 07 08 09 10 1,1 12 13 14 15 16 1,7 18 19 20
Verhéltnis 1y /1y [-]

Abbildung 4.25: Einfluss aus dem Verhéltnis der Gitterkonstanten [i/lo auf die
Bandliickenrandfrequenzen innerhalb der ersten 10 Bénder. Die Berechnungen basieren auf der

Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften
aus der Tab. 4.3.
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konnen. Die einzige Ausnahme stellt die erste Bandliicke fiir [1/l; > 1,85 dar, die eine
niedrigste untere Bandliickenrandfrequenz von 900 Hz bei [; /I, = 2 aufweist. Allerdings ist
diese Bandliicke mit einer Breite von A fgr; = 76 Hz sehr schmal. Mit einer vergleichbaren
quadratischen Einheitszelle mit [; = [, = 200 mm kann eine erste Bandliicke in einem
Frequenzbereich von 698 — 948 Hz erzielt werden, die damit sowohl in einem niedrigeren
Frequenzbereich liegt als auch mit A fgr; = 250 Hz deutlich breiter ist. Zusammenfassend
konnen also durch die Verwendung unterschiedlicher Gitterkonstanten in den z- und y-
Richtungen keine Verbesserungen hinsichtlich breiter kompletter Bandliicken im niedrigen
Frequenzbereich erzielt werden.

Auflerdem zeigt sich, dass auch das Dampfungsverhalten innerhalb der Bandliicken durch
die Verwendung unterschiedlicher Gitterkonstanten nicht nennenswert verbessert werden
kann. Dies wird in den Abbn. 4.26a und 4.26b deutlich, in denen die kleinsten Imaginérteile
des Wellenvektors bei den Bandliickenmittenfrequenzen, die den ersten vier Bandliicken
bei [/l = 1 entsprechen, sowie die zugehorigen Wellentransmissionen in Abhéngigkeit
vom Verhéltnis der Gitterkonstanten [ /Iy dargestellt sind.

Aus der Abb. 4.26a kann entnommen werden, dass die maximalen Imaginérteile bei der
zweiten und dritten Bandliicke bei [; /Iy = 1 auftreten und die Imaginérteile fiir [; /1o > 1
bzw. l;/ls < 1 schnell abfallen. Bei der ersten und vierten Bandliicke treten die maximalen
Imaginérteile hingegen bei 13 /l; = 1,15 bzw. [;/l; = 1,05 auf, allerdings sind sie nur
geringfiigig grofler gegeniiber den Imaginérteilen bei [;/lo = 1. Es zeigt sich zudem, dass
die Verldufe der zugehorigen Wellentransmissionen bei den Bandliickenmittenfrequenzen
aus der Abb. 4.26b qualitativ sehr gut mit den Verldufen der kleinsten Imaginérteile aus
der Abb. 4.26a iibereinstimmen. Eine deutliche Abweichung der qualitativen Verldufe ist

nur bei der vierten Bandliicke fiir [;/lo < 1 zu beobachten. Bei allen vier Bandliicken ist
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Abbildung 4.26: (a) Einfluss aus dem Verhéltnis der Gitterkonstanten [; /lo auf die kleinsten
Imaginérteile S(k(fpr,ar)) des Wellenvektors k bei den Bandliickenmittenfrequenzen fpr ary.

(b) Zugehorige Wellentransmissionen T'(fp LM f) aus einer Transmissionsberechnung mit Ny , =
14, Nt,y =6 und Nt,eval =4.
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die Wellentransmission bei l;/ls = 1 minimal oder zumindest nahe dem globalen Mini-

muin.

Durch die Verwendung unterschiedlicher Gitterkonstanten in den z- und y-Richtungen
konnen zwar keine Verbesserungen hinsichtlich breiter kompletter Bandliicken im niedri-
gen Frequenzbereich oder ein verbessertes Dampfungsverhalten erzielt werden, es kénnen
jedoch breite richtungsabhéngige Bandliicken entstehen. Zur Veranschaulichung sind in
der Abb. 4.27 die komplexen Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum fiir [; /5 =
1,2 dargestellt. Die richtungsabhingigen Bandliicken (RBL), die im betrachteten Fre-
quenzbereich auftreten, sind in den reellen Dispersionskurven hellrot und hellgrau mar-
kiert. Dabei sind die RBLs in der I'—X-Richtung mit einer Strichpunktlinie umrandet
und farblich (hellrot) von den anderen RBLs abgegrenzt, da nur diese einen wesentlichen
Einfluss auf die Transmissionsberechnung in der I'—X-Richtung aufweisen. Im Gegensatz
zu den kompletten Bandliicken ist der kleinste Imaginérteil der komplexen Dispersions-
kurven innerhalb der richtungsabhéngigen Bandliicken gleich Null, da in mindestens einer
Richtung eine elastische Wellenausbreitung ohne Démpfung méglich ist. Im Transmissi-
onsspektrum zeigt sich dennoch ein deutlicher Riickgang der Wellentransmission innerhalb
der RBLs in der I'=X-Richtung, wobei auch hier die Frequenzbereiche der RBLs in der
I'—X-Richtung hellrot markiert und mit einer Strichpunktlinie umrandet sind. Die kom-
pletten Bandliicken sind hingegen dunkelgrau markiert und mit einer durchgezogenen Li-

nie umrandet. Bei einem Vergleich der reellen Dispersionskurven und dem Transmissions-
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Abbildung 4.27: Komplexe Dispersionskurven fiir [1/ls = 1,2 sowie das zugehorige Trans-
missionsspektrum in der I'-X-Richtung fiir Ny, = 14, Ny, = 6 und Ny e = 4. Die rich-
tungsabhéngigen Bandliicken (RBLs) sind hellrot und hellgrau markiert. Die RBLs in der I'—X-
Richtung sind mit einer Strichpunktlinie umrandet und die zugehérigen Frequenzbereiche sind
auch im Transmissionsspektrum hervorgehoben.
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spektrum zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den RBLs in der I'—X-
Richtung und einem Riickgang der Wellentransmission in den zugehorigen Frequenzbe-
reichen. Weiterhin zeigt sich bei den reellen Dispersionskurven, dass auch in den anderen
Richtungen eine Vielzahl von RBLs auftreten, die allerdings mit dem System fiir die Trans-
missionsberechnung in der Abb. 4.10 nicht erfasst werden kénnen. Dazu muss das System
fiir die Transmissionsberechnung in der Abb. 4.10 leicht modifiziert werden. Beispielsweise
konnte die Wellentransmission in der I'—Y-Richtung ermittelt werden, indem das System
bzw. die Einheitszelle bei der Berechnung der Wellentransmission um 90° gedreht wird.

Die RBLs kénnen neben einer gezielten richtungsabhéngigen Schwingungs- und Vibra-
tionsisolierung vielfiltige Anwendungen, beispielsweise als Wellenleiter, haben. Zur Ver-
anschaulichung ist in der Abb. 4.28 das Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Ver-
wendung von TO-Elementen fiir f = 4035Hz und 1/l = 1,2 dargestellt. Dabei wird
das System am Knoten in der Mitte (roter Pfeil) durch vorgegebene Verschiebungen
uy = [10 10]T em angeregt. Die Frequenz von f = 4035 Hz liegt in einer RBL in der
I'—X-Richtung und ist in der Abb. 4.27 mit der Linie (1) gekennzeichnet. Entsprechend
konnen sich die Wellen, wie die Abb. 4.28 zeigt, nicht in der x-Richtung ausbreiten und
ihre Ausbreitung erfolgt ausschliellich entlang der y-Richtung. Analog dazu kénnen sich
beispielsweise elastische Wellen mit einer Frequenz, die in einer RBL in der I'—=Y-Richtung
liegt, nicht in der y-Richtung ausbreiten. Zum Beispiel liegt die Frequenz f = 5400 Hz in
einer RBL in der I'—Y-Richtung und ist in der Abb. 4.27 mit der Linie (2) gekennzeichnet.
In der Abb. 4.29 ist das zugehérige Verschiebungsfeld im Frequenzbereich dargestellt, wo-
bei auch in diesem Fall die Anregung durch vorgegebene Verschiebungen ug = [10 10]7 cm
am Knoten in der Mitte des Systems (roter Pfeil) erfolgt. Aus der Abb. 4.29 wird deutlich,
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Abbildung 4.28: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
fiir f = 4035Hz und [1/ly = 1,2 bei einer Anregung in der Mitte des Systems (roter Pfeil) durch
vorgegebene Verschiebungen von ug = [10 10]7 cm.
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dass sich die Wellen aufgrund der RBL in der I'—Y-Richtung nur entlang der z-Achse
ausbreiten konnen. Aufgrund dieser Eigenschaften eignen sich RBLs beispielsweise als
Wellenleiter bzw. Energieleiter, da eine Energieddampfung infolge einer rdumlichen Wel-

lenausbreitung unterbunden oder minimiert werden kann.
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Abbildung 4.29: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
fiir f = 5400 Hz und [1/ly = 1,2 bei einer Anregung in der Mitte des Systems (roter Pfeil) durch
vorgegebene Verschiebungen von ug = [10 10]7 cm.

Einfliisse der Lagen b; und b, der Zick-Zack-Knicke

Die Wellenausbreitungseigenschaften in phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen kon-
nen neben der Auslenkung W und den Gitterkonstanten (/;, l3) auch durch die geometri-
schen Parameter (b1, by) beeinflusst werden. Dabei beschreibt by, wie in der Abb. 4.24a
veranschaulicht, die Lage der Zick-Zack-Knicke in der z-Richtung und b, die Lage der Zick-
Zack-Knicke in der y-Richtung. Zunéichst wird der rotationssymmetrische Sonderfall mit
b = by = by untersucht, wobei die Ausgangsparameter fiir die Geometrie,- Querschnitts-,
und Materialeigenschaften der Tab. 4.3 entnommen werden kénnen. Entsprechend gilt fiir
die Gitterkonstanten [ = [; = I, und die Berechnung der Dispersionskurven kann anhand
der dreieckformigen ersten IBZ aus der Abb. 4.5b erfolgen.

In der Abb. 4.30 sind die Bandliickenrandfrequenzen fiir den Frequenzbereich von 0 bis
14kHz in Abhéngigkeit der Lage der Zick-Zack-Knicke dargestellt. Dabei wird die La-
ge der Knicke durch das Verhéltnis 2b/1 beschrieben, wobei 2b/l = 0,5 einem Knick in
der Mitte der Zick-Zack-Arme, 2b/] = 0 einem Knick in der Mitte der Einheitszelle und
2b/l = 1 einem Knick an den dufleren Enden der Arme entspricht. Die bisherigen Untersu-
chungen basieren auf mittig (also bei 2b/l = 0,5) angeordneten Knicken, und aus diesem

Grund ist diese Lage in der Abb. 4.30 mit einer gestrichelten Linie gekennzeichnet. Aus
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der Abb. 4.30 wird deutlich, dass fiir 2b/1 < 0,5 keine Verbesserungen der Wellenausbrei-
tungseigenschaften hinsichtlich breiter Bandliicken im niedrigen Frequenzbereich erzielt
werden konnen. Stattdessen nehmen die Breiten der ersten und zweiten Bandliicke bis
20/1 = 0,3 bzw. 2b/1 = 0, 33 kontinuierlich ab und die Bandliicken schlieflen sich letztlich
vollsténdig. Weitere Bandliicken treten auflerdem erst in einem hoheren Frequenzbereich
auf.

Fiir 20/ > 0,5 nimmt die Breite der ersten Bandliicke hingegen bis 2b/] = 0,82 kon-
tinuierlich zu und gleichzeitig verschiebt sich die untere Randfrequenz linear in einen
niedrigeren Frequenzbereich. Ab 2b/1 > 0,8 nimmt die Breite der ersten Bandliicke wie-
der ab, allerdings féllt die untere Randfrequenz weiterhin linear ab, sodass eine moglichst
niedrige untere Begrenzung der ersten Bandliicke fiir 2b/1 — 1,0 erreicht wird. Es sei
jedoch darauf hingewiesen, dass der Fall 2b/l = 1,0 nicht untersucht werden kann, da
sonst die abgeknickten Arme auf den Réndern der Einheitszelle liegen und numerische
Probleme auftreten. Die untere Randfrequenz fir 2b/1 = 0,5 betrigt fpruf = 2125Hz
und sinkt bis 20/l = 0,98 auf fpyy; = 1501 Hz ab. Allerdings ist die Breite der ersten
Bandliicke bei 2b/1 = 0,98 mit A fp;; = 1091 Hz deutlich kleiner als die maximale Breite
von Afpr1 = 1798 Hz bei 2b/1 = 0, 82. Zudem ist der Abstand zwischen der ersten und der
zweiten Bandliicke bei 2b/1 = 0,82 minimal, sodass fiir diese Lage der Zick-Zack-Knicke
das optimale Verhalten hinsichtlich breiter und eng beieinander liegender Bandliicken im
niedrigen Frequenzbereich erzielt werden kann.

Einen besonders groflen Einfluss hat die Lage der Zick-Zack-Knicke auf die dritte Band-

liicke, die bei 2b/l = 0,6 eine minimale Breite von Afgr; = 117Hz aufweist. Sowohl

f ki
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Abbildung 4.30: Einfluss der Lage der Zick-Zack-Knicke b = by = by auf die Bandliickenrand-
frequenzen innerhalb der ersten 10 Bénder. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus
der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3.
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fir 2b/1 > 0,6 als auch fiir 2b/ < 0,6 nimmt die Breite der dritten Bandliicke schnell
zu. Allerdings ergibt sich fiir 26/l > 0,6 ein besseres Verhalten hinsichtlich einer brei-
ten Bandliicke in einem moglichst niedrigen Frequenzbereich. Bei 2b/1 = 0, 98 besitzt die
dritte Bandliicke die maximale Breite von A fpr, 1 = 4059 Hz. Gleichzeitig sinkt die untere
Bandliickenrandfrequenz fiir 2b/1 > 0,6 von fpr s = 8247Hz auf fpryr = 4583 Hz ab.
Des Weiteren treten auch eine vierte und fiinfte Bandliicke im betrachteten Frequenzbe-
reich ab 20/l > 0,88 auf. Zusammenfassend ergibt sich also fiir 2b/l — 1,0 das beste
Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich vieler breiter Bandliicken in einem moglichst

niedrigen Frequenzbereich.

In der Abb. 4.31a ist der Einfluss der Lage der Zick-Zack-Knicke auf die kleinsten Ima-
ginérteile des Wellenvektors bei den Bandliickenmittenfrequenzen und in der Abb. 4.31b
sind die zugehdrigen Wellentransmissionen fiir die ersten drei Bandliicken dargestellt. Bei
allen drei Bandliicken zeigt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen den qualitativen
Verlaufen der kleinsten Imaginérteile des komplexen Wellenvektors und der Wellentrans-
mission. Somit bestétigt sich auch in diesem Fall, dass der Imaginérteil des komplexen
Wellenvektors ein sehr guter Indikator fiir das Dampfungsverhalten einer phononischen
Struktur ist. Die erste Bandliicke weist bei 2b/] = 0,82 neben der grofiten Breite auch
den grofiten Imaginérteil und die geringste Wellentransmission auf. Bei der zweiten und
dritten Bandliicke tritt der grofite Imaginérteil bzw. die geringste Wellentransmission
hingegen fiir 2b/l — 1,0 auf. Somit zeigt sich auch in der Abb. 4.31, dass die Lage der
Zick-Zack-Knicke fiir eine moglichst breite erste Bandliicke mit gleichzeitig der geringsten
Wellentransmission bei 2b/1 = 0,82 liegt. Fiir 20/ — 1,0 ergibt sich bei der zweiten und
dritten Bandliicke die geringste Wellentransmission und zudem die niedrigsten unteren

Randfrequenzen der ersten drei Bandliicken.
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Abbildung 4.31: (a) Einfluss der Lage der Zick-Zack-Knicke b = b; = by auf die kleinsten
Imaginérteile S(k(fpr,ar)) des Wellenvektors k bei den Bandliickenmittenfrequenzen fgr ary.
(b) Zugehorige Wellentransmissionen T'(fpr arf) fiir Nip = 14, Ny = 6 und Ny ey = 4.
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Durch unterschiedliche Lagen der Zick-Zack-Knicke, also b; # by, konnen keine nennens-
werten Verbesserungen hinsichtlich breiter kompletter Bandliicken im niedrigen Frequenz-
bereich erzielt werden. Aufgrund der gebrochenen Symmetrieeigenschaften der Einheits-
zelle konnen jedoch, wie bereits bei der Verwendung von unterschiedlichen Gitterkonstan-
ten in den z- und y-Richtungen erldutert, breite RBLs entstehen. Die Untersuchungen
in dieser Arbeit fokussieren sich jedoch auf die kompletten Bandliicken, daher wird auf
eine ausfiihrliche Analyse der Einfliisse aus den Lagen der Zick-Zack-Knicke fiir den Fall
by # by verzichtet.

Zu den geometrischen Parametern gehoren eigentlich auch die Querschnittsabmessungen
a; und asy. Da sie aber iiber das Flachentrédgheitsmoment [ in die Steifigkeit und iiber
die Querschnittsfliche A in die Masse des jeweiligen Querschnitts eingehen, werden ihre

Einfliisse nicht hier, sondern im nachfolgenden Unterabschnitt 4.4.2 untersucht.

4.4.2 Beeinflussung durch die Steifigkeits- und Massenverhélt-

nisse

Eine weitere Moglichkeit, die Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen Zick-
Zack-Gitterstrukturen zu beeinflussen ist, wie in der Abb. 4.17 veranschaulicht, die Ver-
wendung von unterschiedlichen Steifigkeiten oder Massen fiir die inneren und dufleren Ar-
me. Die Verwendung von unterschiedlichen Steifigkeiten und Massen kann beispielsweise
zu verstiarkten lokalen Resonanzeffekten, zu breiteren Bandliicken oder zu Bandliicken in
einem niedrigeren Frequenzbereich fithren [101].

Die Biegesteifigkeit ET eines Gitters kann auf drei unterschiedlichen Wegen kontrolliert

bzw. variiert werden, némlich,

e Anderung der Querschnittsabmessungen a; und a, und somit der Trigheitsmomente

I; und I, bei festgehaltenem Materialparameter F,

e Anderung des Materialparameters E bei festgehaltenen Querschnittsabmessungen

a; und as,

e Gleichzeitige Anderungen der Querschnittsabmessungen (a;, as) und des Material-

parameters F.

Da die letzte Moglichkeit in der Praxis selten verwendet wird, werden nur die ersten

beiden Moglichkeiten im Folgenden néher untersucht.

Einfliisse aus unterschiedlichen Querschnittsabmessungen a; und a,

Zunéchst werden unterschiedliche quadratische Querschnitte fiir die inneren Arme (Quer-

schnitt Q1) mit den Kantenléngen a; und fiir die &ueren Arme (Querschnitt Q2) mit
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den Kantenléngen as, wie ebenfalls in der Abb. 4.17 dargestellt, untersucht. Die iibrigen
Geometrie- und Materialeigenschaften sind konstant und kénnen der Tab. 4.3 entnommen
werden. In der Abb. 4.32 sind die Einfliisse der Querschnittsabmessungen a; und ay auf
die Randfrequenzen der ersten zwei Bandliicken dargestellt. Dabei sind zwei unterschied-
liche Fille fiir das Verhéltnis der Querschnittsabmessungen untersucht. Im ersten Fall,
fiir den die Bandliicken rot dargestellt sind, sind die Abmessungen der dufleren Arme
konstant mit as = aponst. = 2mm und lediglich die Abmessungen a; = a; der inne-
ren Arme werden variiert. Beim zweiten Fall, fiir den die Bandliicken blau dargestellt
sind, sind hingegen die Abmessungen der inneren Arme konstant a; = aons. = 2mm
und die Abmessungen a; = ay der duleren Arme werden variiert. Wahrend die Verlaufe
der Bandliickenrandfrequenzen fiir a;/agonst > 1 in beiden Féllen sehr dhnlich sind, sind
fir a;/agonst < 1 deutlichere Unterschiede erkennbar, wobei jedoch in beiden Féllen fiir
a;/akonst < 1 ein verbessertes Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich eines niedrige-
ren Frequenzbereichs der Bandliicken erzielt werden kann. Allerdings nimmt die Breite
der ersten Bandliicke im zweiten Fall fiir a;/agons;. < 0,7 schnell ab und die Bandliicke
schlieflt sich bei a;/agonst. = 0,35 vollstidndig. Hingegen nimmt die Breite im ersten Fall
fir a;/agonst. < 0,7 wieder kontinuierlich zu, was auf einen zusétzlichen Effekt aus lokaler
Resonanz der steiferen dufleren Arme zuriickzufiihren ist. Dieser Effekt tritt aufgrund der
groflen Steifigkeitsunterschiede zwischen den inneren und &ufleren Armen auf, wodurch
die duBleren Arme nahezu wie starre Massen wirken, die elastisch an die inneren Arme
angeschlossen sind.

Zur Veranschaulichung sind in der Abb. 4.33a die reellen Dispersionskurven fiir den ersten

Fall und a;/akonse = 0,3 dargestellt, wobei die erste Bandliicke am unteren Rand durch

10 T T T T T T T T T T T T
I Fall 1: a1 = agopst. = 2mm, a; = a
PR Fall 2: ay = agopst. = 2mm, a; =y

f itz

|
|
1

03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 1.6 17
Verhéltnis a;/akonst. [-]

Abbildung 4.32: Einfluss der Querschnittsabmessungen a; und as auf die Randfrequenzen der
ersten zwei Bandliicken. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit
den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3.
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das vierte Band an der Stelle X und am oberen Rand durch das fiinfte Band an der Stelle
M begrenzt ist. Die zugehorige vierte Eigenform an der Stelle X sowie die fiinfte Eigenform
an der Stelle M sind in der Abb. 4.33b dargestellt. Bei der vierten Eigenform an der Stelle
X, die in der Abb. 4.33b unten angegeben ist, zeigt sich deutlich, dass die &ufleren Arme
lediglich Starrkorperbewegungen aufweisen und sich nicht verformen. In diesem Fall wir-
ken die &ufleren Arme wie starre Massen, die elastisch an die inneren Arme angeschlossen
sind und praktisch als Resonatoren agieren. Hingegen treten bei der fiinften Eigenform
an der Stelle M, die in der Abb. 4.33b oben dargestellt ist, geringe Verkriimmungen in
den duferen Armen auf und das resonatorartige Verhalten ist weniger ausgeprigt. Das
starrkorperéhnliche und resonatorartige Verhalten der dufleren Arme nimmt dabei mit
abnehmendem Verhéltnis a; /as zu. Allerdings darf das Steifigkeitsverhéltnis im Hinblick
auf reale Strukturen aus anderen mechanischen Griinden nicht zu klein bzw. zu grof§ wer-
den, da die diinneren Querschnitte sonst leicht versagen kénnen. Bei der ersten Bandliicke
zeigt sich, dass durch die Uberlagerung der Effekte der BRAGG-Streuung und der lokalen
Resonanz sehr breite Bandliicken im niedrigen Frequenzbereich erzielt werden koénnen.

Derartige Bandliicken werden auch als hybride Bandliicken [28,175] bezeichnet.

(a) - : (b)
4F
2. BL: 3136 - 4288 Hz
(BG-BL)
3E .
'E‘ /
=,
G4 2 ©
1. BL: 484 - 1980 Hz
1t (Hybride BL) . a__ g
—>»
\/// —
—4. \
0 . \/
r X M r

Wellenvektor [1/m]

Abbildung 4.33: (a) Reelle Dispersionkurven fiir a; /as = 0,3 (Fall 1). (b) Begrenzende Eigen-
formen der ersten Bandliicke: unten vierte Eigenform an der Stelle X und oben fiinfte Eigenform
an der Stelle M.

Bei den Verldufen der zweiten Bandliicke in der Abb. 4.32 ist auffillig, dass die obe-
ren Bandliickenrandfrequenzen in beiden Féllen fiir a;/akonss = 0,35 — 1,7 vollstéindig
tibereinstimmen. Die unteren Bandliickenrandfrequenzen weichen fir a;/axonst = 0,5—1,7

auch nur geringfiigig voneinander ab. Ein deutlicher Unterschied zwischen den zwei Féllen
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ist fiir a;/akonst < 0,5 zu beobachten, wobei die Breite der Bandliicke im ersten Fall
zunéchst schneller abnimmt. Bei a;/akonst = 0, 35 weist der Verlauf der zweiten Bandliicke
im ersten Fall einen Knick auf und die Breite der Bandliicke nimmt fiir a;/agonst < 0,35
wieder zu. Die Ursache fiir diese Unstetigkeit liegt in der Verschiebung des Bandes, das
die zweite und dritte Bandliicke fiir a;/agonst > 0,35 trennt, wodurch sich diese beiden
Bandliicken fiir a;/agonst < 0,35 zu einer breiteren Bandliicke zusammenschlieen. Im
zweiten Fall tritt diese Erscheinung nicht auf und die Breite der Bandliicke nimmt stetig

mit abnehmendem Verhéltnis a;/agons: < 0,35 ab.

In der Abb. 4.34a sind die kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors und in der Abb. 4.34b
sind die zugehorigen Wellentransmissionen bei den Mittenfrequenzen der ersten beiden
Bandliicken dargestellt. Dabei beschrinken sich die Untersuchungen auf den ersten Fall,
da bei diesem ein besseres Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich breiter Bandliicken
im niedrigen Frequenzbereich erzielt werden kann. Die sehr gute Ubereinstimmung zwi-
schen den qualitativen Verldufen der kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors und den
zugehorigen Wellentransmissionen wird auch bei dieser Untersuchung deutlich. Fiir beide
Bandliicken ist ein Zusammenhang zwischen den Bandliickenbreiten (s. Abb. 4.32) und
den Verldufen der kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors bei den Bandliickenmitten-
frequenzen erkennbar, wobei der Imaginérteil des Wellenvektors mit zunehmender Breite
der Bandliicke steigt. Bei der ersten Bandliicke ist insbesondere die rasche Zunahme des
Imaginéarteils des Wellenvektors bzw. Abnahme der Wellentransmission fiir ein abnehmen-
des Verhiltnis a1 /as ab ungefihr a;/ay < 0,5 auffillig. Die rasche Zunahme des kleinsten
Imaginérteils des Wellenvektors ist vermutlich ebenfalls auf den zusitzlichen Effekt aus
lokaler Resonanz zuriickzufiihren. Bei der zweiten Bandliicke tritt auch bei den Verlaufen
der kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors und der Wellentransmission ein Knick bei

a1 /as = 0,35 auf, der auf den zuvor beschriebenen Zusammenschluss von zwei Bandliicken

(@) 2,0 e (b) -120
o o 1. BL ——-— 2. BL| o 1. BL ——-— 2. BL|
E) _
foa)
=15h = 90}
Ny \ —~ \
ha \ = \ PSS
- e N .
E BT e ;{ 5 R R ol
b 1_/0 ,‘ /./ \\ Pt :: _____________ b -60 L /'/ ‘\. .............
5/ “. I' \\ R r E‘ .\/' \A\ /'/".’
CO) \I '~ — e .- v < | ) .
0,5 S -30 P
03 05 07 09 1,1 13 1,5 1.7 03 05 07 09 1,1 1,3 1,5 1,7
Verhéltnis a;/ay [-] Verhéltnis a1 /as [-]

Abbildung 4.34: (a) Einfluss der relativen Querschnittsabmessungen a;/az (Fall 1) auf die
kleinsten Imaginérteile S(k(fpr arr)) des Wellenvektors k bei den Bandliickenmittenfrequenzen
IBL M- (b) Zugehorige Wellentransmissionen T'( fpr ar ) fiir Ny o = 14, Ny y = 6 und Ny cpar = 4-
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zuriickzufithren ist. Zusammenfassend zeigt sich, dass durch ein geringes Verhéltnis a; /as
< 0,5 ein zusétzlicher Effekt durch die lokale Resonanz ausgenutzt werden kann, der letzt-
lich zu einer breiteren ersten Bandliicke im niedrigen Frequenzbereich fiihrt, die zudem

ein sehr hohes Dampfungsvermdogen aufweist.

Einfliisse aus unterschiedlichen E-Moduln FE; und E,

Neben unterschiedlichen Querschnittsabmessungen kénnen auch durch die Verwendung
unterschiedlicher Materialien aber gleichbleibender Querschnittsabmessungen die Steifig-
keitsverhéltnisse zwischen den inneren und dufleren Armen der Zick-Zack-Gitterstrukturen
beeinflusst werden. In der Abb. 4.35 ist der Einfluss der E-Moduln F; der inneren Arme
sowie Fy der duBeren Arme auf die Randfrequenzen der ersten drei Bandliicken darge-
stellt. Dabei sind die Bandliickenrandfrequenzen in der Abb. 4.35a in Abhéingigkeit von
Es fiir einen konstanten E-Modul E; = 405 GPa und in der Abb. 4.35b in Abhéngigkeit
von FEy fiir einen konstanten E-Modul £; = 1 GPa dargestellt. Der in der Abb. 4.35a
dargestellte Fall entspricht einem sehr steifen ,Kern“, bei dem der E-Modul der inne-
ren Arme mit F; = 405 GPa dem E-Modul von Wolfram entspricht. Hingegen ist in der
Abb. 4.35b der Grenzfall eines sehr weichen Kerns, bei dem der E-Modul der inneren
Arme mit F; = 1 GPa dem E-Modul von weichem Polyamid entspricht, dargestellt. Die
Geometrie- und Querschnittseigenschaften sowie die Massendichten sind konstant gehal-
ten und konnen der Tab. 4.3 entnommen werden. In der Abb. 4.35a zeigt sich, dass durch
die Verwendung von einem niedrigeren E-Modul F, fiir die &uleren Arme Bandliicken
in einem niedrigeren Frequenzbereich erzielt werden konnen, wobei die ersten beiden
Bandliicken jedoch nur entstehen, wenn F, nicht zu klein ist. Besonders ausgepréagt ist

der Einfluss von Fj, auf die Randfrequenzen der dritten Bandliicke, die ab ungefdhr

(a) 28 : : (b) 4 : :
1. BL 3. BL I 1. BL 3. BL
2. BL 2. BL
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Abbildung 4.35: Einfluss der E-Moduln E; und Es auf die Randfrequenzen der ersten drei
Bandliicken. (a) £ = konst. = 405 GPa. (b) E; = konst. = 1 GPa. Die Berechnungen basieren
auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie- und Querschnittseigenschaften sowie
den Massendichten aus der Tab. 4.3.
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E5 < 75GPa sehr schnell abfallen. Die abnehmenden Frequenzbereiche der Bandliicken
bei sinkendem E-Modul kénnen anhand der Eigenfrequenz eines Einmassenschwingers mit
w = \/c/_m, wobei ¢ die Federsteifigkeit und m die Masse ist, erkléirt werden. Dabei zeigt
sich, dass mit abnehmender Steifigkeit ¢ bzw. in diesem Fall F5 die Eigenfrequenzen mit
der Potenz 0,5 abnehmen.

Fiir den Fall eines sehr weichen Kerns zeigt sich in der Abb. 4.35b ein deutlich anderes Ver-
halten der Bandliickenrandfrequenzen in Abhéngigkeit des E-Moduls der dufleren Arme.
Zwar sinken auch in diesem Fall fiir kleine F5 die Bandliickenrandfrequenzen mit abneh-
mendem FEj, aber fiir £ > 75 GPa ist der Frequenzbereich der ersten Bandliicke ungefihr
konstant. Bei der zweiten Bandliicke zeigt sich bei Fy > 110 GPa ein dhnliches Verhalten
und die Bandliickenrandfrequenzen sind fast unabhéngig von dem E-Modul der dufleren
Arme. Lediglich bei der dritten Bandliicke zeigt sich eine durchgehende Abhéngigkeit
von Fs, wobei jedoch auch in diesem Fall die untere Bandliickenrandfrequenz nahezu
konstant ist und nur die obere Bandliickenrandfrequenz mit steigendem FE, zunimmt.
Dieses Verhalten ist, wie bereits bei den Einfliissen der unterschiedlichen Querschnitts-
abmessungen, auf lokale Resonanzeffekte zuriickzufithren. Ab einem gewissen Fs sind die
duBeren Arme im Vergleich zu den inneren Armen so steif, dass sie fast als Starrkorper
wirken, die iiber die inneren Arme elastisch miteinander verbunden sind. Dadurch hat
eine weitere Erhohung der Steifigkeit der dufleren Arme keinen weiteren Einfluss auf die
Bandliickenrandfrequenzen. Die dufleren Arme agieren folglich wie lokale Resonatoren,
wobei deren Resonanzfrequenz nur durch die Steifigkeit der inneren Arme und die Massen-
dichten beider Arme beeinflusst wird. Da die Massendichten bei diesen Betrachtungen kon-
stant gehalten sind, sind auch die Resonanzfrequenzen und die Bandliickenrandfrequenzen

ab einer ausreichend groflen Steifigkeit der dufleren Arme fast konstant.

Einfliisse aus unterschiedlichen Massendichten p; und p-

Abgesehen von den Steifigkeitsverhéltnissen zwischen den inneren und &dufleren Armen
der Zick-Zack-Gitterstrukturen kénnen auch unterschiedliche Massen bzw. Massendichten
einen Einfluss auf das Wellenausbreitungsverhalten haben. In der Abb. 4.36 ist der Einfluss
der Massendichten p; und p, der inneren Arme und dufleren Arme auf die Randfrequenzen
der ersten drei Bandliicken dargestellt. Dabei sind die Bandliickenrandfrequenzen in der
Abb. 4.36a in Abhéngigkeit von p, fiir eine konstante Massendichte p; = 19300 kg/ m” und
in der Abb. 4.36b in Abhéngigkeit von p, fiir eine konstante Massendichte p; = 400 kg/ m’
dargestellt. Der in der Abb. 4.36a dargestellte Fall entspricht einem sehr massigen Kern,
bei dem die Massendichte der inneren Arme mit p; = 19300 kg/ m® der Massendichte von
Wolfram entspricht. In der Abb. 4.36b ist hingegen der Fall eines sehr leichten Kerns,
bei dem die Massendichte der inneren Arme mit p; = 400kg/ m” der Massendichte von

Holz oder einem aufgeschdumten Kunststoff entspricht, dargestellt. Die Geometrie- und
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Querschnittseigenschaften sowie die E-Moduln sind konstant gehalten und koénnen der
Tab. 4.3 entnommen werden.

Fiir den in der Abb. 4.36a dargestellten Fall eines massigen Kerns zeigt sich, dass eine
Variation der Massendichte ps nur einen geringen Einfluss auf die untere Randfrequenz
der ersten Bandliicke hat. Beispielsweise sinkt die untere Bandliickenrandfrequenz von
faraor = 998 Hz bei py = 4800kg/m® auf fpr1p; = 795 Hz bei py = 19300 kg/m® ab.
Allerdings nimmt die Breite der Bandliicke tiberproportional ab, die A fp, 1 = 747 Hz fiir
py = 4800kg/m” betriigt und fiir p, = 19300kg/m® auf Afp;; = 344 Hz abfillt. Bei
der zweiten und insbesondere der dritten Bandliicke ist der Einfluss der Massendichte p,
auf die Bandliickenrandfrequenzen stiarker ausgeprigt und die Bandliickenrandfrequenzen
fallen mit steigender Massendichte ps schneller ab. Auflerdem nimmt die Breite der zwei-
ten Bandliicke, bzw. bei ps > 5000 kg/m3 auch die Breite der dritten Bandliicke, mit
steigendem ps zu. In den meisten Anwendungsfillen ist jedoch hauptsédchlich die erste
Bandliicke von Interesse, wobei ein guter Kompromiss zwischen einer moglichst niedrigen
unteren Bandliickenrandfrequenz und einer moglichst groflen Bandliickenbreite durch eine
Anpassung von py erreicht werden kann.

In der Abb. 4.36b zeigt sich, dass der Einfluss der Massendichte p, bei einem leichten
Kern mit p; = 400kg/ m® auf die Bandliickenrandfrequenzen deutlich grofer ist. So fal-
len die Frequenzbereiche aller drei Bandliicken fiir po = 19300kg/ m® im Vergleich zu
po = 400kg/m® um etwa 2/3 ab. Allerdings ist die untere Randfrequenz der ersten
Bandliicke selbst bei ps = 19300 kg/m3 mit fpr1vs = 1181 Hz deutlich hoher als die
niedrigste untere Randfrequenz der ersten Bandliicke fpr 1,0 = 795 Hz fiir den Fall eines
massigen Kerns. Auch hinsichtlich der Bandliickenbreiten kann im Fall eines leichten Kerns

keine Verbesserung erzielt werden, sodass offensichtlich ein massiger Kern vorteilhaft ist.
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Abbildung 4.36: Einfluss der Massendichten p; und ps auf die Randfrequenzen der ersten drei
Bandliicken. (a) p; = konst. = 19300 kg/m®. (b) p; = konst. = 400kg/m>. Die Berechnungen
basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materi-
aleigenschaften aus der Tab. 4.3.
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4.4.3 Beeinflussung durch die diskreten Einzelmassen

Das Wellenausbreitungsverhalten einer bestehenden phononischen Zick-Zack-Gitterstruk-
tur kann auch durch die Anordnung von zusétzlichen Einzelmassen an geeigneten Stellen
der Gitterstruktur aktiv beeinflusst werden. DIAZ et al. [27] zeigten, dass durch das An-
bringen von diskreten Einzelmassen die Dispersionskurven eines 1D periodischen Balken-
systems optimiert werden konnen. Dabei kénnen sowohl die Frequenzbereiche als auch
die Breiten der Bandliicken beeinflusst werden. Auch bei 2D Balkengittersystemen, wie
den sinusférmigen oder den Zick-Zack-Gittern, konnen die Bandstrukturen durch das An-
bringen von zusétzlichen diskreten Einzelmassen optimiert werden. Fiir eine effektive und
gezielte Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften einer vorhandenen phononi-
schen Gitterstruktur durch diskrete Einzelmassen miissen zuerst die Dispersionskurven
des Ausgangssystems berechnet werden. Anhand der Dispersionskurven kénnen fiir eine
bestimmte Bandliicke die Eigenformen bestimmt werden, die die Bandliicke nach unten
bzw. nach oben begrenzen. Mithilfe dieser Eigenformen kénnen anschlieend die optimalen
Positionen fiir die diskreten Einzelmassen ermittelt werden. Zur Veranschaulichung sind
in der Abb. 4.37a die reellen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.17
mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3 dargestellt,

wobei jedoch abweichend von der Tab. 4.3 die Auslenkung W = 3 mm betragt.
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Abbildung 4.37: (a) Reelle Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit
W = 3mm und den sonstigen Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der
Tab. 4.3. (b) Zugehorige Eigenform zum Punkt (1): Stelle X, Band 4. (c) Zugehérige Eigenform
zum Punkt (2): Stelle M, Band 5. (d) Zugehorige Eigenform zum Punkt (3): Stelle M, Band 3.
(e) Zugehorige Eigenform zum Punkt (4): Stelle M, Band 4.
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In der Abb. 4.37a zeigt sich, dass die erste Bandliicke am unteren Rand durch das vierte
Band an der Stelle X, das in der Abb. 4.37a als Punkt (1) markiert ist, und am oberen
Rand durch das fiinfte Band an der Stelle M, das als Punkt (2) markiert ist, begrenzt wird.
Die zugehorige Eigenform fiir den Punkt (1) ist in der Abb. 4.37b und die zugehérige Ei-
genform fiir den Punkt (2) ist in der Abb. 4.37c¢ dargestellt. Um die Bandliicke in einen
niedrigeren Frequenzbereich zu verschieben und gleichzeitig die Breite der Bandliicke zu
vergrofern, muss die Eigenfrequenz der Eigenform aus der Abb. 4.37b abgesenkt werden,
ohne gleichzeitig die Eigenfrequenz der Eigenform aus der Abb. 4.37c nennenswert herab-
zusetzen. Die Eigenfrequenz der Eigenform aus der Abb. 4.37b kann abgesenkt werden,
indem an den Stellen, an denen die Eigenform sehr grofle Verschiebungen aufweist, dis-
krete Einzelmassen angebracht werden. Dadurch wird die mitschwingende Masse bzw. die
Trégheit an diesen Stellen erhoht und somit die Eigenfrequenz verringert. Die maximalen
Verschiebungen sind in der Abb. 4.37b durch rote Pfeile gekennzeichnet und befinden sich
an den horizontalen Armen der Einheitszelle jeweils in einem Abstand von etwa 0, 2] von
den jeweiligen dufleren Réandern. Diese Stellen sind die besten Positionen fiir diskrete Ein-
zelmassen um die Eigenfrequenz effektiv zu verringern. Allerdings sind diese Stellen nicht
zwingend optimal um eine moglichst breite Bandliicke zu erzielen. Fiir eine moglichst
breite Bandliicke darf die Eigenfrequenz des Bandes, das die Bandliicke am oberen Rand
begrenzt, nicht nennenswert absinken. Dazu sollten die diskreten Einzelmassen an Po-
sitionen angebracht werden, an denen die zugehorige Eigenform, die die Bandliicke am
oberen Rand begrenzt, moglichst geringe Verschiebungen aufweist. In diesem Fall hat die
zugehorige Kigenform aus der Abb. 4.37¢ die geringsten Auslenkungen jeweils in einem Ab-
stand von etwa 0, 167 von den dufleren Réndern aller vier Arme der Einheitszelle. Somit
liegen die optimalen Positionen fiir die diskreten Einzelmassen auf den horizontalen Armen
bei einem Abstand zwischen 0,167/ und 0, 2] von den jeweiligen dufleren Rindern. Wird
die Eigenfrequenz am Punkt (1) allerdings zu weit verringert, dann wird die Bandliicke un-
ter Umsténden durch die Bénder 3 und 4 an der Stelle M, die in der Abb. 4.37a als Punkte
(3 und (4) markiert sind, begrenzt. Bei Betrachtung der zugehérigen Eigenform fiir den
Punkt (3) in der Abb. 4.37d zeigt sich, dass diese sehr dhnlich zur Eigenform aus der Abb.
4.37b ist und somit ihre Eigenfrequenz ebenfalls durch die diskreten Einzelmassen an den
horizontalen Armen abgesenkt wird. Die zugehérige Eigenform fiir den Punkt (4) in der
Abb. 4.37e ist identisch zur Eigenform am Punkt (3), allerdings um 90° gedreht, sodass
die maximalen Verschiebungen dieser Eigenform an den vertikalen Armen auftreten. Um
die Eigenfrequenz fiir den Punkt (4) abzusenken miissen folglich diskrete Einzelmassen
an den vertikalen Armen der Einheitszelle angebracht werden. Aus diesem Grund werden
nachfolgend an allen vier Armen in einem Abstand von 0, 2] von den jeweiligen dufleren
Réndern diskrete Einzelmassen angebracht. Dadurch ergibt sich zusétzlich der Vorteil,

dass die Symmetrieeigenschaften der Einheitszelle beibehalten werden kénnen und die
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Berechnung der Dispersionskurven weiterhin mit der ersten IBZ aus der Abb. 4.5b erfol-
gen kann. Die Beriicksichtigung von diskreten Einzelmassen erfolgt bei der SEM analog
zur FEM, somit werden an den entsprechenden Positionen der zugehorigen Freiheitsgrade

in der spektralen Steifigkeitsmatrix die Tragheitsterme —medM,i hinzuaddiert.

In der Abb. 4.38a sind die reellen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle dargestellt, bei
der an allen vier Armen in einem Abstand von 0,2/ von den jeweiligen dufleren Réndern
diskrete Einzelmassen mit mgy; = 0,5 g angebracht sind. Dabei sei darauf hingewiesen,
dass die vier Einzelmassen mit einer Gesamtmasse von mgy; = 2 g fast dem Gesamtgewicht
der Einheitszelle ohne Einzelmassen mit mg.s = 2,1756 g entsprechen. Bei einer realen
Struktur muss entsprechend sichergestellt werden, dass durch die zusétzlichen Massen
nicht die statische Tragfihigkeit der Struktur gefahrdet wird.

Ein Vergleich von der Abb. 4.38a und der Abb. 4.37a zeigt, dass durch das Anbringen
der Einzelmassen sowohl die untere Randfrequenz der ersten Bandliicke von 3017 Hz auf
1778 Hz abgesenkt als auch gleichzeitig die Breite der ersten Bandliicke von Afg;, =
998 Hz auf Afpr, = 1434 Hz vergroert werden kann. Durch das Anbringen der diskreten
Einzelmassen kann folglich eine wesentliche Verbesserung der Wellenausbreitungseigen-

schaften der Einheitszelle hinsichtlich einer niederfrequenten und breiten Bandliicke er-
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Abbildung 4.38: (a) Reelle Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit
W = 3mm und diskreten Einzelmassen mgy; = 0,5g in einem Abstand von 0,2/ von den
jeweiligen dufleren Réndern der Einheitszelle. Die sonstigen Geometrie-, Querschnitts- und Ma-
terialeigenschaften kénnen der Tab. 4.3 entnommen werden. (b) Zugehorige Eigenform zum
Punkt (1): Stelle X, Band 4. (c) Zugehorige Eigenform zum Punkt (2): Stelle M, Band 5. (d)
Zugehorige Eigenform zum Punkt (3): Stelle I', Band 5. (e) Zugehérige Eigenform zum Punkt
(4): Stelle X, Band 5.
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zielt werden. Aus der Abb. 4.38a wird auch deutlich, dass die Bandliicke am unteren Rand
weiterhin durch das vierte Band an der Stelle X begrenzt wird, die in der Abb. 4.38a als
Punkt (1) markiert ist, wobei die zugehorige Eigenfrequenz allerdings durch die diskreten
Einzelmassen deutlich gesunken ist. Am oberen Rand wird die Bandliicke hingegen nicht
mehr durch das fiinfte Band an der Stelle M, markiert als Punkt (2), sondern durch das
fiinfte Band an der Stelle I' begrenzt, das mit dem Punkt (3) gekennzeichnet ist. Die
Eigenform fiir den Punkt (1) ist in der Abb. 4.38b dargestellt, wobei sich die Eigenform
im Vergleich zur Eigenform ohne diskrete Einzelmassen aus der Abb. 4.37b nur geringfiigig
gedindert hat. Auch die Eigenform im Punkt (2), dargestellt in der der Abb. 4.38c, hat
sich nur leicht gedindert und erwartungsgeméaf wird auch die zugehorige Eigenfrequenz nur
vergleichsweise geringfiigig von 4015 Hz auf 3820 Hz abgesenkt. Allerdings ist die fiinfte
Eigenfrequenz an der Stelle I, in der Abb. 4.38a als Punkt (3) markiert, sowie die fiinfte
Eigenfrequenz an der Stelle X, die als Punkt (4) gekennzeichnet ist, deutlich abgefallen.
Die Eigenfrequenz im Punkt (3) ist dabei etwas niedriger und begrenzt somit die erste
Bandliicke am oberen Rand. Aus der zugehorigen Eigenform in der Abb. 4.38d wird
deutlich, dass die Ursache fiir den deutlichen Abfall der Eigenfrequenz darin liegt, dass
auch diese Eigenform grofie Verschiebungen an den Positionen der diskreten Einzelmassen
aufweist. Auch die Eigenform von Punkt (4), dargestellt in der Abb. 4.38e, weist an den
vertikalen Armen grofie Verschiebungen an den Positionen der diskreten Einzelmassen
auf, wodurch die zugehérige Eigenfrequenz im Vergleich zur Einheitszelle ohne diskrete

Einzelmassen deutlich niedriger wird.

Neben den Positionen der Einzelmassen haben auch die Gewichte der diskreten Einzel-
massen einen wesentlichen Einfluss auf das Wellenausbreitungsverhalten der phononischen
Zick-Zack-Gitterstruktur. In der Abb. 4.39 sind daher die Randfrequenzen der ersten zwei
Bandliicken in Abhéngigkeit der Gewichte der diskreten Einzelmassen mgys,; dargestellt.
Dabei werden die Massen zwischen mgy; = 0g und mgn; = 0,5 g aus dem Beispiel der
Abb. 4.38 variiert. Die Positionen der Einzelmassen sowie die Geometrie-, Querschnitts-
und Materialeigenschaften entsprechen denen der Abb. 4.38. Es zeigt sich, dass sowohl
die untere Randfrequenz der ersten als auch die der zweiten Bandliicke mit zunehmender
Masse kontinuierlich absinken. Allerdings wird auch deutlich, dass die maximale Breite
der Bandliicken nicht bei den gréfiten Einzelmassen auftritt. Bei der ersten Bandliicke
tritt die grofite Breite beispielsweise bei mgps; = 0,275 g auf. Die Ursache wird durch die
Betrachtung der Eigenform aus der Abb. 4.38b fiir den Punkt (1) und der Eigenform aus
der Abb. 4.38d fiir den Punkt (3) offensichtlich. Wihrend bei der Eigenform im Punkt (1)
nur die diskreten Einzelmassen auf den horizontalen Armen einen wesentlichen Einfluss
auf die Eigenfrequenz haben, weisen bei der Eigenform im Punkt (3) alle vier Einzelmassen
eine grofle Verschiebung und damit einen groffen Einfluss auf die Eigenfrequenz auf. So-

mit sinkt die Eigenfrequenz im Punkt (3) schneller als die Eigenfrequenz im Punkt (1) mit
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zunehmenden Gewichten der diskreten Einzelmassen. Da der Punkt (3) jedoch zunsichst
nicht die erste Bandliicke am oberen Rand begrenzt (vgl. Abb. 4.37), nimmt die Breite
der ersten Bandliicke nur solange zu, bis die Gewichte der Einzelmassen so grof§ sind, dass
der Punkt (3) die erste Bandliicke am oberen Rand begrenzt. Bei der ersten Bandliicke
ist dies entsprechend ab mgp; = 0,275 g der Fall und fir mgy; > 0,275¢g sinkt dann
die obere Randfrequenz der ersten Bandliicke etwas schneller ab als die untere Rand-
frequenz, wodurch die Breite der Bandliicke geringfiigig abnimmt. Auch bei der zweiten
Bandliicke zeigt sich ein dhnliches Verhalten, wobei die maximale Breite der Bandliicke
bei manr; = 0,350 g auftritt.

I
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 005 0,10 0,15 020 025 030 035 040 045 0,50
Einzelmassen mgyr; [g]

Abbildung 4.39: Einfluss der diskreten Einzelmassen mgys; auf die Randfrequenzen der ersten
zwei Bandliicken. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3, jedoch mit der Auslen-
kung W = 3mm.

Abschliefilend sind in der Abb. 4.40a der Einfluss der diskreten Einzelmassen mgys,; auf
die kleinsten Imaginérteile S(k(fpr ar)) des Wellenvektors und in der Abb. 4.40b die zu-
gehorigen Wellentransmissionen bei den Bandliickenmittenfrequenzen dargestellt. Auch
in diesem Fall zeigt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen den qualitativen Verldufen
der kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors und der zugehorigen Wellentransmissionen.
Besonders auffillig ist hierbei, dass die kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors bei der
ersten Bandliicke mit zunehmenden Massen mgys; abnehmen, wéhrend sie bei der zwei-
ten Bandliicke zunehmen. Die Wellentransmissionen nehmen entsprechend bei der ersten
Bandliicke mit steigenden Massen zu und bei der zweiten Bandliicke ab. Die Ursache
fiir dieses gegensitzliche Verhalten der beiden Bandliicken in Abhéngigkeit der diskreten
Einzelmassen mgys,; ist vermutlich auf die zwei unterschiedlichen Typen der Bandliicken
zuriickzufiihren, da die erste Bandliicke eine lokal-resonante bzw. hybride Bandliicke ist,
wahrend die zweite Bandliicke eine BRAGG-Bandliicke darstellt. Weiterhin kann fiir die
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erste Bandliicke sowohl bei den kleinsten Imaginérteilen des Wellenvektors als auch bei
den Wellentransmissionen eine leichte Anderung der Steigung bei mam,; = 0,275g, al-

so an der Stelle, an der sich der mafigebende Wellenvektor am oberen Rand der ersten

Bandliicke dndert, beobachtet werden.
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Abbildung 4.40: (a) Einfluss der diskreten Einzelmassen mgy,; auf die kleinsten Imaginérteile
S(k(fBr,my)) des Wellenvektors k bei den Bandliickenmittenfrequenzen fgr, ar¢. (b) Zugehorige
Wellentransmissionen T'(fpr arf) fiir Nz = 14, Npy = 6 und Ny ey = 4.

4.4.4 Beeinflussung durch die geometrische Nichtlinearitit

Eine weitere Moglichkeit die Frequenzbereiche der Bandliicken von Zick-Zack-Gitterstruk-
turen aktiv zu beeinflussen stellt die Ausnutzung der Effekte aus der geometrischen Nicht-
linearitdt dar [99,104]. Dabei wird die Gitterstruktur, wie in der Abb. 4.41 veranschaulicht,
durch eine ein- oder zweiaxiale duflere Belastung beansprucht, wodurch die Frequenzberei-
che der Bandliicken gezielt verringert oder erhéht werden kénnen. Im Allgemeinen kénnen
unterschiedliche duflere Belastungen p; in vertikaler Richtung und p, in horizontaler Rich-

tung, wie ebenfalls in der Abb. 4.41 veranschaulicht, verwendet werden. Nachfolgend wer-

3
N
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Abbildung 4.41: Beispiel fiir eine 2D Zick-Zack-Gitterstruktur unter einer zweiaxialen Belas-
tung p; und po.
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den jedoch nur die Fille einer zweiaxialen Druck- bzw. Zugbelastung mit p; = py, durch
die alle Stabkrifte des Gitters die gleiche Stabkraft S aufweisen, sowie die Fille ei-
ner einaxialen Druck- bzw. Zugbelastung mit ps = 0, betrachtet. Aufgrund der Zick-
Zack-Geometrie sind die Stabkrifte von der Auslenkung W sowie den Gitterkonstanten
abhéingig und die Stabkrifte miissen in Abhéngigkeit der jeweiligen dufleren Belastung
durch eine statische Analyse ermittelt werden. Nachfolgend werden die Stabkréfte in den
vertikalen Armen, wie in der Abb. 4.41 dargestellt, als S; und die Stabkréfte in den hori-
zontalen Armen als S5 bezeichnet. Beispielsweise hat die einaxiale Druckbelastung p; fiir
die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigen-
schaften aus der Tab. 4.3 zur Folge, dass in den horizontalen Armen des Gitters Zugkrifte
auftreten, wobei fiir ein ausreichend grofies Gitter S, ~ —0,2S5; gilt. Aufgrund der un-
terschiedlichen Stabkréfte in den horizontalen und vertikalen Armen des Gitters muss die
rechteckige erste IBZ aus der Abb. 4.24b bei den Berechnungen der Dispersionskurven
verwendet werden.

In der Abb. 4.42a ist der Einfluss der Stabdruck- (rot) bzw. der Stabzugkréfte (blau) S}
auf die Randfrequenzen der ersten Bandliicke fiir den Fall einer zweiaxialen Belastung
mit Sy = 57 dargestellt. Dabei werden die Stabdruckkrifte bis |S;| = 130 N untersucht,
die unterhalb der ersten lokalen Knicklast des Systems liegen, wodurch die Einfliisse der
geometrischen Nichtlinearitéit vollstdndig reversibel bleiben. Vereinfachend werden auch
die Stabzugkréfte nur bis |S;| = 130N untersucht, wenngleich bei Zugkraften kein Sta-
bilitdtsversagen auftreten kann. Es zeigt sich, dass die Bandliickenrandfrequenzen durch
die zweiaxiale Druckbelastung nennenswert gesenkt werden konnen. Beispielsweise be-
trégt die untere Randfrequenz fiir S; = ON noch fpr 1 vy = 2125 Hz und kann mit der
Stabdruckkraft |S;| = 130N um 11,2% auf fpr10r = 1887 Hz gesenkt werden. Durch

eine zweiaxiale Zugbelastung werden die Randfrequenzen der ersten Bandliicke hingegen
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0 10 30 50 70 90 110 130 0 10 30 50 70 90 110 130
|S1] [N] |S1| [N]

Abbildung 4.42: (a) Einfluss der Stabdruck- (rot) bzw. der Stabzugkréfte (blau) S; auf die
Randfrequenzen der ersten Bandliicke fiir eine zweiaxiale Belastung mit S; = S3. (b) Einfluss der
Stabdruck- (rot) bzw. der Stabzugkrifte (blau) S; auf die Randfrequenzen der ersten Bandliicke
fiir eine einaxiale Belastung mit Sy = —0,25;.

Seite 122



Analyse von 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

deutlich angehoben und die untere Randfrequenz steigt mit der Stabzugkraft |S;| = 130 N
um 10,2 % gegeniiber dem unbelasteten System auf fgg 1y = 2341 Hz an. Aulerdem
nimmt die Breite der ersten Bandliicke leicht um 46 Hz zu.

Fiir den Fall einer einaxialen Belastung mit Sy = —0, 257 zeigt sich in der Abb. 4.42b, dass
die untere Randfrequenz nahezu unabhéngig von der Belastung ist. Fiir die Stabdruck-
kraft |Si| = 130N fallt sie lediglich auf fpr 1 ¢ = 2106 Hz ab und fiir die Stabzugkraft
|S1| = 130N steigt sie nur auf fpr 10y = 21563 Hz an. Allerdings fillt die obere Rand-
frequenz deutlicher von fpr 1,05 = 3045Hz bei S} = ON auf fpr 1,0y = 2909 Hz bei der
Stabdruckkraft |S;| = 130N ab. Hingegen nimmt die obere Randfrequenz bei der Stab-
zugkraft |S1| = 130N auf fpr 105 = 3130 Hz zu. Hinsichtlich einer Bandliicke im niedrigen
Frequenzbereich erweist sich somit eine zweiaxiale Druckbelastung am effektivsten, wo-
hingegen eine moglichst breite erste Bandliicke durch eine einaxiale Zugbelastung erreicht
werden kann. Allerdings ist der Einfluss der einaxialen Zugbelastung auf die Breite der
ersten Bandliicke eher gering.

Zuletzt sei darauf hingewiesen, dass neben den dargestellten reinen Druck- bzw. Zugbe-
lastungen auch weitere Kombinationen moglich sind. Beispielsweise kann eine Druckkraft
in der vertikalen Richtung und eine Zugkraft in der horizontalen Richtung aufgebracht
werden. Allerdings konnten in weiteren Untersuchungen weder Bandliicken in niedrigeren
Frequenzbereichen noch breitere Bandliicken erzielt werden. Aus diesem Grund wird auf

eine ausfiihrliche Darstellung von weiteren Belastungskombinationen verzichtet.

Hinsichtlich der Wellenfilterung bestimmter Frequenzen eignet sich somit die zweiaxiale
Druck- oder Zugbelastung am Besten, da sowohl die untere als auch die obere Rand-
frequenz der Bandliicke beeinflusst werden konnen. Allerdings eignet sich die zweiaxiale

Druckbelastung im Vergleich zu der zweiaxialen Zugbelastung besser fiir die Filterung im
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Abbildung 4.43: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
fir f = 2000Hz und |S| = ON bei einer Anregung am linken Rand des Systems durch die
vorgegebenen Verschiebungen von ug = [10 10]7
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niedrigen Frequenzbereich. Zur Veranschaulichung der Wellenfilterung einer bestimmten
Frequenz ist in der Abb. 4.42a die Frequenz f = 2000 Hz durch eine gestrichelte Linie mar-
kiert. Diese Frequenz liegt bis zu der Stabdruckkraft |S;| = 67 N auflerhalb der Bandliicke
und fiir die Stabdruckkréfte [S;| > 67N innerhalb der Bandliicke. In der Abb. 4.43 ist
das Verschiebungsfeld im Frequenzbereich fiir die Frequenz f = 2000 Hz und |S;| = ON
dargestellt, wobei das System am linken Rand durch die vorgegebenen Verschiebungen
uy = [10 10]T cm angeregt wird. Es ist dabei offensichtlich, dass sich die elastischen Wel-
len im ganzen System ausbreiten konnen ohne abzuklingen. Im Vergleich dazu kénnen
sich die elastischen Wellen in dem System mit der Stabdruckkraft |S;| = 130N, wie in
der Abb. 4.44 dargestellt, nicht ausbreiten und die Wellen klingen sehr schnell ab. Das
Beispiel zeigt, dass durch eine Steuerung der dufleren Belastung die Frequenzbereiche der
Bandliicken aktiv beeinflusst werden kénnen und damit ein on-off-Schalter fiir bestimm-
te Frequenzen realisiert werden kann. Dabei kann der Schalter entweder auf den unteren
Rand oder den oberen Rand der Bandliicke abgestimmt werden. Bei einer Abstimmung
auf den unteren Rand fiir eine Druckbelastung, wie im vorliegenden Beispiel, liegt der
zu filternde Frequenzbereich im unbelasteten System auflerhalb der Bandliicke und die
Wellen koénnen sich ausbreiten. Die Ausgangskonfiguration des Schalters ist somit off.
Durch das Aufbringen der d&ufleren Druckbelastung liegt der zu filternde Frequenzbereich
dann innerhalb der Bandliicke und die Wellen konnen sich nicht mehr ausbreiten. Die
Konfiguration des Schalters wechselt also auf on. Bei einer Abstimmung auf den oberen
Rand der Bandliicke liegt der zu filternde Frequenzbereich im unbelasteten System hin-
gegen innerhalb der Bandliicke und die Wellen kénnen sich nicht ausbreiten. In diesem
Fall ist die Ausgangskonfiguration des Schalters on. Durch das Aufbringen der dufleren

Druckbelastung sinkt die obere Randfrequenz der Bandliicke ab und die Wellen kénnen
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Abbildung 4.44: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
fir f = 2000Hz und die Stabdruckkraft |S| = 130N bei einer Anregung am linken Rand des
Systems durch die vorgegebenen Verschiebungen von ug = [10 10} cm.
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sich in dem abgestimmten Frequenzbereich ausbreiten. Der Schalter wechselt in diesem
Fall durch das Aufbringen der dufleren Druckbelastung auf off. Eine Abstimmung auf
den unteren Rand der Bandliicke kann somit beispielsweise als off-on-Schalter und eine
Abstimmung auf den oberen Rand der Bandliicke als on-off-Schalter bezeichnet werden.
Bei einer zweiaxialen Zugbelastung liegt hingegen der umgekehrte Fall vor und bei einer
Abstimmung auf den unteren Rand der Bandliicke ergibt sich ein on-off-Schalter bzw.
bei einer Abstimmung auf den oberen Rand der Bandliicke ergibt sich ein off-on-Schalter.
Da bei den einaxialen Belastungszustéinden im Wesentlichen nur die obere Randfrequenz
der Bandliicke beeinflusst werden kann, eignet sich dieser nur als ein on-off-Schalter bei
einer Druckbelastung bzw. als ein off-on-Schalter bei einer Zugbelastung, wohingegen bei
den zweiaxialen Belastungszustéinden beide Schaltertypen realisiert werden kénnen.

Abschlielend sei angemerkt, dass die duflere Belastung keinen nennenswerten Einfluss auf
die kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors in den Bandliicken oder die Wellentrans-
missionen hat. Zwar nehmen die kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors mit steigenden
Stabdruckkréften ab und die Wellentransmissionen nehmen entsprechend zu, allerdings
betragen die Anderungen nur maximal 5% und sind praktisch vernachlissigbar. Auf eine
ausfiihrliche Darstellung der Einfliisse auf die kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors

und auf die Wellentransmissionen wird daher an dieser Stelle verzichtet.

4.4.5 Zusammenfassung der Erkenntnisse

In diesem Abschnitt werden sowohl passive als auch aktive Mafinahmen zur Beeinflussung
des Wellenausbreitungsverhaltens in 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstruk-
turen untersucht. Als passive Mafinahmen konnen dabei die geometrischen und materiellen
Parameter addquat gewahlt werden. Zur aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungs-
verhaltens kénnen Einzelmassen als lokale Resonatoren oder duflere Belastungen unter
der Ausnutzung geometrischer Nichtlinearitit angebracht werden. In der Tab. 4.4 sind
die wesentlichen Erkenntnisse aus den Parameterstudien zusammengefasst. Dabei sind
in Abhéngigkeit des jeweiligen Parameters die Kriterien fiir eine niederfrequente sowie
die Kriterien fiir eine breite erste Bandliicke angegeben. Es wird deutlich, dass sich die
Kriterien fiir eine niederfrequente Bandliicke und die Kriterien fiir eine breite Bandliicke
bei einigen Parametern widersprechen. Beispielsweise miissen die Gitterkonstante [ oder
die Auslenkung W fiir eine niederfrequente erste Bandliicke moglichst grof3 gewéahlt wer-
den, wohingegen diese Parameter fiir eine breite Bandliicke klein sein miissen. Auch bei
der Wahl der Materialparameter zeigt sich ein derartiges Problem. Zwar sollte in jedem
Fall fiir die inneren Arme der E-Modul E; sehr klein und die Massendichte p; sehr grof3
gewahlt werden, jedoch tritt bei der Wahl fiir den E-Modul E,; und die Massendichte p,
der dufleren Arme ein Konflikt auf. So muss fiir eine moglichst niederfrequente Bandliicke

E5 sehr klein bzw. p, sehr groff und fiir eine moglichst breite erste Bandliicke Eo grof3
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bzw. py klein gewihlt werden. Hingegen zeigt sich beim Verhéltnis der Gitterkonstan-
ten [y /ly, dass zwar fiir ein grofles Verhéltnis [; /Iy der Frequenzbereich der Bandliicke
abgesenkt werden kann, aber der Einfluss so gering ist, dass das Verhéltnis I/l = 1,0
fiir eine niederfrequente und breite Bandliicke als optimal betrachtet werden kann. Als
sehr effektiv erweist sich das Anbringen von diskreten Einzelmassen, wodurch sowohl der
Frequenzbereich der Bandliicke erheblich verringert als auch gleichzeitig die Breite der
Bandliicke vergroflert werden kann. Ein &hnlicher Effekt kann durch die Verwendung un-
terschiedlicher Querschnitte erzielt werden, wobei sich das Verhéltnis der Abmessungen
az/a; < 0,3 als optimal erweist. Auch die Lage b der Zick-Zack-Knicke hat einen grofien
Einfluss, wobei b fiir eine niederfrequente Bandliicke moglichst grofi gewéhlt werden muss.

Fiir eine moglichst breite Bandliicke sollte das Verhéltnis 2b/1 ~ 0, 8 betragen.

Tabelle 4.4: Kriterien fiir niederfrequente und breite Bandliicken.

’ Art ‘ Parameter ‘ Niederfrequente Bandliicken ‘ Breite Bandliicken
l Moglichst grof3 Moglichst klein
W Moglichst grof3 Eher klein
Geometrie l1/1s G{OBT geringer Einfluss l1/la = 1,0
Passi b Moglichst grof3 2b/1~ 0,8
iv
ai,az | az/a; <0,3 az/a; < 0,3 oder
a9 / aq Z 1, 5
. FE,E5 | E; und Es sehr klein FE4 sehr klein, Fo grofl
Material .
p1,p2 | p1 und po sehr grof3 p1 sehr grof3, po klein
Einzelmassen | mgp,; | Moglichst grof§ Individuell fiir jedes
ALkt (Resonatoren) System
bV = S1,5% | S1, 52 moglichst grofie Einaxiale Zugbelastung
AufBlere Last N
Druckkrifte
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5 Analyse von 2D dickwandigen phononi-
schen Zick-Zack-Gitterstrukturen

In diesem Kapitel werden 2D dickwandige bzw. gedrungene phononische Zick-Zack-Gitter-
strukturen mit Perforationen in den Zick-Zack-Armen untersucht. Aufferdem werden zu-
sdtzliche Varianten fiir lokale Resonatoren und die Moglichkeit einer Staffelung verschie-
dener Gitterstrukturen vorgestellt. Aufgrund der komplexeren Geometrien kénnen die
exakten spektralen Elementmatrizen der SEM nach DOYLE nicht mehr hergeleitet wer-
den. Aus diesem Grund erfolgen die Untersuchungen in diesem Kapitel mithilfe der SEM
nach PATERA und 2D ESZ-Elementen. Dabei werden auch die wesentlichen Vorteile der
SEM nach PATERA im Vergleich zu konventionellen FEM-Berechnungen aufgezeigt.

5.1 Beschreibung der Problemstellung

Neben den im Kapitel 4 beschriebenen Méglichkeiten zur Beeinflussung des elastischen
Wellenausbreitungsverhaltens in Zick-Zack-Gitterstrukturen konnen die Frequenzbereiche
der Bandliicken auch durch Perforationen in den dickwandigen Zick-Zack-Armen, wie in
der Abb. 5.1a beispielhaft veranschaulicht, beeinflusst werden [100]. ZHANG et al. [176]
zeigten bereits, dass die Bandliicken einer Zick-Zack-Gitterstruktur durch kreisférmige
Perforationen manipuliert werden koénnen. Allerdings untersuchten die Autoren ledig-
lich eine Einheitszelle mit jeweils einer kreisformigen Perforation in den inneren Armen.
Ausfiihrliche Parameterstudien mit mehreren Perforationen und unterschiedlichen Formen

sind nach Wissen des Autors bisher in der Literatur nicht bekannt. Weiterhin untersuchten

Abbildung 5.1: (a) Einheitszelle einer dickwandigen Zick-Zack-Gitterstruktur mit Perforatio-
nen. (b) Einheitszelle einer dickwandigen Zick-Zack-Gitterstruktur mit Resonatoren. Die Reso-
natoren sind hier beispielhaft als Kragarme mit einer geringen Biegesteifigkeit und einer grofien
Masse am freien Ende dargestellt.
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ZHAO und WANG [177] eine Einheitszelle, bei der die Zick-Zack-Arme an einen Kreisring
angeschlossen sind und zeigten, dass in bestimmten Frequenzbereichen negative Beugungs-
bilder erzeugt werden kénnen. Das Phdnomen der negativen Beugung wird in dieser Arbeit
allerdings nicht néher betrachtet. In diesem Kapitel wird untersucht, wie sich verschiede-
ne Perforationen auf die Frequenzbereiche der Bandliicken sowie das Dampfungsverhalten
der dickwandigen Zick-Zack-Gitterstrukturen auswirken. Dabei werden insbesondere die
Positionen sowie die Anzahl der Perforationen variiert und die Einfliisse auf das elas-
tische Wellenausbreitungsverhalten analysiert. Aulerdem werden, wie in der Abb. 5.1b
veranschaulicht, verschiedene Moglichkeiten zur Ausnutzung des lokalen Resonanzeffekts
durch zuséitzliche Massen erortert. Abschliefend wird die Moglichkeit einer Staffelung
von verschiedenen gitterartigen phononischen Strukturen mit unterschiedlichen Wellen-
ausbreitungseigenschaften vorgestellt.

Aufgrund der komplexeren Geometrie kann die Analyse bei den dickwandigen Zick-Zack-
Gitterstrukturen nicht mehr mithilfe von Balkenelementen der SEM nach DOYLE erfolgen.
Stattdessen erfolgen die Untersuchungen in diesem Kapitel mithilfe der 2D spektralen Ele-
mente im ESZ nach PATERA. Dabei werden auch die deutlichen Vorteile der SEM nach

PATERA bei der Berechnung der Dispersionskurven und der Wellentransmissionen gezeigt.

5.2 Bestimmung der Dispersionskurven

5.2.1 Einheitszelle und periodische Randbedingungen

Die Bestimmung der Dispersionskurven erfolgt im 2D Fall unter Verwendung von ESZ-Ele-
menten im Wesentlichen analog zu der im Abschnitt 4.2 beschriebenen Vorgehensweise.
Allerdings weisen die Rédnder der Einheitszelle, im Gegensatz zur Modellierung mit Bal-
kenelementen, mehrere Knoten auf und es muss, wie in der Abb. 5.2a dargestellt, eine
Partitionierung der Knotenfreiheitsgrade erfolgen. Dabei werden beispielsweise sémtliche
Knotenfreiheitsgrade auf dem Rand I'; mit u; und auf dem Rand I'y mit us, usw., zusam-
mengefasst. Fiir die Beriicksichtigung der BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen miissen
die Eingangsrinder I'y und I's, die in der Abb. 5.2a rot gekennzeichnet sind, mit den
Ausgangsréindern I'y und T'y, die in der Abb. 5.2a blau gekennzeichnet sind, verkniipft
werden. Dazu ist es erforderlich, wie in der Abb. 5.2b beispielhaft fiir die Rénder I'; und
I's veranschaulicht, die einzelnen Knoten auf den Rdndern miteinander zu verkniipfen. Im
Allgemeinen kénnen die Rénder unterschiedlich diskretisiert sein (nicht konforme Diskre-
tisierung) und der Rand I'; kann beispielsweise 5 und der Rand I's nur 3 Knoten aufweisen.
In diesem Fall kann die Vertréglichkeit der unterschiedlichen Diskretisierungen der Rénder
iiber eine Transformation des Eingangsrands auf den Ausgangsrand mit Wichtungsfak-

toren erfolgen [15]. Eine weitere verbreitete Moglichkeit stellt die ebenfalls in der Abb.
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5.2b veranschaulichte konforme Diskretisierung der Rénder dar [108,114], die im Rah-
men dieser Arbeit verwendet wird. Bei der konformen Diskretisierung der Rénder wird
zuerst der Eingangsrand diskretisiert und diese Diskretisierung wird anschlieend auf den
Ausgangsrand {ibertragen. Dadurch ergeben sich konforme Diskretisierungen der beiden
Rénder und der Knoten 1 vom Rand I'; kann beispielsweise direkt der periodischen Kopie
1 auf dem Rand I'y zugeordnet werden. Im Anschluss an die konforme Diskretisierung
der Rénder erfolgt die Vernetzung der Flachen mit quadrilateralen spektralen Elementen.
Der Einbau der BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen in das SE-Gleichungssystem kann
analog zum Abschnitt 4.2 mithilfe der Gln. (4.2) und (4.3) erfolgen. Dabei konnen auch
in diesem Fall zuerst die inneren Freiheitsgrade der Einheitszelle durch die dynamische
Kondensation aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Anstelle der globalen kon-
densierten spektralen Steifigkeitsmatrix Sy jong nach DOYLE muss in der Gl. (4.2) die
globale kondensierte dynamische Steifigkeitsmatrix K yond.ayn = (Ky — w?M,) rond €iNZE-

setzt werden.

(b)

Konforme Diskretisierung

Abbildung 5.2: (a) Einheitszelle einer perforierten Zick-Zack-Gitterstruktur mit den Réndern
I'y, 'y, I's, Ty und den zugehorigen partitionierten Freiheitsgraden uy, ug, ug, ug. (b) Sche-
matische Darstellung der konformen Diskretisierung. Die Diskretisierung vom Rand I's mit den
Knoten 1, 2, 3 ist eine Kopie der Diskretisierung vom Rand I'; mit den Knoten 1, 2, 3.

5.2.2 Lo6sung des Eigenwertproblems

Bei der SEM nach PATERA ergibt sich fiir die Bestimmung der reellen Dispersionskurven
eine lineare Eigenwertgleichung der Form (K (A, \,) — w?*M,(A\;, A\,))a = 0, welche
fiir eine diskrete Anzahl von Ausbreitungskonstanten A, und A, innerhalb der ersten IBZ
gelost werden muss. Fiir die Bestimmung der komplexen Dispersionskurven ergeben sich
hingegen, analog zu den Gln. (4.7) und (4.8) bei der SEM nach DOYLE, quadratische Ei-
genwertgleichungen fiir die Rander I'=X und X—M der ersten IBZ sowie eine quartische

Eigenwertgleichung fiir den Rand M—TI". Die Koeffizientenmatrizen zur Formulierung die-
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ser Eigenwertgleichungen kénnen mithilfe des Anhangs D aus der globalen dynamischen
Steifigkeitsmatrix bestimmt werden.

Nachfolgend werden die wesentlichen Vor- und Nachteile der SEM nach PATERA bei der
Berechnung der Dispersionskurven im Vergleich zu der FEM aufgezeigt. Damit bei den
Fehleranalysen die Einfliisse aus der Vernetzung, wie beispielsweise verzerrte Elemente mit
spitzen Winkeln, minimiert werden konnen, erfolgen die Untersuchungen an einer einfa-
chen homogenen quadratischen Einheitszelle aus Stahl mit den Kantenldnge [ = 100 mm
und der Dicke t = 2mm. Durch die einfache Geometrie kénnen sdmtliche Berechnungen
mit einem strukturierten Netz (mit ESZ-Elementen) durchgefiihrt werden und der Ein-
fluss aus der Vernetzung wird somit minimiert. In der Tab. 5.1 sind die Geometrie- und

Materialparameter zusammengefasst.

Tabelle 5.1: Geometrie- und Materialeigenschaften der quadratischen Einheitszelle aus Stahl.

7 E, p, v l t E p v
] [mm] nm]  [GPa]  [kg/m’]  [-]
100 2 210 7850 0,3
K—Z-H

Losung der linearen Eigenwertgleichung

Die e5-Fehler der numerischen Néherungslosungen fiir die reellen Dispersionskurven kon-
nen mithilfe der Gl. (4.6) bestimmt werden. In der Abb. 5.3a sind die maximalen ey-Fehler
der FEM-Berechnungen mit der Ordnung p = 2 sowie der SEM-Berechnungen der Ord-
nungen p = 4 und p = 6 fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Fiir

die SEM-Berechnungen der Ordnung p = 6 sind die e5-Fehler sowohl bei der Verwendung

(a) ; ; ; (b) - -
—w -FEM, p=2, GL . — s -FEM, p=2, GL a
= 0 - -SEM, p=4, GL 2. 190} |- = -SEM, p = 4, GL '
= 107 -®-SEM,p=6,GL |] = — & -SEM, p =6, GL ,;//'
9 :‘-‘k - -SEM, p =6, LoB 'qg 90 k|- = -SEM,p=6,LoB | 7% i
g 8- g ?o ,I’////
< *l TRE-a__ g g g~ aw
ATl AR 5 O B
1077 & ®a < 2 m
:Xi \ .“\ Q A g
3 o |y & 30t 218
= B a-a--F-—"_a L
- -y aa}
TEh-———p oF
10710 ! ! ! ; ; ;
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Freiheitsgrade Npor [—] %104 Freiheitsgrade Npor [—] %10%

Abbildung 5.3: (a) Maximale Fehler e5 der FEM- und SEM-Berechnungen der ersten 40
Bénder der reellen Dispersionskurven fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Zu-
gehorige Berechnungszeiten der FEM und SEM fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden.
Die Berechnungen basieren auf der in der Tab. 5.1 angegebenen Einheitszelle.
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der numerischen Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE (GL) als auch nach LOBATTO (LOB)
angegeben. In den anderen dargestellten Fillen erfolgte die Ermittlung der Elementmatri-
zen ausschlielich mittels der GL-Quadratur. Die dargestellten maximalen eo-Fehler er-
geben sich aus dem Maximum der fiir jedes Band 7 = 1...40 der reellen Dispersionskurven
ermittelten Fehler €, ;. Im Gegensatz zu den Untersuchungen aus dem Abschnitt 4.2 liegt
jedoch keine exakte Referenzlosung fiir die Auswertung des Fehlers vor. Stattdessen wird
als Referenzlosung eine SEM-Berechnung mit der Elementordnung p = 8, Np,p = 33282
Freiheitsgraden und einer Ermittlung der Elementmatrizen mittels der GL-Quadratur
verwendet. Die Anzahl von Losungswerten pro Band entspricht der untersuchten Anzahl
von diskreten Wellenvektoren auf den Réandern der ersten IBZ und betrigt in diesem Fall
N = 35. Die Abb. 5.3a zeigt, dass der maximale Fehler bei allen Berechnungen, bei denen
die Elementmatrizen mittels der GL-Quadratur bestimmt wurden, mit steigender An-
zahl von Freiheitsgraden kontinuierlich abnehmen. Dabei weisen die SEM-Berechnungen
allerdings eine deutlich hohere Genauigkeit als die FEM-Berechnungen auf, wobei die
Genauigkeit der SEM mit steigender Elementordnung p zunimmt. Weiterhin zeigt sich,
dass der e9-Fehler bei der Verwendung der LoB-Quadratur ab einer gewissen Anzahl von
Freiheitsgraden nahezu konstant ist und bei weiter steigender Anzahl von Freiheitsgra-
den nicht mehr abnimmt. Dieses Verhalten begriindet sich in dem intrinsischen Fehler,
der durch die nicht exakte Integration der Elementmassenmatrix auftritt und ab einer
bestimmten Anzahl von Freiheitsgraden den Gesamtfehler dominiert [121].

In der Abb. 5.3b sind die zugehérigen Berechnungszeiten zur Bestimmung der reellen Di-
spersionskurven dargestellt. Dabei zeigt sich, dass die Berechnungszeiten in allen Féllen
mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden ungefdhr linear zunehmen. Auflerdem wird
deutlich, dass die Berechnungszeiten der SEM mit steigender Elementordnung bei glei-
cher Anzahl von Freiheitsgraden zunehmen. Allerdings ist der Einfluss der Elementord-
nung auf die Berechnungszeiten der SEM vergleichsweise gering und variiert beispielsweise
fiir Npop = 29282 zwischen t = 69 s fiir p = 4 und ¢t = 79s fiir p = 6 und GL-Integration.
Durch die Gegeniiberstellung der e5-Fehler aus der Abb. 5.3a und den zugehorigen Berech-
nungszeiten aus der Abb. 5.3b wird der Vorteil der SEM im Vergleich zur FEM deutlich.
Durch die hohe Genauigkeit der SEM im Vergleich zur FEM sind zur Einhaltung einer
bestimmten Fehlerschranke deutlich weniger Freiheitsgrade erforderlich, wodurch sich eine
erheblich kiirzere Berechnungszeit ergibt. Beispielsweise kann mittels der SEM mit p = 6
und Np,r = 1250 bei einer Berechnungszeit von nur ¢ = 2's eine vergleichbare Genauigkeit
erreicht werden wie bei einer Berechnung mittels der FEM mit Np,r = 37538 und einer
Berechnungszeit von t = 94 s. Dies entspricht einer Reduktion der Berechnungszeit bei ei-
ner vergleichbaren Genauigkeit der numerischen N#herungslosung von 97,9%. Allerdings
ergibt sich, anders als bei den Berechnungen im Zeitbereich [121], kein Vorteil durch die
Verwendung der LoB-Quadratur im Vergleich zur GL-Quadratur.
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Losung der quadratischen/quartischen Eigenwertgleichung

Analog zur SEM nach DOYLE ergeben sich zur Bestimmung der komplexen Dispersions-
kurven k(w) quadratische Eigenwertgleichungen fiir die Rénder I'=X und X—M der ersten
IBZ sowie eine quartische Eigenwertgleichung fiir den Rand M—TI". Die Formulierungen
und die Losung der quadratischen und quartischen Eigenwertgleichungen erfolgen daher
analog zum Unterabschnitt 4.2.2. In der Abb. 5.4a sind die e5-Fehler bei der Berechnung
der komplexen Dispersionskurven mittels der FEM mit der Ordnung p = 2 sowie der
SEM der Ordnungen p = 4 und p = 6 fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden
dargestellt. Auch in diesem Fall sind fiir die SEM-Berechnungen der Ordnung p = 6 die
eo-Fehler sowohl bei der Verwendung der GL-Quadratur als auch nach der LoB-Quadratur
angegeben. Aufgrund des sehr hohen Aufwands zur Berechnung der komplexen Disper-
sionskurven basiert die Berechnung der ey-Fehler nach Gl. (4.6) auf der Auswertung der
Eigenwerte bei einer einzigen Frequenz von f = 10000 Hz. Als Referenzlosung dient auch
in diesem Fall eine SEM-Berechnung mit der Elementordnung p = 8, Np,r = 33282
Freiheitsgraden und einer Ermittlung der Elementmatrizen mittels der GL-Quadratur.
In der Abb. 5.4a zeigt sich, analog zur Fehleranalyse bei der Berechnung der reellen Di-
spersionskurven in der Abb. 5.3a, dass die eg-Fehler sowohl mit steigender Anzahl von
Freiheitsgraden als auch mit zunehmender Elementordnung abnehmen. Der e,-Fehler bei
der Verwendung der LoB-Quadratur ist auch bei der Berechnung der komplexen Disper-
sionskurven ab einer gewissen Anzahl von Freiheitsgraden fast konstant und nimmt bei
weiter steigender Anzahl von Freiheitsgraden nicht mehr ab.

Bei den in der Abb. 5.4b dargestellten zugehorigen Berechnungszeiten zeigt sich, dass sie
in allen vier Féllen mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden exponentiell zunehmen.

Entgegen den Berechnungszeiten fiir die reellen Dispersionskurven zeigt sich in diesem
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—®-FEM,p=2 GL || _ — = -FEM, p =2, GL
-®-SEM,p=4,GL |] =& —®-SEM, p=4, GL il
= .0 -®-SEM, p=6,GL [{ = 6000 |- & -SEM, p =6, GL ’
= 10 R —®-SEM, p=6,Los|] ~®-SEM,p=6,Los| ,/
(S‘ ‘ ‘I\._*.__ ?D /
iy TE - g 204000 7
2 \ = g = "
RIS 2 AR
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10710 . - - , 0 |masnef-E | . .
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Abbildung 5.4: (a) Fehler e5 der FEM- und SEM-Berechnungen fiir die komplexen Dispersi-
onskurven bei der Frequenz f = 10000 Hz fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b)
Zugehorige Berechnungszeiten der FEM und SEM fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgra-
den. Die Berechnungen basieren auf der in der Tab. 5.1 angegebenen Einheitszelle.
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Fall bei der SEM auch ein erheblicher Einfluss der Elementordnung auf die Berechnungs-
zeiten. Dabei nimmt die Berechnungszeit mit steigender Elementordnung ebenfalls expo-
nentiell zu. Das Quadratur-Verfahren zur Ermittlung der Elementmatrizen hat hingegen
keinen nennenswerten Einfluss auf die Berechnungszeiten. Trotz der grofleren Berech-
nungszeiten bei der Verwendung von Elementen hoherer Ordnung ergibt sich auch bei
der Berechnung der komplexen Dispersionskurven ein wesentlicher Vorteil der SEM im
Vergleich zur FEM. Beispielsweise kann mittels der SEM mit p = 6 und Np,r = 1250 bei
einer Berechnungszeit von nur ¢ = 3 s eine vergleichbare Genauigkeit erreicht werden wie
bei einer Berechnung mittels der FEM mit Np,r = 27378 und einer Berechnungszeit von
t = 1232s. Dies entspricht einer Reduktion der Berechnungszeit bei einer vergleichbaren
Genauigkeit der numerischen Naherungslosung von 99, 8%. Wie bei der Berechnung der
reellen Dispersionskurven kann auch bei der Berechnung der komplexen Dispersionskurven
kein Vorteil durch die Verwendung der LoB-Quadratur im Vergleich zur GL-Quadratur

festgestellt werden.

5.3 Bestimmung der Wellentransmission

Die Bestimmung der Wellentransmission erfolgt im Wesentlichen analog zu der im Ab-
schnitt 4.3 beschriebenen Vorgehensweise, wobei jedoch fiir jede diskrete Frequenz w,, das

Gleichungssystem

Y
T_, Auswertung der Wellentransmission

Abbildung 5.5: System fiir die Berechnung der Wellentransmission in der I'—X-Richtung von
phononischen Gitterstrukturen. Das System wird am linken Rand durch die vorgegebenen zeit-
harmonischen Verschiebungen ugel! angeregt. Die Auswertung der Wellentransmission erfolgt
in den letzten Ny c,q Spalten auf der rechten Seite, wobei der Auswertungsbereich hier beispiel-
haft fiir N; ¢y = 2 rosa markiert ist. Am oberen, unteren und rechten Rand kénnen PMLs, die
hellgrau markiert sind, beriicksichtigt werden. Die abgebildeten Indizes bei den PMLs geben die
jeweilige Richtung der Koordinatenstreckung an.
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gelost werden muss. Dabei ist K, die globale Systemsteifigkeitsmatrix, M, die globale Sy-
stemmassenmatrix und f der globale Lastvektor. Auflerdem erfolgt die Beriicksichtigung
der endlichen fiktiven Berandungen, wie in der Abb. 5.5 dargestellt, durch Perfectly Mat-
ched Layers (PMLs). Am oberen sowie unteren Rand basieren die PMLs auf einer Ko-
ordinatenstreckung in der y-Richtung und am rechten Rand auf einer Streckung in der
z-Richtung. In den oberen und unteren Ecken am rechten Rand muss hingegen eine Stre-
ckung in den x- und y-Richtungen erfolgen. Zur Veranschaulichung sind die jeweiligen
PML-Schichten in der Abb. 5.5 als PML,, PML, und PML,, gekennzeichnet, wobei der
Index die Richtung(en) der Koordinatenstreckung angibt. Die Dicke der PMI-Schichten
wird durch Npyp € N als Anzahl von Einheitszellen in Dickenrichtung angegeben und
betragt nachfolgend, wenn nicht anders angegeben, Npy;;, = 1. Die Auswertung der Wel-
lentransmission erfolgt in den letzten N, .., Spalten auf der rechten Seite des System
mittels der Gl. (4.10), wobei der Auswertungsbereich in der Abb. 5.5 beispielhaft fir

Nt evar = 2 rosa markiert ist.

Einfluss von PMLs auf die Transmissionsberechnung

In der Abb. 5.6 sind die komplexen Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum
fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materia-
leigenschaften aus der Tab. 4.1 dargestellt. Dabei wird die diinnwandige Einheitszelle aus

der Abb. 4.5a verwendet, um einen Vergleich zu der Berechnung mittels den exakten spek-

3. BL: 8078 - 9011 Hz

8-/

2. BL: 4563 - 6309 Hz

1. BL: 2169 - 3037 Hz

ohne PMLs

mit PMLs
r X M r 0 1 2 3 -80 -60 -40 -20 O
R(k) [1/m] S(k) [1/m] Transmission [dB|

Abbildung 5.6: Komplexe Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1, sowie das zugehorige
Transmissionsspektrum in der I'-X-Richtung fir N;, = 14 und NV;, = 6. Die rote Linie im
Transmissionsspektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von PMLs und die blaue
Linie entspricht einer Berechnung unter Verwendung von PMLs.
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tralen Balkenelementen nach DOYLE durchfithren zu kénnen. Bei den Frequenzbereichen
der Bandliicken zeigen sich gewisse Abweichungen zu der Abb. 4.11, bei der die komplexen
Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum fiir dieselbe Einheitszelle mittels den
exakten spektralen Balkenelementen nach DOYLE berechnet wurden. Diese Abweichun-
gen nehmen bei einer feineren Diskretisierung oder steigenden Elementordnung ab, sodass
sich die Ergebnisse der Berechnung mittels der 2D spektralen ESZ-Elemente schliefSlich
der Berechnung mittels der exakten spektralen Balkenelemente annéhern. Die Berechnung
der Wellentransmission basiert auf dem System aus der Abb. 5.5 mit N, = 6 Einheitszel-
len pro Spalte in der y-Richtung, N;, = 14 Einheitszellen pro Zeile in der z-Richtung und
einer Breite des Auswertungsbereichs von N ., = 1. Die vorgegebenen Verschiebungen
am linken Rand des Systems betragen ug = [10 10]7 cm. Die rote Linie im Transmissionss-
pektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von PMLs und die blaue Linie
entspricht einer Berechnung unter Verwendung von PMLs. Es wird deutlich, dass durch
die Verwendung der PMLs die Wellentransmissionsspitzen, die beispielsweise bei einer Be-
rechnung ohne PMLs in der ersten und dritten Bandliicke auftreten, vollstandig vermieden
werden konnen. Diese Wellentransmissionsspitzen sind, wie im Abschnitt 4.3 erldutert, auf
eine Ausbreitung der elastischen Wellen entlang der freien Réander zuriickzufithren. Durch
die verwendete PMLs klingen neben den sich ausbreitenden Wellen auch die evaneszen-
ten Wellen innerhalb der Bandliicken so schnell ab, dass an den freien Rédndern keine

nennenswerten Wellenamplituden auftreten.

Effizienz der SEM nach PATERA bei der Transmissionsberechnung

In der Abb. 5.7a sind die durchschnittlichen £s-Fehler der Transmissionsberechnungen
mittels der SEM und FEM fiir verschiedene Elementordnungen und Anzahlen von Frei-
heitsgraden dargestellt. Damit der Einfluss aus der Vernetzung, wie bereits bei den Feh-
leranalysen bei der Bestimmung der Dispersionskurven, minimiert wird, basieren die Be-
rechnungen der Wellentransmissionen ebenfalls auf der quadratischen Einheitszelle mit
den Geometrie- und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.1. Dadurch kénnen auch in die-
sem Fall simtliche Berechnungen mit einem strukturierten Netz durchgefiihrt werden. Das
System fiir die Ermittlung der Wellentransmission besteht aus Ny, = 2 Einheitszellen pro
Spalte in der y-Richtung, IV;, = 8 Einheitszellen pro Zeile in der z-Richtung und einer
Breite des Auswertungsbereichs von N ¢yq = 2. Auflerdem wird auf die Verwendung von
PMLs verzichtet, da diese fiir die Fehleranalysen nicht mafigebend sind aber zu erheblich
hoheren Berechnungszeiten fithren. Die Berechnung der Wellentransmission erfolgt fiir 500
diskrete Frequenzen mit einer Schrittweite von A f = 20 Hz.

Der in der Abb. 5.7a dargestellte durchschnittliche £5-Fehler stellt das arithmetische Mittel
der iiber alle Frequenzen ermittelten lokalen e5-Fehler dar. Fiir die Auswertung der lokalen

go-Fehler werden die ermittelten Wellentransmissionen von 10 diskreten Frequenzschritten
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herangezogen. Als Referenzlosung dient eine SEM-Berechnung mit der Elementordnung
p =8, Npor = 463202 Freiheitsgraden und einer Ermittlung der Elementmatrizen mittels
der GL-Quadratur. Aus der Abb. 5.7a wird deutlich, dass der £5-Fehler erwartungsgemafl
sowohl mit steigender Elementordnung als auch steigender Anzahl von Freiheitsgraden
abnimmt. Bei der FEM-Berechnung ist der Fehler jedoch selbst bei Np,r = 432914 Frei-
heitsgraden mit 5 = 4,44 % immer noch sehr hoch. Dies liegt insbesondere daran, dass
der numerische Fehler bei den Transmissionsberechnungen in der Ndhe von Eigenfrequen-
zen des jeweiligen Systems bei der FEM aufgrund der inhérent schlechten Kondition des
Gleichungssystems sehr hoch ist. Bei der SEM ist dieser Fehler aufgrund der besseren Kon-
dition des Gleichungssystems im Allgemeinen deutlich niedriger [119,121]. Beispielsweise
betridgt der Zs-Fehler bei einer Berechnung mittels der SEM mit p = 6, GL-Quadratur
und lediglich Np,r = 42194 Freiheitsgraden nur g, = 1,77 %.

In der Abb. 5.7b sind die zugehotrigen Berechnungszeiten dargestellt, wobei die Berech-
nungszeiten unabhéngig von der Elementordnung mit steigender Anzahl von Freiheitsgra-
den linear zunehmen. Auflerdem wird deutlich, dass die Berechnungszeiten auch mit stei-
gender Elementordnung zunehmen, was auf die zunehmende Bandbreite der Systemsteifig-
keits- und Systemmassenmatrizen bei steigender Elementordnung zuriickzufiihren ist.
Trotz der gréferen Berechnungszeiten bei der Verwendung von hoheren Elementordnun-
gen ergibt sich ein wesentlicher Vorteil der SEM im Vergleich zur FEM bei der Berechnung
der Wellentransmission. Beispielsweise kann mittels der SEM mit p = 6, GL-Quadratur
und Np,r = 42194 bei einer Berechnungszeit von nur ¢ = 434 s ein kleiner Fehler von
gy = 1,77 % erreicht werden. Hingegen ergibt sich bei einer Berechnung mittels der FEM
mit Np,r = 463202 und einer Berechnungszeit von ¢ = 1197 s ein deutlich gréflerer Fehler
von gy = 4,44 %. Allerdings ergibt sich, wie auch bei der Berechnung der Dispersionskur-

ven, durch die Verwendung der LoB-Quadratur im Vergleich zur GL-Quadratur kein
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~®-FEM,p=2,GL|] — — = -FEM, p = 2, GL
—w-SEM, p =4, GL :2000-—I—SEM,p:4, GL
§ 102,-1- - -SEM, p =6, GL | { + —m -SEM, p =6, GL _B
= g e —®-SEM, p=6,Los|{ © | |- = -SEM, p = 6, LoB|_ -7
- ~ N 1500 .
W \ TR g T 20 /’ _-
5 [ i o a7 e
— L ~ - -
= 100k \\l‘\!\; E 1000 //' . —m
= l‘: T Q A A
TRt o | § o500} e
~Ja 3 i
1072 : : : : 0 : : :
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Abbildung 5.7: (a) Durchschnittlicher Fehler €5 der Transmissionsberechnungen mittels der
FEM und SEM fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Berechnungszeiten der FEM
und SEM fiir verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden.
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Vorteil bei der Berechnung der Wellentransmission im Frequenzbereich. Neben den deut-
lich kiirzeren Berechnungszeiten hat die SEM im Vergleich zur FEM bei einer vergleichba-
ren Genauigkeit der numerischen Naherungslosung den zusétzlichen Vorteil, dass aufgrund
der erheblich niedrigeren Anzahl von Freiheitsgraden im Allgemeinen deutlich weniger Ar-
beitsspeicher benotigt wird. Fiir die oben genannte SEM-Berechnung mit Np,p = 42194
ist beispielsweise nur 31,5 % des Arbeitsspeicherbedarfs gegeniiber der FEM-Berechnung
mit Np,r = 463202 erforderlich.

5.4 Beeinflussung der Wellenausbreitung durch Per-

forationen

Nachfolgend wird die Beeinflussung der Wellenausbreitung durch Perforationen in den
dickwandigen Zick-Zack-Armen untersucht. Dabei wird sich auf rotationssymmetrische
Einheitszellen beschrénkt. Dementsprechend kann die Geometrie der Zick-Zack-Arme und
der Perforationen, wie in der Abb. 5.8a veranschaulicht, anhand eines dickwandigen Zick-
Zack-Armes beschrieben werden. In der Abb. 5.8b sind kreisférmige Perforationen mit
dem Radius 7; auf den inneren Armen und 7y auf den dufleren Armen fiir die Lage des
Zick-Zack-Knicks b = 0,25] dargestellt. Die Abstédnde der zunéchst dquidistant auf der
Mittellinie des Querschnitts angeordneten Perforationen werden durch d; fiir die inneren
Arme und ds fiir die dufleren Arme angegeben. Die Querschnittshchen senkrecht zur
Mittellinie betragen a4 fiir die inneren und a, fiir die &ufleren Arme, die sich jeweils aus den
vorgegebenen Parametern b, W und h ergeben. Bei den Untersuchungen im Unterabschnitt
4.4.1 zum Einfluss der Lage b der Zick-Zack-Knicke zeigte sich, dass fiir b = 0, 4{ die brei-

(c)

|d1 |d1 |d14 dlcni2|d2|

Npf1 =3 Npfo =1
b=0,4l
fe————>

|l »l

== 1

Abbildung 5.8: (a) Einheitszelle einer rotationssymmetrischen dickwandigen Zick-Zack-
Gitterstruktur mit Perforationen. (b) Zick-Zack-Arm fiir b = 0,25]. Der Radius der Perfora-
tionen auf den inneren Armen betrigt r1 und auf den &uleren Armen ro. (c) Zick-Zack-Arm
fiir b = 0,41. Der Abstand der Perforationen betréigt d; auf den inneren Armen und ds auf den
duBeren Armen. Die Anzahl von Perforationen betrigt n,s; auf den inneren und n,s auf den
dufleren Armen.
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teste erste Bandliicke entsteht. Die Lage der Zick-Zack-Knicke hat jedoch, wie in der Abb.
5.8¢ veranschaulicht, einen wesentlichen Einfluss auf die mégliche Anordnung der Perfora-
tionen. Aus diesem Grund wird ebenfalls der Einfluss von kreisférmigen Perforationen fiir
die Lage der Zick-Zack-Knicke b = 0,4l untersucht. Dabei gibt n,;; die Anzahl der Per-
forationen in den inneren Armen sowie 7,9 die Anzahl der Perforationen in den dufleren

Armen an.

In den folgenden Untersuchungen werden fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 die geo-
metrischen Parameter und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2 verwendet, wobei t die
Querschnittsdicke in der z-Richtung ist. Zuerst wird der Sonderfall von dquidistant an-
geordneten kreisformigen Perforationen untersucht, wobei sowohl der Einfluss der Radien
als auch der Einfluss von unterschiedlichen Anzahlen von Perforationen in den inneren
und dufleren Armen untersucht werden. Basierend auf den Erkenntnissen aus diesen Un-
tersuchungen wird anschliefend eine optimale Verteilung der Perforationen zur Erzielung
breiter und niederfrequenter Bandliicken vorgestellt. Die Berechnungen erfolgen mit 2D

spektralen ESZ-Elementen der Ordnung p = 4 unter Verwendung der GL-Quadratur.

Tabelle 5.2: Geometrie- und Materialeigenschaften der Einheitszelle aus der Abb. 5.8.

[ [mm] W [mm)] h [mm] t [mm)] FE [GPa] P [kg/ms] v[—]
100 10 6 2 70 2700 0,34

5.4.1 Einfliissse der kreisférmigen Perforationen

Zunéchst wird der Einfluss des Radius r der Perforationen auf die Dispersionskurven und
Wellentransmissionen untersucht. Basierend auf dieser Untersuchung werden anschliefend
die verschiedenen Mechanismen, durch die die kreisférmigen Perforationen die Wellenaus-

breitungseigenschaften beeinflussen, identifiziert und erlautert.

Einfluss des Radius r der Perforationen

In der Abb. 5.9a sind die Bandliickenrandfrequenzen und in der Abb. 5.9b die zugehérigen
Breiten A fp, der ersten zwei Bandliicken in Abhéngigkeit des Radius r der kreisformigen
Perforationen dargestellt. Dabei ist jeweils eine Perforation mittig auf den inneren Armen
(nps1 = 1, dy = 1/8l) und den &uferen Armen (n,ro = 1, dy = 1/8l) angeordnet.
Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 fiir b = 0, 25/ mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2. Bei der ersten
Bandliicke zeigt sich, dass die Perforationen bis zu einem Radius von etwa r = 1,5 mm
keinen nennenswerten Einfluss haben. Ab » > 1,5 mm nehmen jedoch die Randfrequenzen

der ersten Bandliicke schnell ab und die untere Randfrequenz féllt von fpri s = 6012 Hz
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bei r = 1,5mm auf fprivy = 4886 Hz bei r = 2,4mm ab. Bei der zweiten Bandliicke
ist der Einfluss der Perforationen noch ausgeprigter und die Bandliickenrandfrequenzen
nehmen bereits fiir » > 1,0mm schnell ab. Beispielsweise fillt die untere Randfrequenz
von fprouys = 12257Hz bei r = 1,0mm auf fpropy = 8841Hz bei r = 2,4mm ab.
Durch die mittig angeordneten Perforationen kann folglich die untere Randfrequenz bei
der ersten Bandliicke um 18,7% und bei der zweiten Bandliicke um 27,9% verringert
werden.

Allerdings nimmt die Breite der ersten Bandliicke, wie in der Abb. 5.9b deutlich wird,
von r = 1,5mm bis r = 2, 4mm um 402 Hz kontinuierlich ab. Bei der zweiten Bandliicke
zeigt sich hingegen, dass die Breite der Bandliicke zwar bis r = 2,0 mm kontinuierlich
abnimmt, aber fiir r > 2,0mm exponentiell zunimmt. Bei » = 2,4mm ist die zweite

Bandliicke sogar etwa 40 Hz breiter als im Fall » = 0 mm.

(a) : (b) - - - :
BBl | [== 1. BL
161 2. BL|] W1 |--- 2. BL|]
14 <275 T ~ /1
N = TN /',
S 12 a2 250 F ~— o
24, <
107 R R '
8 1 Qoo T
; — 1751
4 : : : : 1,50 : : : :
0 0,5 1,0 15 2,0 24 0 0,5 1,0 15 2,0 24
Radius 7 [mm] Radius r [mm]

Abbildung 5.9: (a) Einfluss des Radius r der Perforationen auf die Randfrequenzen der ersten
zwei Bandliicken. (b) Zugehorige Breiten Afp; der Bandliicken. Die Berechnungen basieren
auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 fiir b = 0,25/ mit den Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2. Es ist jeweils eine Perforation mittig auf den inneren
Armen (npr1 =1, diy = 1/8l) und den &uBeren Armen (n,s2 = 1, do = 1/81) angeordnet.

In der Abb. 5.10a sind die kleinsten Imaginérteile des Wellenvektors und in der Abb. 5.10b
die zugehorigen Wellentransmissionen bei den Bandliickenmittenfrequenzen in Abhéngig-
keit des Radius r dargestellt. Bei der ersten Bandliicke zeigt sich, dass der kleinste Ima-
ginérteil des Wellenvektors mit zunehmendem Radius r ansteigt, wobei die Steigung bis
ungefahr » = 1,5mm sehr klein ist und fiir » > 1,5mm deutlich zunimmt. Die Wel-
lentransmission nimmt bereits fiir 7 > 0mm mit steigendem Radius r deutlich ab und
fallt von —37,6dB bei r = Omm auf —43,0dB bei r = 2,4mm ab. Bei der zweiten
Bandliicke nimmt der kleinste Imaginérteil des Wellenvektors ebenfalls zunéchst nur ge-
ringfiigig mit steigendem Radius r zu und wichst dann ab r = 1, 75 mm exponentiell an.

Die Wellentransmission bei der zweiten Bandliicke féllt hingegen bereits ab r = 1, 25 mm
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deutlich und ab r = 2,0mm rasant ab. Entsprechend ergibt sich ein erheblich besse-
res Dampfungsverhalten in der zweiten Bandliicke, wobei die Wellentransmission von
—38,1dB bei r = 0mm auf —56,7dB bei r = 2,4mm abfillt.

(a) (b)
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R | 2. BL I — 2. BL !
LN I m ;
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;1 / /»: /’/
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&P 0,7 |y T & 40 P
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Abbildung 5.10: (a) Einfluss des Radius r der Perforationen auf die kleinsten Imaginérteile
S(k(fBr,myf)) des Wellenvektors k bei den Bandliickenmittenfrequenzen fpr, ar¢. (b) Zugehorige
Wellentransmissionen T'(fgr arf) fiir Ny p = 14, Npy = 6 und Ny ey = 4.

Mechanismen zur Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens durch Per-

forationen

Insbesondere der rasante Abfall der Wellentransmission sowie die zunehmende Breite der
zweiten Bandliicke ab r = 2,0mm bei einer gleichzeitigen Verschiebung der Bandliicke
in einen niedrigeren Frequenzbereich sind sehr vielversprechend. Aus diesem Grund wird
nachfolgend untersucht, durch welche Mechanismen die Perforationen die Wellenausbrei-
tungseigenschaften der dickwandigen Zick-Zack-Gitterstrukturen beeinflussen. Im An-
schluss wird durch die Ausnutzung dieser Mechanismen das Wellenausbreitungsverhalten
der Zick-Zack-Gitterstrukturen, insbesondere hinsichtlich einer breiten und niederfrequen-
ten ersten Bandliicke, optimiert. Um den Einfluss der Perforationen ndher zu untersuchen
sind in der Abb. 5.11a zunéchst die reellen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle oh-
ne Perforationen (r = 0 mm) dargestellt. Die begrenzenden Stellen der ersten Bandliicke
sind dabei durch den Punkt (1) am unteren Rand mit der zugehérigen Eigenform in Abb.
5.11b, und den Punkt (2) am oberen Rand mit der zugehérigen Eigenform in Abb. 5.11c,
gekennzeichnet. Die zweite Bandliicke wird durch den Punkt (3) am unteren Rand mit
der zugehorigen Eigenform in Abb. 5.11d, und den Punkt (4) am oberen Rand mit der
zugehorigen Eigenform in Abb. 5.11e, begrenzt. Dabei sei angemerkt, dass die zweite
Bandliicke am unteren Rand durch die Bander 5 und 6 an der Stelle I' begrenzt wird. In
der Abb. 5.11d ist die Eigenform des sechsten Bandes dargestellt, allerdings entspricht die

Eigenform des fiinften Bandes an der Stelle I' der um 90° rotierten sechsten Eigenform.
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Abbildung 5.11: (a) Reelle Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit r =
Omm. (b) Zugehorige Eigenform zum Punkt (1): Stelle X, Band 4. (c) Zugehorige Eigenform
zum Punkt (2): Stelle M, Band 5. (d) Zugehérige Eigenform zum Punkt (3): Stelle T', Band 5/6.
(e) Zugehérige Eigenform zum Punkt (4): Stelle T', Band 7. Die Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften sind in der Tab. 5.2 angegeben.

Die Abb. 5.12a zeigt die Dispersionskurven fiir den Fall, dass jeweils eine Perforati-
on mittig auf den inneren Armen (n,;; = 1, d; = 1/8]) und den &uBeren Armen
(npr2 =1, do = 1/8]) mit r = 2mm angeordnet ist. Bei einem Vergleich mit den Dispersi-
onskurven aus der Abb. 5.11a wird deutlich, dass die Perforationen keinen nennenswerten
Einfluss auf die qualitativen Verldufe der Dispersionskurven haben. Zwar &ndern sich die
Frequenzbereiche der Bandliicken, aber die Bandliicken werden weiterhin durch die glei-
chen Binder, die auch hier durch die Punkte (1)-(4) gekennzeichnet sind, begrenzt. Die
zugehorige Eigenform zum Punkt (1), die die erste Bandliicke am unteren Rand begrenzt,
ist in der Abb. 5.12b und die zugehorige Eigenform zum Punkt (2), die die erste Bandliicke
am oberen Rand begrenzt, ist in der Abb. 5.12b dargestellt. Bei diesen Eigenformen sind
keine nennenswerte Unterschiede zu den entsprechenden Eigenformen aus den Abbn. 5.11b
und 5.12c¢ ohne Perforationen festzustellen. Im Gegensatz dazu weisen die Eigenform in
der Abb. 5.12d vom Punkt (3) sowie die Eigenform in der Abb. 5.12e vom Punkt (4), die
die zweite Bandliicke am unteren und oberen Rand begrenzen, deutliche Unterschiede zu
den entsprechenden Eigenformen aus den Abbn. 5.11d und 5.12e auf. Insbesondere bei
der Eigenform in der Abb. 5.12d ist auffillig, dass zwischen den Perforationen auf den
horizontalen Armen sehr hohe Verschiebungen auftreten (s. eingekreiste Bereiche), die

bei der Eigenform in der Abb. 5.11d ohne Perforationen nicht vorkommen. Diese lokal
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auftretenden hohen Verschiebungen sind wahrscheinlich auf die BRAGG-Beugungseftekte
zuriickzufithren, die durch die reflektierten Wellen an den Réndern der Perforationen
entstehen. Die Auswertung der Eigenformen fiir unterschiedliche Radien r zeigt, dass die-
ser Effekt mit zunehmendem Radius deutlich zunimmt. Auch bei der Eigenform in der
Abb. 5.12e (s. eingekreiste Bereiche) treten im Vergleich zur Eigenform in der Abb. 5.11e
grofere Verschiebungen zwischen den Perforationen auf. Dieser Effekt tritt bei den Eigen-
formen aus den Abbn. 5.12b und 5.12¢ aufgrund der deutlich gréofleren Wellenléingen im
Bereich der ersten Bandliicke, die im Bereich der zweifachen Gitterkonstante liegen (s. Gl.
(2.34)), nicht auf. Dieser als Beugungsgrenze (engl.: diffraction limit) bekannte Effekt tritt
beispielsweise auch bei der Schadigungsdetektierung mittels Ultraschall auf [16,137], bei
der die Wellenldnge der Ultraschallwelle ausreichend klein bzw. die Frequenz ausreichend
grof} sein muss, um die Materialschiadigungen auf mikrostruktureller Ebene detektieren
zu koénnen.

Bei der Eigenform in der 5.12e ist ein weiterer Effekt, beispielsweise beim vergroflert dar-
gestellten Bereich der Perforation im rechten dufleren Arm, zu beobachten, bei dem im
Bereich um die Perforationen eine verstéirkte Verformung infolge der geringen Steifigkeit

in diesem Bereich auftritt. Dies hat zur Folge, dass der steifere Armteil zwischen zwei Per-

O (b) ©

2. BL: 11032 - 13450 Hz

@)
1. BL: 5745 - 7769 Hz

T X M
Wellenvektor [1/m]

Abbildung 5.12: (a) Reelle Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.8, wobei
jeweils eine Perforation mittig auf den inneren Armen (nys; = 1, di = 1/8l) und den &dufleren
Armen (npfro = 1, do = 1/8l) mit » = 2mm angeordnet ist. (b) Zugehorige Eigenform zum
Punkt (1): Stelle X, Band 4. (c) Zugehérige Eigenform zum Punkt (2): Stelle M, Band 5. (d)
Zugehorige Eigenform zum Punkt (3): Stelle T', Band 5/6. (e) Zugehorige Eigenform zum Punkt
(4): Stelle T, Band 7. Die Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften sind in der Tab.
5.2 angegeben.
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forationen wie ein lokaler Resonator agiert. Der abnehmende Frequenzbereich der ersten
Bandliicke bei zunehmendem Radius 7 ist in erster Linie auf die lokale Resonanz der
Armteile zwischen zwei benachbarten Perforationen zuriickzufiihren. Je grofier die Perfo-
ration, desto kleiner ist die Steifigkeit des lokal-resonanten Systems (Resonators) zwischen
den zwei benachbarten Perforationen, desto niedriger ist die Resonanzfrequenz (Eigenfre-
quenz) des lokalen Resonators und damit auch der Frequenzbereich der ersten Bandliicke.
Wenngleich dieser Mechanismus einen positiven Effekt auf die Wellenausbreitungseigen-
schaften der dickwandigen Zick-Zack-Gitter-struktur hat, so ist zu beachten, dass bei
einem grofen Verhiltnis 2r/h die Tragfahigkeit einer Gitterstruktur unter Umsténden

nicht mehr gegeben ist und im Einzelfall sorgfiltig {iberpriift werden muss.

Zusammengefasst basiert die Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften in dick-
wandigen Zick-Zack-Gitterstrukturen durch kreisférmige Perforationen hauptséchlich auf

drei Mechanismen:

e BrRAGG-Beugung bzw. -Streuung infolge von Wellenreflexionen an den Réndern der

Perforationen.

e [okale Resonanz im Bereich der Armteile zwischen zwei Perforationen bei einem
groBen Verhéltnis 2r/h.

e Uberproportionale Reduktion der Steifigkeit (oc 7%) im Vergleich zur Masse (o< 7)

im Bereich der Perforationen.

Nachfolgend wird zuerst untersucht, wie durch die dquidistante Anordnung von mehre-
ren kreisformigen Perforationen die Einfliisse aus den BRAGG-Beugungseffekten sowie der
lokalen Resonanz weiter optimiert werden kénnen. AnschlieBend wird eine optimale An-
ordnung der Perforationen mit Hinblick auf eine effektive Reduktion des Frequenzbereichs

der ersten Bandliicke durch die Ausnutzung beider Effekte vorgeschlagen.

5.4.2 Aquidistante Anordnung mehrerer kreisférmiger Perfora-
tionen

Im néchsten Schritt wird untersucht, wie sich eine dquidistante Anordnung mehrerer kreis-

formiger Perforationen auf die Wellenausbreitungseigenschaften von dickwandigen Zick-

Zack-Gitterstrukturen auswirkt. Dabei wird die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 zuerst mit
der Lage b = 0, 25/ und anschlieSend mit b = 0,40[ der Zick-Zack-Knicke analysiert.

Einheitszelle mit der Lage b = 0, 251 der Zick-Zack-Knicke

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen ist der Radius der Perforationen konstant r =

2mm, da bei diesem Radius einerseits nennenswerte Einfliissse auf die Wellenausbrei-
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tungseigenschaften zu erwarten sind, aber andererseits die Steifigkeit fiir die meisten
praktischen Anwendungen nicht zu gering wird. Auflerdem werden bei der Anordnung
der Perforationen drei verschiedene Fille untersucht. Im Fall 1 (n,r; = nyr1 = nyr2) sind
auf den inneren und dufleren Armen die gleiche Anzahl von Perforationen angeordnet, im
Fall 2 (n,f; = npp1, npra1 = 0) sind hingegen nur auf den inneren Armen und im Fall
3 (npfi = npra, npp1 = 0) nur auf den duBeren Armen Perforationen angeordnet. Zur
Veranschaulichung sind die drei unterschiedlichen Falle in der Abb. 5.13 fiir n,s, = 2
dargestellt.

Fall 1 Fall 2 Fall 3

Abbildung 5.13: Unterschiedliche Anordnung der kreisférmigen Perforationen im Fall 1 mit
Npfi = Npf1 = Npf2, im Fall 2 mit n,r; = nyr1, npre =0 und im Fall 3 mit n,r1 =0, nyp; =
nyt,2- Die drei Fille sind dabei beispielhaft fiir n,r; = 2 dargestellt.

In der Abb. 5.14a sind die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der ers-
ten Bandliicke A fpr1 e bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen fiir die drei
Fille und verschiedene Anzahlen der Perforationen dargestellt. Es zeigt sich, dass bis
zu npr; = 3 der Fall 1 zu der grofiten Absenkung der unteren Randfrequenz der ers-
ten Bandliicke fiihrt. Ab n,r; = 4 ergibt sich hingegen im Fall 2, also einer Anordnung
der Perforationen ausschliefllich auf den inneren Armen, eine deutlichere Absenkung der
unteren Bandliickenrandfrequenz und betrégt beispielsweise 19,3% bei n,r; = 5. Beson-
ders auffillig ist auBerdem, dass fiir alle drei Félle bei n,;; = 4 ein deutlicher Sprung in
der Steigung auftritt und fiir n,;; = 5 eine iiberproportional groe Absenkung der unte-
ren Bandliickenrandfrequenz auftritt. Als Hauptursachen dafiir sind einerseits die starke
iiberproportionale Reduzierung der Steifigkeit zur Masse aufgrund des geringen Abstands
der Perforationen von d; = dy = 4,16mm und andererseits die lokale Resonanz der
nicht perforierten Armteile zu nennen. Die zugehorigen Breiten der ersten Bandliicke in
Abhéngigkeit der Anzahl von Perforationen n,; sind fiir alle drei Félle in der Abb. 5.14b
dargestellt. Dabei zeigt sich, dass eine ausschlieSliche Anordnung der Perforationen auf
den inneren Armen (Fall 2) durchweg die breitesten Bandliicken liefert. Die Breite der
ersten Bandliicke kann im Fall 2 von A fpr1 = 2120 Hz bei n,p; = 0 auf Afpr = 2648 Hz

bei nyr; = 5 vergroflert werden. Das Zusammenwirken der BRAGG-Beugung und der lo-

Seite 144



Analyse von 2D dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

kalen Resonanz bei n,¢; = 5 zeigt sich auch bei den Breiten der ersten Bandliicke, wobei
dies jedoch nur im Fall 2 zu einer iiberproportionalen Zunahme der Bandliickenbreite
fithrt. In den Féllen 1 und 3 fiihrt dies hingegen zu einer iiberproportionalen Abnahme
der Bandliickenbreite.

In der Abb. 5.14c sind die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der zwei-
ten Bandliicke fiir die drei untersuchten Fille dargestellt. Es wird deutlich, dass bei der
zweiten Bandliicke der Fall 1 zu der deutlichsten Reduktion der unteren Bandliickenrand-
frequenz fiihrt, wobei sie bis n,s; = 4 kontinuierlich und fiir n,;; = 5 iiberproportional
abfillt. Die Breiten der zweiten Bandliicke fallen, wie aus der Abb. 5.14d deutlich wird,
zunéchst in allen drei Féllen mit steigender Anzahl von Perforationen ab und nehmen
dann fiir n,s; = 4 bzw. n,s; = 5 wieder erheblich zu. Im Fall 1 ergibt sich mit n,¢; =5
sogar eine Zunahme der Bandliickenbreite gegeniiber der Einheitszelle ohne Perforationen.
Zusammenfassend ist fiir eine moglichst breite und niederfrequente erste Bandliicke der
Fall 2, bei dem der Effekt der lokalen Resonanz dominiert, mit einer ausschlieSlichen
Anordnung der Perforationen auf den inneren Armen zu bevorzugen. Fiir eine moglichst

breite und niederfrequente zweite Bandliicke ist hingegen der Fall 1, bei dem der Effekt
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Abbildung 5.14: Einfliisse der Anzahlen von Perforationen n,y; fiir den Fall 1 mit n,r; =
Npf1 = Npf2, den Fall 2 mit nyr; = npr1, npre = 0 und den Fall 3 mit nyp; = nyp2, npp1 =0
auf: (a) die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der ersten Bandliicke A fpr1.t/f,rel
bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen, (b) die Breiten der ersten Bandliicke Afpr1,
(c) die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der zweiten Bandliicke Afpro ¢ rel
bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen und (d) die Breiten der zweiten Bandliicke
A fpra. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit b = 0,25[, r =
2mm, di = U/(4(nps1 + 1)), d2 = 1/(4(npf2 + 1)) und den Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2.
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der BRAGG-Beugung dominiert, mit einer gleichméfligen Verteilung der Perforationen auf

den inneren und den dufleren Armen vorteilhafter.

Einheitszelle mit der Lage b = 0,40l der Zick-Zack-Knicke
Bei der Einheitszelle mit der Lage b = 0,40! der Zick-Zack-Knicke ergeben sich bei einer

vorgegebenen Hohe h an den Réndern der Einheitszelle, wie in der Abb. 5.8 veranschau-
licht, unterschiedliche Querschnittshéhen a; und ay senkrecht zur Querschnittsmittellinie
fiir die inneren und dufleren Arme. Aus diesem Grund werden nachfolgend auch unter-
schiedliche Radien 7 = 2mm fiir die inneren Arme und o = 71 -as/a; = 1,458 mm fiir die
dufleren Arme verwendet. In der Abb. 5.15a sind die relativen Absenkungen der unteren
Randfrequenz der ersten Bandliicke A fpr1 7, bezogen auf die Einheitszelle ohne Perfo-
rationen fiir verschiedene Anzahlen und Anordnungen der Perforationen dargestellt. Dabei
werden auch hier die drei zuvor beschriebenen Félle fiir die Anordnung der Perforationen
untersucht. Aufgrund der kurzen Abmessungen der dufleren Arme koénnen maximal 3 Per-
forationen auf den dufleren Armen beriicksichtigt werden. Es wird deutlich, dass eine aus-
schliefliche Anordnung der Perforationen auf den inneren Armen (Fall 2), wodurch bei der
Einheitszelle mit b = 0, 25] die grofite Reduktion der unteren Bandliickenfrequenz erzielt
werden kann (vgl. Abb. 5.14a), in diesem Fall keinen nennenswerten Einfluss auf die erste
Bandliicke hat. Die Félle 1 und 3, mit einer gleichméfiigen Anordnung der Perforationen
auf den inneren und dufleren Armen und einer ausschlieflichen Anordnung auf den &ufleren
Armen, liefern nahezu die gleichen Reduktionen der unteren Bandliickenrandfrequenz. Al-
lerdings kann maximal eine Reduktion von A fgr1vsra = 8,3% erzielt werden, was deut-
lich unter der erreichbaren Reduktion aus der Abb. 5.14a liegt. In der Abb. 5.15b zeigt

sich, dass die Breiten der Bandliicken in den Féllen 1 und 3 mit zunehmender Anzahl von

(a) 15 - - - (b) 6 - - -
xS --m-—Fall 1 —-m--Fall 3 . —-m-—Fall 1 —-m--Fall 3
= 10 [l -Fall 2 = --m-—Fall 2
s n Of
= - =
= _F" IS TEH=H - St S
=5 ae ¥ Q 4 - “"t::::}EI‘ —————— e —B
Q A o
o L 4
Q= B B . - 2 3
0 1 2 3 4 ) 0 1 2 3 4 )
Npf,i -] N [-]

Abbildung 5.15: Einfliisse der Anzahlen von Perforationen n,y; fiir den Fall 1 mit n,r; =
Npf1 = Npf2, den Fall 2 mit n,r; = npp1, npr2 = 0 und den Fall 3 mit ny,r; = npra, npp1 =0
auf: (a) die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der ersten Bandliicke A fpr1.t/f,rel
bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen und (b) die Breiten der ersten Bandliicke
Afpri. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit b = 0,401,
ri = 2mm, ro = 1,458 mm, di = I/(4(npr1 + 1)), d2 = 1/(4(nps2 + 1)) und den Geometrie-,
Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2.
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Perforationen abnimmt. Der Einfluss der Perforationen auf die zweite Bandliicke, der hier
nicht ausfiihrlich dargestellt wird, féllt sogar noch geringer aus. So kann die untere Rand-
frequenz der zweiten Bandliicke maximal um Afgroprra = 3,0% gesenkt werden. Dies
liegt daran, dass die zweite Bandliicke bei der vorliegenden Einheitszelle nur durch ein
Band von der ersten Bandliicke getrennt ist und ebenfalls in einem Frequenzbereich mit ge-
ringen Wellenléngen liegt. Dadurch kann auch die zweite Bandliicke nicht durch den zuvor
beschriebenen Mechanismus der BRAGG-Beugungseffekte an den Rédndern der Perforatio-
nen beeinflusst werden. Dieser Mechanismus fithrt allerdings bei der dritten Bandliicke
zu einer deutlichen Reduktion der Bandliickenrandfrequenzen. Auf eine ausfiihrliche Dar-

stellung des Einflusses auf die zweite und dritte Bandliicke wird hier jedoch verzichtet.

Im Vergleich zur Einheitszelle mit b = 0,250 (s. Abb. 5.14) kann die erste Bandliicke
bei der Einheitszelle mit b = 0,40[ durch die Anordnung von &quidistant angeordneten
Perforationen nur geringfiigig beeinflusst werden. Dies liegt insbesondere daran, dass die
Perforationen die erste Bandliicke nur durch die Anderung der Steifigkeit und Masse be-
einflussen. Weiterfithrende Untersuchungen, die an dieser Stelle nicht detailliert dargestellt
werden, haben gezeigt, dass der Einfluss insbesondere in Abhéngigkeit der Eigenformen,
die die Bandliicke am unteren und oberen Rand begrenzen, variiert. Da die Eigenformen,
die die erste Bandliicke begrenzen, bei den beiden Einheitszellen sehr unterschiedlich sind,
variiert auch der Einfluss der Perforationen auf die erste Bandliicke deutlich. Eine opti-
mierte Anordnung von Perforationen zur Beeinflussung der ersten Bandliicke kann daher

nur durch die Auswertung der begrenzenden Eigenformen erfolgen.

5.4.3 Optimierte Form und Anordnung der Perforationen

Die Optimierung der Anordnung von Perforationen in den dickwandigen Zick-Zack-Armen
hinsichtlich einer niederfrequenten und breiten ersten Bandliicke basiert auf der Auswer-
tung der Eigenformen, die die erste Bandliicke am oberen und unteren Rand begrenzen.
Da diese Eigenformen stark abhéngig von der jeweiligen Geometrie, wie beispielsweise der
Gitterkonstante [, der Auslenkung W oder der Lage der Zick-Zack-Knicke b sind, miissen
die optimalen Formen und Positionen von den Perforationen fiir jede Einheitszelle indivi-
duell bestimmt werden. Nachfolgend wird beispielhaft an der Einheitszelle aus der Abb.
5.8 mit b = 0, 25( die Vorgehensweise zur Ermittlung der optimalen Formen und Positionen
von den Perforationen erldutert. Dazu sind in der Abb. 5.16a die reellen Dispersionskur-
ven der Einheitszelle ohne Perforationen dargestellt. Die begrenzenden Stellen der ersten
Bandliicke sind dabei durch den Punkt (1) am unteren Rand mit der zugehorigen Eigen-
form in Abb. 5.16b und den Punkt (2) am oberen Rand mit der zugehérigen Eigenform in
Abb. 5.16¢ gekennzeichnet. Fiir die optimale Anordnung der Perforationen kann letztlich

dhnlich zu der im Unterabschnitt 4.4.3 beschriebenen Vorgehensweise bei der Verwendung
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von diskreten Einzelmassen vorgegangen werden. Wird beispielsweise eine Perforation an
einer Stelle angeordnet, an der die Eigenform am unteren Rand der Bandliicke nur gerin-
ge Verschiebungen aufweist, dann hat die durch die Perforation reduzierte Masse keinen
nennenswerten Einfluss auf die zugehorige Frequenz dieser Eigenform. Dies liegt daran,
dass die Masse an dieser Stelle nicht mitschwingt und somit keinen Beitrag zur Tréagheit
des Systems leistet. Allerdings wird gleichzeitig auch die Steifigkeit an der Stelle der Per-
foration reduziert. Dadurch, dass zwar die Steifigkeit abnimmt aber die mitschwingende
Masse fiir die jeweilige Eigenform ungefiahr konstant bleibt, sinkt die zugehorige Frequenz
der Eigenform ab. Eine moglichst breite Bandliicke kann damit erreicht werden, indem die
Perforationen zudem mdoglichst an solchen Positionen angeordnet werden, an denen die
Eigenform, die die Bandliicke am oberen Rand begrenzt, grofie Verschiebungen aufweist.
Das hat zur Folge, dass die mitschwingende Masse fiir diese Eigenform nennenswert re-
duziert wird und die zugehorige Frequenz der Eigenform am oberen Rand der Bandliicke
nicht so stark abfillt wie die zugehorige Frequenz der Eigenform am unteren Rand der
Bandliicke.
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Abbildung 5.16: (a) Reelle Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 ohne Per-
forationen. (b) Zugehorige Eigenform zum Punkt (1): Stelle X, Band 4. (c) Zugehorige Eigenform
zum Punkt (1): Stelle M, Band 5. Die Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften sind
in der Tab. 5.2 angegeben.

In der Abb. 5.17a sind bei der zugehorigen Eigenform zum Punkt (1), die die Bandliicke am
unteren Rand begrenzt, die moglichen Positionen und Formen fiir die Perforationen durch
schwarze Linien gekennzeichnet. Dabei ist jeweils an den Réndern der Einheitszelle eine

ausgerundete viereckige Perforation und auf den inneren Armen eine kreisbogenférmige
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Perforation angeordnet. Die Positionen und die Geometrien der Perforationen werden an-
hand der Verschiebungen der horizontalen Arme der Einheitszelle festgelegt, da diese die
grofiten Verschiebungsamplituden aufweisen und fiir die Wellenausbreitung am relevan-
testen sind. Damit die Rotationssymmetrie der Einheitszelle beibehalten wird, werden die
Perforationen auch auf den vertikalen Armen der Einheitszelle angeordnet. Die Perfora-
tionen sind auch in der Abb. 5.17b bei der zugehérigen Eigenform zum Punkt (2), die
die Bandliicke am oberen Rand begrenzt, gekennzeichnet. Dabei weist diese Eigenform
insbesondere an den Réndern, an denen die viereckigen Perforationen angeordnet werden,
sehr grofe Verschiebungen auf. Somit kann bei dieser Anordnung von Perforationen neben
einer deutlichen Absenkung der unteren Bandliickenrandfrequenz auch eine nennenswer-
te Verbreiterung der Bandliicke erwartet werden. In der Abb. 5.17¢ sind die gewéhlten

Abmessungen der Perforationen anhand des rechten Armes der Einheitszelle angegeben.
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Abbildung 5.17: Markierung der gewihlten Perforationen mit schwarzen Linien bei der (a)
zugehorigen Eigenform zum Punkt (1): Stelle X, Band 4, und der (b) zugehérigen Eigenform
zum Punkt (1): Stelle M, Band 5. (c) Optimierte Anordnung der Perforationen.

In der Abb. 5.18a sind die reellen Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum
fiir die Einheitszelle mit den optimierten Perforationen dargestellt. Im Vergleich zu den
Dispersionskurven aus der Abb. 5.16a fiir die Einheitszelle ohne Perforationen wird deut-
lich, dass die untere Randfrequenz der ersten Bandliicke um Afgpiyy = 1660 Hz bzw.
Afprivfra = 27,5% erheblich abgesenkt werden kann. Die obere Bandliickenrandfre-
quenz sinkt hingegen nur geringfiigig ab, sodass die Breite der Bandliicke ebenfalls er-
heblich von Afpr; = 2126 Hz auf Afgr; = 3622 Hz ansteigt, was einer Zunahme von

70,4% entspricht. Aulerdem ergibt sich durch die Perforationen eine zusétzliche sehr
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schmale zweite Bandliicke, die von der ersten Bandliicke nur durch das sehr flach ver-
laufende fiinfte Band getrennt ist. Im Transmissionsspektrum zeigt sich das hervorragen-
de Dampfungsverhalten der Einheitszelle mit optimierten Perforationen, insbesondere in
der ersten Bandliicke, bei der die Wellentransmission fiir die Bandliickenmittenfrequenz
T(fprimg) = —85,6dB betrégt. Bei der Einheitszelle ohne Perforation ist die Wellen-
transmission mit T'(fpr1.0f) = —36,6 dB deutlich groBer.

In der Abb. 5.18b ist die zugehorige Eigenform zu dem in den Dispersionskurven mar-
kierten Punkt (1), die die erste Bandliicke am unteren Rand begrenzt, dargestellt. Im
Vergleich zur Eigenform aus der Abb. 5.16b werden die Verschiebungen auf den inneren
Armen reduziert und es treten lediglich auf den dufleren horizontalen Armen nennenswer-
te Verschiebungen auf. Auch bei der Eigenform aus der Abb. 5.18c fiir den Punkt (2), die
die erste Bandliicke am oberen Rand begrenzt, zeigen sich im Vergleich zur Eigenform aus
der Abb. 5.16¢ einige Anderungen. Beispielsweise sind die Verschiebungen in den Berei-
chen der kreisbogenférmigen Perforationen grofler. Ein Vergleich der beiden begrenzenden
Eigenformen zeigt, dass durch eine weitere Vergroflerung der Perforationen, insbesondere
eine Verldngerung der ausgerundeten viereckigen Perforation auf den dufleren Armen der
Einheitszelle, keine weitere Zunahme der Bandliickenbreite zu erwarten ist. Dies liegt dar-
an, dass die Verschiebungen vor der Ausrundung bei der Eigenform aus der Abb. 5.18b

groBer sind als bei der Eigenform aus der Abb. 5.18¢c. Somit fallt durch eine Ausdehnung
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Abbildung 5.18: (a) Reelle Dispersionskurven und zugehoriges Transmissionsspektrum in der
I'—X-Richtung mit N;, = 14, Ny = 6 und N; ¢ = 4 fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit
den optimierten Perforationen aus der Abb. 5.17c. (b) Zugehérige Eigenform zum Punkt (1):
Stelle X, Band 4. (c) Zugehorige Eigenform zum Punkt (2): Stelle M, Band 5. Die Geometrie-,
Querschnitts- und Materialeigenschaften sind in der Tab. 5.2 angegeben.
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der Perforationen in diesem Bereich die zugehorige Frequenz zur Eigenform, die die
Bandliicke am oberen Rand begrenzt, schneller ab als die zugehorige Frequenz der Ei-
genform, die die Bandliicke am unteren Rand begrenzt. Folglich kann zwar durch eine
Vergroerung der Perforationen die untere Bandliickenfrequenz weiter gesenkt werden (da
die Steifigkeit weiterhin iiberproportional zur Masse abnimmt) aber die Bandliickenbreite
nimmt wieder ab. Allerdings ist bei den hier gewéhlten Perforationen die Tragfahigkeit
einer Gitterstruktur zu iiberpriifen. Insbesondere an den Réandern der Einheitszelle ist die
Steifigkeit erheblich reduziert. Aulerdem treten in der Nahe der Perforationen Spannungs-
konzentrationen auf, die ebenfalls bei der Auslegung einer realen Struktur zu beriicksichti-
gen sind. Insgesamt kann jedoch durch die optimierte Form und Anordnung von Perfo-
rationen das Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich einer breiten und niederfrequenten

ersten Bandliicke mit einer herausragenden Démpfungseigenschaft erzielt werden.

5.5 Beeinflussung der Wellenausbreitung durch die

lokalen Resonatoren

Durch die Ausnutzung des Mechanismus der lokalen Resonanz kénnen, wie bereits im
Unterabschnitt 2.2.2 erldutert, lokal-resonante Bandliicken (LR-Bandliicken) in sehr nied-
rigen Frequenzbereichen deutlich unterhalb der BRAGG-Bandliicken (BG-Bandliicken) er-
zielt werden. Bei phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen kénnen LR-Bandliicken bei-
spielsweise durch das Anbringen von zusétzlichen Kragarmen mit groflen Massen an den
freien Enden, wie in der Abb. 5.19a veranschaulicht, realisiert werden. Bei einer geeigne-
ten Wahl der Steifigkeiten der Kragarme sowie der Massen an den freien Enden kénnen

diese als Resonatoren wirken und die Wellenausbreitungseigenschaften der Gitterstruktur

Es, pa2, v

TR | \%CR
< l > b=1/4 mpg

Abbildung 5.19: (a) Einheitszelle einer rotationssymmetrischen dickwandigen Zick-Zack-
Gitterstruktur mit Resonatoren. (b) Abmessungen eines Zick-Zack-Arms und des Resonators.
(c) Modellierung des Resonators als ein Kragtriger mit einer Einzelmasse am freien Ende und
Vereinfachung als ein Einmassenschwinger.
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wesentlich beeinflussen. Nachfolgend wird fiir die in der Abb. 5.19a dargestellte rotati-
onssymmetrische Anordnung der Resonatoren untersucht, wie eine gezielte Abstimmung
der Resonatoren auf vorgegebene Anforderungen erfolgen kann. In der Abb. 5.19b sind
anhand des rechten Arms der Einheitszelle die Lage xr des Resonators und dessen Geo-
metrie (Linge [, Querschnittshohe ag) veranschaulicht. Der Kragarm besteht wie die
Zick-Zack-Gitterstruktur aus Aluminium, wobei die Materialeigenschaften FE;, p; und
v, sowie die sonstigen Geometrieeigenschaften der Zick-Zack-Gitterstruktur der Tab. 5.2
entnommen werden kénnen. Die Masse am freien Ende des Kragarms wird durch eine
kreisformige Scheibe mit dem Radius r aus Wolfram mit Ey = 360 GPa, p, = 19320 kg/ m®

und v, = 0, 3 realisiert.

Konstruktion der Resonatoren

Wenn die Steifigkeit eines Resonators deutlich geringer ist als die Steifigkeit des Zick-
Zack-Arms, an den der Resonator angeschlossen ist, dann kann der Resonator, wie in
der Abb. 5.19¢ veranschaulicht, ndherungsweise als ein starr eingespannter Kragtriger
mit einer Einzelmasse am freien Ende modelliert werden. Fiir den Kragtriger mit einem

rechteckigen Querschnitt kann die Ersatzfedersteifigkeit cg fiir Biegeschwingungen durch

3E1]y Ela%t
CR = =
B A

(5.2)

bestimmt werden, wobei ¢ die Querschnittsdicke nach Tab. 5.2 ist. Die mitschwingen-
de Masse des Resonators ergibt sich durch die Masse der Kreisscheibe am freien Ende
zuziiglich ungefdhr einem Viertel der Gesamtmasse des Kragarms. Folglich betrédgt die

mitschwingende Masse ungefahr
9 1
mp = Trtps + z_l(lR —r)agtp:. (5.3)

Mithilfe der Ersatzfedersteifigkeit sowie der mitschwingenden Masse kann der Resonator
ndherungsweise als ein Einmassenschwinger vereinfacht und die Resonanzfrequenz (Ei-

genfrequenz) mittels

CR ElaR
5.4
Jr= o \/ \/l3 Arr2py + (Ig — r)arpr) (5.4)

abgeschétzt werden. Bei der Gl. (5.4) handelt es sich um eine Abschétzung nach oben, da

die Steifigkeit des Resonators durch die Annahme einer starren Einspannung iiberschétzt
wird. Die tatsdchliche Resonanzfrequenz wird daher stets unter der abgeschétzten Reso-

nanzfrequenz liegen.
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Einfliisse der Masse und der Steifigkeit der Resonatoren

Die Massen und Steifigkeiten der Resonatoren kénnen durch verschiedene Parameter,
wie beispielsweise die Materialeigenschaften oder die Langen und Querschnittsdicken der
Kragarme beeinflusst werden. Fiir die nachfolgenden Untersuchungen wird die Masse ei-
nes Resonators iiber den Radius r der kreisformigen Scheibe am freien Ende des Kragarms
und die Steifigkeit des Resonators iiber die Léinge [p des Kragarms variiert. In der Abb.
5.20a ist der Einfluss der Lénge [gr bzw. der resultierenden Ersatzfedersteifigkeit cp auf
die Randfrequenzen der ersten LR-Bandliicke fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.19 mit
ag = 1,5mm, r = 3,5mm und xz = 30 mm dargestellt. Die rot gestrichelte Linie gibt je-
weils die abgeschétzte Resonanzfrequenz nach Gl. (5.4) an. Erwartungsgemé&fl nehmen die
Bandliickenrandfrequenzen ungeféhr oc \/cg mit der sinkenden Ersatzfedersteifigkeit ab.
Es wird ebenfalls deutlich, dass sich die Qualitat der Abschitzung der Resonanzfrequenz
nach Gl (5.4) mit zunehmender Lénge [ bzw. abnehmender Federsteifigkeit ¢z kontinu-
ierlich verbessert. Dies liegt insbesondere daran, dass das Steifigkeitsverhéltnis zwischen
dem Kragarm und dem Zick-Zack-Arm, an den der Kragarm angeschlossen ist, mit stei-
gender Kragarmlinge zunimmt und somit die Annahme der ideal-starren Einspannung
immer mehr zutreffend ist. In der Abb. 5.20b ist der Einfluss des Radius r der Kreis-
scheibe bzw. der Einfluss der Masse mp auf die Randfrequenzen der ersten LR-Bandliicke
dargestellt. Auch in diesem Fall nehmen die Randfrequenzen erwartungsgeméfl ungefahr
x y/1/mpg mit steigender Masse ab. Da die Kragarmlinge bei dieser Untersuchung kon-
stant [r = 20mm betragt ist die Qualitdt der Abschédtzung der Resonanzfrequenz fgr
auch fiir kleine Massen bereits sehr gut. Mit steigender Masse nimmt die Qualitit der

Abschétzung noch weiter zu und néhert sich der unteren Bandliickenrandfrequenz.

(a) cp |KN/m] (b) mpg |g]
354 244 133 23 0,3 1,0 1,8 2,5
1500 : : 1200 :
. L. LR-BL
1250 ko ——-Jr ] 1000 |
N 800}
=
™ 600t
400
10 15 20 25 15 2,5 35 45
lg [mm)] r [mm]

Abbildung 5.20: (a) Einfluss der Lénge [r bzw. der Ersatzfedersteifigkeit cp auf die erste
LR-Bandliicke fiir ag = 1,5mm, r = 3,5mm und zr = 30mm (b) Einfluss des Radius r bzw.
der Masse mp auf die erste LR-Bandliicke fiir ag = 1,5mm, Iz = 20mm und xg = 30 mm. Die
rot gestrichelten Linien geben jeweils die Resonanzfrequenz fr nach Gl. (5.4) an.
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Einfliisse der Lage der Resonatoren

In der Abb. 5.21a ist der Einfluss der Lage xr der Resonatoren auf die Randfrequenzen
der ersten LR-Bandliicke fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.19 mit ag = 1,5mm, r =
3,5mm und [ = 15mm dargestellt. Dabei zeigt sich, dass die erste LR-Bandliicke na-
hezu unabhéngig von der Lage der Resonatoren ist. Allerdings hat die Lage xg, wie in
der Abb. 5.21b dargestellt, einen erheblichen Einfluss auf die erste BG-Bandliicke. Dabei
wird die erste BG-Bandliicke, wie bereits im Unterabschnitt 4.4.3 fiir die Verwendung
von Einzelmassen erldutert, durch die Anderung der mitschwingenden Masse bei den be-
grenzenden Eigenformen am unteren und am oberen Rand der Bandliicke beeinflusst. Je
nach Lage der Resonatoren wird die mitschwingende Masse fiir die Eigenformen unter-
schiedlich stark erhoht, wodurch die zugehorigen Eigenfrequenzen unterschiedlich stark
absinken. Dadurch kann die Breite der ersten BG-Bandliicke entweder deutlich zunehmen
(z. B. fur g = 30 mm) oder abnehmen (z. B. fiir xzp = 40 mm), sodass sich die Bandliicke
sogar vollstdndig schliefen kann. Dementsprechend kénnen die Lagen der Resonatoren
auf die Figenformen der fiir den jeweiligen praktischen Anwendungsfall relevanten BG-

Bandliicken abgestimmt werden.

(@) 19 ; — (b) g ; —
-—-Jr

0,971 1 Tr
N N
Zospoo . J1HE
“~ [F~~"F""T""T""7T""1"" 71 "7 S~

o7 S5

0,6 * * * * * * 4 * * * * * *

10 15 20 25 30 35 40 45 10 15 20 25 30 35 40 45
TR [mm] R [mm]

Abbildung 5.21: (a) Einfluss der Lage zp auf die erste LR-Bandliicke. Die rot gestrichelte
Linie gibt die Resonanzfrequenz fr nach Gl. (5.4) an. (b) Einfluss der Lage xp auf die erste
BG-Bandliicke. Die Berechnungen basieren auf ag = 1,5mm, r = 3,5mm und /g = 15 mm.

Einfliisse der Resonatoren auf die Dispersionskurven und das Transmissions-

spektrum

In der Abb. 5.22a sind die reellen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb.
5.19 mit [rp = 15mm, ag = 1,5mm, r = 3,5mm und xzp = 30 mm dargestellt, wobei
der abgebildete Frequenzbereich fiir ein besseres Verstdndnis auf den Bereich der LR-
Bandliicke beschrénkt ist. Fiir diese Parameter der Resonatoren ergibt sich nach Gl. (5.4)

eine abgeschéitzte Resonanzfrequenz von fr = 766 Hz. Es zeigt sich, dass tatséchlich bei
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706 — 788 Hz eine LR-Bandliicke entsteht und die abgeschétzte Resonanzfrequenz inner-
halb dieser Bandliicke liegt. Auflerdem liegt die LR-Bandliicke deutlich unterhalb der
ersten BG-Bandliicke, die bei 4301 — 6988 Hz liegt und deshalb in der Abb. 5.22a nicht
dargestellt ist. Es zeigt sich, dass die LR-Bandliicke am unteren Rand durch zwei nahezu
horizontal verlaufende Biander begrenzt wird und eine sehr schmale weitere LR-Bandliicke
zwischen dem zweiten und dritten Band auftritt. Diese sehr schmale LR-Bandliicke ist in
der Abb. 5.22a in hellgrau hervorgehoben und ist am unteren Rand durch das zweite Band
an der Stelle M begrenzt, welches in der Abb. 5.22a mit dem Punkt (1) markiert ist. Am
oberen Rand wird die schmale Bandliicke durch das mit dem Punkt (2) markierte dritte
Band an der Stelle X begrenzt. Die zugehorige Eigenform zum Punkt (1) ist in der Abb.
5.22b und zum Punkt (2) in der Abb. 5.22¢ dargestellt. Bei beiden Eigenformen schwingen
fast nur die Resonatoren, wobei die Schwingungsamplituden bei der zugehoérigen Eigen-
form zum Punkt (1) bei allen Resonatoren ungefihr gleich grof sind. Hingegen sind bei der
zugehorigen Eigenform zum Punkt (2) nur die Schwingungsamplituden der Resonatoren
auf den horizontalen Armen gleich gro3 und die Schwingungsamplituden der Resonato-
ren auf den vertikalen Armen sind unterschiedlich grof. Weitere Untersuchungen, die hier

nicht ausfithrlich dargestellt werden, zeigen, dass diese sehr schmale LR-Bandliicke ab-

(a) 909
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[
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Abbildung 5.22: (a) VergroBert dargestellte reelle Dispersionskurven im Bereich der LR-
Bandliicke fiir die Einheitszelle mit Resonatoren aus der Abb. 5.19 fir Ig = 15mm, ar =
1,5mm, r = 3,5mm und zg = 30mm. Die Resonanzfrequenz nach Gl. (5.3) betréigt fr =
766 Hz. (b) Zugehorige Eigenform zum Punkt (1): Stelle M, Band 2. (c) Zugehorige Eigenform
zum Punkt (2): Stelle X, Band 3. (b) Zugehorige Eigenform zum Punkt (3): Stelle I', Band 4.
(c) Zugehorige Eigenform zum Punkt (4): Stelle I', Band 5. Die Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften sind in der Tab. 5.2 angegeben.
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héngig von der Lage xr der Resonatoren ist und beispielsweise fiir xz = 45 mm vollsténdig
verschwindet. Eine Auswertung der Eigenformen fiir zzp = 45mm zeigt, dass sich die
Bandliicke im Punkt M schliefit, da entgegen der Eigenform aus der Abb. 5.22b entwe-
der nur die Resonatoren auf den horizontalen oder auf den vertikalen Armen schwingen
und sich die zugehorigen Bander 2 und 3 im Punkt M beriihren. Auf eine ausfiihrliche
Darstellung der Dispersionskurven und der Eigenformen fiir 2z = 45 mm wird an dieser
Stelle jedoch verzichtet.

Da die sehr schmale Bandliicke in der Abb. 5.22a nur eine Breite von 5 Hz aufweist und nur
bei bestimmten Lagen xg der Resonatoren auftritt, hat diese Bandliicke keine praktische
Relevanz und kann vernachléssigt werden. Die breitere Bandliicke wird daher nachfolgend
als erste LR-Bandliicke bezeichnet und ist am unteren Rand durch das vierte Band an
der Stelle T’ begrenzt, welches in der Abb. 5.22a mit dem Punkt (3) markiert ist. Am
oberen Rand wird die Bandliicke durch das mit dem Punkt (4) markierte fiinfte Band
an der Stelle T' begrenzt. Die zugehorige Eigenform zum Punkt (3) ist in der Abb. 5.22d
und zum Punkt (4) in der Abb. 5.22e dargestellt. Bei der Eigenform aus der Abb. 5.22d
schwingen lediglich die Resonatoren, wobei die Resonatoren auf den horizontalen Armen
groBere Verschiebungen als die Resonatoren auf den vertikalen Armen aufweisen. Diese
Eigenform besteht also lediglich aus den Eigenformen der Resonatoren, woraus folgt, dass
die tatsédchliche Resonanzfrequenz zu dieser Eigenform 706 Hz betragen muss. Dafiir spre-
chen auch die nahezu horizontal verlaufenden Bander am unteren Rand der Bandliicke, da
der Effekt der lokalen Resonanz quasi unabhéingig von der Wellenausbreitungsrichtung ist.
Bei der Eigenform aus der Abb. 5.22e zeigen sich hingegen auch kleine Biegeverformungen
der Zick-Zack-Arme der Gitterstruktur.

Im Vergleich zu den BG-Bandliicken weisen die LR-Bandliicken auch einige Unterschiede
in den komplexen Dispersionskurven und Transmissionsspektren auf. Zur Veranschauli-
chung sind in der Abb. 5.23 die komplexen Dispersionskurven fiir die Einheitszelle mit Re-
sonatoren aus der Abb. 5.19 fiir [ = 15mm, ag = 1,5mm, r = 3,5mm und xz = 30 mm,
sowie das zugehorige Transmissionsspektrum in der I'—=X-Richtung fir N, , = 14, N, , =
6, Nievar = 4 und Npy = 1, dargestellt. Innerhalb von den BG-Bandliicken sind die
Verlaufe der Imaginérteile des Wellenvektors sowie der Wellentransmission meistens para-
belférmig und der grofite Imaginérteil des Wellenvektors bzw. die kleinste Wellentransmis-
sion, tritt ungefdhr in der Mitte der Bandliicke auf. Hingegen verlaufen die Imaginérteile
des Wellenvektors sowie die Wellentransmission innerhalb von LR-Bandliicken, wie in der
Abb. 5.23 deutlich wird, meistens spitz in Richtung der Resonanzfrequenz zu. Dement-
sprechend ist das Dampfungsvermogen der Struktur bei der Resonanzfrequenz, die sich
wie im vorliegenden Fall meistens am unteren Rand der LR-Bandliicke befindet, sehr hoch
und nimmt dann allerdings mit zunehmendem Abstand von der Resonanzfrequenz schnell

ab. Beispielsweise betrigt die Wellentransmission am oberen Rand der Bandliicke in Abb.
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5.23 noch ungefdhr —11dB und ist damit erheblich héher als die Wellentransmission
am unteren Rand der Bandliicke mit ungefdhr —45dB. Somit kénnen durch die Verwen-
dung von Resonatoren zwar LR-Bandliicken in nahezu beliebig niedrigen Frequenzberei-
chen erzielt werden, aber gleichzeitig weisen die LR-Bandliicken den Nachteil einer gerin-
gen Breite und eines teilweise geringen Dampfungsvermogens auf. Eine Moglichkeit, die
Breite einer LR-Bandliicke oder BG-Bandliicke im Transmissionsspektrum zu vergréflern,
stellt die Staffelung von unterschiedlichen Zick-Zack-Gitterstrukturen mit iiberlappenden

Bandliicken dar, welche im nachfolgenden Abschnitt dargestellt und beschrieben wird.

900 1 r .
v

N
=, 750+ LR-BL: 706 - 788 Hz
S
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600 - y : : :
r X M r o 1 2 3 -40 -20 0
R(k) [1/m] S(k) [1/m] Transmission [dB]

Abbildung 5.23: Komplexe Dispersionskurven fiir die Einheitszelle mit Resonatoren aus der
Abb. 5.19 fiir I[g = 15mm, ag = 1,5mm, r = 3,5mm und xr = 30 mm, sowie zugehoriges
Transmissionsspektrum in I'—=X-Richtung fiir Ny, = 14, Niy = 6, Niepa = 4 und Npyp, = 1.

5.6 Beeinflussung der Wellenausbreitung durch die
Staffelung verschiedener Zick-Zack-Gitterstruk-

turen

In diesem Abschnitt wird die Moglichkeit einer, wie in der Abb. 5.24 veranschaulicht,
gestaffelten dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstruktur, bestehend aus unter-
schiedlichen Einheitszellen zur Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften, erlau-
tert. Im Beispiel aus der Abb. 5.24 bestehen die Schichten der linken Hélfte aus der
Einheitszelle 1 und die Schichten der rechten Hélfte aus der Einheitszelle 2. Durch diese
Staffelung unterschiedlicher phononischer Zick-Zack-Gitterstrukturen mit iiberlappenden
BG- oder LR-Bandliicken kénnen deutlich breitere Bandliicken im Transmissionsspek-

trum erzielt werden. Aufgrund der normalerweise geringen Breiten der LR-Bandliicken
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kann insbesondere eine Staffelung von unterschiedlichen lokal-resonanten phononischen
Strukturen sehr hilfreich sein, um den Frequenzbereich der LR-Bandliicke im Transmissi-
onsspektrum zu vergroflern.

Zur Veranschaulichung sind in der Abb. 5.25 die reellen Dispersionskurven von zwei
verschiedenen Einheitszellen mit Resonatoren und das Transmissionsspektrum fiir eine

gestaffelte Anordnung der beiden Einheitszellen dargestellt. Beide Einheitszellen entspre-

0 5 0
I

€ Einheitszelle 1 i Einheitszelle 2 >

SRR

Abbildung 5.24: Gestaffelte dickwandige phononische Zick-Zack-Gitterstruktur bestehend aus
zwel unterschiedlichen Einheitszellen. In diesem Fall bestehen die Schichten in der linken Héalfte
aus der Einheitszelle 1 und die Schichten in der rechten Hilfte aus der Einheitszelle 2.

chen der Einheitszelle aus der Abb. 5.19 mit den Geometrie- und Materialeigenschaften
der Zick-Zack-Gitterstruktur aus der Tab. 5.2. Lediglich die Resonatoren werden variiert,
wobei fiir beide Einheitszellen die Abmessungen [z = 15mm, ag = 1,5mm, zz = 30 mm
verwendet werden und der Radius der kreisférmigen Scheiben r = 3,7mm fiir die Ein-
heitszelle 1 und » = 3,4mm fiir die Einheitszelle 2 betrdgt. Die kreisformigen Scheiben
bestehen jeweils aus Wolfram mit Ey = 360 GPa, py = 19320 kg/m3 und v, =0, 3.

Die reellen Dispersionskurven in der Abb. 5.25 zeigen, dass die Einheitszelle 1 (EZ 1)
eine LR-Bandliicke von 678 — 761 Hz und die Einheitszelle 2 (EZ 2) eine LR-Bandliicke
von 738 — 820 Hz aufweist. Aulerdem besitzen beide Einheitszellen eine zusétzliche sehr
schmale LR-Bandliicke unterhalb der breiteren LR-Bandliicke mit einer Breite von 5 Hz.
Die deutliche Uberschneidung der LR-Bandliicken ist notwendig, da das Transmissionss-
pektrum innerhalb von den LR-Bandliicken, wie im Abschnitt 5.5 erldutert, spitz zum
unteren Rand der jeweiligen Bandliicke zulduft und die Wellentransmission bis zum obe-
ren Rand der Bandliicke wieder erheblich ansteigt. Bei den BG-Bandliicken ist diese deut-
liche Uberschneidung aufgrund der parabolischen Wellentransmissionsverliufe innerhalb
der BG-Bandliicken nicht zwingend notwendig.

Das Transmissionsspektrum der gestaffelten dickwandigen Zick-Zack-Gitterstruktur ist

auf der rechten Seite der Abb. 5.25 dargestellt. Dabei basiert die Transmissionsberech-
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nung auf der Abb. 5.11 mit Ny, = 28, Ny =4, Ny = 2 und Npysp, = 1. Die Schichten
in der linken Hélfte bestehen aus der Einheitszelle 1 und die Schichten in der rechten Hélfte
bestehen aus der Einheitszelle 2. Es wird dabei sehr deutlich, dass die gestaffelte Anord-
nung von unterschiedlichen Einheitszellen zu einer wesentlich breiteren LR-Bandliicke im
Transmissionsspektrum fiihrt. Beispielsweise kann durch die gestaffelte Anordnung eine
maximale Wellentransmission von 1" = —25dB {iber eine Breite von etwa 130 Hz erreicht
werden. Hingegen betrégt die Breite bei der Verwendung von nur einer Einheitszelle nur

etwa 70 Hz, iiber die eine maximale Wellentransmission von 25dB erzielt werden kann.
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Abbildung 5.25: Reelle Dispersionskurven fiir die Einheitszelle aus der Abb. 5.19 fiir I =
15mm, ag = 1,5mm und zg = 30 mm mit » = 3, 7mm (links, Einheitszelle 1) sowie r = 3,4 mm
(mitte , Einheitszelle 2). Rechts ist das zugehorige Transmissionsspektrum in der I'—X-Richtung
fir die gestaffelte Struktur mit Ny, = 28, Nyy = 4, Niyevar = 2 und Npysr, = 1 dargestellt.
Dabei bestehen die Schichten in der linken Hélfte aus der Einheitszelle 1 und die Schichten in
der rechten Hilfte aus der Einheitszelle 2.

5.7 Zusammenfassung der Erkenntnisse

In diesem Abschnitt werden sowohl passive als auch aktive Mafinahmen zur Beeinflussung
des Wellenausbreitungsverhaltens in 2D dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitter-
strukturen untersucht. Als passive Mafinahmen konnen dabei die Perforationen in den
dickwandigen Zick-Zack-Armen angeordnet oder Zick-Zack-Gitterstrukturen mit unter-
schiedlichen Wellenausbreitungseigenschaften gestaffelt werden. Zur aktiven Beeinflussung
des Wellenausbreitungsverhaltens kénnen lokale Resonatoren angebracht werden, wodurch

insbesondere Bandliicken in sehr niedrigen Frequenzbereichen erzielt werden kénnen. In
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der Tab. 4.4 sind die wesentlichen Erkenntnisse aus den Parameterstudien zusammenge-

fasst. Dabei sind in Abhéangigkeit des jeweiligen Parameters die Kriterien fiir eine nieder-

frequente sowie die Kriterien fiir eine breite erste Bandliicke angegeben. Die Kriterien bei

den Perforationen beziehen sich auf eine dquidistante Anordnung von den kreisférmigen
Perforationen, wobei zwischen den Lagen b = 0,25/ und b = 0,40[ der Zick-Zack-Knicke

unterschieden wird. Durch eine individuelle Optimierung der Formen und Anordnungen

der Perforationen fiir eine bestimmte Einheitszelle konnen allerdings wesentlich breitere

Bandliicken im niedrigen Frequenzbereich erzielt werden.

Tabelle 5.3: Kriterien fiir niederfrequente und breite Bandliicken.

’ Art ‘ Parameter Niederfrequente Bandliicken | Breite Bandliicken
r Moglichst grof3 Moglichst klein
nos1 Moglichst grofl fiir b = 0,251 | Moglichst grof fiir b = 0, 251
Passiv Perforationen Pl nyr1 = 0 fiir b = 0,401 npr1 = 1 fiir b = 0,401
nyre = 0 fiir b = 0,25] Ny = 0 fiir b = 0,251
"'pf:2 Mboglichst grof8 fiir b = 0,400 | nyro = 0 fiir b = 0, 40!
Staffelung / Staffelung von LR-BL Staffelung von BG-BL
Aktiv Lokale CR Moglichst klein Eher klein, geringer Einfluss
Resonatoren mp | Moglichst grof3 Grof}, geringer Einfluss
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6 Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die elastischen Wellenausbreitungseigenschaften von
verschiedenen phononischen Strukturen mithilfe von effizienten SE-Methoden untersucht.
Die phononischen Materialien und Strukturen bestehen aus einer periodischen Anord-
nung von unterschiedlichen Materialien oder Geometrien und weisen bestimmte Fre-
quenzbereiche auf, die iiblicherweise als Bandliicken oder Stop-Bénder bezeichnet wer-
den, in denen sich akustische oder elastische Wellen nicht ausbreiten konnen. Die Un-
tersuchungen in dieser Arbeit konzentrieren sich auf die sogenannten phononischen Zick-
Zack-Gitterstrukturen, die sich durch ein geringes Eigengewicht, eine hohe mechanische
Tragfédhigkeit und auflergewohnliche Wellenausbreitungseigenschaften auszeichnen. Insbe-
sondere wird untersucht, wie die Wellenausbreitungseigenschaften der phononischen Zick-
Zack-Gitterstrukturen passiv und aktiv beeinflusst und auf vorgegebene Anforderungen
abgestimmt werden kénnen. Dabei werden sowohl schlanke (diinnwandige) als auch ge-

drungene (dickwandige) phononische Zick-Zack-Gitterstrukturen behandelt.

Fiir die Analyse von schlanken balkenartigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen
wird in dieser Arbeit die SEM nach DOYLE verwendet. Durch umfangreiche Effizienzana-
lysen werden die erheblichen Vorteile der SEM nach DOYLE bei der Berechnung der kom-
plexen Dispersionskurven und der Wellentransmission im Vergleich zur konventionellen
FEM aufgezeigt. Es folgen detaillierte Untersuchungen zur Beeinflussung der Wellenaus-
breitung in schlanken Zick-Zack-Gitterstrukturen durch eine Variation der geometrischen
Parameter, der Steifigkeits- und Massenverhéltnisse und der Verwendung von diskreten
Massen. Dabei wird auch gezeigt, dass die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse durch
eine Skalierung der Einheitszelle auf nahezu beliebige Frequenzbereiche iibertragen werden
kénnen. Insbesondere durch eine Variation der Auslenkung W der Zick-Zack-Arme und
der Lage b der Zick-Zack-Knicke sowie durch die Einfithrung von Einzelmassen kénnen die
Frequenzbereiche der Bandliicken bei gleichbleibender Gitterkonstante wesentlich beein-
flusst und niederfrequente Bandliicken erzielt werden. Bei den Untersuchungen wird jedoch
auch deutlich, dass sich die Kriterien fiir eine moglichst niederfrequente erste Bandliicke
und die Kriterien fiir eine méglichst breite erste Bandliicke haufig widersprechen kénnen.
Neben den passiven und aktiven Mafinahmen zur Beeinflussung der Wellenausbreitung

wird unter der Beriicksichtigung der Effekte der geometrischen Nichtlinearitéit auch eine
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weitere Moglichkeit zur aktiven und adaptiven Beeinflussung der Bandliicken vorgestellt.
Dabei kénnen durch das gesteuerte Aufbringen oder Entfernen von externen Lasten die
Bandliickenrandfrequenzen erhoht oder verringert werden. Dies kann durch die on-off-
oder off-on-Schalter realisiert werden, wobei sich hierbei insbesondere die zweiaxialen
Druck- oder Zugbelastungen als vorteilhaft erweisen. Entgegen den einaxialen Belastun-
gen konnen mithilfe der zweiaxialen Belastungen sowohl die untere als auch die obere

Randfrequenz der ersten Bandliicke wesentlich beeinflusst werden.

Weiterhin werden in dieser Arbeit dickwandige phononische Zick-Zack-Gitterstrukturen
mithilfe der SEM nach PATERA untersucht. Auch in diesem Fall werden zunéchst durch
umfangreiche Effizienzanalysen die erheblichen Vorteile der SEM nach PATERA bei der
Berechnung der reellen und komplexen Dispersionskurven sowie der Wellentransmissi-
on im Vergleich zur konventionellen FEM demonstriert. Anschlieend wird insbesondere
analysiert, wie die Wellenausbreitungseigenschaften durch Perforationen in den Zick-Zack-
Armen beeinflusst werden konnen. Zu diesem Zweck werden zunéchst die verschiedenen
Mechanismen, durch die die Perforationen die Wellenausbreitungseigenschaften beeinflus-
sen, identifiziert. Dabei zeigt sich, dass die erste Bandliicke (LR-Bandliicke) insbeson-
dere durch die Anderung der Steifigkeiten und Massen infolge der Perforationen beein-
flusst wird. Durch die Auswertung der Dispersionskurven sowie der zugehorigen Eigen-
formen, die die erste Bandliicke am unteren und oberen Rand begrenzen, kénnen die
optimalen Positionen und Formen der Perforationen ermittelt werden. Dadurch kénnen
schliefflich sowohl die Breite der ersten Bandliicke erheblich vergréflert als auch die unte-
re Bandliickenrandfrequenz deutlich verringert werden. Die Bandliicken hoherer Ordnung
werden hingegen durch BRAGG-Beugungseffekte an den Réandern der Perforationen beein-
flusst. Es folgen Untersuchungen zum Einfluss von Resonatoren, die aus einem Kragarm
mit einer geringen Steifigkeit und einer groffen Masse am freien Ende bestehen. Durch
das Anbringen dieser Resonatoren an die Zick-Zack-Arme konnen sehr niederfrequen-
te Bandliicken erzielt werden. Die Eigenfrequenz der Resonatoren kann dabei durch ein
Ersatzmodell eines Kragtridgers abgeschéitzt werden. Durch die Anpassung der Biegestei-
figkeit und der Masse am freien Ende sowie der Anordnung bzw. Lage der Resonatoren
konnen somit lokal-resonante Bandliicken in nahezu beliebigen Frequenzbereichen erzielt
werden. AbschlieBend wird die Mo6glichkeit einer Staffelung von verschiedenen dickwan-
digen Zick-Zack-Gitterstrukturen mit dem Zweck einer moglichst breitbandigen Wellen-
bzw. Schwingungsisolierung vorgestellt. Dazu werden die Dispersionskurven von zwei un-
terschiedlichen Einheitzszellen so aufeinander abgestimmt, dass sich die ersten Bandliicken
teilweise iiberschneiden. Durch eine gestaffelte Anordnung der beiden unterschiedlichen
Einheitszellen ergibt sich somit im Transmissionsspektrum eine sehr breite Bandliicke, die

sich aus den Bandliicken der beiden Einheitszellen zusammensetzt.
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Die in dieser Arbeit vorgeschlagenen und untersuchten phononischen Zick-Zack-Gitter-
strukturen und die entsprechenden Beeinflussungsmafinahmen sind in der nachfolgenden

Tabelle zusammengefasst.

Tabelle 6.1: Zusammenfassung der Moglichkeiten um die Wellenausbreitungseigenschaften von
Zick-Zack-Gitterstrukturen zu beeinflussen.

Art Zick-Zack-Strukturen ‘ Parameter

Geometrie, Material
Schlank (diinnwandig) Knicke
Steifigkeits- und Massenverhéltnisse

Passi
sty Knicke
Gedrungen (dickwandig) | Perforationen
Staffelung
Schlank (dinnwandig) ].E.Jinzelmassen als lokale Resonatoren
Akti AufBlere Druck- bzw. Zugbelastung (geometr.
v

Nichtlinearitét)
Gedrungen (dickwandig) | Lokale Resonatoren

6.2 Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden verschiedene vielversprechende Mafinahmen zur passi-
ven und aktiven Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften von diinn- und dick-
wandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen vorgestellt. In der Zukunft soll un-
tersucht werden, wie die verschiedenen Mafinahmen kombiniert, weiterentwickelt und
ergdnzt werden konnen, um weitere Verbesserungen hinsichtlich breiter Bandliicken im
niedrigen Frequenzbereich zu erzielen. Unter Anderem sollen in der Zukunft die folgenden

Moéglichkeiten untersucht werden:

e Kombination von Perforationen und Resonatoren bei dickwandigen phononischen
Zick-Zack-Gitterstrukturen.

e Kombination von diskreten Einzelmassen und einer &ufleren Belastung bei diinnwan-

digen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

e Gradierte Staffelung von phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen mit kontinuier-

licher Anderung der Wellenausbreitungseigenschaften.

e Gradierte Anordnung von unterschiedlichen Peforationen bei dickwandigen phono-

nischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

e Aktive Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften in diinnwandigen phono-

nischen Zick-Zack-Gitterstrukturen durch die Ausnutzung der Piezoelektrizitét.
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Auflerdem soll eine experimentelle Validierung der vorgeschlagenen phononischen Zick-
Zack-Gitterstrukturen und der entsprechenden Beeinflussungsmafinahmen durchgefiihrt

werden.

Auch die in dieser Arbeit verwendeten SE-Methoden nach DOYLE und nach PATERA
haben sich als sehr effizient fiir die numerische Simulation elastischer Wellenausbreitungs-
probleme in 2D Zick-Zack-Gitterstrukturen erwiesen. Fiir einige phonische Materialien
und Strukturen ist jedoch eine 3D Berechnung erforderlich. Eine Erweiterung des nume-
rischen Werkzeugs auf Basis der SEM nach PATERA auf Schalenelemente wurde bereits
realisiert und weist ebenfalls erhebliche Vorteile im Vergleich zur konventionellen FEM
auf. Neben den deutlichen Vorteilen bei der Berechnung der Dispersionskurven und der
Wellentransmission ergibt sich durch die Verwendung hoherer Elementordnungen bei ver-
schiebungsbasierten REISSNER-MINDLIN-Schalenelementen der Vorteil, dass der Einfluss
von Querschub-Locking reduziert wird [70]. Auch eine Erweiterung der im Rahmen dieser
Arbeit entwickelten numerischen Werkzeuge auf 3D Balkenelemente oder 3D Volumen-
elemente der Elastodynamik ist moglich, wiirde allerdings den Rahmen dieser Arbeit
iibersteigen.

Als verbesserungswiirdig hat sich der in dieser Arbeit verwendete Netzgenerator GMSH
fiir die SEM nach PATERA erwiesen. Der deutliche Vorteil der SEM nach PATERA im
Vergleich zur konventionellen FEM konnte aufgrund von einer Netzverfeinerung, insbe-
sondere im Umfeld der kreisférmigen Perforationen, nicht vollstidndig ausgenutzt werden.
Dies liegt insbesondere daran, dass in dieser Arbeit ausschliefllich geradlinig berandete
quadrilaterale Elemente verwendet wurden. Eine erhebliche Verbesserung kénnte durch
die Verwendung von optimierten Netzgeneratoren fiir krummlinig berandete quadrila-
terale spektrale Elemente hoherer Ordnung erzielt werden. Die Entwicklung derartiger

Netzgeneratoren ist allerdings noch Gegenstand aktuellerer Forschung (z.B. [87,125]).
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Anhang

A Fourier-Transformation

Eine beliebige aperiodische Funktion f € L!'(R"), wobei L' der LEBESQUE-Raum der

1-fach integrierbaren Funktionen ist, kann mithilfe der FOURIER-Transformation

T0) = (FN () = ﬂl_ﬂn / f(z)e v da (A1)

in ein kontinuierliches Spektrum zerlegt werden. Dabei ist f die FOURIER-Transformierte
von f und p ist der sogenannte Transformationsparameter. Fiir die Anwendung im Rah-

men dieser Arbeit kann somit eine zeitabhingige Funktion f(t) € L' (R) mittels
— 1 T .
w)=(Ff)(w) =—= t)e @t dt A2
F@) =Fpe =—= [ 1 (A2

vom Zeitbereich in den Frequenzbereich transformiert werden.
Beispielsweise folgt durch die Anwendung der FOURIER-Transformation auf die hyperbo-
lische partielle Differentialgleichung bzw. longitudinale Wellengleichung

EAU" (z,t) — pAi(x,t) =0 (A.3)

fiir Stabschwingungen im Zeitbereich die elliptische gewohnliche Differentialgleichung

bzw. zeitharmonische longitudinale Wellengleichung
EAU" (z) + w?pAu(z) =0 (A4)

fiir Stabschwingungen im Frequenzbereich.
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Anhang

B S

pektrale Formfunktionen des Euler-Bernoulli-

Balkens nach Theorie 1I. Ordnung

Die spektralen Formfunktionen NE = [cpgl ot ol gpIB{J des EULER-BERNOULLI-

Balkens nach Theorie II. Ordnung kénnen mithilfe von Gl. (3.38) berechnet werden, wobei
sich ky; und ko fiir eine Druckkraft aus der Gl. (3.26) und fiir eine Zugkraft aus der Gl.

(3.27) ergeben. Die ersten beiden Formfunktionen sind gegeben durch

7
¥B1 —

11 1
- §k§2 cos (kaz) — §k§1 cosh (ky2 (21 — 7))

— 2cosh (kal) (k31 k3 cos (ki (L + ) + 3k3, k3 cos (ki (I — )))
— 2cos (kxnl) (k31 k3y cosh (kxa (I + 2)) + 3k3, k3, cosh (ke (1 — 2)))

- %kj\; cos (ka (20 — x)) + %kil\l cosh (kyox) + gk?uk?w cos (ky (20 — x))
+ ;k?\lk?\Q cosh (kxg (21 — z)) — %kil cos (2kx11) cosh (kyax)
- %k‘j\g cosh (2kxal) cos (kxi1x) + gk‘?\lki? cos (k)
+ gk?nk?w cosh (k) + %k’il cosh (ko (20 — x)) cos (2kx1l)
- %kiz cos (kxi (20 — x)) cosh (2kral) — ki K3y sin (kail) sinh (kg (1 — )
+ ka1 K3y sinh (kxol) sin (kx (I — 2)) — 3Ky, kag sin (k1) sinh (kxo (I — )
+ k3 kxo sinh (kaol) sin (kxy (1 — @) + ;k§1k§2 cos (2kx1l) cosh (ko)
+ gkzilk‘?ﬂ cosh (2kxal) cos (kyz) — %/ﬁlk‘ig sin (ka1 (20 — x)) sinh (2kyal)
4 %/mk;i? sinh (kg (20 — o)) sin (2kxl) — %kilkm sin (g (21 — ) sinh (2%xal)
+ %kilm sinh (kx (20 — 2)) sin (2kx.1) + %kil% cos (ka1 (21 — 2)) cosh (2kxal)
+ %kilk?w cosh (kxo (21 — x)) cos (2ka1l) — kaikiy sin (kyy (I + z)) sinh (kxol)
— kaik3, sinh (ko (14 ) sin (kayl) + k3 kg sin (kxp (1 + 2)) sinh (kyol)
+ k3 kg sinh (ko (1 4+ 2)) sin (kxl) + %k,\lkf’w sin (2ky11) sinh (ko)
3

+ ék:)\lk;f’w sinh (2ky2l) sin (k1) — gkf’\lk‘,\g sin (2ky10) sinh (kyox)

1
- §k:f’\1k,\2 sinh (2ky2l) sin (kyi ) |, (B.1)
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oH, = é 2 cosh (kxal) (kaik3y sin (ka (14 2)) — 3kaik3, sin (ki (1 — 2)))
- %1@2 sinh (o (20 — 7)) — %kil sin (haz) — %@2 sinh (o)
— %kil sin (ki (20 — 2)) 4+ 2 cos (kal) (k3 kxe sinh (kxo (1 + )
— 3k} ko sinh (kyo (I — 2)) ) — %kf’\l cosh (kxg (21 — x)) sin (2kx11)
+ %kf’\l sin (ky (20 — x)) cosh (2kyal) — %kf”\z cos (ki (20 — x)) sinh (2k)ol)
+ %@\2 sinh (kx (20 — x)) cos (2kxil) — k3, cosh (kxo (I + 2)) sin (k1)
— k35 cos (kap (I + x)) sinh (kyal) — gk,\ﬂf?\Q sin (kyx) — gk?\lk)\g sinh (k)
+ %kf’\l cosh (2kyzl) sin (kyi ) + %k‘il cosh (ko) sin (2k)11)
+ %kf’w cos (2kx11) sinh (kyox) + %k?w cos (kxix) sinh (2k)2l)
+ k3, sin (kayl) cosh (kxao (I — 2)) + k3 sinh (kxol) cos (kay (I — )
+ gk,\lki2 sin (ky (20 — x)) + gk’ilk)\g sinh (ky2 (21 — 7))
+ ka1 K3y sin (kxil) cosh (kxa (I — 2)) + 3k3, kag sinh (kxal) cos (kx (I — )
_ %/mkiz cosh (ks (21 — 2)) sin (2knl) + %kﬂkig sin (Jay (21 — 7)) cosh (2ol
- %kilkm cos (ny (21 — o)) sinh (2kal) + %kilzm sinh (ks (21 — 2)) cos (2l
+ Exk3 cosh (kg (1 + 1)) sin (kail) + k3, kaz cos (kx (I + 2)) sinh (kxol)
- gk,\lk?\z cosh (2kxal) sin (kyz) — gk,\lk?\z cosh (kxox) sin (2kx1()

- gkilkm cos (2kyl) sinh (kyox) — gkilkm cos (ky ) sinh (2kxol) |, (B.2)
wobei

o = ki — kiycosh (kxol)® — ki, cos (2knl) — ki, cos (2kal) — ki cosh (kxal)?
+ ki + 6k2 K2, 4 2K2 k2, cos (2kail) 4 ki, cos (2kal) cosh (kyal)?
+ kL, cos (2kail) cosh (kxal)® + 6k3, k2,cosh (kyol)?
— 16k2, k2, cos (kxyl) cosh (kxal) + 2k2, k2, cos (2kxy ) cosh (kxal)?. (B.3)
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Die dritte Formfunktion lautet
SOIBI3 — %[lﬂilekmlek’\ﬂi _ k‘ilekmle_k’\ﬂi + kE\Qek,\llie—kﬂxii _ kiQekAlliek/\lxii
g2 ehnalgherbaldiy g2 halohatghalZii 4 b b obielghae
+ ]f)\lkf)\gek)‘zle_kmx . k§282kmlekﬂlie_k)‘wii + k§2€2kmlek“liekﬂxij
— Qk)\lk)\QekA2lek>\lxi _ Qk)\lk)\zekmxekMﬁ + k?)\lk,\gek“liefk“xi
=+ k,/\lk,)\Qek/nlieknxi + k/\lk/\zek,\zlek,\zxeknﬂi + k‘)\lk’)\gekmle_k’\ﬂek’\llzi

o 2]{/’)\1k)\262k>‘2le_k>‘2$ek)‘lh o 2/@\1k;,\gek“lek*lmle_k“x‘

2kxal Jka1li—kxpxi 2kxal Jka1li kxpxi
_|_]€/\1k)\2€ A2balFa1tlg Alxl_'_k/\lk)Qe A2t gRATH R ,

wobei

B = k3 (2l — i) — k3, (P2l — 1) + 1P (ky — ki)

+ GQZ(k)‘2+k’\1i)(—ki)\2 + k’)\li)Qi + 2](3,\1]6)\2 (ezk“l + 1) - 8]{5>\1]{3,\28l(k’\2+k>‘11).
Die vierte Formfunktion ergibt sich schliellich zu

1 (s kg
()01314 _ ; [ . (ekmlekﬂxlzl _ oRaalghail2ig—kamio

+ 4eM2le" 1B cosh (kyol) sin (kyz) — 4218 cosh (kyoz) sin (k) )
— ky (2ek*2xek*1li — 2e?halghnarelnll _ gokxalghnli cog (kg 1) sinh (kyo)

+ 4ekralghali g (ki) sinh (kyol) )} )
wobei

v = el (k) — ki)’ — k3, (eXFrethady 4 i)
T kiQ (e2l(km+k>\11)i + i) + ele2i(/€)\1 _ k})\gi)2i _ SkMkmel(kAerkni)

+ 2ky1 ko <e2l(k,\2+k>\11) + 1) )

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)
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C Spektrale Elementmatrix des Euler-Bernoulli-

Balkens nach Theorie 1I. Ordnung

Die spektrale Elementmatrix des EULER-BERNOULLI-Balkens nach Theorie II. Ordnung
S% in der Gl. (3.39) kann mithilfe der spektralen Formfunktionen aus dem Anhang B

berechnet werden. Dabei ist die Stabkraft S bei einer Druckkraft negativ und bei einer

Zugkraft positiv einzusetzen. Aulerdem ergeben sich ky; und ks fiir eine Druckkraft aus
der Gl. (3.26) und fiir eine Zugkraft aus der Gl. (3.27). Die Eintrége der Matrix

1
SB11

SII
gl _ |°B2n
B — II

SB31

7
SB41

ergeben sich zu

st =~ bk (B +#,) (383, xe sin (Zkail) — 3y sinh (2hnal)
— k3o sin (2kail) + 3k k3o sinh (2kol) + k3, cos (2kx1l) sinh (2kyol)
+ k3, cosh (2kol) sin (2kx11) — 8kai ks cos (kail) sinh (kxol)
— 8k3 kg cosh (kxal) sin (kxil) + kaik3y cos (2kxl) sinh (2kyl)
+ k3, kg cosh (2kyal) sin (2kx1l) ),

1

II
SB12

Ir
SB22
IT
SB32

Ir
SB42

II
SB13

II
SBo3
7

B33

Ir
SB43

II
SB14

II
SBo4
IT
B34

Ir
SB44

(C.1)

(C.2)

Er— AL EIKS, — EIKS, + Sk3, + Sky, — EIKS, cos (k1) + ETKS, cos (2kxl)

— EIKS, cosh (2kyol) + EIKS, cosh (2kyol) — Sky, cos (2kxl) — Skis cos (2kal)
— Sk}, cosh (2kygl) — Ski, cosh (2kxol) — OEITKS ks, + 9ETkS k2, + 18Sk3 k3,

— cos (kail) cosh (ko) (16ETky K3y — 16 ETEY kyy + 325k} k)
+ ETkS | cos (2kyi1) cosh (2kyol) — ETKS, cos (2kal) cosh (2kxal)
+ Sk}, cos (2kal) cosh (2kxal) + Ski, cos (2kx11) cosh (2kxal)

— 3BTk} kY, cos (2kail) + 3ETkS k3, cos (2kail) — 3ETkS kY, cosh (2kxsl)

+ 3ETky k3, cosh (2kzol) 4 6Sk3, kg cos (2kai1) + 6Sk3, k3, cosh (2kol)
— 4ETky kS, sin (kyl) sinh (kaol) — 4ETES kg sin (kail) sinh (kxol)

+ Elky k3, sin (2kal) sinh (2kaol) + ETES ko sin (2kx1) sinh (2kxol)

— BTk} k3 cos (2kal) cosh (2kxal) + ETkY, k3, cos (2kyi1) cosh (2kxal)
+ 25k3, k3o cos (2kai1) cosh (2kxal) — 8ETkS k3 sin (k1) sinh (kyol)

+ 21k k3, sin (2kx1) sinh (2kyol) |,

(C.3)
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sowie
1 .
Spi3 = A [4Elkﬂk,\2el(k*2+kﬂl) (kaisin (kal) + ko sinh (kaol)) (k3 + k2s) ] (C.4)

EI
SIBIM = A_M |:k)\1k)\2 (COS (k’,\ll) — COSh (k)\gl)) (kil + kiQ) <2]€)\1/{/‘)\2

+ k3, sin (kal) sinh (kxol) — k3o sin (kail) sinh (kyol)

— hkarka cos (karl) cosh (ko) )} , (C.5)
i B e a2y (3 sin (2kl) — &, sinh (2ol
B2 = A (K31 + K32) (K31 sin (2kal) — k3, sinh (2Kkyal)

— 3ka1 k3, sin (2kail) + 3k3, kao sinh (2kxal) — k3 cosh (2kaal) sin (2kx11)
+ k3, cos (2kx11) sinh (2kxal) + 8kai K3y cosh (kxol) sin (k1)
— 8k3 kg cos (kxpl) sinh (kxal) — kg k3o cosh (2kxal) sin (2kx 1)

+ k3, kxo cos (2k11) sinh (2kxal) ), (C.6)
1 : . .
s, = A AR ™athad) (Lo sin (kyl) — ki sinh (kyol)) (k3 + k3,) } (C.7)

Dabei sind A1, Ajg, Az, Ay, Ao und Aoy gegeben durch

Ay = kY, — K3y cos (2ka1l) — k3, cosh (2kxal) — k3, cosh (2kxal) — k3, cos (2kxil)
+ Ky + 18k3 k3o + k3, cos (2kal) cosh (2kxal) + K3y cos (2ka1l) cosh (2kyal)
+ 6k3, k3y cos (2kail) + 6k3 K3y cosh (2kaal) — 32k3, kg cos (kail) cosh (kxal)
+ 2k3, k3o cos (2kx1l) cosh (2kxal) (C.8)

Ajg = 2k3, — 2k}, cosh? (kol) — 2k3, cos (2karl) — 2Ky, cos (2kyi1) — 2k3, cosh? (ko)
+ 2k, + 12k3 k3, 4 4k3 k3, cos (2kxil) + 2k3, cos (2ka 1) cosh? (Kol
+ 2k3, cos (2ka1l) cosh? (kaal) + 12k3, k3, cosh? (kaal)
— 32k3, k3, cos (kail) cosh (kaol) + 4k3, K3y cos (2kail) cosh? (kyol) (C.9)

Ay = 2l (fyy — kpod)®i — K3, (€22l 1) 4 k3, (e rethud) 4 1)
+ eleQi(k)\l i kkgi)Zi . 8k/\1k:>\2el(k)\2+kni) + 2k ko (QQZ(kxz-i-kni) + 1) ’ (Cl[))

Ay = k3, cos® (kail) cosh? (kxal) — k3, cos? (kail) — k3, cosh? (kaal)
+ k3, 4 2k2 k3, cos? (kyl) cosh? (kxgl) + 2k3, k3, cos® (kal)
— 8k}, kg cos (kail) cosh (kxal) + 2k3, k3 cosh? (kxol) + 2k3, K3y
+ K3y cos? (kxl) cosh? (kxol) — K3y cos? (kxil) — kiy cosh? (kxal) 4 k3, (C.11)
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Agy = ki, — kiy cos (2kx1l) — k3, cosh (2kaal) — k3y cosh (2kxal) — k3, cos (2kxil)
+ ki + 18K3 k3, + k3, cos (2ka1l) cosh (2kxal) + k3, cos (2kx1l) cosh (2kyol)
+ 6k3 K3y cos (2kail) + 6k3, K3y cosh (2kaal) — 32k3, k3, cos (kail) cosh (kyal)
+ 2k3, k3o cos (2kx1l) cosh (2kyol) (C.12)

Agy = ™2l (hyy — knoi)®i — K (X athud) 1) 4 g2, (eHaethul) 1) 4

+ ek“ui(kﬂ o k’)\gi)2i _ 8]€A1]€,\zel(k/\2+k/\li) + 2]{)\1]{)\2 (te(kﬁAQ"l‘k)\li) + 1) ] (013)

AuBerdem gilt die Symmetrieeigenschaft SIB{ i = SIB{ ji sowie

I i II
S$p33 = SBi1n SB4a4 = SB22; (C.14)
7 I r . II )
Sp3a = —Sp12,  SB14 — —SBa23-
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D Koeffizientenmatrizen zur Berechnung der kom-

plexen Dispersionskurven

Fiir die Bestimmung der komplexen Dispersionskurven einer rechteckigen Einheitszelle
muss in der ['—-X-Richtung, in der X—M-Richtung, in der I'=Y-Richtung und in der
Y —M-Richtung eine quadratische Eigenwertgleichung der Form

(VK3 + MK, +Kj)a=0, (D.1)
sowie in der M—TI'-Richtung eine quartische Eigenwertgleichung der Form
(MK + VKo + MKz + AK) + K )a=0 (D.2)

gelost werden. Die Koeffizientenmatrizen K; miissen aus den Untermatrizen der globa-
len dynamischen Steifigkeitsmatrix K, 4., bei der SEM nach PATERA bzw. der globalen
spektralen Steifigkeitsmatrix S, bei der SEM nach DOYLE berechnet werden. Dabei ba-
sieren die folgenden Indizierungen auf der in der Abb. D.1a dargestellten Partitionierung
der Freiheitsgrade in u; — ug, wobei die inneren Freiheitsgrade ug mittels dynamischer
GuyaN-Kondensation [44] aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Beispielsweise
umfasst die Untermatrix ks; die Nebeneintrdge in der dynamischen Steifigkeitsmatrix,
die zugehdrig sind zu den Freiheitsgraden us und u;. Des Weiteren wird mit Oy, eine

Nullmatrix mit der Grole der Matrix k;; bezeichnet. Die Koeffizientenmatrizen fiir die

(a) N (b)

uz Uy A
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Abbildung D.1: (a) Diskretisierte Einheitszelle mit den partitionierten Freiheitsgraden u; —uy,
nach [153]. (b) Erste BRILLOUIN-Zone und ihr irreduzibler Teil ¥ fiir eine rechteckige Einheits-
zelle.
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in der Abb. D.1b dargestellte erste irreduzible BRILLOUIN-Zone (IBZ) einer rechtecki-
gen Einheitszelle sind im Folgenden angegeben. In der I'—=X-Richtung ergeben sich die

Koeflizientenmatrizen zu

_k13 + kg + ko +kos kiz +kor Oy
Ki* = ki + ki k57 O | (D.3)
_k3TG + ks + ki + ks Kkrs + kg O
[ ko1 kis + kos + kg7 + kar ki + kig + kog + kog
K = K + kL + kb + kI kss + k7 kss + kig . (D.4)
ki + Kig + kog + kog ks + kig ks + ks + ks + Keg
mit
ko1 = kit + kio + koo + kgz + ksg + kag + lez + k§4- (D.5)

Die Losung der quadratischen Eigenwertgleichung in der I'—X-Richtung liefert die Aus-
breitungskonstante A, in Abhéngigkeit von w und die Ausbreitungskonstante in der y-

Richtung ist konstant A\, = 1. Fiir die X—M-Richtung folgt fiir die Koeffizientenmatrizen

[kaq — kog + ko —kiy O,y kig — kg

Kg(M = kg5 - k§7 - k4T5 + k4T7 0k57 K56 — k6T7 ) (D-6)
L kgs - k4Ts 0k5Ts kgs
[ ka2 kis —kiz — kas +ksr  kis + kog — kag — kss

KM= |kl — k5 — kL + kI sy — ksr + ker — K ks — kg . (D7)
_k1Ts + kg5 — ki — kig kis — kig ke + Kss

mit
koo = kit — kiz + koo — kog + kaz + kyy — kipg - k2T4~ (D.8)

Die Losung der quadratischen Eigenwertgleichung in der X—M-Richtung liefert die Aus-
breitungskonstante A, in Abhéngigkeit von w und die Ausbreitungskonstante in der z-
Richtung ist konstant A\, = exp(im).

Fiir die quartische Eigenwertgleichung in der I'—M-Richtung sind die Koeffizientenmatri-
zen abhéngig vom Verhdltnis A\, /\,, wobei hier A, /A, = 1 gilt. Die Koeffizientenmatrizen

in der M—I'-Richtung lauten fiir diesen Fall

kis Ok, Ok, ksq + le2 + (ks + koa) kiz kig
I{llvIF = kZS Ok55 0k58 s Kg/lr = k%; + ki} + k§5 k57 kse | (Dg)
k4Ts Ogsg Okss kgs + (k4T6 + k3Ts) k?s kgs
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sowie
ki1 + koo + kog + kag + kas +koz  kis + koy + kar  kig + kog + ks
KT = ki + kL 4+ kL kss + koo kss + ki . (D.10)

kis + kg + kig ko7 + kig ks + kass

Die Losung der quartischen Eigenwertgleichung in der X—M-Richtung liefert bei einer
quadratischen Einheitszelle die Ausbreitungskonstante A = A\, = A, in Abhéngigkeit
von w. Fiir eine quadratische Einheitszelle ist es ausreichend die Kanten in den I'—X-,
X—M- und M—TI'-Richtungen zu untersuchen. Bei einer rechteckigen Einheitszelle miissen
hingegen zusétzlich die Dispersionsrelationen fiir die Kanten in den I'=Y- und Y—M-

Richtungen bestimmt werden. Die Koeffizientenmatrizen in der I'—Y-Richtung ergeben

sich zu
[kay + kos + kio + kyy Ok, ki +ksg
K3 = |k + ki; + kis + Kir Owyy sg + k7 | (D.11)
ks + kig Oy, kg
I ko3 kis + ki7 + kg5 + ksr  kig + kog + kug + ksg
K" = |k + kI + ki + kD kss + ksr + ko + k2, Kkss + ks ., (D.12)
_k1T8 + kg + ki + kig kig + kig koo + Kass
mit
kos = kit + kis + koo + koy + kg + kag + kfg + kg;. (D.13)

Fiir die Y—M-Richtung lauten die Koeffizientenmatrizen

[ ki3 —kig —kos + koy k7 — koy O,
KM = ki — ki ks Ol s (D.14)
__k3TG + k3Ts + k4T6 - k4Ts k7s — k6T7 Oigs
[ ka4 kis — kos + ksr — kur  kig — kig + kog — kog
KM= ki — ki + ki — ki kss + ko7 —kse + ks , (D.15)
_kips — ki + kg — kg —kig + kg kes — Kes + kss — Kgg
mit
koa =ki1 — kio + koo + k33 — ksg + ks — k1T2 - k3T4- (D.16)

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass bei den Einheitszellen, bei denen sich die peri-
odischen BLOCH-FLOQUET-Randbedingungen in den z- und y-Richtungen nicht schnei-
den, die partitionierten Freiheitsgrade u; — uy nicht existieren und die entsprechenden
Zeilen und Spalten in den Koeffizientenmatrizen entfallen. Dies ist beispielsweise bei den
Einheitszellen der Zick-Zack-Gitterstrukturen der Fall.
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