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ABSTRACT. Inhalt dieser Vorlesung ist der Tunneleffekt, der ein charak-
teristischer quantenmechanischer Effekt ist.

1. DER TUNNELEFFEKT DURCH EINE POTENZIALBARRIERE
Maple-Datei zur Vorlesung:
- QMV6Prl.mws (Stationiire Losungen, drei Beispiele fiir ein Wellenpaket)
- QMV6Pr2.mws (Zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets bei frei wihlbaren Kon-
stanten)
Eine der wichtigsten und verbliiffendsten Konsequenzen des Wellencharakters der
Materie ist der Tunneleffekt: Teilchen kénnen eine Potenzialbarriere mit endlicher
Wahrscheinlichkeit durchdringen, auch dann, wenn ihre kinetische Energie dazu nicht

ausreicht, wenn also:
E<Vy (1)

gilt. Die Situation ist in folgendem Diagramm dargestellt:

Energie

Vo —

Figure 1: Energiediagramm zum Tunneleffekt

Zur Losung der SCHRODINGER-Gleichung unterteilt man den Potenzialverlauf in
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drei Gebiete:

Gebiet 1 : x<0
Gebiet 2 : 0<z<L
Gebiet3 : x> L
Mit den Definitionen:
2mE
B =T
2m (Vo — E)
p T

erhéilt man wie in den Vorlesungen vorher gezeigt die folgenden Losungen.
Loésung im Gebiet 1:
In diesem Bereich lautet die zeitunabhingige SCHRODINGER-Gleichung:

h? 92 hk?
—%@801(33):]9'901(33) ,E=—1

Sie besitzt die Losung:

 2m

01 (x) — Al . eiklx + Blefiklx

Die zeitabhdngige Lisung fiir diesen Bereich lautet somit:
Yy (x,t) = (A1 etk Ble_iklx) L eigt

Lo6sung im Gebiet 2:
In diesem Bereich erhilt man:

h? 92 hk?
—%@%(fﬂ)—i‘%'%(fﬂ)—E‘@Q(w)a E—%

hier erhilt man:
P9 ({L‘) = Ay - e + Boe ™ P

Die zeitabhingige Lésung lautet dann:
Yy (z,t) = (Ag - €P” + Bae™P7) - eiRt

Lésung im Gebiet 3:
In diesem Bereich erhilt man wieder die folgende Gleichung;:

h? 0? hk?
- 2 —FE. =1
om 8x2 ¥3 (l’) ¥3 (l’) 9 om
mit der Losung: .
p3 (x) = Bye'™1?

Die zeitabhdngige Lésung hat hier die folgende Gestalt:

V3 (x,t) = (ei’“w) eiBt
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Wir schrinken die Losung deshalb ein, weil ein Anteil:
Bse ke (13)

in der Losung einen nach links - in Richtung fallender x-Werte - sich bewegenden
Teilchenstrom liefert. Dieser miisste dann aus der Richtung wachsender x-Werte
kommen. Fiir einen Streuvorgang durch Teilchen, die von links einlaufen, besteht
jedoch keine Ursache. Zu beachten ist allerdings folgendes: Wir setzen die Losung
im Gebiet 3 nicht automatisch Null, wie wir dass aus der klassischen Physik gewohnt
wiiren'. Wir lsen ganz formal die SCHRODINGER-Gleichung fiir diesen Bereich.
Um die physikalischen Konsequenzen dieses rein mathematischen Vorgehens kiim-
mern wir uns im Folgenden.

Figure 2: Zur klassischen Beschreibung: Die kinestische Energie der Kugel reicht
nicht aus, um das reibungsfrei gedachte Hindernis zu iiberwinden.

Mittels Maple ist es moglich? die Grenzbedingungen® auszuwerten und die Koeffizien-
ten A1, As, B1, By zu bestimmen. Die Koeffizienten sind im Programm angegeben und
brauchen an dieser Stelle nicht wiederholt zu werden. Betrachten wir stattdessen den
Transmissionskoeffizienten T, der das Betragsquadrat des Verhiiltnis des durch-
laufenden Teilchenstroms? zum einfallenden Teilchenstrom® darstellt. Mittels einer

! Die kinetische Energie der Kugel reicht nicht aus, den Berg zu iiberwinden - siehe niichstes Bild.
%Siehe im Programm ”QMV6Prl.mws”.

3Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung.

4Repréisentiert durch den Koeffizienten B3 = 1.

5Reprﬁsentiert durch den Koeffizienten A;.
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mit MapleS durchgefiihrten Rechnung erhilt mant:

> 32-E-(Vh—E)-e %L
T 4VZ - 6VE 4 5E2

1
T=|—
=

(14)

Man kann aus diesem Ergebnis erkennen,dass das Teilchen im Gegensatz zur klas-
sischen Erwartung eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit besitzt, den Poten-
tialwall zu durchtunneln. Im Gebiet 3 verschwindet die Wellenfunktion nicht mehr,
vielmehr verhilt sie sich wie eine geddmpfte Welle mit der Reichweite /—];. Fiir eine Po-
tentiallinge von L < % vermag sie mit nennenswerter Wahrscheinlichkeit den Wall zu
durchqueren. Das ist der Tunneleffekt. Der Transmissionskoeffizient verschwindet
erst, wenn L gegen Unendlich anwichst, wie es im Programm ”QMV6Prl.mws”
gezeigt wird.

Das folgende Diagramm aus dem Programm zeigt den Transmissionskoeffizienten in
Abhingigkeit von der Breite des Potenzialwalls fiir den Fall:

Vo = 10 Nm
EF = 9.8 Nm

Transmussionskoetfizient

L

Figure 3: Graphische Darstellung des Transmissionskoeffizienten

Natiirlich ist die Wahrscheinlichkeit des Tunneleffekts gleich Eins fiir eine verschwinden-
de Breite L. In diesem Fall handelt es sich ja nicht um einen Tunneleffekt, sondern

%Diese wird im zur Vorlesung gehorenden Programm durchgefiihrt.
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nur um die Ausbreitung des Teilchenstrahls. Man kann aber erkennen, dass dieser
Effekt des Durchtunnelns eines abstossenden Potenzials sehr schnell unwahrscheinlich
wird, wenn die Breite des Potenzials zu grof8 oder natiirlich die Energie der Teilchen
zu gering ist. Diese Uberlegungen stellen schon ein Hinweis darauf dar, warum man
diesen Effekt in der klassischen Physik nie beobachtet hatte. In der niichsten Vor-
lesung soll dieser Effekt an zwei spiter entdeckten Problemen’ studiert werden.

Fiir den obigen Fall, in dem die Energie der einfallenden Teilchen nur wenig geringer
als die Energie E ist erhiilt man das folgende Diagramm der Teilchenstromdichte:

Aufenthaltswalhrscheinlichlkeit mit Tunneleffekt

Figure 4: Darstellung von |¢ ()| im stationéiren Fall. Der Tunneleffekt ist deutlich
zu erkennen.

Man kann in diesem Bild sehr deutlich den Tunneleffekt erkennen, die Wahrschein-
lichkeit, dass Teilchen den Potenzialwall durchtunneln ist zwar klein, aber sie ver-
schwindet eben nicht! Noch deutlicher ist dieser Effekt in den Animationen im Pro-
gramm ”QMV6Prl.mws” zu erkennen.

"Im Skript 7 zur Quantenmechanik wird der radioaktive Zerfall und dem Tunneleffekt in der
Diode iiber dieses theoretische Ergebnis der Quantenmechanik erklért.
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2. ENTWICKLUNG EINES GAUSS-WELLENPAKETS

Im Falle diskreter Energieeigenwerte kennen wir bereits die allgemeine Losung der
SCHRODINGER-Gleichung als Uberlagerung der Losungen der zeitunabhiingigen
SCHRODINGER-Gleichung:

G t) = Y anp, () e T (15)
n=0
= [ o) e @0) do

Nun haben wir den Fall, dass wir kontinuierliche Energiewerte E haben, die Loésung
der SCHRODINGER-Gleichung lieferte keine Einschriankungen an Vo > E . In diesem
Fall erhiilt man die allgemeine Losung der SCHRODINGER-Gleichung durch:

V)= [ g O oy () - di (16)
wobei nun gilt:
h?k?
Ek) = — <V 1
W = "y a7)
¢, (r) : Losung der zeitunabhingigen Gleichung

Im Programm ”QMV6Prl.mws” wird dieses Integral iiber eine Reihe von ,Tricks”
gelost, die an dieser Stelle nicht weiter ausgefiihrt werden sollen®. Die Funktion g (k)
wird als GAUSS-Funktion gewiihlt, was sinnvoll ist, da eine Messung fiir das Elektron
Impulswerte liefert, die um einen Wert kg streuen?:

_ (k—kg)?

gk)=e " (18)

Im folgenden soll nun wieder die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets fiir den
Fall E < Vj betrachtet werden. Dabei gehen wir wie gewohnt vor. In diesem Fall
gibt es allerdings einiges im voraus zu iiberlegen. Zum einen miissen wir zur Berech-
nung der Integrale das Wellenpaket im Impulsraum relativ scharf zentrieren. Das
ermdoglicht dann eine Berechnung der Koeffizienten, die aus den Stetigkeitsbedingun-
gen als Funktion an der Stelle k = kg folgen und eine Auswertung zwischen den
Integrationsgrenzen Null und Unendlich. Dadurch kann man die so entstehenden
Integrale berechenbar gestalten. Allerdings werden damit natiirlich die Wellenpakete
im Ortsraum enorm breit. Zu breit diirfen sie aber auch nicht werden, damit der
Effekt als Ganzes noch am Bildschirm zu erkennen ist. Damit ist aber die Breite des

830 wird das Potenzial Vo auch als ein Ausdruck % mit k = Ko verstanden und nun werden
nur k < Ko im Integral behandelt. Die anderen Verfahren sind ebenfalls in den letzten Vorlesungen
schon vorgestellt worden.

9Jeder einzelne Impulswert ist dabei nicht genau, sondern nur im Rahmen der Unbestimmtheit-

srelation bekannt.
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Potentials stark eingeschrinkt, denn einen gut sichtbaren Tunneleffekt sieht man nur
fiir den Fall:

1
L < ———— (19)
JKZ - 12
wobei gilt:

2mV

KO - m2 0 (20)
h
2mE
oo =\ T

In der konkreten Rechnung werden die beiden Konstanten m und 7 aus Griinden der
Darstellbarkeit wieder gleich Eins gesetzt. Man steht also vor dem folgenden didak-
tischen Dilemma: Will man auf der einen Seite ein breites Potenzial - also grofles L -
so muss kg relativ nahe bei Ky liegen. Wenn dies aber der Fall ist, muf3 die GAUSS-
Funktion im Impulsraum sehr scharf sein, um die Bedingungen der Berechenbarkeit
der Integrale noch zu erfiillen. Dies bedeutet dann aber ein zu breites Wellenpaket
im Ortsraum. Aus diesem Grund wird im Folgenden so vorgegangen, das L rel-
ativ schmal ist'’. Immerhin kann man aber den ganzen Effekt in der Animation
deutlich sehen. Was man dagegen nicht sehen kann, ist die Ent-wicklung der Aufen-
thaltswahrscheinlichkeitsdichte innerhalb des Potenzials!

Betrachten wir ein paar Bilder aus der Animation fiir die folgenden Werte:

1
Ko : =9.85— (21)
m
1
ko : =4.93—
m
1
o : =0.009—
m
L =~ 012m

Man kann sehen, dass die Breite des Potenzials aus den oben angegebenen Griinden
sehr schmal gewiihlt wurde und man in den folgenden Bildern also praktisch die y-
Achse als Potenzial ansehen kann.

1%Tm Verhéltnis zur Breite des Wellenpakets im Ortsraum.
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Man erhilt dann die folgende zeitliche Entwicklung der nicht-normierten Wahrschein-
lichkeitsdichte:

Zeitpunkt t = =405 Zeitpunkt t = 305 Zeitpunkt t = -205

oozs. oozs. 0.0025.
0.002. 002 o0z
0001 o0t o0t

L -

Zeitpunkt t = -10s Zeitpunkt t =0 Zeitpunkt t = 10s

oozs. oozs. 0057

aba o

Zeitpunkt t = 20s Zeitpunkt t = 303 Zeitpunkt t =403

oozs. 0.0025.

002 o0z

o0t o0t

AT

£ 0 20 o B o AT 2 T B o

Figure 5: Tunneleffekt: Zeitliche Entwicklung von |4 (x, t)[?

Man kann also das auf die Potenzialwand zu laufende Elektron'! bzw. eine Elek-

Elektronen dienen hier als Beispielteilchen. Die Darstellung ist ebenfalls fiir andere geladene
Teilchen richtig.
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tronenverteilung durch die Wahrscheinlichkeitsdichte identifizieren.

Der Tunneleffekt darf nun nicht so interpretiert werden, dass sich etwa ein Elektron
der Theorie nach teilen wiirde. Elektronen kénnen sich nach bisheriger Erkennt-
nis nicht teilen, sie werden immer als Ganzes nachgewiesen. Geteilt hat sich die
Wahrscheinlichkeit das Elektron nachzuweisen. Fiir einen Elektronenstrahl bleibt
die Interpretation im bekannten Rahmen: einige Elektronen tunneln durch den ab-
stossende Potenzialwall hindurch, andere werden reflektiert.

Den Tunneleffekt haben wir bisher nur theoretisch vorhergesagt. Er ergibt sich
mathematisch aus der Anwendung der SCHRODINGER-Gleichung auf einen solchen
”Potenzialwall”. Dieses Verhalten ist typisch fiir Wellen und kann in der Optik auch
fiir Licht beobachtet werden. Wir postulieren dies aber auch fiir Teilchen. Natiirlich
musste dieser Effekt in der Natur auch nachgewiesen werden und dies gelang auch!?.

2 Historsch betrachtet hat man aber zuerst den Effekt beobachtet (”a—Zerfall”) ohne ihn deuten
zu kénnen. Dies gelang erst durch die Quantenmechanik (GAMOYV 1928, gleichzeitig mit CONDON
und GURNEY).



