Einfiihrung in die Quantenphysik - Vorlesung 6

JOCHEN GEPPERT / DIDAKTIK DER PHYSIK

Sommersemester

ABSTRACT. Behandelt wird die MAXWELL-Wellengleichung fiir den Fall
einer Abhingigkeit von zwei Ortsvariablen. Diskutiert wird ferner der Aspekt
der Polarisation und der Bildung von Wellenpaketen.

1. ZWEIDIMENSIONALE MAXWELLGLEICHUNGEN IM VAKUUM

Maple-Datei zur Vorlesung:

- QPVorl6Prl.mws (Zweidimensionale Maxwell-Gleichung)
- QPVorl6Pr2.mws ( Polarisation)

- QPVorl6Pr3.mws (Wellenpakete)

Ankniipfend an die Ergebnisse aus der 5. Vorlesung zur Einfithrung in die Quan-
tenphysik wird die zweidimensionale homogene Wellengleichung mit Maple gelost
und die Ergebnisse graphisch dargestellt.

Wiederum wird nur die MAXWELL-Gleichung fiir eine Feldkomponente betrachtet,
wobei aber nur zugelassen wird, dass diese von den zwei Ortsvariablen x,y abhingig

ist:
2 2 2

0 L0 0
@E(%y,t) =c {8x2E(w,y,t)+aygE(w,y,t)} (1)

Uber einen im Programm durchgefiihrten Separationsansatz! erhilt man die Losung:
B (2,y,1) = By - e'brethov=at) 2 — 2. (52 4 k3) 2)

setzt man:

so erhiilt man die kompaktere Schreibweise:

E (2,,1) = Fo- 0740 g — ¢ || |\ = %,y =2 K=\ @)
Den Vektor k bezeichnet man dabei als Richtungsvektor der ebenen Welle. Die
Komponenten k1, ko steuern also die Ausbreitungsrichtung der Welle, fiir k1 = 1 und
ko = 0 lduft die ebene Welle in x-Richtung und fiir k& = 0 und k2 = 1 in y-Richtung
- also jeweils in Richtung wachsender Werte.
Unter der Phasengeschwindigkeit v = % versteht man die Geschwindigkeit, mit der
sich die Information ausbreitet.
MAXWELL sagte voraus, das sich die elektromagnetischen Wellen mit einer bes-

timmten Geschwindigkeit fortpflanzen miissten. Der Wert war zuniichst unbekannt.

' Man studiere diesen Losungsweg ausfiihrlich, denn diese Methode werden wir noch in verschiede-
nen Situationen einsetzen!
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R. KOHLRAUSCH und W. WEBER haben im Jahre 1856 den Wert der ”kritischen
Geschwindigkeit” zuerst bestimmt. Sie haben einen Kondensator aufgeladen und
anschlieend wieder entladen. Die dem Kondensator zugefiihrte Ladung ist:
Q:C-Ui[C]:%:%:F:Farad
wobei die Kapazitit C ein Maf fiir das Fassungsvermogen des Kondensators fiir elek-
trische Ladung ist. Diese Ladungsmenge wurde bei der Entladung elektromagnetisch
durch Ablenkung einer Magnetnadel in einer Spule gemessen. Die gleiche Ladungs-
menge des Kondensators wurde also einmal bei der Aufladung im elektrostatischen
System und dann bei der Entladung im elektromagnetischen Maflsystem gemessen:
Der Kondensator wird plotzlich kurzgeschlossen, somit fliet nur ein Stromimpuls
- der wihrend seiner Existenz als konstant angenommen werden kann - , also eine
Spitze durch den Draht, es gilt somit die Beziehung?:

V< B(r) = g (0 @)
= o= LG 5)

Uber den Zeigerausschlag wurde j (r) gemessen. Das Verhiltnis von j zu Q unter
Beachtung des Drahtvolumens ergibt die Einheit ** der Geschwindigkeit.

Das Verhéltnis beider Messungen (also Q und j (r)) ergibt eine Grofie von der Dimen-
sion einer Geschwindigkeit. Der Versuch ergab den Wert der Lichtgeschwindigkeit -
dies ist nun als Geschwindigkeit des elektrischen Stromes, nicht aber der el. Ladun-
gen, im Leiter zu verstehen?.

Dieses Ergebnis fiihrte MAXWELL zur Idee, dass elektromagnetische Wellen
und das Licht von gleicher Natur sind. Es lassen sich experimentelle Hinweise
fiir diese Hypothese finden?, so dass man die Hypothese MAXWELLs zusammen-
fassend so darstellen kann:

Licht ist eine elektromagnetische Welle!

Dieses Ergebnis stellt den Hohepunkt der klassischen Physik dar! MAXWELL gelingt
eine Zusammenfassung zweier bisher getrennter Gebiete der Physik: der Beobachtung
optischer sowie der Beobachtung elektromagnetischer Phinomene.

Analog zur eindimensionalen Welle fiihrt eine Erhshung von |k| zu einer Erhthung der
Frequenz® w bzw. v und zu einer Verkiirzung der Wellenlinge \. Die Uberlagerung

2AMPERE’s Gesetz fiir den statischen Fall, siehe Skript 4, Gleichung (17), zur Einfithrung in die
Quantenphysik.

3Eine anschauliche Vorstellung ist, dass die Lichtgeschwindigkeit die Geschwindigkeit des von
Elektron zu Elektron weitergegebenen Impulses entspricht. Die einzelnen Elektronen bewegen sich
dagegen sehr viel langsamer durch den Draht.

“Die genaue Theorie sowie ihr experimenteller Beleg sind sehr schwierig, da eine elektromag-
netische Welle eine vektorielle Welle ist! Dennoch lassen sich mit Licht eindeutig Wellenphéinomene
wie Beugung,Interferenz und Polarisation beobachten, die die Hypothese MAXWELLs plausibel er-
scheinen lassen.

5 Sofern die Ausbreitungsgeschwindigkeit als konstant angesehen wird, z.B. wenn v = c ist.



EINFUHRUNG IN DIE QUANTENPHYSIK - VORLESUNG 6

der Elementarwellen der Gestalt:
Ey(z,y,t) = |Ep] i1 gilker—ut)
By (x,y,t) = |Epo|e'®? eilkr—wt)
fithrt analog wie im eindimensionalen Fall auf:
konstruktive Interefenz P — Py =2nm,n=0,1,2,3 (6)

destruktive Intereferenz : & —®3=2n+1)7,n=0,1,2,..

Eine beispielhafte Uberlagerung dreier Elementarwellen, die sich alle in die y-Richtung
bewegen sollen, zeigt das nichste Bild:

Uberlagerung dreier Elementarwellen
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Figure 1: Wellenpaket aus einer Uberlagerung von drei Elementarwellen.
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2. POLARISATION EBENER WELLEN

Die Losung®:
1
B (r7 t) = zEOx + COS (kZ — wt) . ey (8)

stellt eine sich in positiver z-Richtung fortpflanzende, monochromatische” ebene Welle
dar. Sie repriisentiert die rdumliche Ausbreitung einer harmonischen Schwingung.
Offensichtlich ist die elektromagnetische Welle allein durch den E-Vektor oder allein
durch den B-Vektor vollstéindig bestimmt. Die folgende Betrachtung bezieht sich aus
diesem Grund ausschliefllich auf den elektrischen Feldstéirkevektor E.

Zunichst sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die beiden Koeffizienten Eg, und
Eoy im allgemeinen um komplexe Grofien handelt:

For = |Eog| - I : Eoy = |Eoyl . el t6) (9)

Damit gilt dann fiir das experimentell messbare physikalische reelle E-Feld:

E = FEie,+ Eyey (10)
E, = |Foz|-cos(kz —wt+ p) (11)
E, = |Eyy|-cos(kz—wt+ ¢+ 6) (12)

Es lassen sich nun beziiglich der relativen Phase § mehrere Félle unterscheiden:
1. Fall: § =0oder § = £
In diesem Falle gilt dann:

E = (|Eoz|es £ |Eoy|ey) cos (kz — wt + ¢) (13)
|E| = \/|Eol® +|Eoyl”

Der Koeffizient ist ein orts- und zeitunabhiingiger Vektor, d.h.die elektrische Feld-
stirke E schwingt relativ zur Ausbreitungsrichtung - der z-Achse - in einer festen
Richtung. Man nennt in diesem Falle die Welle linear polarisiert und die Rich-
tung von E die Polarisationsrichtung. Sie ist um den Winkel a gegen die x-Achse
geneigt:

+ ‘EOy’
tana = 14
2. Fall: § = £3; |Eoz| = |Eoy| = F
In diesem Fall gilt dann:
E=FE.[cos(kz —wt+ ¢)e, Fsin(kz —wt+ ¢) ey (15)
Das obere Zeichen gilt im Falle 6 = 7, das untere fiir den Fall 6 = —%. Fiir einen

festen Raumpunkt z stellt die Klammer die Parameterdarstellung des Einheitskreises

6Siehe Gleichungen (67) und (68) Skript zur 5. Vorlesung Einfithrung in die Quantenphysik.
"Mit anderen Worten, sie besitzt eine feste Frequenz.
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dar. Der E-Vektor durchliuft einen Kreis vom Radius E mit der Winkelgeschwindigkeit
w in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Man nennt die Welle deshalb
zirkular polarisiert. Je nach Vorzeichen von 6 wird der Kreis in einer der beiden
moglichen Richtungen durchlaufen:

~
~

rechts - zirkular links - zirkular

Figure 2: Der k-Vektor zeigt senkrecht aus der Zeichenebene heraus (z-Richtung).
Bei Blickrichtung in die positive z-Richtung, d.h. in die Ausbreitungsrichtung, dreht

der E-Vektor fiir 6 = g nach rechts und fiir 6 = —% nach links.

3. Fall: 6 = i% y |E0x’ 75 |E0y|
In diesem Fall erhélt man aus den Gleichungen (11) und (12):

E, = |Eoz|-cos(kz —wt+¢)
Ey, = TF|Eyy| sin(kz —wt+ @)

Dies lésst sich iiber den Satz von PYTHAGORAS zusammenfassen zu:

2
E, )2 E,
(17 (rEOy\ 1o
Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen |Ep,;| und |Ep,|, die in x- bzw.
y-Richtung liegen. Man spricht deshalb von elliptisch polarisierten Wellen.
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Der E-Vektor durchlduft eine elliptische Spirale, seine Amplitude ist offensichtlich
nicht mehr konstant:

\
x >
‘E'U" ’/ X

Figure 3: Elliptische Spirale, die der E-Vektor durchliuft.

4. Fall: ¢ beliebig; |Eo,| # |Eoy|
Dieser Fall ist der allgemeinste und somit auch der komplizierteste, denn jetzt ist die
Ellipse noch, bezogen auf das xy-Achsenkreuz, verdreht:

‘EOJ" ]

Figure 4: Elliptisch polarisierte Welle: allgemeinster Fall

Auch in diesem Fall nennt man die Welle elliptisch polarisiert.
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3. UNEIGENTLICHE INTEGRALE
Aus der Schule und den Grundvorlesungen ist die Integration von beschrinkten Funk-
tionen auf beschrinkten, abgeschlossenen Intervallen bekannt. Fiir das Versténdnis
der folgenden Uberlegungen zu den Wellenpaketen ist eine Ausdehung des Integralbe-
griffes auf unbeschriinkte Intervalle notwendig. Diese Integrale nennt man neben den
Integralen fiir unbeschrinkte Funktionen, die aber im weiteren Verlauf keine Rolle
spielen, uneigentliche Integrale.
Beispiel:
Durch die bekannten Integrationsregeln errechnet man sofort:

t
/e_xd:r =1—¢t
0

Fiir t — oostrebt die rechte Seite gegen 1. Dies wird mathematisch folgendermaflen

ausgedriickt:
o] t

/e*xdaz = tlirn e Pdr =1

0 0

Das links stehende Integral von 0 bis coist durch den Grenzwert definiert. Man
o0

nennt [ e~ *dzein uneigentliches Integral. Der Integrationsbereich [0,00) ist hier-
0

bei unbeschrankt. Der Wert

[o¢]
1= /6_zd3:
0

kann hierbei als Flécheninhalt der unendlich langen (schraffierten) Fliche in der fol-
genden Darstellung angesehen werden:

Unbeschriinkte Fliiche
unter der Kurve

[ee]
Figure 5: Zum uneigentlichen Integral [ e~ *dzx.
0
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4. WELLENPAKETE
Wir hatten als allgemeine Losung der Wellengleichung:

A (et) -~ 5w (17)
L c2 Ot2 T
Ausdriicke der Form:

fx (kz — wt) (18)

gefunden, wobei man die Ausbreitungsrichtung mit der z-Achse eines kartesischen
Koordinatensystems identifiziert. Dabei haben wir uns beziiglich des Wellenvektors
k bzw. der Kreisfrequenz w nicht festlegen miissen. Es muss lediglich der Zusammen-
hang fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ beachtet werden®:

w
=— 19

=" (19)

Man kann nun k als unabhéngige Variable ansehen, wist dann wegen der obigen
Beziehung nicht mehr frei wihlbar. Wie wir bereits wissen, ist jede Summe von

Elementarlosungen (18)

N
Z a; - fi (k‘lZ - wit) (20)
i=1
wieder eine Losung der Wellengleichung, vorausgesetzt (19)
L
=
ist erfiillt.
Eine noch allgemeinere Losung wiire
Fy (2,8) = / a (k) - fi (kz —wt) - dk (21)
—o0

mit einer frei wihlbaren Gewichtsfunktion a (k).

Fiir praktische Anwendungen ist dieser Ausdruck ein wichtiges Ergebnis. Bisher
haben wir nur monochromatische ebene Wellen diskutiert, d.h. Wellen mit scharf
definierten k und w. Fiir die Praxis ist dies jedoch eine unrealistische Annahme, da
keine Quelle rein monochromatisch sendet, sondern nur mehr oder weniger scharfe
Frequenzbiindel. Wegen (21) bedeutet dies jedoch keine prinzipielle Schwierigkeit.
Zusatziiberlegungen sind dagegen fiir dispersive Medien notwendig:

Dispersion <= ¢, = ¢, (w)

Einschub:
Im Rahmen der bisherigen Vorlesung wurde nur das Vakkum betrachtet. Das ”-
Fassungsvermogen” fiir elektrische Ladungen des Vakuum-Plattenkondensators mit
Plattengrofle F und Plattenabstand d ist dann:

F

CZEO'E

8Siche Gleichung (54) aus Skript 5 zur Einfithrung in die Quantenphysik.




EINFUHRUNG IN DIE QUANTENPHYSIK - VORLESUNG 6 9

Ist der Raum zwischen den beiden Platten mit einem Medium ausgefiillt (z.B. Metall,
Glas oder auch Luft etc.), so wird dieses Medium auf den Einfluss des elektrischen
Feldes E reagieren. Diese Reaktion ist in der sogenannten relativen Dielektriz-
itdtskonstante ¢, zusammengefasst. Man erhélt nun:

C’:aof,a-g

Den Einfluss eines B-Feldes auf Materie fasst man in der relativen Permeabilitéit

W, zusammen.Bewegt sich eine monochromatische elektromagnetische Welle in einem
ungeladenen Isolator, so erhélt man fiir ihre Phasengeschwindigkeit:

1 c c

u = = ., —

VErollrflo  \/Erfhy n

(22)

wobei n der Brechungsindex des Mediums und ¢ die Vakuumlichtgeschwindigkeit
ist.

In dispersiven Medien wird die Phasengeschwindigkeit wegen (22) frequen-
zabhingig. In Systemen mit Dispersion muss man deshalb w als irgendeine Funktion
von k ansehen:

w=wl(k)

Die Fy aufbauenden Teilwellen in (21) breiten sich dann mit unterschiedlichen Gesch-
windigkeiten aus. Man kann keine einheitliche Phasengeschwindigkeit angeben. Diese
Tatsache wird im folgenden zur Definition einer neuen Geschwindigkeit, der sogenan-
nten Gruppengeschwindigkeit, fiihren.

Von Bedeutung fiir die Praxis sind in diesem Zusammenhang gewichtete Uberlagerun-
gen von ebenen Wellen:

o0

Hy (2,1) = / b (k) - k=) g, (23)

bei denen die Gewichtsfunktion in einem relativ schmalen Bereich Akgum ein bes-
timmtes ko herum konzentrierte Funktion darstellt. Ein Beispiel hierfiir wire die
GAUSS-Funktion:

b(k) = e~ (ko) (24)

Der Hauptbeitrag zum obigen Integral (23) stammt dann aus dem Wellenvektorbe-
reich um kg herum.
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Betrachte dazu die folgende Abbildung:

b(k)

Ak,

A\

Figure 6: GAUSS-Funktion als Gewichtsfunktion: Man kann die Konzentration der
Funktion in einem relativ schmalen Bereich um den Wert von kg herum erkennen.

Setzt man voraus, das w (k) eine gutartige Funktion ist, d.h. eine hinreichend oft
differenzierbare Funktion, so kann man sie um kg in eine TAYLOR-Reihe entwickeln:

w(k) = w(ko) + (k — ko) Ccil—: |l<:0 +...

Setzt man w (kg) = wound beachtet man, dass die Ableitung Z—‘g die Einheit einer
Geschwindigkeit besitzt, so ist die folgende Definition sinnvoll:

dw

= |k, : Gruppengeschwindigkeit (25)

Ug
In dispersionsfreien Medien ist die Gruppengeschwindigkeit gleich der
Phasengeschwindigkeit.
Setzt man die Reihenentwicklung in den Exponenten der e-Funktion ein, so erhilt

man:
6i(kz:l:w(k)t) — ¢ [kzt(wo+(k—ko)vg+...)t]

6i(k0z:tw0t)ei(k—ko)(z:t'ugt) + ..

Bei einer scharf-gepeakten Gewichtsfunktion in (23) kann man die TAYLOR-Entwicklung

fiir w (k) nach dem linearen Term abbrechen, da stérker von kg abweichende k’s wegen
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b (k) ~ 0 zum Integral kaum beitragen:

o0

Hi(z,t) = / b (k) - e!F=Ewt) g
—00

~ 6i(koz:tw0t) . / b(k() + q) eiq(z:l:vgt)dq

Hy (Z,t) s 6i(koz:|:wgt) . / b(ko + Q) eiq(z:l:vgt)dq — ei(koz:twgt) . PI:I: (Z + Ugt) (26)
wobei

dq
=k—ko= — =1=dg=dk
q O:>dk = aq

gilt.

Der Ausdruck (26) stellt eine ebene Welle dar, deren Wellenléinge und Frequenz dem
Maximum der Verteilung b (k) entsprechen, moduliert jedoch mit einer orts- und
zeitabhéingigen Funktion H.. Die Modulationsfunktion Hy bewegt sich mit der
Geschwindigkeit v, in positiver bzw. negativer z-Richtung. Eine konstante Modula-
tionsphase bedeutet nimlich:

d
z £ vgt = const. = d—j = Fuy (27)

Eine so modulierte ebene Welle (26) nennt man Wellenpaket.
Beispiel: GAUSS-Wellenpaket
Im folgenden werde als Gewichtsfunktion eine GAUSS-Verteilung angenommen:

9 (_4(k—k2Q)2>
b(k) = Akgﬁe A%/ Akg >0 (28)
Bei k = kg liegt das Maximum:
2
bmax = ———= 29
Akg/m (29)

Der Abstand der symmetrisch zu kg liegenden Punkte, bei denen b (k) auf den Wert:

bmax
e
abgesunken ist, ist gerade Akg:
Ako o 2 —1 o bmax
(o 50) = Ahovr ¢ T e
Ako 2 —1 bmax
blke——"") = ——— —
(O 2 ) Akg/T ¢ e

A
Aky = k‘o—l—ﬁ—(k’o——)
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Der Parameter kg bestimmt den k-Wert des Maximums, iiber Akg kann man die Bre-
ite der Verteilung steuern: Je grofier dabei Akg > 0 gewéhlt wird, desto schmaler ist
die GAUSS-Verteilung.

Betrachte dazu die folgende Abbildung;:

Beispiel einer GAUSS-Verteilung Je griber Delta gewiihlt wird, desto schmaler ist dic Verteiling

' !
oA H k_0 steuert den Ort des Maximums

0.4

Ak
ko + =2
)

Figure 7: Die GAUSS-Verteilung.

Die Fliche unter der Glocke ist immer 1, denn es gilt:

k — ko dx 2 Ako
=2 — = — & dk=——d
YT ARy dk . Ak 5
so erhilt man: - -
1

Dieses Integral kann man mit Maple losen, wie im Programm QPVorl6Pr3.mws

gezeigt wird:
[e.e]

/ e dr =7 (30)

T=—00
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Hieraus folgt dann die Behauptung.

Setzt man nun die GAUSS-Funktion b (k) in die Modulationsfunktion H, so erhlt
man mit:

~

Hﬂ: (Z :l: ’Ugt) — / b (ko + q) eiq(zﬂ:’l)gt)dq

 4(k—kg)?
k) = e( Akg )
Akgy/m
4q2

= b(ko+q) = ¢ B

Akof

a ] —iq(ztvgt
Hyi (ztuvgt) = ezq(zivgt)dq _ k2 q(ztvg )] da

Ak2 .
Ak’ox/_ / Ak‘O\/—

(31)

Dieses kompliziert aussehende Integral kann man auf das Integral (30) zuriickfiihren.
Man kann den Expoenten der e-Funktion niimlich quadratisch geschickt erginzen?:

4q° [ 20\* .
Ak2 —iq(z £vgt) = <Ak0> iq (2 £ vgt)
2q 1 2 1 2
YN LAk (2 +
<Ak0 1 ko (2 = vg )> (4 ko (2 vgt)>
44> B 2q 2 Ak‘% 9
A2 iq(z £vgt) = (Ak‘o 4Akg (z £y )) + 16 (z £ vgt) (32)

Man erhilt somit:

° LAk 2
A—kO*—AkO(Zi”g) +—g* (2%vgt)

Hi(z+uvgt) = dq

2
Ako/T / ‘

2 Ak2 * 29 i AR (zdvot :
_ el I
Ako/m
—0o

Substituiert man nun:

2q dx 2 Akg
29 g s+ WL L gg=2Ny
= Ak 1Pk (EERugt) = o0 = e = dg = = du

so ldsst sich das Integral auf das Integral (30) zuriickfithren:

® ( i Ako(2+ ))2 Ako | Ak
/e ForntE) dg = S0 [ e tar = SRV

—00 —00

9Die Methode ist aus der Schule bei der Betimmung des Scheitelpunkts einer Parabel bekannt.
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und damit:
A 2 A2 Ak
Hy (Z ivgt) = W@ 16~ (2£vgt) Tﬁ
7 A5 (amtugt)?
H. (Z + vgt) = e 16 (zvgt) (33)

Dann erhilt man iiber (26):

2
Hi (Z, t) ~ ei(kzoz:ﬁ:wot)e—%l(2::|:'ugt)2 (34)

Dies ist eine ebene Welle, deren Amplitude gauiférmig von (z £ v4t)abhingig. Die
GAUSS-Glocke bewegt sich starr mit der Geschwindigkeit v, in Fz-Richtung. In
jedem Wellenpaket lduft die Welle mit der Phasengeschwindigkeit u = %, das
Paket dagegen mit der Gruppengeschwindigkeit vg.

In der folgenden Darstellung wird ein Ausschnitt aus einer Animation aus
QPVorl6Pr3.mws gezeigt. Sie zeigt den Fall eines GAUSS-Pakets bei dem Gruppen-

und Phasengeschwindigkeit iibereinstimmen:

Zeitpunkt t = 0s Zeitpunkt t = 3s
Vg
DAL
“ u
Zeitpunkt t = 9s Zeitpunkt t = 14s

m 1
20 5 o 5 ©
oe

Figure 8: Phasen- und Gruppengeschwindigkeit stimmen iiberein. Man beachte, dass
sich weder die Form der GAUSS-Funktion, noch die ebene Welle verdndern!

Die Breite des GAUSS-Wellenpaketes, definiert analog zu der von b (k), ist offenbar:

8
2= 3
Dies bedeutet:

Az - Akg = const. (35)
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Je breiter die k-Verteilung, desto schmaler die z-Verteilung (das Wellen-
paket) und umgekehrt. Eine scharf lokalisierte Verteilung im k-Raum!?,
d.h.

Ako — 0

bedeutet im Ortsraum eine nicht-modulierte ebene Welle,
Hy (2,1) — Apg o € FozEwot) (36)

sie ist im Ortsraum also nicht mehr lokalisierbar. Raumlich scharf lokalisierbar

heifit dagegen:
1
A—ko — O oder Ak() — 00 (37)

Die Verteilung im k-Raum ist damit vollig verschmiert. Alle Wellenvektoren er-
scheinen dann mit gleichem Gewicht. Die folgende Abbildung zeigt diesen Sachver-
halt noch einmal zusammengefasst:

Schmale k-Verteilung Breite Ortsverteilung

Breite k-Verteilung Schmale Ortsverteihng

b0 HerEn_ay

Figure 9: Gegeniiberstellung von b (k) und H (z 4 vyt).

Dieser Abschnitt hat gezeigt, dass eine Welle durch zwei Arten von Ausbreitungs-
geschwindigkeiten gekennzeichnet ist:

Phasengeschwindigkeit : = % (38)
Gruppengeschwindigkeit : v, = da;]({:k) (39)

""Dieser Fall fithrt auf eine scharfe Wellenlinge, da iiber Aky — 0 ein scharfes k herausgefiltert
wird.
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Erstere beschreibt die Ausbreitung einer ebenen Welle, letztere die eines Wellen-
paketes. Die Gruppengeschwindigkeit entspricht der Geschwindigkeit, mit der in einer
Welle Energie oder Information (Signale) transportiert werden kann. Die Spezielle
Relativitatstheorie lehrt, dass die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum fiir v, eine obere
Schranke darstellt:

vg <c (40)

Von Dispersion spricht man genau dann, wenn u # vy ist.

Im Programm QPVorl6Pr3.mws kann man eine Animation eines Wellenpaketes fiir
diesem Fall betrachten. Die folgende Abbildung zeigt einige Bilder aus dieser Ani-
mation:
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Figure 10: Nun stimmen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit nicht mehr iiberein.
Man kann erkennen, dass sich die Form der modulierten ebenen Wellen imVergleich
zum Zeitpunkt t = 0 verschiebt.

Man beachte jedoch, dass das Konzept der Gruppengeschwindigkeit eigentlich nur so
lange sinnvoll ist, wie die Nidherungen, die von (23) bis (26) vollzogen wurden, auch
wirklich erlaubt sind.



