Einfiihrung in die Quantenphysik - Vorlesung 15

JOCHEN GEPPERT / DIDAKTIK DER PHYSIK

Sommersemester

ABSTRACT.  Beschrieben wird der 1922 von A. H. COMPTON entdeckte
COMPTON-Effekt und seine Bedeutung fiir die Entwicklung der Quantenphysik.

1. DER COMPTON-EFFEKT

Der COMPTON-Effekt, der 1922 von COMPTON entdeckt wurde, lisst die Existenz
von Photonen recht plausibel erscheinen’.

Wenn Rontgenstrahlen einen Festkorper durchdringen, z. B. Graphit, wird ein Teil
von ihnen in alle Richtungen gestreut. Diese Streustrahlung enthilt zwei Kompo-
nenten. Die eine Komponente besitzt genau dieselbe Frequenz wie die einfallende
Strahlung. Die andere Komponente, die uns hier interessieren wird, besitzt eine Fre-

quenz, die etwas kleiner ist als die der einfallenden Strahlung:

Fester Streukorper
Granit Unverinderte
Komponente v
Rontgenstrahlen o
Frequenz v
Verédnderte
Komponente
Frequenz v*
Figure 1:

Dariiberhinaus beobachtet man, dass die Abnahme der Frequenz umso stérker ist, je
groBer der Streuwinkel a wird.
Nach der klassischen Wellentheorie werden die Elektronen durch die einfallende Welle

!Beachte aber die Bemerkungen, die zum lichtelektrischen Effekt gemacht wurden.
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zu erzwungenen Schwingungen veranlasst, um dann ihrerseits Strahlung zu emi-
tieren?. Es sollte deshalb erwartet werden, dass die Frequenz der gestreuten Strahlung
mit der der einfallenden iibereinstimmt®. Beobachtet wird jedoch in der gestreuten
Strahlung neben der Wellenléinge Ag der einfallenden Welle eine zu gréfieren Werten
hin verschobene Wellenléinge. Die Verschiebung hingt vom Streuwinkel ab und nimmt
mit wachsendem Streuwinkel zu. Dabei wiichst die Intensitéit - die Héufigkeit der
Messwerte - der verschobenen Linie auf Kosten der nicht-verschobenen mit zunehmen-
dem Streuwinkel an. Je grofler also der Winkel o im Experiment, umso mehr Mess-
werte werden gemessen. COMPTON fand 1922/23, dass die Wellenlingendifferenz
A\ zwischen der COMPTON-Linie und der Primérlinie? nicht von der Wellenlinge
Ap der einfallenden Strahlung und auch nicht von der Natur der Streusubstanz ab-
héngt.

COMPTON beschrieb dies durch:

AN = A=X =)Ao (1—-cosa) (1)

a :  Streuwinkel (2)

Ao = 2.43-107'2m COMPTON - Wellenléinge (3)
h

Ac = — (4)

Die Ordnungszahl der Streusubstanz® hat allerdings Einfluss auf die Intensititen®:

- die der verschobenen Linie fillt mit steigender Ordnungszahl (5)

- die der Primérlinie wichst mit steigender Ordnungszahl

Der COMPTON-Effekt ldsst sich nur unter einer gewissen Annahme aus der klassis-
chen Wellentheorie ableiten” bzw. er lisst sich klassisch nicht verstehen. Verstehen
kann man ihn aber, wenn man der Strahlung korpuskularen Charakter zuschreibt,
d.h. mit Hilfe der Photonen-Vorstellung.

Danach handelt es sich bei diesem Streuprozess um einen elastischen, nicht-zentralen
Stoss zwischen Photon und Elektron, bei der Energie- und Impulserhaltung gelten.
Das Photon hat als Teilchen allerdings ganz besondere Eigenschaften. Da es sich
mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, muss nach der Speziellen Relativitdtstheorie seine
Ruhmasse gleich Null sein und damit gilt fiir seine relativistische Energie:

Ekin = hv = y/c?p2 + m2c* ,m =0 (6)

und fiir seinen Impuls folgt dann sofort:
_
oc

(7)

?Das Elektron wird somt durch die einfallende elektromagnetische Welle beschleunigt und strahlt
somit wiederum eine elektromagnetische Welle ab - siehe Skript zur Vorlesung 10 Einfiithrung in die
Quantenphysik.

3Siche hierzu insbesondere das Skript zur Vorlesung 8 zur Einfiihrung in die Quantenphysik.

*Gemeint ist die Linie der einfallenden Strahlung.

’D. h. die Zahl, die angibt, wieviele Protonen bzw. Elektronen ein Atom der Streusubstanz
besitzt.

%Unter der Intensitit kann man sich die Hiufigkeit der Messwerte vorstellen.

"Diese Annahme wird allerdings auch kiinstlich aufgepropft - siche die Bemerkung am Ende der
Vorlesung.

Dr
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Betrachte das folgende Bild:

h v¢
Photon Photon
hv b * 1
Elekx)‘n

Figure 2:

Man muss im ”Photonenbild” den ganzen Prozess der COMPTON-Streuung rela-
tivistisch rechnen. Da diese Rechenmethode hier nicht vorausgesetzt werden kann,
verzichten wir auf die ganze Herleitung. A¢ setzt sich nach dieser Herleitung aus drei
Fundamentalkonstanten zusammen - sieche Gleichung (4) - und hat die Dimension
einer Liange. Die Wellenldngenénderung als Ergebnis dieser Herleitung héngt nach:

AX=X—=)X=Ac:(1—cosa)

nicht von der Wellenlénge A\¢ der Primirstrahlung ab, wie man auch experimentell
feststellt. Die Tatsache, dass die Elektronen vor dem Stoss nicht in Ruhe sind®, son-
dern relativ zur Einfallsrichtung der Photonen statistisch verteilte Anfangsimpulse
aufweisen, bedingt eine Verbreiterung der COMPTON-Linie. Dies kommt haupt-
sichlich durch den Doppler-Effekt zustande, den wir hier nicht weiter besprechen.
Festzuhalten bleibt, dass dieses Verhalten keinen Widerspruch zur Theorie bildet.

8 Dies wird bei der relativistischen Herleitung angenommen - man stelle sich das ganze als Bil-
lardspiel mit einem Photon und einem ruhenden Elektron vor.
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Unter einer Verbreiterung kann man sich folgendes vorstellen:

Figure 3:

Es bleibt eigentlich nur noch zu kliren, wie die unverschobene Linie der gestreuten
Strahlung zustande kommt. Um den COMPTON-Effekt experimentell gut beobachten
zu koénnen, muss man Substanzen mit kleiner Elektronenbindungsenergie verwenden.
Diese muss némlich gegeniiber der priméren Photonenenergie vernachlissigbar sein.
Dies ist bei schwach gebundenen Elektronen in leichten Atomen durchaus der Fall.
Bei den schwereren Atomen sind jedoch insbesondere die inneren Elektronen so stark
gebunden, dass dann das Photon bei einem Stossprozess Energie und Impuls mit
dem gesamten Atom austauscht. Wegen dessen vergleichsweise sehr groflen Masse
wird das Photon bei einem Stoss nach den Gesetzen der klassischen Mechanik? tiber-
haupt keine Energie mit dem Atom austauschen'’. Also bleiben hrg und g bei der
Strahlung / Streuung unveréndert.

Bei leichten Atomen dagegen konnen praktisch alle Elektronen als schwach gebunden
gelten, bei den schwereren Atomen nur die, die sich in &ufleren Schalen bewegen.
Deswegen nimmt mit wachsender Ordnungszahl!! unter den sonst gleichen experi-

mentellen Bedingungen die Intensitéit der verschobenen gegeniiber der unverschobe-
nen ab.

9Man beachte, dass diese "neuen” Teilchen, dann wieder klassisch in ihrem Verhalten interpretiert

werden - das ruft eigentlich schon nach einer neuen Theorie, die ja dann auch mit der Quantenelek-
trodynamik entwickelt wurde.

10Man denke wiederum an das Billardspiel, wo eine leichte Kugel frontal auf eine sehr schwere

trifft, sie prallt ab und lduft zuriick - ohne das die schwere Kugel sich iiberhaupt bewegt hétte.
"Die Atome werden also schwerer.
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BEMERKUNGEN:

1. Der COMPTON-Effekt lisst sich auch im klassischen Wellenbild beschreiben'?.
Man muss allerdings die natiirlich klassisch auch iiberhaupt nicht verstindliche An-
nahme machen, dass das durch die duflere einfallende elektrodynamische Welle in
Schwingungen versetzte Elektron nur dann Energie abstrahlt, wenn es eine bestimmte
Grundgeschwindigkeit erreicht. Diese Geschwindigkeit sei v. v ist die Geschwindigkeit,
die ein Elektron besitzt, wenn es klassisch berechnet die Energie hr gestreut (abges-
trahlt) hat. Man miisste ndmlich sonst ein ”Beschleunigungsspektrum” erkennen
konnen, dass das beschleunigte Elektron aussendet, bevor es die Geschwindigkeit v
erreicht.

2. Heute wird, wie bereits angedeutet, eine Erkldrung aus der auf die Quantenphysik
aufbauenden Quantenelektrodynamik verwendet.

3. Es gibt einen wichtigen Unterschied zwischen dem Photoeffekt und dem COMPTON-
Effekt. Beim photoelektrischen Effekt, wie er auch genannt wird, verschwindet das
Photon vollstéindig und seine gesamte Energie wird an das Photoelektron abgegeben.
Beim COMPTON-Effekt gibt es nach dem Zusammenstoss noch ein Photon, aber
seine Frequenz ist kleiner als die des einfallenden Photons. Ein Teil der Energie des
einfallenden Photons ist an das COMPTON-Elektron abgegeben worden.

4. Die theoretische Beschreibung beider experimentellen Ergebnisse - des lichtelek-
trischen wie auch des COMPTON-Effekts - lassen erkennen, dass man den Prozess
der Absorption bzw. der Emission der Energie einer elektromagnetischen Welle gut
durch das Photonenmodell beschreiben kann. Die Energie einer elektromagnetischen
Welle wird gequantelt absorbiert bzw. emittiert. Den Transport der Energie einer
elektromagnetischen Welle kann dagegen gut im Wellenmodell beschrieben werden.

2. DIE MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG EINES PHOTONS

Maple-Programm: QPVorl15Prl (Endliche Wellenpakete)

Durch die besprochenen experimentellen Ergebnisse war man also gezwungen die
Energie einer elektromagnetischen Welle - im volligen Widerspruch zur klassischen
Vorstellung - als in rdumlich zentrierte Pakete (Quanten) gebiindelt zu beschreiben.
In der 6. Vorlesung zur Einfiihrung in die Quantenphysik wurden Wellenpakete als
Losung der MAXWELL-Gleichung besprochen.

12Nach der klassischen Wellentheorie wiirde man auch eine Frequenzverschiebung erwarten.
Berechnet man das Verhalten eines anfangs ruhenden Elektrons, das einer elektromagnetischen Welle
ausgesetzt ist, so wissen wir bereits aus dem Modell in Vorlesung 10, dass dieses Elektron zu Schwinge-
ungen angeregt wird. Das bedeutet aber, dass das Elektron aus seiner anfinglichen Ruhelage heraus
beschleunigt wird. Die Maxwell-Theorie sagt dann weiter aus, dass beschleunigte Elektronen (wie
auch andere beschleunigte Ladungsmengen) wiederum elektromagnetische Wellen abstrahlen. Diese
reslutierende Streustrahlung hat aber wegen des Dopplereffekts eine verschobene Frequenz, je nach
dem, ob das schwingende Elektron sich auf den Beobachter zu bewegt oder von ihm weg. Die
Dopplerverschiebung hat aber keinen festen Wert, sondern sollte mit der Zeit zunehmen. Man wiirde
also nicht zwei scharfe Maxima, wie im Experiment festgestellt, sondern eine breite Kurve erwarten.
Dies stellt einen scharfen Widerspruch zum Experiment dar und kann nur durch die obige Zusatzan-
nahme vermieden werden, die damit allerdings auch véllig ohne Anbindung an die klassische Theorie
eingefiihrt wird.
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Die Gesamtenergie einer ebenen Welle:

7 7 7 (Uem) - dx - dy - dz

T=—0 Y=—"00 Z2=—00

ist unendlich’®. Diese Wellenform ist somit ein unrealistisches Modell. Tatsiichlich
gibt es nur endliche Wellenpakete. Diese koénnen als Uberlagerung von ebenen Wellen
dargestellt werden.

Unter einem endlichen Wellenpaket versteht man eine Uberlagerung von ebenen
Wellen:

N
¢($7t):i_zlai‘008(ki$—wit) ,wi—c‘ki,ki—%\—j (8)
bzw. o
U (z,t) = / a (k) cos (kx — wt) dk 9)
k=—o00

im kontinuierlichen F.z.xll.
Beispiel: Endliche Uberlagerung mit N = 40
Im folgenden wurde

N=40,a;=1,k=14+0.1iundc=1

gesetzt. Man erhélt die folgende zeitliche Entwicklung dieses Wellenpakets:

B e R T A PV Ry

Figure 4: Zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets aus 40 Elementarwellen.

"3In dieser Formel ist (uem ) die zeitgemittelte Energicidichte der elektromagnetischen Welle - siche
Skript 10, Formel (13).
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Uberlagert man N = 80 Wellen des gleichen Typs, so ist die Zentrierung auf einen
kleinen Ortsbereich noch deutlicher zu erkennen:

Wellenpaket: N=50.t=0

Wellenpalzet: N=80.t=Ls

Wellenpaket: N=80,t=2s Wellenpaket: N=80.t=6s

Figure 5: Zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets aus 80 Elementarwellen.

Eine Animation der beiden Wellenpakete wird im Programm gezeigt.

Natiirlich kann man auf diese Weise auch endliche vektorielle Wellenpakete bilden.
Beispiel: Vektorielles Wellenpaket bestehend aus einer endlichen Zahl von ebenen
Wellen

Im folgenden einfachen Beispiel wird ein vektorielles Wellenpaket der Form:

Eor - SN 1 a; - cos (ki — wit)

E(rt) = Eoy - Zf\il a; - cos (kjx — w;t) (10)
0
1 —FEoy - Zf\il a; - cos (kijx — w;t)
B(r,t) = - Eow - N | a; - cos (kix — wit) (11)
0

betrachtet.
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Man erhilt dann die folgende zeitliche Entwicklung dieses Wellenpakets:

Wellenpaket: rot E-Feld, blau B-Feld, t =0 Wellenpaket: rot E-Feld, blau B-Feld, t =10s

fanf

Wellenpalset: rot E-Teld, blau B-Feld, t =20s

Figure 6: Vektorielles Wellenpaket: Man kann erkennen, dass sich der ” Schwerpunkt”
des Pakets in z-Richtung bewegt.

Die Ausdehung des Wellenpakets ist in der z-Achse auf einen endlichen Bereich
beschrinkt, wihrend es in den beiden anderen Dimensionen unendlich ausgedehnt
ist. Eine bessere Beschrinkung z.B. in der z-Richtung erhilt man durch eine kon-
tinuierliche Uberlagerung ebener Wellen'?:

He(2,1) = / b (k) B+ g, (12)
k=—o00

wobeil wir die Gauss-Funktion als Gewichtsfunktion wihlen:

_ 4(k—kg)?

N

"Siehe Skript zur Vorlesung 6 zur Einfithrung in die Quantenphysik.

b (k)




EINFUHRUNG IN DIE QUANTENPHYSIK - VORLESUNG 15 9

Das elektromagnetische Feld eines sich in z-Richtung ausbreitenden Wellenpakets hat
dann z.B. die folgende Gestalt:

o0 _Ak—kg)?
. 2 a2 i(kztwt)
Eor . I mmme o e dk
=—00
o0 _Atk—hg)? (ostot) (14)
. 2 Ak . pi(kztwt
Eo- | 2% 7 o e dk
k=—o0
0
o0 _ak—tkg)?
_ . 2 Ak i(kztwt)
Eoy k_[oo Akoﬁe 0 e dk
o _4(k7k20)2 (15)
. 2 Ak . oi(kztwt)
EOZ' f Akoﬁe 0 € dk
k=—o0
0

In diesem Fall erhilt man die folgende zeitliche Entwicklung!®:

Zz0f

Kontinuierliches Wellenpalket, rot: E-Feld, blaw: B-Feld, t =0

Kontimuerliches Wellenpalket, rot: E-Feld, blau: B-Feld. t = 20s

Kontinuierliches Wellenpaket, rot: E-Feld. blau: B-Feld, t = 10s

Figure 7: Kontinuierliches Wellenpaket. Man kann erkennen, dass die Ausdehung in
z-Richtung kleiner ist, als im Falle der endlichen Uberlagerung.

Ein Wellenpaket ist nicht mehr strikt monochromatisch. Die rdumliche Begrenzung

Man betrachte ebenfalls die Animation im Programm!
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fithrt zu einer Unschiirfe in der Frequenz'%. So fiihrt fiir ein eindimensionales Wellen-

paket eine rdumliche Begrenzung der Linge | zu einer Frequenzunschérfe der Grofle:
A k

AV%VO‘—,I/(]:C'—O

2T

: (16)

FEine ebene Welle der Frequenz vgerfihrt durch die Paketbildung eine Frequnzver-
schiebung der Art:
vo = Av

Beispiel:
Durch die folgende Gewichtsfunktion:
9 _4(k—k0Hz)2)

v =mpme

(17)
entsteht eine GAUSS-Wellenpaket um die Frequenz vy = ¢ - ’2“—%, dessen Breite iiber
Av=c- % gesteuert werden kann'”.

Je enger man als das Wellenpaket rdumlich ”packt”, umso gréfer ist die Unschiirfe
in der Frequenz! Sie ist jedoch klein, wenn die Ausdehung | des Wellenpakets viel
grofer ist als die Wellenléinge A. In diesem Fall kann das Wellenpaket fiir viele Zwecke
durch eine ebene monochromatische Welle, mit der man dann einfacher rechnen kann,
ersetzt werden.

Als Modell eines Photons setzt man nun ein kontinuierliches Wellenpaket mit

der Energie:
[e.e] [e.e] [e.e]
hy = / / / (Uem) - dx - dy - dz (18)

T=—00 Yy=—00 2=—00

wobei (uen,) die zeitgemittelte Energiedichte des Wellenpakets ist.

16Tn unserem Beispiel hier nur in einer Dimension, da wir nur eine k-Dimension betrachtet haben.
Eine Ausdehnung auf zwei- bzw. dreidimensionale Wellenpakete fiihrt dann auch zu Begrenzungen
in allen drei Raumrichtungen.

"Wobei wie bereits in Skript 6 zur Einfihrung zur Quantenphysik gezeigt wurde, dass eine scharfe
Verteilung im k-Raum - entspricht einer scharfen Frequenz des Wellenpakets - einer breiten Verteilung
im Ortsraum entspricht.



