Einfiihrung in die Quantenphysik - Vorlesung 5

JOCHEN GEPPERT / DIDAKTIK DER PHYSIK
Sommersemester

ABSTRACT. Inhalt dieser Vorlesung ist die ausfiihrliche Behandlung der
homogenen Wellengleichung. Als mathematischer Einschub werden komplexe
Zahlen und ihre Darstellung mit Maple vorgestellt.

1. DiE MAXWELL-GLEICHUNGEN IM VAKUUM
Maple-Dateien zur Vorlesung:
- QPVorl5Prl.mws (Losung eindimensionaler MAXWELL-Gleichung im Vakuum)
- QPVorl5Pr2.mws (Komplexe Zahlen plus Darstellung komplexer Funktionen)
- QPVorl5Pr3.mws (Taylorreihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion)
- QPVorl5Pr4.mws (Allgemeine homogene Wellengleichung)
Ausgangspunkt der Betrachtung sind die beiden folgenden Vektorfelder der elek-
trischen Feldstéirke sowie der magnetischen Induktion, die in kartesischen Koordi-
naten dargestellt werden durch:
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Die MAXWELL-Wellengleichungen im Vakuum haben dann ausgeschrieben fiir die
beiden Felder die folgende Gestalt!:

o2 , [ & o2 8?
@E <I‘,t) = C {@E (r,t) + a_yQE(I',t) + @E (I‘,t)} (2)
5° , [ & 82 8?
@B (I',t) = C {WB (r,t) + WB (r,t) —+ @B (r,t)}
wobei:
1 1

c

m
- = ~ 209790559 (3)
VIR0 Jar 1077 X2 8 8543 - 101248 s

die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist.
Diese Gleichungen kann man nun in die einzelnen Komponenten aufspalten. Da
die beiden Gleichungen in ihrer mathematischen Struktur identisch sind, werden die

!Siehe Skript 4 zur Einfiihrung in die Quantenphysik, Gleichung (29) und (30). Zu beachten ist
dann nur noch ¢ = Hol_go , wie MAXWELL experimentell herausfand. Auf diesen Aspekt wird in
Skript 13 dieser Vorlesung noch einmal vertiefend eingegangen.
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folgenden Betrachtungen nur fiir die erste Gleichung durchgefiihrt.
Man erhilt in Komponenten ausgeschrieben:

9? , [ 82 o? 8?
mEl (w, Y, Zat) = cC {@El (l’,y, Zat) + (9_y2E1 (ZE?y: Zat) + @El ($,y, Z7t)}

82 L[ 8 02 8?
wEé(xay?Z?t) = C {@EQ(m7y7zat)+8—y2E2(m7y727t)+@E2<x7yazat)}

o2 , [ 92 o2 o2
@Eii(xay?Z?t) = C {wEs(my%Zat)+a—y2E3($7y727t)+@E?)(Jfaya%t)}

Im folgenden betrachten wir dann nur eine dieser Gleichungen, da die anderen mathe-
matisch von gleicher Struktur sind. Im folgenden kann das betrachtete E (x, y, z, t)eine
beliebige Komponente des Vektorfeldes E (r, t) sein.

82
ot?

, [ 02 o? 0?
E($7y,z,t)20{82 (z,y,2,t) + a7 E(z,y,2,t)+ 9.2 (xy,zt)} (4)

Nun untersuchen wir zuerst den Spezialfall E (z,y,2,t) = E(z,t), d. h. unsere
Komponentenfunktion sei auch nur von x und t abhéingig:

2 2

0
@E (l‘,t) = Csz (l‘,t) (5)

Maple liefert fiir diese Gleichung die allgemeine Losung:
E(z,t) = Fi (tc+ )+ F5 (tc — o) (6)

Da es uns im folgenden nur auf die Effekte ankommt und nicht auf physikalisch
nachmessbare Werte, setzen wir ¢ = 1. Im Programm ”QPVorl5Prl.mws” werden
nun die folgenden Beispiele der Losung benutzt:
1.

E(z,t) = Ey- (t — a)?

Die Animation im Programm zeigt, wie der Schnittpunkt mit der x-Achse P (x,0) mit
fortschreitender Zeit von links nach rechts iiber den Bildschirm wandert. Man kann
diese Animation auch so interpretieren, dass die Information ” Wo ist der Schnittpunkt
mit der x-Achse jetzt?” iiber den Bildschirm wandert.
2.

E(x,t)=FEp-(In(t —x)+1In(t +x))

Die Animation zeigt fiir diese Losungsfunktion, das der Schnittpunkt mit der y-
Achse P (0,y) sich von unten nach oben, also von negativen x-Werten in Richtung
auf positive x-Werte bewegt. In diesem Falle wandert die Information ”Wo ist der
Schittpunkt mit der y-Achse jetzt ?” iiber den Bildschirm.
3.

E(z,t) = Ep ((t —a)? + (t+ w)3)

Hier erkennen wir das gleiche Verhalten wie unter dem letzen Beispiel.
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FAZIT:

Diese noch unphysikalischen, rein mathematischen Losungen der MAXWELL-Gleich-
ung zeigen, dass diese Information verschiebt. Die im Programm gezeigten Anima-
tionen dieser Losungen zeigen, wie sich die Antwort z.B. auf die Frage nach dem
Schnittpunkt der Funktion mit der y-Achse mit der Zeit verschiebt. Welche Infor-
mation im physikalischen Sinne das fiir das elektrische Feld ist, werden wir noch sehen.

Man findet auch periodische Vorgiinge, d. h. bei diesen bewegt sich die Informa-
tion periodisch iiber den Bildschirm:
1.

E(z,t) = By ((z =) + (z +1)°)

Man beobachtet in der zugehorigen Animation ein periodisches Hin - und Herschwin-
gen der Information: ”Wo ist der Schnittpunkt mit der y-Achse? 7 .
2.

E (z,t) = Ey ((:r — 1)} 4 (z + t)3>

Man beobachtet in der zugehorigen Animation ein periodisches Hin - und Herschwin-
gen der Tangentenrichtung im Ursprung, also der Information ”Wie ist die Steigung
der Funktion im Ursprung jetzt?”.

3.

vt —x
E(x,t):Eosin< >
A
Hier erhalten wir eine eindimensionale Welle: eine Erregung?® breitet sich aus. Die

Information ”Wo ist ein zuvor gewihltes Maximum jetzt?” sieht man in Richtung
wachsender x-Werte wandern.

Die Funktion:

E(x,t) = Fysin (“t; x) = Fy -sin {%- <;t - ;ﬂ (7)
= : Fysin (%Tt - 2%30) (8)
= : Eysin (wt — kx) 9)

ist fiir w = +ck Losung der MAXWELL-Gleichung. Die Konstante Fgbestimmt die
Hohe des Maximums. w ist die Kreisfrequenz, ist sie grof3, so breitet sich die Infor-
mation schnell aus, tauscht w das Vorzeichen, so lduft die Information in die entge-
gengesetzte Richtung. Beispiele hierfiir finden sich im Maple-Programm. Verdoppelt
man k, so halbiert sich der Abstand der Schittpunkte mit der x-Achse und die (bei
konstanten w, Ey ) Ausbreitungsgeschwindigkeit halbiert sich. Halbiert man k, so ver-
breitert sich der Abstand der Nulldurchginge und die Ausbreitungsgeschwindigkeit
verdoppelt sich (bei konstanten w, Ey ). Kehrt man das Vorzeichen von k um, so

7. B. das Hin - und Herbewegen eines Seils im Ursprung.
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lsuft die Information in die entgegengesetzte Richtung.
Man bezeichnet mit:

2

A = % : Wellenléinge (Abstand zweier Maxima), [\] =m

1

w = c-k:Kreisfrequenz, [w] = S = Hz
w c 1

v = — = —:Frequenz der ebenen Welle, [v|=-=: Hz
2r A 5

kxr —wt : Phase

Orte gleicher Phase sind hierbei Orte konstanter E-Werte.

(10)
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1.1. Mathematischer Einschub: Komplexe Zahlen. Durch Verwendung von
komplexen Zahlen und Funktionen lassen sich in der Theoretischen Physik viele
Sachverhalte mathematisch einfacher beschreiben. Natiirlich sind alle messbaren
Groflen, die sogenannten Observablen, in jedem Fall reell, so dass man stets in der
Lage sein muss, reelle und komplexe Darstellungen in Beziehung zu setzen.

Imagindre Zahlen. Charakteristisch fiir den neuen Zahlentyp der imaginéren
Zahlen ist, dass ihr Quadrat stets eine negative reelle Zahl ist.
Def: FEinheit der imagindren Zahlen

it=—1ei=v-1 (11)

Jede imaginére Zahl lisst sich als Produkt:

mit reellem y schreiben.

Beispiele:
1.
Ved =1 V4 =42
2.
=11 =—i
3.
9 _ g

Oz2+ O:>oz1,2:iz' -

l l

Komplexe Zahlen. Def.: Komplexe Zahl
Die komplexe Zahl z ist die Summe aus einer reellen und einer imaginiren Zahl:

z=x+1y (12)
wobei:
x : Realteil von z
y : Imaginérteil von z
Man nennt:
2 =x—1y (13)

die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Bemerkung:

Eine komplexe Zahl ist nur dann Null, wenn Real- und Imaginirteil gleich Null sind.
Die reellen und die imaginéren Zahlen sind spezielle komplexe Zahlen, némlich solche
mit verschwindendem Imaginér- bzw. Realteil.
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Rechenregeln fiir komplexe Zahlen. Bei der Aufstellung der Rechenregeln
fiir komplexe Zahlen kann man sich an den entsprechenden Rechenregeln fiir die
reellen Zahlen orientieren, da diese ja als ganz spezielle komplexe Zahlen aufgefasst
werden konnen.

Addition von komplexen Zahlen:
Man addiert (subtrahiert) zwei komplexe Zahlen:

z1=x1 + W, 22 = T2+ Y2
indem man die Real- und Imaginérteile getrennt addiert (subtrahiert):
z=2z1t20=(x1 L 22) +1(y1 L Yy2) (14)

Produkt zweier komplexer Zahlen:
Das Produkt erhélt man durch formales Ausmultiplizieren unter Beriicksichtigung
von Gleichung (11):

z =212 = (x122 — y1y2) + @ (T1y2 + y122) (15)

Das Produkt ist offenbar nur dann Null, wenn einer der beiden Faktoren Null ist. Aus
diesemGrund kann man auch den Quotienten zweier komplexer Zahlen einfiihren.

Quotient zweier komplexer Zahlen:
Man erhalt:
z1 22

z = = = Tr1x9 + +2(y1x0 — 16
P R [(z122 + y192) (y122 192)] (16)

wobei zo # 0 gefordert werden muss.

Komplexe Zahlenebene. Man kann Real- und Imaginérteil einer komplexen
Zahl als die beiden Komponenten eines zweidimensionalen Vektors auffassen:

z=z+1iy =: (z,y) (17)

Der Realteil entspricht dann der Projektion auf die reelle Achse, der Imaginérteil der
auf die imaginiire Achse. Basisvektoren dieser sogenannten komplexen Zahlenebene
sind dann:

1=(1,0) ;i=(0,1) (18)

Wie ganz normale zweidimensionale Vektoren kann man auch die komplexen Zahlen
durch ebene Polarkoordinaten darstellen (Polardarstellung):

T = T-Ccosp (19)

= r-sing
und damit:

(cos +isin) (20)

r.
z* = r-(cosp —isingp)
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Die konjugiert komplexe Zahl ergibt sich somit durch Spiegelung an der reellen Achse.
Betrachte dazu die folgende Abbildung:

y A

Imaginire

Achse
(x,y)

r=|z
z=1i— ®
{ »
z=1 X Reelle Achse

( X,-y )

Figure 1: Komplexe Zahlenebene: Die konjugiert komplexe Zahl entsteht durch
Spiegelung an der reellen Achse.

Man definiert:

Betrag von z: |z| =7 = /22 + y2 (21)

Argument von z: ¢ = arg (z) = arctan (Q) (22)
T
Fiir jeden Wert von
Yy
= =tangp
x

zwischen —oo und 400 gibt es zwei ¢-Werte zwischen 0 und 27. Es muss derjenige
-Wert angenommen werden, mit dem sich die Transformationsformeln (19)und (20)
erfiillen lassen.
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Betrachte dazu die folgende Abbildung:

tan @

Figure 2: Fiir jeden Wert des Tangens gibt es zwei Argumentwerte.

Fiir den Betrag einer komplexen Zahl gilt:
|z| = Vz - 2* (23)
wie man leicht nachrechnet:
22 = (vtiy) (w—iy) =2+ i (yz—ay) =27+ = |2

Die Exponentialform einer komplexen Zahl. Fiir die Exponentialfunktion
e® gilt die Reihenentwicklung?:

- r? 28 = " A
=1 i p =Y 2
e ot gt nz::o”! (24)

Wie man diese Reihe mit Maple erzeugt und die einzelnen Glieder graphisch darstellt,
wird in der Datei QP Vorl5Pr3.mws demonstriert. Entsprechende Reihenentwicklun-
gen kennt man auch fiir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus:

3 0 00 p2n+l 1> (i$)2n+1
nr = - — 4+ — — 4. = D L N N Sl )
e T HZ::O( S Gt 7;7;)( " i)

3Es handelt sich hierbei um die TAYLOR-Reihe, die nach folgender Formel entwickelt wird:

> f(n)
Fay=3 L0
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cosx = 1_:r_2+x_4_+ —i(—l)" = —i (i)™ (26)
N 2! 4l A @2n)! = (2n)!

Aus diesen drei Reihenentwicklungen kann man die wichtige EULER-Formel ableiten:
€ = cosp +i-singp (27)

Mit dieser Gleichung lassen sich nun komplexe Zahl auch wie folgt darstellen - beachte
Gleichung (19)und (20): '
z=|z|-e"¥ (28)

Da der Kosinus eine gerade, der Sinus eine ungerade Funktion von ¢ ist, gilt:
e % =cosp—i-sing (29)
und deshalb erhélt man fiir die konjugiert komplexe Zahl:
2 =z] e (30)

Niitzlich sind auch die beiden Umkehrformeln:

cosp = % (ew + e*i‘p) (31)
sing = % (ew - e_i‘p) (32)

Bemerkung:
Jede komplexe Zahl ist als Funktion von ¢ periodisch mit der Periode 27:

2= |z2|- €% =|z| - P = 41, 42 (33)

Weitere Rechenregeln. Ausgehend von der Darstellung (30) erhélt man:
Multiplikation:

z=21-20= 21| |za| - €T = 2] = |2 - 2] 5 arg(2) = @1 4 0 (34)
Division:
Z:ﬂ:@.ei(%*m)zwdzm ; arg (2) = ¢ + g (35)
29 ]22| |2'2’
Potenzieren:
2= = |a]" e > 2| = |al" ; arg (2) = ey (36)
Wurzelziehen:

s 1 e 1
s= o =lalt ¢ = ol = |l 5 arg () = 2L (37)
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Funktionen komplexer Zahlen und ihre Darstellung. Ganz analog wie
man reelle Funktionen f (z) einfiihrt, kann man auch Funktionen komplexer Zahlen
betrachten. Diese Funktionen bilden die Zahlenebene C der komplexen Zahlen wieder
auf C ab, d.h. f(2) ist wieder eine komplexe Zahl. Da jede komplexe Zahl sich
in Real- und Imaginirteil zerlegen lisst, kann man diese Zerlegung auch bei einer
komplexen Funktion vornehmen:

f(z) = g(z)+i-h(z) (38)
g9(2) = Re{f(2)}
h(z) = Im{f(z)}

Beispiel: Die Kehrwertfunktion
Wir betrachten die Funktion:

1 . r .Y
= = — & — — —
v 1) z f @+ ay) xH+iy a2 42 z:1:2+z,/2
T
9(z) = g(x,y)—m
h = h =7
(2) (z,y) Zi g

Komplexe Funktionen lassen sich graphisch geschlossen nicht mehr darstellen. Eine
Moglichkeit sie zu veranschaulichen, ist Real- und Imaginérteil getrennt graphisch
darzustellen.

Betrachte dazu die folgende Abbildung:

Niveaulinen des Realteils Niveaulinen des Realteils

/ Re (w) =-0.6 __ Imaginiire

Niveaulinen des Imaginirteils

Figure 3: Niveaulinien von Re (w) und Im (w) fiir die Funktion w = f (z) = <.

Die obige Abbildung zeigt die Niveaulinien fiir einige ausgewihlte Werte, d.h. fiir
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die komplexe Zahl w = % mit einem bestimmten Real- oder Imaginirteil werden die
z-Werte in der Form z = x + iy als Bahnen in der x-y-Ebenen gezeichnet.

Eine weitere Moglichkeit zur graphischen Darstellung komplexer Funktionen ist die
Betrachtung von speziellen Mengen von komplexen Zahlen und ihrer Abbildungen
unter einer komplexen Funktion. Betrachte dazu fiir die Kehrwertfunktion die fol-
gende Darstellung;:

Urbild = Abbild: Der Einheitskreis Ubild: blau, Abbild: rot

Dﬁ\
g o5
0s

Urbild: blau, Abbild: rot

Abbild

Figure 4: Urbild und Abbild von verschiedenen Mengen komplexer Zahlen durch die

Kehrwertfunktion w = %

Man kann erkennen, dass die Kehrwertfunktion den Einheitskreis der komplexen
Zahlenebene auf sich selbst abbildet. Kreise mit einem Radius kleiner als Fins wer-
den auf Kreise mit einem Radius grofier als Eins abgebildet und umgekehrt. Die
Spirale
2= e

wird auf die Spirale:

w = 1 Lol
12
abgebildet.
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1.2. Die eindimensionale ebene Welle. Die allgemeine Form einer eindimen-
sionalen ebenen Welle, die sich entlang der x-Achse ausbreitet, hat die folgende
Gestalt:

E (2,t) = Ey - F*=Y = Ey {cos (kx — wt) + isin (kx — wt)} (39)

Die Anbindung der experimentellen Gegebenheiten an diesen komplexen Ausdruck
geschieht durch die Bildung des Realteils. Es ist in vielen Rechnungen sinnvoll, zuerst
mit komplexen Gréflen zu rechnen und dann am Ende den Realteil des Ausdrucks zu
bilden, um dieses Ergebnis mit den experimentellen Daten zu vergleichen.

Die obige Darstellung macht keine Aussage dariiber, in welche Richtung das E-Feld
zeigt. Die folgende Darstellung zeigt eine ebene Welle, bei der die Ausbreitungsrich-
tung die x-Achse ist, der Feldvektor des elektrischen Feldes zeigt in y-Richtung:

Zeitpunkt t =0 Zeitpunkt t = m/2

il Al
it

E(x,0)

i Al il
Iy el 1

Figure 5: Ebene Welle des elektrischen Felds, breitet sich in positiver x-Richtung
(Ort) aus, der Feldvektor zeigt in y-Richtung (E).

Man kann leicht zeigen, dass die Summe zweier Elementarwellen:
Ei(z,t) = Eg -Feet) g = cky
By (z,t) = Egg-e'®2m1h) [y = chy

wieder eine Losung der MAXWELL-Gleichung ist*. Dies gilt allgemein fiir beliebige
Uberlagerungen von Losungen der MAXWELL-Gleichung:

N
E(x,t) = Z E, - eknz=wnl) (, — ¢k, (40)

n=1

4Im Programm QPVorl5Prl.mws wird dies demonstriert.
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Fiir k1 = ky (d. h. w; = ws) erreicht man fiir reelle® Ep;, Fga eine ”konstruktive

Addition”:

Figure 6: Konstruktive Interferenz: Die rote Funktion zeigt die Addition der

beiden Graphen.

Lésst man auch komplexe Koeffizienten zu:

Eo1
Eo2

dann erhilt man fiir den Fall:

ki=kound &1 — P =2n-m,n=0,1,...

|E01| 61;4)1
|E02| 61;4)2

(41)

"Konstruktive Interferenz”, d. h. beide Wellen verstirken sich, siehe obige

Darstellung.

Im Falle:

k1 = k9 und @1—@2:(2714-1)71',7120,1,...

(42)

erhélt man die sogenannte ”Destruktive Intereferenz”, d. h. die beiden Welle

l6schen sich gegenseitig aus:

’Das diese Konstanten auch komplex sein kénnen wird spéter behandelt.
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Figure 7: Destruktive Intereferenz: dic Uberlagerung beider Funktionen ist die
Nullfunktion.

1.3. Die allgemeine Losung der homogenen MAXWELL-Gleichungen.
Zu den bedeutendsten Erfolgen der MAXWELL-Theorie gehort die Erkenntnis, dass
sich elektromagnetische Felder unabhéingig von irgendwelchen Ladungen und Stro-
men selbst im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen. Dies bedeutet
némlich, dass die Felder nicht nur mathematische Hilfsgroflen zur Beschreibung von
Wechselwirkungsprozessen zwischen Ladungen bzw. zwischen elektrischen Strémen
darstellen - so wurden sie ja eingefiihrt -, sondern eine eigenstéindige physikalische
Realitét besitzen. Diese Erkenntnis erfihrt dadurch ihre Bestitigung, dass der voll-
stindige Satz MAXWELL-Gleich-ungen Losungen fiir die Felder E und B aufweist,
die vom Typ her sich im ganzen Raum ausbreitenden Wellen entsprechen. Auf die
grofle technische Bedeutung, die die Entdeckung der elektromagnetischen Wellen er-
langt hat, braucht an dieser Stelle nicht gesondert hingewiesen zu werden.

Die beiden Gleichungen unter (2) haben eine identische Gestalt und man kann sie
allgemein beschreiben durch die homogene Wellengleichung?:

20 t) =~ L o) (43)
c? ot?
wobei A der LAPLACE-Operator ist:
ok ok 0?
A= (@ + a7 + @> in kartesischen Koordinaten (44)

’Diese Gleichung wird hier als Gleichung fiir eine skalare Funktion angegeben. Alle wichtigen
Erkenntnisse lassen sich auch an der skalaren Gleichung studieren. Ubertragen auf die Gleichungen
unter (2) ist dies die Gleichung fiir die einzelnen Vektorkomponenten.
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19 9 19 2\, :
A= (E %rl% + ga—(pz + @> in Zylinderkoordinaten (45)

1 9? 1 9 /. o) 1 9% . .
A= (;W (r) + o <s1n19 . %) + mﬁ_cp2> in Kugelkoordinaten
(46)
Es ldsst sich leicht zeigen, dass die homogene Wellengleichung (43) von jeder Funktion

der Form:
O (r,t)=f_(k-r—wt)+ fr (k-r+wt) (47)

gelost wird, wobei fi und f_ hinreichend oft differenzierbare, ansonsten aber be-
liebige Funktionen der Phase:

pr(r,t)=k-rFwt (48)

mit:
w=c-kl=c-k (49)

Im Folgenden soll nun die allgemeine Losung (47) genauer untersucht werden. Dabei
kann man sich auf die Teillssung f_ beschrinken.
Bei konstanter Phase p_ (r,t) ist offensichtlich auch f_ konstant. Dabei bschreibt:

p—(r,t) =k -r —wt = const. (50)

eine Fliche, wie das folgende Beispiel demonstrieren soll.
Beispiel: Kugeloberfiiche

Es sei:
k=k-e ., r=r-e > kor=k-r=k-\/a2+y2+2

Eine Flache konstanter Phase erhilt man nun z.B. fiir:

E-yJe2+y?4+22—wt = 1
k-yJx?2+y2+22—ckt = 1

Z_\/(1+kckt>2_y2_z2 51)

Eine Animation der Bewegung dieser Kugeloberfliiche kann man im Programm
QPVorl5Pr4.mws sehen.

Bei konstanter Phase ist also offensichtlich auch f_ konstant, d.h. Flichen gleicher
Phase sind auch Flichen konstanter f_-Werte. Betrachtet man eine Momentauf-
nahme bei t = tg:

p— (r,to) =k -r —wip

so ist die Flidche konstanter Phase p_ durch die Bedingung;:

k - r =const. (52)
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definiert. Dieses ist die Gleichung einer Ebene (Wellenfront) senkrecht zu
k. Fiir alle Punkte r mit gleicher Projektion k - r auf die Richtung von k hat f_
denselben Wert:

Figure 8: Flichen konstanter Phasen. Fiir alle Punkte r mit k - r = const. auf die
Richtung von k hat f_ denselben Wert. Fiir ebene Wellen wiederholen sich fiir eine
feste Zeit die Flichen gleicher f+-Werte periodisch im Raum.

Betrachtet man den gesamten Raum-Zeit-Ablauf, so lautet die Bedingung fiir die

o,

Bewegung einer Ebene konstanter Phase p

k-
ker—wt=Fkr—wt= p(,o) = const. = 1| = Tr = p(o) + %t (53)

Diese” bewegt sich offensichtlich mit der Phasengeschwindigkeit:

dTH w
R (54)

in die Richtung von k. Aus diesem Grund nennt man k den Ausbreitungsvektor.
Die Teillossung f_ (k - r — wt) beschreibt also die Ausbreitung einer Stérung mit ebe-
nen Fronten in Richtung von k mit der Phasengeschwindigkeit c. f (k- r + wt) driickt
dann die entsprechende Bewegung in (—k)-Richtung aus.

Da jede Funktion f_ (k- r — wt) bzw. fi (k- r + wt) die allgemeine homogene Wellen-
gleichung 16st, gilt dies speziell fiir die periodischen Funktionen:

fo(k-r—wt) = A.eilkr—wt) (55)
fi(k-r+wt) = B.ekred (56)

Raum-zeitlich periodische Gebilde wie diese, bei denen fiir feste Werte t die Punkte
gleicher Phase eine Ebene bilden, nennt man ebene Wellen. Es ist sinnvoll, zunéchst
wieder die zweckmiflige komplexe Schreibweise zu benutzen. Dabei wird wie iiblich
vereinbart, als physikalisch relevante Groflen nur die Realteile anzusehen.

"Man kann jeden Vektor r in eine Komponente parallel zu k: r| und senkrecht zu k: r, zerlegen.
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Im Fall der ebenen Wellen wiederholen sich fiir eine feste Zeit die Flichen gleicher
f=-Werte periodisch im Raum, und zwar fiir die Abstandsvektoren:

Ar,-k=n-2n,ne’Z (57)

Man bezeichnet den senkrechten Abstand zweier benachbarter Wellenfronten mit

demselben f+-Wert:
2m 1

)\:?,[)\]zm:ﬂk]za (58)
als die Wellenlénge, k auch als Wellenvektor.
Hélt man statt der Zeit den Ort fest, d.h. beobachtet man von einem festen Raumpunkt
ro aus, so dndert sich ® (bzw. fi) mit der Zeit t, erreicht aber nach der Zeit:

_27T

T [T =s (59)

w
wieder den urspriinglichen Wert. T heisst aus diesem Grund Periode (Schwingungs-

dauer),
1 1
I/:T,[V]:;:HZ (60)
Kombiniert man die letzten drei Gleichungen, so erhilt man den wichtigen Zusam-
menhang:

c=Av== (61)

Diese allgemeinen Resultate kann man nun auf das eigentlich in diesem Zusam-
menhang interessierende elektromagnetische Feld tibertragen. Dabei kann man alles
Wesentliche bereits bei der Betrachtung der Teillosungen:

E(r,t) = Eg-ekr—t) (62)
B(r,t) = By eilkr—ot)

studieren. Entscheidend ist nun, dass die ebenen Wellen nicht nur die homogene
Wellengleichung erfiillen, sondern gleichzeitig die Kopplung in den MAXWELL-Gleichungen.
Aus 9

rot (E(r,t)) = _EB (r,t)

folgt zunéchst: )
i(k x Eg)- elkr—wt) _ o5 By - pi(kr—ot)
Da dieses fiir alle Raum-Zeit-Punkte giiltig sein soll, muss man

w=w;k=k

fordern. Es bleibt noch:
kXEozw-Bo (63)

Aus
div(E(r,t)) =0
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folgt:
k-Eg=0=k LEy=k L E(r,t) (64)

Aus
div (B (r,t)) =0

ergibt sich:

k-Bp=0=k 1L By=k L B(ri) (65)
SchlieBlich bleibt noch die letzte MAXWELL-Gleichung;:
rot (E (r,1)) = c%%B (r, 1)
die zu w
kaO:—C—Q‘EO (66)
fithrt.

Die Vektoren Eg, Bg und k bilden in dieser Reihenfolge ein orthogonales Rechtssys-
tem, d.h. E und B stehen immer und iiberall senkrecht auf k und aufeinander. Man
spricht aus diesem Grund von transversalen Wellen.

Beispiel: Elektromagnetische Wellen in z-Richtung
Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass der Wellenvektor k
in die z-Richtung eines kartesischen Koordinatensystems zeigen moge:

k=Fk-e,

Dann lauten die die MAXWELL-Gleichungen befriedigenden Losungen der homoge-
nen Wellengleichung:

E(r,t) = (Eoe,+ Egyey)e =l (67)
1 .
B(rt) = - (~Eoyes+ Eopey) ') (68)
Die endgiiltige Form der Welle ist durch Ey,, Eoy, festgelegt, bei denen es sich allerd-
ings um komplexe Grofien handelt.

Beispiel: Physikalische Losungen fiir reelles Fo, und Eo,
Dann erhilt man:

E(r,t) = FEyz-cos(kz—wt) e, (69)
1
B(r,t) = Eon -cos (kz —wt) - ey (70)
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Die folgende Darstellung zeigt die Situation fiir einen festen Zeitpunkt®:

Figure 9: Transversale elektromagnetische Welle, die sich in z-Richtung ausbreitet,
betrachtet zu einem festen Zeitpunkt t

8Sie stammt aus Nolting, W. Grundkurs Physik, Bd.3, Zimmermann-Neufang 1993, S. 248.



