Einfiihrung in die Quantenphysik - Vorlesung 2

JOCHEN GEPPERT / DIDAKTIK DER PHYSIK

Sommersemester

ABSTRACT. Inhalt dieser Vorlesung sind weitere Grundkenntnisse der
Elektrodynamik (GAUSS-Satz, magn. Feld, Kraftwirkung eines Magnetfeldes).

1. WIEDERHOLUNG VON KENNTNISSEN AUS DER ELEKTRODYNAMIK II
Maple-Dateien zur Vorlesung:
- QPVorl2Prl.mws (Gradient, Divergenz und Rotation)
- QPVorl2Pr.2.mws (B-Feld, Berechnung von Bahnen geladener Teilchen im B-Feld)
- QPVorl2Pr3.mws (Kreisbahn eines Elektrons in einem konstanten B-Feld)

1.1. Wiederholung mathematischer Kenntnisse.

Gradient eines Skalarfeldes. Den Nabla-Operator in kartesischen Koor-
dinaten:

v ¥ (1)

haben wir schon in der ersten Vorlesung kennengelernt!. Die Anwendung dieses
Operators auf eine skalare Funktion, z.B.

g(x,y,2) = sin(z) - y* + In (2) (2)
fithrt zu einem Vektor:
£ (sn(w) o7 + 10 (2) cos (z) -3
Vy(z,y,2) = (sin(x) -y +1In (z)) = | sin(x)-2y (3)

(sin(z) - y* +In (2)) 1

Eine Vorstellung von der Bedeutung des Gradienten gewinnt man besonders leicht
fiir Funktionen, die nur von 2 Variablen (z.B. x und y) abhéingen. Man kann dann:

¥
oz

g(r)=g(x-e;+y-ey)

als Fliche im dreidimensionalen Raum darstellen. Die Richtung, entlang der die
Funktion f am stérksten wichst ist die Richtung des Gradienten. Er zeigt an jedem
Ort der Fliche in die Richtung des steilsten Anstiegs.

Beispiel:

g(x,y) = 0.522 + 3 cos () — 2sin(y) = Vg (z,y) = < x_;cisl(r;giﬁ) >

Die folgenden Bilder, die aus dem Programm QPVorl2Prl.mws stammen, zeigen
die Fliche sowie die Niveaulinien und eine Darstellung des Gradienten.

!Siche Skript zur Vorlesung 1 Einfiihrug in die Quantenphysik, Gleichung (34).
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Beispiel einer Skalarfunktion Niveaulinien

Bild 1

Der Gradient steht senkrecht apf ded Niveaulinien

Bild 3

Figure 1:

Bild 1 zeigt die Fliche g(x,y) im x,y,g-Raum.

Bild 2 zeigt die Niveaulinien der Fléiche, also die Linien, die als Lésung der Gleichung
g(x,y) = const. Die Konstante variiert und ihr Wert wird gleichzeitig als Hohe in der
Darstellung verwendet.

Bild 3 zeigt eine Draufsicht auf Bild 2. Man kann erkennen, dass der Gradient
senkrecht auf den Niveaulinien steht. Zur Verdeutlichung des graphischen Zusam-
menhangs sind drei markante Punkte herausgegriffen worden, man kann erkennen,
dass die Fliche in unmittelbarer Nihe eines Extremums nur noch wenig wéchst bzw.
fallt.

Man beachte in der Darstellung der Niveaulinien, dass die Dichte dieser Linien
ein Maf fiir die Stirke der Anderung der Fliche g(x,y) im Raum ist.
Der Nabla-Operator in Zylinderkoordinaten hat die folgende Gestalt:

0 1 0 0

V—e -r— L= L= 4

el 8r+e‘p r) Op € 0z (4)

Im ersten zur Vorlesung gehérenden Programm wird der Befehl zur Berechnung des
Gradienten in Zylinder- sowie in Kugelkoordinaten zur Vefiigung gestellt und an
Beispielen demonstriert. Es ist moglich, beliebige Funktionen einzugeben und den
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Gradienten zu berechnen. In Kugelkoordinaten hat der Nabla-Operator dann
die folgende Gestalt:
0 10 1 0

V=e —+ey +e

or r 09 v Tsinﬁ@ (5)

Divergenz eines Vektorfeldes. Das Skalarprodukt zwischen einem Vektorfeld
v (r) und dem Nabla-Operator definiert man als Divergenz des Vektorfeldes:

V.-v(r)= g v (r) :=div[v (r)] (6)

1. Kartesische Koordinaten:
In kartesischen Koordinaten hat das Vektorfeld v (r) die Gestalt:

U1 (:L‘aya Z) 3
vir)= | w(@y2) | =) w(wyz2)ex (7)
%] (:L‘aya Z) k=1
wobei jetzt gelten soll:
1
e = €= 0
0
0
e = e;= 1
0
0
e = e; = 0
1

und man erhilt dann fiir die Divergenz in kartesischen Koordinaten:

ol
% v1 (2,9, 2) P 5 5
div [v (r)] = 35 N vy, 2) | = v1 (2,9, 2) L 9w (x,y,2) L Ovs (x,y, 2)
5 Ox oy 0z
0z U3 (.’E, Y, Z)

(8)
2. Zylinderkoordinaten:
In Zylinderkoordinaten hat das Vektorfeld v (r) die folgende Darstellung:

v(r) =vL (TL7QD7 Z) c€el + ’Ugo (TJ_?SO? Z) : eSO + Uz <TL7S072) c €y (9)

und man erhélt nun fiir die Divergenz des Vektorfeldes in Zylinderkoordi-
naten:

. 1 0 1 0 0
div [V (I')] = Z% (TJ_ *UL (TJ_a ©, Z)) + E%up (T‘J_, ©, Z) + &Uz (TJ_a @, Z) (10)
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3. Kugelkoordinaten:
In Kugelkoordinaten hat das Vektorfeld natiirlich die folgende Darstellung:
v(r) = v (r,@,0) - er + v, (r,0,0) - €p + vy (1,0,0) - €y (11)

und man erhélt nun fiir die Divergenz des Vektorfeldes in Kugelkoordinaten:

. 10 1 0
div|v(r)] = i (7’2 v, (T, 30,19)) + m%up (ryp, ) + (12)
1 )
t a9 99 (sin® - vy (1, ,9))

Die geometrische Interpretation der Divergenz wird verstindlich, wenn man
den Fluss eines Vektorfeldes durch eine Oberfléiche betrachtet. Das anschaulich-
ste Vektorfeld ist das Feld der FlieBgeschwindigkeit einer Stromung?:

Flachenvektor dA

Vektorfeld
Oberfliache A

Volumen V

Figure 2:

Um die Lage einer Fliche im Raum beschreiben zu konnen, wird das orientierte
Flachenelement:

AA(r)=e(r)-dA(r) (13)

eingefithrt. Der Vektor e steht dabei auf der Fliche senkrecht und zeigt von der Fléche
nach auien®. Unter dem Fluss des Vektorfeldes v(r) durch die Fliche A versteht man

?Ein weiteres anschauliches Beispiel zeigt die Wetterkarte im Fernsehen. Dort werden Windrich-
tung und -stérke durch Pfeile veranschaulicht. Die Richtung der Pfeile zeigt die erwartete Windrich-
tung an und die Linge der Pfeile ist proportional zur Windstirke bzw. der Geschwindigkeit des
Windes.

3r beschreibt dabei die Orte der Oberfliiche, die Abhéngigkeit von r driickt aus, dass das orientierte
Flichenelement sich von Ort zu Ort einer Fliche dndern kann.
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nun die Summe der Skalarprodukte:

N

D vi(r) - AA(r) (14)

=1

Im Grenzwert werden die orientierten Flichenelemente infinitesimal klein und gehen
iiber in den orientierten Flichenvektor dA. Man erhélt dann ein Oberflicheninte-

gral:
N

lim S v () AA (r;) = //v(r) “dA (15)
A

N—o0 4
=1

Es muss sich um ein Doppelintegral handeln, da ein Flichenlement immer zweidi-
mensional ist. Im kartesischen Fall gilt z.B.:

dA =dz - dy (16)

Die Divergenz des Vektorfeldes v(r) lisst sich nun beschreiben als Fluss dieses Vektor-
feldes durch die Oberfléiche OV eines Volumens AV, wobei AV sich auf einen Punkt,
beschrieben durch r, zusammenzieht:

AV —0

div[v(r)] = lim ﬁ//v(r)-dA (17)
ov

Die geometrische Bedeutung der Divergenz verdeutlicht die folgende Abbildung:

div [v(r)]=0 div [v(r)]>0 div [v(r)] groB

Figure 3: Zur Berechnung der Divergenz wird ein kleines Volumen AV betrachtet
(hier speziell kugelformig). Wenn v(r) im Bereich des Volumens konstant ist (linkes
Bild) verschwindet die Divergenz. Nimmt v(r) dagegen wie im mittleren Bild zu,
so ist die Divergenz positiv. Sie wird maximal, wenn v(r) durchweg parallel zum
Flichenvektor dA steht.
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Das Vektorfeld hat in der obigen Abbildung eine Quelle oder mehrere. Im linken
Bild kann man erkennen, dass innerhalb des Volumens AV keine Quelle liegt. In
der mittleren Darstellung befindet sich innerhalb des Probevolumens eine Quelle des
Feldes, es "flief3t” mehr aus AV heraus, als ”hinein fliefit”. Schliellich befindet sich
in der rechten Darstellung innerhalb des Probevolumens eine Quelle des Feldes. Die
Divergenz eines Vektorfeldes am Ort r ist nun ein Ma#f fiir die Quellstéiirke des Feldes
an diesem Ort.

Rotation eines Vektorfeldes. Das Vektorprodukt eines Nabla-Operators und
eines Vektorfeldes nennt man Rotation des Feldes:

V xv(r)=rot|v(r)] (18)

1. Kartesische Koordinaten:
In dieser Koordinatendarstellung erhilt man:

rot[v(r)] =e 2v—év +e 2v —iv +e gv—gv (19)
" \oy ¢ 0z Y\oz' " ox ¢ \oxz ¥ 0z "

wobei zur iibersichtlicheren Darstellung die Abhéngigkeiten, wie z.B. v, (z,y, z) un-
terdriickt wurden. Man orientiere sich an der Darstellung des Vektorfeldes im Rah-
men der Behandlung der Divergenz.

2. Zylinderkoordinaten:

In diesem Falle erhélt man fiir die Rotation:

170 0 0 0
= _— | — . _ - a5 Uz 2
rot [v (r)] el [&p -5 (rp vso)] +e, [821& 8711} } + (20)
1 0 ov|
+ezE |:a,r 1 (T’J_.’U(p) — 8—(10:|
3. Kugelkoordinaten:
Fiir diese Darstellung erhilt man die folgende Formel:
1 0 0

rot[v(r)] = e g {819 (vg - sind) — 5_90019} + (21)

e L 81} 8(7’ sind) p + +e ! a(r vy) 87“
—_— — —_—— . U 1 —_— —_— . —_— —
Y sind 99 " Or v Yr | or ]
Zur geometrischen Interpretation der Rotation muss das sogenannte Linienintegral
eines Vektorfeldes iiber einen Weg eingefiihrt werden. Unter dem Linienintegral

eines Vektorfeldes v(r) entlang eines Weges C versteht man den Limes (N— o0)
der Summe:

N
Zv (r;) - Ar; (22)
i=1

entlang einer Folge von Vektoren r;, die alle auf einem Kurvenstiick C mit den End-
punkten r; und rs liegen:

ra

/v( -dr = lim Zv r;) - Ar; (23)

N—oo
r,C
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Hierbei gilt:
Ar;=r (ti + At) —-r (tl) (24)

N —-oco=At—0 (25)

Betrachte dazu die folgende Abbildung;:

Vektorfeld v(r)

Integrationsweg C

Figure 4: Integrationsweg C eines Linienintegrals

Wir betrachten nun spezielle Wege C. Diese seien geschlossen und besitzen keinen
Doppelpunkt*. Unter der Zirkulation des Vektorfeldes v(r) entlang des Weges
C versteht man dann das Linienintegral entlang dieses geschlossenen Weges:

Zo (v) = j{v (r)-dr (26)

C

Man versieht das Integral mit einem Kringel, um anzudeuten, dass der Weg C
geschlossen ist.

Die Zirkulation ist nun in anschaulicher Weise ein Ma$ fiir die Wirbelstéirke des Vek-
torfeldes v(r) innerhalb der vom geschlossenen Weg C umschlossenen Fliiche.

Figure 5: Geschlossener Weg C und umschlossene Fliche Fe.

1Kein Punkt des Weges wird also zweimal angetroffen.
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Interpretiert man das Feld v(r) wieder als Feld der Fliegeschwindigkeit einer Stro-
mung, so zeigt die folgende Abbilung zwei unterschiedliche Zirkulationszusténde:

Verschwindende Zirkulation Starke Zirkulation des Feldes

e A
e e I AR

LENE 8L et b NN
YL N4 1 P s SN,
A 7K E 7 e A R
AR e I A I
N S e E P T
AN S S 2T P TS

Figure 6:

Im linken Bild verschwindet die Zirkulation des Feldes innerhalb der Fliche F¢.

Im rechten Bild dagegen kann man eine starke Zirkulation des Feldes innerhalb der
Fliche Fe.

Der Zusammenhang zwischen der Zirkulation eines Vektorfeldes und der Rotation
wird durch die folgende Gleichung ausgedriickt. Sei n der Flichenvektor® der Fliche
Fe. Man kann die Rotation als Flichendichte der Zirkulation auffassen, denn
es gilt:
1
n-rot|v(r)]= lim — j{V (r)-dr (27)

Fo—0 Fo
c

Einfache Rechenregeln fiir den Nabla-Operator. Die folgenden Rechen-
regeln werden im Programm ”QPVorl2Prl.mws” mit Maple in allgemeiner Form be-
wiesen. Aus diesem Grund werden sie hier nur angegeben:

divrot(v)] = 0 (28)
rot[grad (f)] = 0 (29)

Fine dritte Beziehung wird an dieser Stelle nur in kartesischen Koordinaten angegeben,
obwohl sie natiirlich unabhéngig vom gewihlten Koordinatensystem gilt:

rot[rot (v)] = grad [div (v)] — Av (30)

wobei: ) ) )
o) o) o)
s + 5 T 5
8%v 8% 8%v
AV = v + aygy + 8z2y (31)
8%v, 83%v, &%v,
+ 57 T 52

’Dieser Vektor steht an jeder Stelle senkrecht auf der Fliche und hat die Linge Eins.
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in kartesischen Koordinaten.

1.2. Der Integralsatz von GAUSS. Diese mathematische Aussage verkniipft
den Fluss eines Vektorfeldes durch die geschlossene Oberfliche 0V eines Volumens
mit der Quelldichte innerhalb des Volumens. Dabei ist nun zu beachten, dass der
Fluss eines Vektorfeldes durch eine Oberfliche einem Nettofluss entspricht. Man
subtrahiert den eingehenden Fluss vom ausgehenden Fluss. Betrachte dazu die fol-
gende Abbildung:

Hinein flieBender Fluss

_—— ., Heraus flieBender
- » Fluss

Figure 7: Ein Volumenelement im Vektorfeld. Anschaulich kann man sich wieder
ein Feld der Flielgeschwindigkeit einer Fliissigkeit vorstellen. In dieser Abbildung
"fliefit” genauso viel auf der linken Seite hinein, wie aus der anderen Seite heraus. Es
konnen sich also keine Quellen bzw. Senken innerhalb des Volumens befinden.

Die obige Situation bedeutet, da der Fluss des Vektorfeldes, der hineinfliefit
genauso grof} ist wie der herausflielende, dass der Gesamtfluss durch die geschlossene

Oberfléiche verschwindet:
//v(r)-dAzO (32)
ov

Anschaulich bedeutet dies, dass sich innerhalb des Volumens keine Quelle des Feldes,
aber auch keine Senke befindet. Der Satz von GAUSS sagt nun anschaulich aus,
dass wenn sich innerhalb des Volumens eine Feldquelle befindet, der Gesamtfluss >
0 sein muss. Im Falle einer Senke dann natiirlich < 0°. Die lokale Quellstiirke eines

SNatiirlich konnen sich mehrere Senken oder Quellen zugleich im Volumen befinden. Sind die
Senken des Feldes dann in der Addition stérker als die Quellen, kann man von einer wirksamen
”Nettosenke” sprechen. Analog fiir eine ”Nettoquelle”.
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Feldes haben wir durch die Divergenz des Vektorfeldes beschrieben, siehe Gleichung
(17). Die gesamte Quellstiirke eines Vektorfeldes ist dann natiirlich die Integration

der lokalen Quellstirken:
/ / / div [v (r)] - dV (33)
v

Verkniipft man den Gesamtfluss durch eine geschlossene Oberfliche des Volumens V
mit der Gesamtquellstirke innerhalb des Volumens so erhiilt man den Integralsatz

von GAUSS:
//V(r)-dA:///div[v(r)]‘dV (34)
)% \%4

Diese mathematische Aussage, die eine Transformation zwischen einem Volumen- und
einem Oberflichenintegral ermoglicht, soll, bevor ihre physikalische Interpretation
vorgestellt werden, an einem Beispiel mit Maple ausgewertet werden.

Beispiel: Integralsatz von GAUSS

Betrachte das folgende Vektorfeld:

e:l‘

v(r)= [ cosh(y)
sinh (z)

Das Volumen V sei nun ein Wiirfel mit der Kantenlédnge a. In diesem Fall ist es ein-
facher die rechte Seite von (34) auszuwerten. Man spart auf diese Weise die Beriick-
sichtigung der sechs verschiedenen Seiten eines Wiirfels. Mit Maple lisst sich auf
einfache Weise die Divergenz, sowie das Volumenintegral auswerten. Die Rechung
wird im ersten beigefiigten Programm vorgestellt. Fiir die Kantenléinge a = 3 ist die
Situation in der Abbildung auf der nichsten Seite dargestellt.

Die Berechnung des Volumenintegrals ist mit Maple kein Problem und man erhilt:

/ / / div[v (r)] - dV = 2a% (¢* — 1) (35)
14

Dieses Ergebnis bedeutet, dass das angegebene Feld eine vom Nullpunkt ausgehende
immer stirker werdende Quelldichte besitzt.

Die Aussage des Integralsatzes von GAUSS gewinnt eine physikalische Bedeutung,
wenn man im folgenden das elektrische Feld” betrachtet. Bekannt ist, dass die elek-
trischen Feldlinien in einer positiven Ladung beginnen und in einer negativen Ladung
enden. In diesem Sinne bedeutet eine positive Ladungsdichte eine Quelle dieses
Feldes. FEine negative Ladungsdichte kann dann als Senke des elektrischen Feldes ver-
standen werden. Mit anderen Worten, die lokale Quellstirke des elektrischen Feldes
ist direkt der elektrischen Ladungsdichte proportional. Ubertrigt man die Aussage
des Integralsatzes von GAUSS auf diese Situation, so erhilt man den Integralsatz

"Siehe Skript zur Vorlesung 1 zur Einfithrung in die Quantenphysik.
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i

i
A
A A
- f[”“fw’f%é;?/
IS S S = Sdtas
AR e o

Figure 8: Beispiel zum Integralsatz von GAUSS. Schon diese Darstellung lisst ver-
muten, dass der Fluss des Vektorfelds mit wachsender Kantenléinge zunimmt.

von GAUSS fiir die Elektrodynamik®:

[[res an- [ffasun - [[foo w0

Diese Aussage lisst sich in Worte fassen:

”Der Gesamtfluss des elektrischen Feldes durch eine beliebig geformte
Oberfliche eines Volumens ist gleich der Summe der in diesem Volumen

vorhandenen Ladungsmenge dividiert durch g(”

Festgehalten werden soll ebenfalls die mathematische Interpretation der Aussage,
dass die lokale Quellstéirke des elektrischen Feldes der elektrische Ladungsdichte pro-
portional ist:

. 1
div[E(r,t)] = —p(r.1) (37)
8Die Aussage gilt auch fiir zeitlich veréinderliche elektrische Felder bzw. elektrische

Ladungsdichten.
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Beispiel: Integralsatz von GAUSS fiir die Elektrodynamik
Betrachte die folgende Situation:

Gauss fiir cine positiv geladene Punktladung

Figure 9: Eine positive Punktladung befinde sich im Ursprung des kartesischen Ko-
ordinatensystems. Das Probevolumen sei eine Kugel mit Radius R.

Das elektrische Feld fiir eine positive Ladung im Ursprung eines Koordinatenystems
hat die folgende Gestalt®:

1 q

Er) = —2L
(r) oo 72O (38)
r
e = _\r] (39)

Betrachte als einschlieSendes Volumen eine Kugel mit Radius R (siche Bild). Die
Kugel schlielt nur die positive Punktladung ein, also erhélt man sofort:

[omav—g— = [pwav-L (40)

Das Oberflichenintegral - das den gesamten Fluss des Feldes durch die Kugelober-
fliiche beschreibt - berechnet man auf die folgende Art und Weise.

Das orientierte Oberflichenelement auf einer Kugel mit Radius R hat in Kugelkoor-
dinaten die folgenden Darstellung;:

dA = e, R?sind - dv - d 41
@

9Siche Skript zur 1. Vorlesung zur Einfithrung in die Quantenphysik, Gleichung (34), ausgewertet
fiir r; = 0.
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Zur Berechnung des Gesamtflusses muss das elektrische Feld der Punktladung im
Ursprung auf der Kugelobefliche - also fiir r = R - ausgewertet werden:

1
B(r=Rey) = - %er (42)

Man erhilt damit dann:

2 7
1
// E(r =Re,)-dA = / / E%ererﬁ’2 sind - dv - dp
T
Wk =0 9=0 0

2t w
- 1 //sinﬂ-dz?-dap
4ﬂ€0

=09=0
™

= g 27r/sin19-d79
4%60

9=0
q
4%60

// E(r =Re) -dA = -
Vi €0

also das erwartete Ergebnis.
FEin weiteres Ergebnis lisst sich hieraus schlussfolgern:

Befindet sich keine Ladung innerhalb des Messvolumens,

so ist der Fluss des el. Feldes durch dieses Messvolumen gleich Null.

Betrachte dazu die folgende Abbildung;:

Nettofluss des Feldes gleich Null

Figure 10: Der Fluss des Feldes durch die gesamte Oberfliche des quaderférmigen
Probevolumen verschwindet. Was hineinflieit, flieft auch wieder heraus.
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Bemerkung:

Das Berechnen von Oberflichenintegralen wie in der vorherigen Rechnung ist im
allgemeinen nicht Lehrstoff der gymnasialen Oberstufe. Aus diesem Grund ist diese
Vorlesung auch so aufgebaut, dass der interessierte Schiiler nur den obigen verbal for-
mulierten Satz von GAUSS zur Kenntniss nehmen und beim Fluss des elektrischen
Feldes an eine flielende Fliissigkeit denken sollte. Bei Quellen und Senken kann man
immer an Pumpen denken, die entweder Fliissigkeit in ein Volumen hinein- oder
herauspumpen.

1.3. Magnetostatik. Elektrostatische Felder entstehen durch ruhende elektrische
Ladungen und lassen sich durch Kraftwirkungen auf elektrische Ladungen beobachten.
Magnetostatische Felder entstehen durch stationire elektrische Strome!’. Experi-
mentell kann man feststellen, das bewegte elektrische Ladungen auf die Nadel eines
Kompasses eine Kraftwirkung ausiiben, die denen eines Magneten dhnlich sind. Man
kann zum Beispiel fiir eine stromdurchflossene Drahtspule eine gleiche Anordnung
von Eisenspénen finden - die auf einer Glasplatte iiber der Spule verstreut sind -, wie
bei einem Stabmagneten in der gleichen experimentellen Situation.

Als Ergebnis dieser Experimente!! gelangt man zur Auffassung, dass elektrische
Strome Felder um sich herum aufbauen'?, die man als ”Feld der magnetischen In-
duktion” - kurz B-Feld definiert'3.

Die elektrische Stromstirke. Die elektrische Stromstérke wird definiert iiber:

I = lim%—@

At—0 At N dt (43)

also als Anderung der Ladungen pro Zeit,die z.B. an einem bestimmten Punkt in
einem Leiter gezéhlt werden. Fiir einen stationiren Strom gilt:

I = const. (44)

Die Einheit der Stromstérke ist das Ampére:

===4 (45)

Das sind Strome, deren Stirke konstant bleibt.

"Da diese Kraftwirkung nicht durch Metallflichen abgeschirmt werden, kann es sich nicht um
elektrische Felder handeln.

12Diese Felder werden auch als vorhanden betrachtet, wenn keine Kompassnadel vorhanden ist.

3Es handelt sich hierbei um das gleiche Feld, das z.B. auch ein Stabmagnet erzeugt. Dabei ist
zu beachten, dass dieses Feld sich dann nicht nur auferhalb sondern auch innerhalb des Magneten
befindet.
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Die elektrische Stromdichte j. Die elektrische Stromdichte ist der Vektor,
dessen Richtung durch die Bewegungsrichtung der Ladungen im elektrischen Strom
gegeben ist und dessen Betrag der pro Zeiteinheit durch die Flicheneinheit senkrecht
zur Stromrichtung transportierten Ladung entspricht.

Die folgende Darstellung zeigt das Prinzip der Stromdichte:

Draht

Fliche F

Elektronen

Figure 11: Prinzip der Stromdichte: Sie ist ein Maf fiir die Zahl der Elektronen,
die z.B. pro Sekunde durch die Messfliche F flieen. Die Richtung der Stromdichte
entspricht der Bewegungsrichtung der Elektronen.

i A
h=—

Das Feld der magnetischen Induktion B. Wie bereits erwéhnt, stellt man
experimentell fest, dass ein stromdurchflossener Leiter auf eine Kompassnadel eine
Kraft ausiibt, die der eines Magneten gleicht. Ebenfalls stellt man experimentell
fest, dass ein stromdurchflossener Leiter auf einen zweiten eine Kraft ausiibt. Dabei
stellt man fest, dass sich die beiden Leiter anziehen, wenn der Strom in beiden Leit-
ern in die gleiche Richtung fliefit. Beide Leiter stoflen sich ab, wenn der Strom in
entgegengesetzter Richtung flieffit. Diese Kraftwirkungen fiihrt man auf das B-Feld
der magnetischen Induktion zuriick, das von den bewegten elektrischen Ladungen
hervorgerufen wird.

B] = 1% _ 1% — 1Tesla (T) (46)

Bemerkung: Zur relativistischen Bechreibung von E- und B-Feld™

Das B-Feld unterscheidet sich nicht grundsiitzlich vom elektrostatischen Feld einer
ruhenden elektrischen Ladung. Die spezielle Relativitéitstheorie zeigt, dass beide
Felder - B-Feld und elektrostatisches E-Feld - durch eine bestimmte Transformation

"Diese Bemerkung ist fiir das weitere Verstéindnis nicht wesentlich und kann iibergangen werden.
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miteinander zusammenhingen!'®. Das elektrische Feld einer mit der Geschwindigkeit
v bewegten Ladung ist verschieden von dem einer ruhenden Ladung. Zusitzlich
tritt zum elektrischen Feld einer bewegten Ladung ein Feld der magnetischen In-
duktion auf, dass proportional zum Vektorprodukt aus der Geschwindigkeit v der
bewegten Ladung und der elektrischen Feldstirke, wenn die bewegte Ladung als
ruhend angenommen wird!®. Das Gesamtfeld einer bewegten elektrischen Ladung
muss als Summe eines elektrischen und eines magnetischen Feldes beschrieben wer-
den. Das B-Feld kann immer als Beschreibung des elektrostatischen E-Feldes in einem
bewegten Koordinatensystem gedeutet werden. Beide Felder werden in der speziellen
Relativitétstheorie zu einem einzigen, dem elektromagnetischen Feld, vereinigt.

Beispiel: Zum B-Feld

B-Feld eines unendlichen langen geraden Drahtes, der vom konstanten Strom I durch-
flossen wird!7.

Der Draht liege in der z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems:

I z-Achse

Stromrichtung

Figure 12: Schematische Darstellung der Lage von Draht und Stromrichtung.

Man erhiilt experimentell, dass das B-Feld zeitlich konstant ist und mit dem Abstand

Man stelle sich als Beispiel hierfiir eine ruhende Punktladung vor. Fiir einen relativ zur ihr
ruhenden Beobachter, besitzt sie ein elektrostatisches E-Feld. Ein anderer Beobachter moge sich von
ihr in einem Wagen mit der Geschwindigkeit v entfernen. Aus dem Wagen betrachtet, entfernt sich
die Punktladung vom diesem und bildet somit von ihm aus betrachtet einen elektrischen Strom. Sie
besitzt somit ein B-Feld.

16In diesem Falle stellt man sich vor, dass der Beobachter quasi auf dem Elektron sitzen wiirde.
Das Elektron ruht dann fiir diesem Beobachter. Die LORENTZ-Transformation bildet den Zusam-
menhang zwischen diesem mitbewegten System und dem System eines relativ zur Ladung ruhenden
Beobachters. Fiir diesen Beobachter bewegt sich das Elektron.

""Experimentell kann man diese Situation durch einen sehr langen Draht erreichen.
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r | abnimmt. Mathematisch erhilt man:

11
B(r) = Moo T8 (47)
Wobei: -
S
=47 107" — 48
Ho m Am (48)
die magnetische Feldkonstante ist. Rechnen wir dieses - in Zylinderkoordinaten
gegebene - Feld in kartesische Koordiaten um, so erhélt man mit!®:
—sinp 1 —y
e, = cos =—| =z (49)
0 Va2 tyt\ g
r. o= a2+ y?
den folgenden Ausdruck:
-y
pol 1
B =2 50
) =P | 2 (50)
Maple zeichnet das folgende Bild:
Draufsicht Seitenansicht

Figure 13: B-Feld eines 1A-Stroms. Die Einheit der Achsen ist Meter. Die linke Ab-
bildung zeigt das Feld des Drahtes von oben (die z-Achse kommt aus der Papierebene
heraus). Die anderen beiden Abbildungen zeigen, dass das B-Feld senkrecht auf der
Stromrichtung steht. Die Einheit der Achsen ist m.

"8Siehe Skript zur 1. Vorlesung Einfilhrung in die Quantenphysik die Gleichungen (15) - (18).
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Experimentell gewinnt man die folgenden Einsichten in die Struktur der magneti-
schen Krifte:

1. Ein elektrischer Strom iibt auf ein ruhendes geladenes Teilchen keine Kraft aus,
wohl aber auf ein bewegtes Teilchen.

2. Der Betrag der Kraft ist sowohl dem Betrag des elektrischen Stromes wie dem
Betrag der Geschwindigkeit des geladenen Teilchens proportional.

3. Die Kraft auf ein bewegtes geladenes Teilchen hat keine Vektorkomponente in
Richtung der Geschwindigkeit v des Teilchens. Sie steht somit senkrecht auf v.

4. Diese Kraftwirkung ldsst sich nicht durch eine Metallplatte schwichen, bzw.
aufheben, wie das bei elektrischen Feldern der Fall ist, es handelt sich also um eine
anderen Ursprung fiir diese Kraft.

5. Die Feldlinien des B-Feldes sind immer geschlossen. Es lassen sich also im Gegen-
satz zum E-Feld keine Monopole isolieren, mathematisch bedeutet dies:

div [B (r, )] = 0 (51)

Natiirlich gilt auch fiir dieses Vektorfeld wiederdas Uberlagerungsprinzip, das B-Feld
zweier langer Driihte, in denen jeweils ein 1A-Stromin entgegengesezter Richtung
fliefit, zeigt das folgende Bild aus dem Programm ” QP Vorl2Pr2.mws”:

B-Feld zweier Drilhite mit entgegengesetzter Stronuichtung B-Feld zweier Drihte mit entgegengesetzter Stromrichtung

Figure 14: B-Feld zweier Drihte mit entgegengesetzter Stromrichtung. Der erste
Draht verlduft entlang der z-Achse durch den Ursprung, der zweite Draht parallel
dazu durch den Punkt (1,0,0). Die Einheit der Achsen ist m.

Allgemein bewirkt ein B-Feld auf eine Probeladung g, die sich mit der Geschwindigkeit
v bewegt, eine Kraft:
Frae =q-vxB(rt) (52)
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Diese Formel beschreibt also genau die experimentell beobachtbaren und in den
vorherigen Sitzen erliduterten Phinomene, die Richtung der Kraft!” folgt ebenfalls
aus experimenteller Beobachtung und wird durch das Vektorprodukt gewihrleistet.
Das erstaunliche und damit dem alten mechanistischen Gedanken Widersprechende
dieser Kraft ist, dass sie abhiingig ist von der Geschwindigkeit des Teilchens! Das
ganze mechanistische Denken des 18. und 19. Jahrhunderts beruhte bis zu diesem
Befund auf der Uberzeugung, dass sich alle Erscheinungen auf Kriifte zuriickfiihren
lassen, die einzig und allein von der Entfernung, nicht aber von der Geschwindigkeit
bestimmt werden.

Instruktiver als die Betrachtung der B-Felder ist die Darstellung der Kraftfelder von
Stromverteilungen auf geladene Teilchen. Denn im Gegensatz zum elektrischen Feld,
hat die magnetische Kraft nicht die gleiche Richtung wie das B-Feld, sondern steht
senkrecht dazu.

B-Feld eines Stroms von 1A Anziehende Kraft auf eine Ladung mit v in z-Richtung
- - - e - ~ ~ ~ ~ 8 vl / . -
- - - — —_ ~ ~ ~ ~ ~ N Y i s - -
‘. v P N N N ~ - ~ T/ - - -
) ; / / \\ 5, \ 4 — — — \\ / — — —
| \ 0.5 \ \\ / /—D 5 r ; ; R -0 5/> /7 ‘\\ ;5 - .L
. ~ ~ — 1 e 7 s - - e Toal ~ ~ -
~ ~ ~ — — - pd # - g 7 7 %\ . ~ -~
~ ~ —~ - 1 — - - - - I I 1o 4 kS ~ ~
Figure 15:

Linkes Bild: B-Feld eines 1A-Stromes, der in z-Richtung (aus der Blattebene her-
aus) fliet.

Rechtes Bild: Anziehende Kraft auf ein negativ geladenes Teilchen, das sich eben-
falls in positiver z-Richtung bewegt.

Die Einheit der Achsen ist m.

Zusammenfassung;:
1. Experimentell stellt man um elektrisch geladene Stoffe eine Kraftwirkung fest.
Dies fiihrt in der mathematischen Beschreibung zum Begriff des elektrischen Feldes.

YDer Kraftvektor steht senkrecht auf dem Vektor der Teilchengeschwindigkeit und dem Feldvek-
tor der magnetischen Induktion. Man beachte, dass es sich um eine Kraft handelt, die von der
Geschwindigkeit des Teilchens abhingt. Man kann diese Kraftwirkung nicht analog zur Gravitation
durch eine abstandsabhiingige Kraft erkldren!
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2. Der Fluss des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Oberfléche ist abhéngig
davon, ob sich Quellen oder Senken des elektrischen Feldes innerhalb des Volumens
befinden, das von der Oberfliiche eingeschlossen wird. Mathematisch beschrieben
ergibt dieser Sachverhalt den GAUSS-Satz der Elektrodynamik.

3. Experimentell stellt man um einen stromdurchflossenen Leiter eine Kraftwirkung
auf bewegte Ladungen fest, die von anderer Art als die elektrische Kraftwirkung ist.
4. Experimentell stellt man fiir die Kraft, die eine Ladung ¢, die sich mit der
Geschwindigkeit v bewegt, innerhalb eines E- bzw. B-Feldes erfihrt, fest:

Fror =q- (E+v xB) (53)

Diese Kraft bezeichnet man als LORENTZ-Kraft.

1.4. Numerische Bahnen von geladenen Teilchen in einem elektromag-
netischen Feld. Im Programm ”QPVorl2Pr2.mws” werden fiir verschiedene Sit-
uationen aus der Gleichung (52) mit Hilfe numerischer Verfahren die Bahnen fiir
geladene Teilchen berechnet. Im folgenden wird fiir einen Fall die Theorie vorgestellt,
die auf ein System gewohnlicher Differenzialgleichungen fiihrt, die dann relativ einfach
mit Maple numerisch gelost werden.

Bahn ein geladenes Teilchens in einem B-Feld eines geladenen Drahtes.
In diesem ersten Fall betrachten wir (53) unter der Vorgabe E = 0. Das B-Feld ist
das bekannte Feld eines 1A Stromes in einem langen Draht, der entlag der z-Achse
eines kartesischen Koordinatensystems liegt?’. Ein geladenes Teilchen bewege sich
parallel zu diesem Draht ebenfalls in die Richtung zunehmender z-Werte. Gleichung
(53) geht dann iiber in?!:

Fror =m-1(t) =qv x B(r(t),t) (54)
m-Z(t 0 - 0 B
S D R T T el 1 o
m-y =49 araZ iyt \ o | 2w 2y 0
m- 3 (1) v 0 Uz 0
(55)

Mit Maple ldsst sich das Kreuzprodukt berechnen und die einzelnen Komponenten
dieser Vektordifferenzialgleichung separieren. Fiir unser Beispiel wurden die folgen-
den Werte gewihlt:

m = lkg
g = 1C

*0Gjche die Abbildung Figurel2 auf S.16 in diesem Skript.
21Der Punkt iiber einer Komponente stellt die zeitliche Ableitung dar:

Oz (t)
ot

i) = 38“;2@

i) =
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Man erhilt das folgenden System von System von gekoppelten gewshnlichen Differen-
zialgleichungen:

1 2 i)z

) = 5000000 5z (1)% 1 y ()2 (56)
SN 1L m® 2(t)-y()
5= 5500000 S ()2 +y (1) (57)
Sre 1 2 a(t)-x(t) 1L m? g(t)-y@)
20 = 5000000 s ()2 +yt)? * 5000000 s s ()2 +yt)] (58)
Unter den folgenden Anfangsbedingungen:
x(0) = 5m; y(0)=5m; z(0) =5m (59)
#(0) = 0% . (0) :0% L 2(0) = 10% (60)

erhélt man die folgende numerische Bahn:

MNumerische Bahn des Teilchens: Anzielhng

Startpunkt t =0

Figure 16: Numerische Bahn der ersten 10s der Bewegung. Wie experimentell zu
beobachten wird ein entsprechender Elektronenstrahl in Richtung Draht abgelenkt.
Die Einheit der Achsen ist m.

Im Programm ”QPVorl2Pr2.mws” werden fiir eine Reihe von Anfangsbedingungen
die numerischen Bahnen fiir verschiedene Kombinationen von langen Drihten die nu-
merischen Bahnen errechnet. Da sich zu jedem Zeitpunkt die Geschwindigkeit des
Teilchens édndert, verdndert sich auch das Kraftfeld auf dieses Teilchen. Das Kraftfeld
zum Zeitpunkt t = 0 wird aber fiir jede Stromdichteverteilung und Anfangsbedingung
graphisch zusammen mit der numerischen Bahn dargestellt.
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Fiir das obige Beispiel erhilt man die folgende Darstellung;:

Numi. Balm t = 0..10 und Eraftfeld zuun Zeitpunkt t =0 Num. Bahn t = 0..10 ud Kraftfeld zumn Zeitpunkt t = 0

Figure 17: Numerische Bahn und das zugehorige Kraftfeld zum Zeitpunkt t = 0.
Einheit der Achsen ist m.

Ein weiteres Beispiel wird im Programm ” QP Vorl2Pr3.mws” vorgestellt. Wihlt man
ein konstantes B-Feld mit den Vektorkomponenten:

B) =0 |7 (61)

2(0)=0,y(0)=0,2(0)=0,2(0)=12,5(0)=0,20)=0  (62)

so kann man das Elektron auf eine Kreisbahn zwingen. Dabei erhilt man fiir die
Kreisfrequenz?? der Kreisbewegung:

q- Bz
= 63
w="12 (63)
und den folgenden Mittelpunkt der Bahn:
7 (0 z (0
rar =20+ 2D gy —y0) - 22 (69

22Dje genaue Entwicklung dieser Ergebnis ist an dieser Stelle noch nicht von Bedeutung. Sie wird
aber in der 14. Vorlesung zur Quantenmechanik vorgestellt.
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Der Radius der Kreisbahn ist abhéngig von der Anfangsenergie des Elektrons:

By — %m(x(0)2+y(0)2> (65)
R = ZEZQ (66)

Bewegung eines geladenen Teilchens in einem konstanten elektromag-
netischen Feld. Fiir den Fall eines konstanten E- bzw. B-Feldes ist Maple in der
Lage die Gleichung (52) allgemein symbolisch zu 16sen?3! Man erhélt in diesem Fall
das folgende System gekoppelter gewdhnlicher Differenzialgleichungen:

m- i (t) E, & (1) B,
m-ij(t) | =q- Ey, |+ 9@ |x]| By (67)
m- 3 (t) E. 2 (t) B,

Mt den folgenden Feldkomponenten:

N N
B, =0, Ey=-55 E:=015,B,=0,B,=0,B.=2T (68)

und den Anfangsbedingungen:

Dialan des IT ina clelotr i Treld Laha des Lt am clelct i Lickd

B-Feld in z-Richtung

Startpunkt

Figure 18: Bahn eines Elektrons im konstanten elektromagnetischen Feld. Die
Achseneinheit ist m.

?3Man sollte sich im Programm ”QPvorl2Pr2.mws” einmal den Lésungsterm ansehen, um einen
Eindruck von der Leistungsfihigkeit dieses Computeralgebrasystems zu erhalten.
24 Giehe auch fiir eine Animation dieser Bewegung im Programm ” QPVorl2Pr2.mws”.



