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JOCHEN GEPPERT / DIDAKTIK DER PHYSIK

Wintersemester

ABSTRACT.  Untersucht wird in dieser Vorlesung nun die SCHRODINGER-
Gleichung des Wasserstoffatoms.

1. DIE SCHRODINGER-GLEICHUNG DES H-ATOMS
Maple-Dateien zur Vorlesung;:
- QMVorl17Prl.mws (Losung der SCHRODINGER-Gleichung, Potenzialuntersuchun-
gen, Radialteil)
- QMVorl17Pr2.mws (Winkelabhéingiger Teil der Wellenfunktion, Entwicklung von
Bildern)

1.1. Reduktion des Zwei-Ko6rper-Problems in ein Ein-Ko6rper-Problem.
Wir betrachten nun die Bewegung eines Elektrons mit der Ladung -e im Coulombpoten-
zial eines Atomkerns mit der Ladung Ze. Dieser Zwei-Korper-Problem haben wir
bereits in einem Maple-Programm (QMVorl16Prl.mws) kennengelernt. Da in diesem
Fall der Kern des Atoms erheblich schwerer ist, als das Elektron®, bildet der Atomk-
ern den Schwerpunkt des Gesamtsystems. Man kann also ohne grobere Verfiilschung
des Ergebnisses die Bewegung des Schwerpunkts vernachléssigen und allein die Be-
wegung des Elektrons studieren?. Wir betrachten also die Bewegung eines Elektrons
im Abstand r vom Atomkern im Coulombpotenzial:

1 Z-é?

Vir) = _471'60 r (1)

1.2. Die zeitunabhiingige SCHRODINGER-Gleichung. Setzen wir das obige
Coulombpotenzial (1) in die zeitunabhingige SCHRODINGER-Gleichung?:

2
A -V () D () = B (x) (2)
2p
ein?, so erhalten wir:
K2 1 Z-ée2
—3 A0 ) = ) = By (r) (3)

!Beim H-Atom liegen schon vier Zehnerpotenzen dazwischen.

2Eine vollstindige mathematische Behandlung des Zwei-Korper-Problems findet man in vielen
Lehrbiichern der Mechanik. Eine besonders anschauliche Aufarbeitung z.B. in Brandt / Dahmen:
Physik, Bd.1,Springer-Verlag 1984.

*Wir verwenden nun ® (r)als zeitunabhiingige Wellenfunktion, da wir dic SCHRODINGER-
Gleichung in Kugelkoordinaten benstigen und ¢ zu Verwechslungen mit dem Winkel ¢ fiithren konnte.

4y stellt die reduzierte Masse von Kern und Elektron dar, r ist der Betrag des Abstands zwischen
Kern und Elektron.
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Da das Potenzial symmetrisch um die Drehachse durchr = 0 ist, ist es sinnvoll,
Kugelkoordinaten zu verwenden, die wir bereits kennen gelernt haben®. Wir benutzen
nun auch die in dieser Vorlesung gegebene Darstellung des LAPLACE-Operators in
Kugelkoordinaten:

Y r2sin? 0 0>

Damit erhalten wir dann die folgende, monstros aussehende Gleichung”:

102 1 0

A=T52t masae

(4)

h?1 02 o1 o9 (. ,0
e 0 (0.0) = o (00 (10.0)) + (5)
o1 92 1 Z-é?
S N - P =F-
TR R (1,8.6) = B9 (1,9, 9)

Diese Gleichung wird im Programm QMVOrl18Prl.mws mit Maple schrittweise tiber
einen Separationsansatz gelost. Da dort alle Rechenschritte ausfiihrlich gezeigt wer-
den, soll an dieser Stelle nur die wichtigsten Zwischenergbnisse dargestellt werden.
1. Einfiihrung eines Separationsansatzes:

Mit dem Separationsansatz:

R(r
2(r,0,0)= "Dy (9,0) )
Dieser Ansatz wird in die SCHRODINGER-Gleichung eingesetzt und nach einigen

Umformungen erhilt man:

7“2(59_;}3(7”)) Lp-r-Z-e? 2,u‘rz-E .
~ R() 2 hme R ")
B 38732 (0,9) g_;z (0,9) cos@-%Y(&,gb)

Betrachtet man diese Gleichung, so kann man erkennen, dass die Seperation in einen
r-Anteil und in einen winkelabhéngigen Anteil abgeschlossen ist. Beide Seiten der
Gleichung miissen konstant sein! Betrachtet man insbesondere die rechte Seite, so
kann man die Differenzialgleichung der Kugelfunktionen erkennen®.

2. Der winkelabhiingige Anteil der Lésung der SCHRODINGER-Gleichung;:
Damit bilden dann natiirlich die Kugelfunktionen, die wir in der Vorlesung 15 aus-
fithrlich behandelt haben, den winkelabhiingigen Anteil der Wellenfunktion:

Y(0,0) —Yim(0,0) ,1=0123,... . m=-,-1+1,..1-1,1 (8)

%Siehe Skript 1 zur Einfihrung in die Quantenphysik.

bSiche Skript 15 zur Quantenmechanik, Gleichung (7).

"Die man aber mit Maple vollstindig 16sen kann!

8GSiehe Skript 15 zur Quantenmechanik, Gleichung (23) und fiir eine Betrachtung mit Maple das
Programm QMVOrl15Prl.mws.
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3. Der radiale Anteil der SCHRODINGER-Gleichung:
Da man fiir jedes | nun eine andere Funktion R (r)erhilt, wird diese nun mit 1 in-
diziert. Die Differenzialgleichung fiir den r-abhéingigen Radialteil lautet dann:

2
TQ(%Rl(r)) _1#'7‘2'62_2M‘T2‘E__
Ry (r) 2 h-m-gg n:

[-(1+1) 9)

Diese Gleichung schreiben wir ein wenig um, so dass wir dann erhalten:

0? 24
(WRZ (7")> s
4. Energiebetrachtung innerhalb der Radialgleichung:

Innerhalb der eckigen Klammer in Gleichung (9) haben wir den Ausdruck fiir die
kinetische Energie des Elektrons gefunden, denn es gilt:

Z - e? 1-(1+1)-h?
E— |- = By 11
( 47r-€0-7’+ 20 - 72 k (11)

Z-e  l-(+1)-n°
AT eq- T 24 - 12

] Ry (r) =0 (10)

Wir kénnen nédmlich die beiden innerhalb der Klammer vorkommenden Ausdriicke
klassifizieren. Der erste Summand innerhalb der Klammer beschreibt die potenzielle
Energie des Elektrons im elektrischen Feld des Atomkerns:

7 - e?

Bpoy = ————
bo A -eq -1

(12)
Die potenzielle Energie ist negativ, es handelt sich ja um einen gebundenen Zustand,
und nimmt mit abnehmendem Radius ab. Der zweite Anteil:

[-(14+1) h?

B =
! 24 - 12

(13)
ist eine postive Rotationsenergie”. Der Index 1 bestimmt die Drehimpulsquantisierung
des Elektrons bei seiner Bewegung um den Atomkern'’. Mit zunehmendem 1 wird
der abstoflende Beitrag der Rotationsenergie immer gréfler. Man konnte sich an
dieser Stelle vorstellen, dass das H-Atom von auflen mit Licht bestrahlt wird. Die
elektromagnetische Energie wird dann in Rotationsenergie umgewandelt, wodurch
sich das Elektron vom Kern wegbewegt. Natiirlich muss die von aufien auftreffende

9Betrachtet man z.B. einen auf einer Ebenen rollenden Zylinder, so teilt sich die kinetische En-
ergie auf, in einen Teil der Bewegung des Schwerpunkts und in einen Anteil der in der Rotation
des Zylinders steckt. Fiir das H-Atom wirkt diese Rotationsenergie dem singuléiren Verhalten der
elektrostatischen Energie fiir r = 0 entgegen. An dieser Stelle muss allerdings beachtet werden,
dass das Potenzial wegen der endlichen Ausdehnung des Atomkerns nicht wirklich singulér ist, der
Fehler durch Benutzung des Coulombpotenzials ~ —% bleibt jedoch endlich und ist abschétzbar,
siehe Fliessbach: Quantenmechanik, B.I. Verlag 1991, S.215.

"Dazu ist es notwendig, eine Koordinatenachse durch den Atomkern zu zeichnen. Die z-
Komponente des Drehimpulses wie auch sein Betrag sind dann quantisiert, siehe Skript 16 zur
Quantenmechanik.
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Energie ”passen”, um einen Ubergang 1 — 14-1 auch zu ermoglichen!.
Die folgende Graphik zeigt die effektive Gesamtenergie:

Eeff = Epot + El (14)

sowie die beiden Teilenergien fiir den Fall 1 = 1:

Gesamtpotenzial (rot) fiwl=1

e 18|
E/[Nm]

Ze-lg4-

o 2e-10 e-10 —— Bet— —reng -
4 [m]

Figure 1: Energiediagramm fiir den Fall 1 = 1. Griin: E,q, blau: E;.

Betrachtet man diese Darstellung, so ist die folgende Tatsache erstaunlich. Verfolgt
man die in rot gezeichnete effektive Gesamtenergie - man spricht auch vom effektiven
Potenzial in dem sich das Elektron bewegt - so kann man mit Maple die Nullstelle
dieses effektiven Potenzials bestimmen. Man erhiilt!?:

st = 0.598467364 - 10~ m (15)

also den BOHR-Radius! Dieser Radius entsprach im BOHR-Atommodell dem Ra-
dius der Kreisbahn des Elektrons im H-Atom im Grundzustand (n = 1). Wir haben
also den ersten Ankniipfungspunkt des BOHR-Modells im Modell der SCHRODING-
ER-Gleichung gefunden!!3

""Wir werden uns mit der Absorption und Emission von Licht noch genauer beschiftigen
und die quantenmechanische Beschreibung diese Prozesses kennen lernen. Siehe Skript 20 zur
Quantenmechanik.

2Siche im Programm QMVorl18Prl.mws.

13Es ist notwendig, dass BOHR-Modell in das Ergebnis der Behandlung des H-Atoms mit der
SCHRODINGER-Gleichung eingebettet zu finden, da es ja so viele richtige Ergebnisse priisentiert.
beachte aber, dass dieses Ergebnis des BOHR-Modells eigentlich nicht stimmt, da der Drehimpuls
des Elektrons im Grundzustand Null ist, siehe letzte Vorlesung und Gleichung (18) in diesem Skript.
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5. Losung der Radialgleichung:

Im Maple-Programm QMVorll7Prl.mws wird nun die Radialgleichung (10) iiber
einen sogenannten Potenzreihenansatz gelost'4. Diese Verfahren fiihrt auf diskrete
Energiewerte und auf eine Potenzreihe!® fiir den radialen Anteil der Wellenfunk-
tion. Wir erhalten die folgenden diskreten Energiewerte des Elektrons:

1 2. 7% et
2.n216.h4.7{-2.€%

E, = (16)
Die Zahl n bezeichnet man als Hauptquantenzahl, sie klassifiziert die Energien-
iveaus des Elektrons. Fiir das H-Atom (Z = 1) erhélt man speziell:

13.59243092 eV

E, = = (17)

und somit erhilt die identischen Energiewerte wie im BOHR-Modell!
Zu einem festen Energiewert, klassifiziert durch die Hauptquantenzahl n, gibt es
dann n verschiedene Werte fiir den Betrag des Drehimpulses'S, niamlich:

L=h-\Jl-(14+1),1=0,1,2,3...,n—1 (18)

Zu einem festen 1-Wert gibt es dann noch 21+ 1 Werte fiir die z-Komponente
des Drehimpulses:

Li=m-h,m=—l,—1+1,..,0,1,2, .1 — 1,1 (19)

Wie bereits oben angedeutet, findet man als Losung der Radialgleichung immer Poly-
nome, deren allgemeine Gestalt!'” lautet:

m(n,l)
Ry (r) = Z a; (n,1) -7 (20)
i=0
Fiir diese Polynome gilt nun folgendes: die Zahl der Summanden, gegeben durch
m (n,1) 4+ 1 hingt von der gewiihlten Hauptquantenzahl n und der gewiihlten Drehim-
pulsquantenzahl 1 ab. Ebenso héingt die Gestalt der Koeffizienten a; (n,!) von den
beiden Quantenzahlen ab. Fiir die Wahl von n =10 und 1= 0 haben die Koef-
fizienten z.B. die Gestalt:
k—9

k2 +2k+1

Der Koeffizient agist hier frei wihlbar, er wird im allgemeinen dann so gewihlt,
dass die gesamte Wellenfunktion normiert ist. Die durch diese Wahl der Quanten-
zahlen entstehenden Polynome heissen LAGUERRE-Polynome und sie werden

sl = cap , k=0,1,2,...,9 (21)

"Das Verfahren zur Losung einer gewohnlichen Differenzialgleichung iiber einen Potenzrei-
henansatz ist ein gebriuchliches Verfahren. Es ist mathematisch nicht besonders anspruchsvoll,
man muss es an dieser Stelle aber auch nicht unbedingt nachvollziehen.

15 Allerdings mit endlich vielen Summanden, also auf ein Polynom.

16Sjehe Skript 16 zur Quantenmechanik.

Rn,rl(r) (

1"Zur Unterscheidung von der spiteren Radialfunktion, Ry (r) = gemif dem Separa-

tionsansatz) hier mit einem Balken markiert.
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allgemein mit L (a, b, r)bezeichnet, wobei a und b nun fiir irgendwelche Quanten-
zahlen beschreibt!®.

Die allgemeine Radialfunktion in der Gestalt
normiert hat die Gestalt:

R(r)

T

, also durch r dividiert und

2 |23 (n—1-=1) [/2-Z-r\!
R, = = : : 22
a(r) n? (n+1)! ( n-a ) (22)
.e(%).L(n—5—1,2l+1,2'z‘r>
n-a
4’71"60'7:&2
a = B}
fu-e

7. Die Gesamtwellenfunktion des H-Atoms und ihre Normierung:

Die gesamte Wellenfunktion ergibt sich nun gem#f unserem Separationsansatz (6).
Somit erhilt man die Wellenfunktion eines einzelnen Elektrons, dass sich im Coulombfeld
eines Atomkerns mit Z Protonen aufhilt:

(I)n,l,m (717 97 d)) = Rn,l <71) : Yz,m (97 (25) (23)

Die Gesamtenergie eines Elektrons, dass durch diese Wellenfunktion beschrieben wird
ist:
1 M2 . Z2 . 64

der Betrag des Elektronendrehimpulses und seine z-Komponente lauten:

E, =

L = h-\l-(I+1),1=0,1,2,3...,n—1

L, = m-h,m=-,-l+1,..,0,1,2,..0— 1,1
Man normiert die Wellenfunktion nun wie gewohnt so'?, dass das Betragsquadrat auf
FEins normiert wird:

o0

2t 0w
///|¢n7l,m(r,0,¢)|2r2sin9-dr-d&-dgb:1 (24)

r=0 $=0 6=0

Fiir die Radialfunktion bedeutet dies:
IEEr -
=0

denn die Kugelfunktionen sind bereits normiert?’. Diese Normierung ist in der obigen
Darstellung der Radialfunktionen (22) bereits beriicksichtigt.

18Wir brauchen uns um das konkrete Aussehen dieser Polynome keine Gedanken zu machen, Maple
besitzt die LAGUERRE-Polynome und man kann sie im Programm QMVorll17Prl.mws berachten!

YWir werden diese Wahrscheinlichkeitsdichte und ihre geometrische Bedeutung noch ausfiihrlich
graphisch untersuchen.

20Giehe Skript 14 zur Quantenmechanik.
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8. Untersuchung der Radialfunktion R, ; (7):

Um mit dieser Formel fiir die Radialfunktion vertraut zu werden, sollen im folgen-
den drei Graphiken betrachtet werden, die einen Eindruck der Physik vermitteln, die
sich hinter der Radialfunktion versteckt. Dabei gehen wir so vor, dass wir sofort das
Betragsquadrat der Radialfunktion betrachten, denn nur das Quadrat der Wellen-
funktion hat eine physikalische Bedeutung. Dabei interpretiert man den Ausdruck:

r?. RTQM (r)-dr (26)

als Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Elektrons im Intervall [r,r + dr]vom
Kern entfernt?'. Es ist vertinftiger diesen Ausdruck statt R?, (r)darzustellen, da
wir den Erwartungswert des Ortes, also die Antwort auf die Frage ”In welchem
Abstand vom Kern misst man experimentell das Elektron in einem festen Zustand,
beschrieben durch die Wellenfunktion, im Mittel?” berechnen durch das Integral:

o0

(rnt) = / reR2,(r) r? - dr (27)
r=0

Die folgende Graphik vermittelt nun einen Eindruck dieser Kugelschale mit Innenra-
dius r und Auflenradius r + dr:

Figure 2: Kugelschale der Dicke dr.

Betrachten wir nun eine Darstellung der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte fiir eine festen Wahl der Quantenzahlen n und 1 und variieren die Kern-
ladungszahl Z.

2! Man kann es auch als Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons innerhalb einer Kugelschale
mit den Radien r und r +dr auffassen. Entsprechend ist dann r2- sz’l (r) die Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte innerhalb dieser Kugelschale.
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8.1 Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte bei festem n, 1 und vari-

ablem Z:

Man erhilt in diesem Fall z.B.

et

Get004+

Je+004

Zet0d

/

Radiale Wkd. n=3,1=2, Z vanabel

2610

4e-10

fie-10 Bel0  1e08 12609  14e03  15e08  15e0d
rf[m]

Figure 3: Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir die Wahl nl = 32 und
variabler Kernladungszahl Z.

Man kann erkennen, dass mit zunehmendem Z die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in

der Nihe des Kerns zunimmt.

Dieser Sachverhalt stimmt mit der klassischen Er-

wartung der stirkeren elektrostatischen Anziehung bei htherem Z iiberein.
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8.2 Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte bei festem n, Z und vari-
ablem I:

Es soll nun der Einfluss der Drehimpulsquantenzahl 1 auf die radiale Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte untersucht werden.

Betrachte dazu die folgende Graphik:

Radiale Wkd. n=4,Z=1,1=0...3

12640941

Tet09+

Fet0i4

Get084

e+l

Zet084

25808 3e00
rf [m]

Figure 4: Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir den Falln =4, Z =1, 1
=0,..3.

Man kann erkennen, dass mit wachsender Drehimpulsquantenzahl 1 das Maximum
der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte zwar niher an den Kern heran riickt, je-
doch bleibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte in der direkten Néhe (gemessen
am Maximum) immer klein bzw. nimmt sogar ab. Eine wachsende Drehimpulsquan-
tenzahl sorgt also dafiir, dass das Elektron dem Kern nicht zu nahe kommt.
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8.3 Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte bei festem 1, Z und vari-
ablem n:

Nun soll der Einfluss der Hauptquantenzahl n auf die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte untersucht werden, betrachte dazu die folgende Graphik:

Radiale Wkd. 1=0,Z=1,n=1..4

Tet104+

Ge+09-H

Get+09

4e+084

23

U 5610 108 15609 2609 25809 3608
rf [m]

Figure 5: Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir den Fall ]l = 0, Z = 1 und
n=1,.4.

Man kann erkennen, dass mit grofier werdendem n (und damit wachsender Gesamten-
ergie des Elektrons) das Elekron vom Kern quasi weggetrieben wird, die Aufen-
thaltswahrscheinlichkeit in der Nihe des Kerns wird immer kleiner. Dies stimmt auch
mit den BOHR-Uberlegungen iiberein, denn mit wachsendem n wird die Energie im-
mer weniger negativ, dass bedeutet, das der Bindungsanteil der Energie immer kleiner
wird.
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1.3. Der Erwartungswert fiir den Radius. Die Quantenmechanik gestattet
nur Wahrscheinlichkeitsaussgen, so dass wir also nur Wahrscheinlichkeitswerte fiir
den Abstand des Elektrons vom Atomkern berechnen kénnen. Befindet sich das
Elektron in einem physikalischen Zustand??, beschrieben durch die Wellenfunktion??,
so erhalten wir in unserem Falle fiir den Erwartungswert des Abstands vom
Atomkern (ohne Beweis??):

1 dm-go-h?
— . 2 . 2 . —_— —_— —0 2 —
(rn.1) / r- Ry (r)-r<-dr 5 e (3n 1+ 1)) (28)

r=0

Diese Formel beschreibt also den Mittelwert der experimentellen Messung des Ab-
stands vom Atomkern, den ein Elektron im Zustand beschrieben durch n und 1%°
einnimmt.

Betrachten wir im folgenden den Einfluss der verschiedenen Variablen auf den Er-
wartungswert.

1. Erwartungswert des Abstands bei festem 1 und Z und variabler Haupt-
quantenzahl n:

Betrachte dazu die folgende Graphik:

Erwartungswert Radins 1=0, Z=1

Ze-00

Figure 6: Erwartungswert fiir den Abstand des Elektrons vom Atomkern.

Wir kénnen ein bekanntes Ergebnis erkennen, mit zunehmender Hauptquantenzahl

22Ein physikalischer Zustand ist klassifiziert durch einen Energiewert, gekoppelt mit einem bes-
timmten Wert fiir den Betrag des Drehimpulses und seiner z-Komponente.

3 Man kann dann die Wellenfunktion als mathematische Informationsquelle betrachten, die bei
geschickter Behandlung Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber das Elektron gestattet.

24 Giche z.B. in Fliessbach: Quantenmechanik, B.I. Verlag 1991, S.214.

% Die Grofe der Quantenzahl m spielt keine Rolle auf den Erwartungswert des Abstands !
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n nimmt der Erwartungswert des Abstands vom Kern ab.

2. Erwartungswert des Abstands bei festem n und Z und variabler Drehim-
pulsquantenzahl 1:
Betrachte dazu die folgende Graphik:

Erwartungswert Radms n=10,Z=1

Ge-00

Ge-00+

e f [m]

de0t

Ze-00+

Figure 7: Entwicklung des Erwartungswertes des Elektronenabstandes

Man kann erkennen, dass bei fester Hauptquantenzahl n und wachsendem 1 der mitt-
lere Abstand vom Atomkern abnimmt?S.

26Dieses Ergebnis verwundert nicht, siehe S.8 in diesem Skript.
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3. Erwartungswert des Abstands bei festem n und 1 und variablem Z:
Betrachte hierzu die folgende Graphik:

Erwartungswert Radius n=10,1=3

Figure 8: Entwicklung des Erwartungswertes des Elektronenabstandes.

Man erkennt, dass mit wachsender Kernladungszahl Z der mittlere Abstand des Elek-
trons zum Atomkern wieder abnimmt. Dies verwundert nicht, da ja die elektrosta-
tische Anziehungskraft des Kerns mit zunehmender Protonenzahl zunimmt.

1.4. Der wahrscheinlichste Abstand des Elektrons vom Atomkern. Um
den wahrscheinlichsten Wert des Abstands des Elektrons, beschrieben durch die
Wellenfunktion @, (7,6, ¢) zu bestimmen, miissen wir das Maximum der Funk-
tion:

Ry (r) -1 (29)

bestimmen. Mit Maple ist das kein Problem?” und man erhélt fiir den Falll = n — 1:

2 47T’Eo'h2
=N —

Tn = 7 & (30)

Das zweite berechnete Ergebnis r, = 0 ist ohne physikalische Bedeutung, denn es
wiirde gerade die Nichtexistenz der Atome darstellen.
Interessant ist es nun, das obige Ergebnis fiir das H-Atom auszuwerten. Man erhélt

2TSiehe QMVorl17Prl.mws.
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namlich fiir das H-Atom im Grundzustand als wahrscheinlichsten Radius

den BOHR-Radius: )

4 - go - h

ry = 7# 2 —a (31)

Damit ist der Ubergang zwischen dem SCHRODINGER-und dem BOHR-Modell
des H-Atoms herausgearbeitet. Im Falle des groften Wertes des Drehimpulses®® ist
fiir das H-Atom der wahrscheinlichste Abstand des Elektrons vom Kern immer ein
Vielfaches des BOHR-Radius’!

m=n%-a
Es ist also in dieser Situation am wahrscheinlichsten, dass Elektron mit einem Ab-
stand, der dem Vielfachen des BOHR-~Radius’ entspricht, zu finden. Wir miissen
dann natiirlich noch die Winkelabhéngigkeit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
beriicksichtigen!

1.5. Zusammenfassung: Die Gesamtwellenfunktion des Elektrons. Wir
fassen nun die errechneten Ergebnisse noch einmal zusammen.

Wir haben die Situation eines Elektrons innerhalb des Coulombfeldes eines Atomkerns
mit Z Protonen betrachtet und die zeitunabhingige SCHRODINGER-Gleichung fiir
diesen Fall gelost. Dabei haben wir zum Energiewert:

1 2 Z% . et

E, = —
" 2n216- 0t w2 &l

cn=1234,..

die folgende Quantelung des Drehimpulsbetrags sowie seiner z-Komponente erhalten:

L = h-yl-(I41),1=0,1,2,3...,n—1
L, = m-Ah,m=-1,-0+1,..,0,1,2, .0 — 1,1

Die Gesamtwellenfunktion des Elektrons hat in normierter Darstellung die
folgende Gestalt:

(I)n,l,m (Ty 0, QZS) = Rn,l (T) : }/l,m (67 QZS) (32)
2 |Z3(n—1-1) (2Zr>l

n? a3 (n+1)!
- 2.7.
e(—58) -L<n—1—1,2l+1, T)

n-a

A+1)-(I—m) ., N
.\/( 47r()l+(m)! )Pl (cos 0) - e'™?

na

wobei:
Aw - goh?

- 2
[-e
und P/™ (cos 0) die schon bekannten zugeordneten LEGENDRE-Polynome?.

28Bei festem n bedeutet dies den kleinsten mittleren Abstand vom Atomkern!
2 Giehe Vorlesung 14 zur Quantenmechanik.
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Damit gilt nun:

1. Zu einer fest gewiihlten Hauptquantenzahl n existiert ein Energiewert.

2. Zu diesem Energiewert den das Elektron annehmen kann, gehoren n verschiedene
Betrige seines Drehimpulses um den Atomkern, sowie

|
—

s (20 4+1) = n? (33)
l

Il
<)

verschiedene z-Komponenten des Drehimpulses®’.

3. Damit ist gehoren zu jedem Energiewert E, genau n” verschiedene Wellenfunktio-
nen des Elektrons @, ., (r,6,¢). Der Energiewert E, ist damit n’—fach ent-
artet.

2

Bemerkung: Zur Stabiltit der angeregten Zustéinde

Die berechneten Zustinde sind alle iiber die stationire SCHRODINGER-Gleichung
berechnet worden. Damit sind sie ebenfalls stationér, d.h. zeitlich unverénderlich!
Diese theoretische Ergebnis ist unvollstéindig, denn experimentell stellt man fest,
das angeregte Zustinde des Wasserstoffs spontan zerfallen. Thre durchschnittliche
Lebensdauer betriigt etwa 1078s. Um diesen Widerspruch zu lésen, muss man nicht
nur die Wechselwirkung zwischen Elektron und Kern beriicksichtigen, sondern ins-
besondere auch die zwischen Elektron und dem elektromagnetischen Strahlungsfeld.
Dieses muss dann zusitzlich ebenfalls quantisiert werden, so dass ein Problem der
Quantenelektrodynamik vorliegt. Als echtes neues Ergebnis dieser Theorie tritt dabei
die Fluktuation des elektrischen Feldes im Vakuum auf. Ein quantenmechanisches
Vakuum ist dabei nicht einfach eine eigenschaftslose Leere. Ein elektromagnetisches
Feld ist im Vakuum sténdigen Schwankungen um den Nullpunkt, den sogenannten
Vakuumfluktuationen, unterworfen. In Anwesenheit des H-Atoms besteht das elek-
trische Feld aus zwei Anteilen. Zum einen sind das die immer anwesenden Vaku-
umfluktuationen. Zum anderen der durch das Atom selbst verursachte Anteil am
Feld. Das Ergebnis ausfiihrlicher quantenelektrodynamischer Rechnungen - die selb-
stverstindlich den Rahmen der Vorlesung sprengen - ist relativ einfach. Der Anteil
der Strahlungsriickwirkung des Elektrons fiihrt zu einer kontinuierlichen Abnahme
der mittleren atomaren Energie. Dies ist ganz analog zum Modell RUTHERFORDs.
Gibe es nur diesen Anteil, so wiire das quantenmechanische H-Atom ebenfalls un-
stabil. Der Unterschied stammt vom Anteil der Vakuumfluktuationen. Fiir ein H-
Atom?!, das sich anfinglich in einem angeregten Zustand befindet, wirken diese abre-
gend. Ein angeregtes Atom ist also instabil und zerfillt im Einklang mit dem Exper-
iment.

Fiir ein Atom im Grundzustand tendieren die Vakuumfluktuationen dagegen dazu,
dass Atom in hohere Zustéinde anzuregen. Dieser Tendenz wirken fiir nun die Ein-
fliilsse der Strahlungsriickwirkung entgegen. Die Rechnung zeigt, dass beide Ein-
fliisse sich fiir den Grundzustand gerade autheben! Aufgrund dieser Balance zwis-
chen beiden Effekten ist der Grundzustand stabil. Bildlich kann man sagen, dass die
strahlungsbedingten Energieverluste des Atoms an das Vakuum durch die Energie

3071 jeder Drehimpulsquantenzahl 1 gehoren ja 21 + 1 verschiedene m-Werte (Magnetquantenzahl).
31Und diese Aussage gilt fiir alle Atome!
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ausgeglichen wird, die durch die Schwankungen des elektromagnetischen Feldes auf
das Atom iibertragen wird.
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2. BILDER DER WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DES ELEKTRONS
In diesem Abschnitt sollen nun fiir eine Kombination der Quantenzahlen die entste-
henden Bilder der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte betrachtet und interpretiert
werden. Mit dem Programm QMVorl17Pr2.mws kann man fiir eine beliebige Kombi-
nation die enstehenden Bilder entwickeln und sie dann auch speichern®?. Wir wihlen
in diesem Fall die Kombination: n=3, 1=2, m=1.

2.1. Der winkelabhiéngige Teil der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Fall
nlm=321. Um die folgenden Graphiken in ihrer physiklischen Bedeutung richtig
zu verstehen, ist es notwendig sich den Begriff des Raumwinkels ins Gedichtnis zu
rufen.

Raumwinkelement d2:

Betrachte die folgende Darstellung??:

>

L7 TREAN

/d
N
P
/
/
/
%

Figure 9: Zum Raumwinkelelement

Aus dem Oberflichenelement da (siehe Abbildung) gewinnt man das Raumwinkelele-

ment3* durch: p
a .
dQ:ﬁ:smﬂ-dﬂ‘dQZ) (34)
Der Raumwinkel €2, den ein beliebig geformter vom Ursprung eines Koordinatensys-
tems ausgehender Kegel einschliet, ist dann als Quotient aus der Fliche a, die dieser

32An dieser Stelle ist es wieder einmal sinnvoll die Stirke Maples zu betonen. Bedenkt man
welche Moglichkeiten sich bieten, die Wahrscheinlichkeitsdichte in verschiedenen Darstellungen zu
betrachten, so wird man wirklich in die Lage versetzt, die Ergebnisse der SCHRODINGER-Gleichung
zu verstehen. Kein Physiklehrbuch kann mit dieser Vielfalt dienen, die man mit Maple so relativ
einfach erzeugen kann.

33 Aus Brandt / Dahmen: Physik Bd.2 Springer-Verlag 1986.

31Beachte = Yund ¢ = ¢!
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Kegel aus einer Kugel um den Ursprung ausstanzt und dem Quadrat des Kugelra-
dius, in Analogie zur Definition der ebenen Winkel aus Kreisbogen und Kreisradius,
definiert. Betrachte dazu die folgende Abbildung?’:

II

a

17 s
N

o 7 R
9:9_‘:"2 a=%

Figure 10: Zur Festlegung des Raumwinkels

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in der durch € und ¢ gegebenen Richtung im
Raumwinkelement df2 anzutreffen, ist:

Yim (0, 9)[* sin6 - do - dg (35)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte pro Raumwinkelelement in der durch 6 und ¢ gegebenen
Richtung ist dann:

Vi (0, 9))

Ein Bild®*0 dieser Funktion zeigt einen sogenannten Wahrscheinlichkeitsraum oder
auch eine sogenannte ” Wahrscheinlichkeitswolke”. Dabei bildet der Abstand vom Ur-
sprung des Koordinatensystems bis zum Rand des Bildes ein Ma#f fiir die Wahrschein-
lichkeit des Elektronennachweises innerhalb eines Raumwinkelelements, das die glei-
che Orientierung besitzt, wie der gewihlte Randpunkt. Mit anderen Worten, ist die
entstehende Figur in einer Richtung besonders diinn, so ist die Wahrscheinlichkeit
das Elektron in dieser Richtung zu finden, eher gering. Zu beachten ist allerdings
dann noch, dass wir noch nicht die Information iiber die radiale Wahrscheinlichkeit
beriicksichtigt haben. Es kann also sein, dass in einer konstanten Richtung in ver-
schiedenen Abstinden es unterschiedlich grole Wahrscheinlichkeitsdichten gibt.

Fiir den gewihlten Fall erhilt man nun Bilder der folgenden Art, sogenannten Or-
bitalen (man kann ja das Bild durch Anklicken im Maple-Programm beliebig im

3 Ebenfalls aus Brandt / Dahmen: Physik Bd. 2.

36Giche fiir ein Beispiel die Darstellung auf der nichsten Seite.
Es empfiehlt sich wiihrend der Arbeit mit dem Maple-Programm die entstehenden Graphiken in alle
Richtungen zu drehen, um sich mit der Figur vertraut zu machen.
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Raum drehen):

Figure 11: Beispiel eines Orbitals

Einen Schnitt durch die Figur zeigt die nichste Abbildung:

Figure 12: Schnittdarstellung des Orbitals

19
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2.2. Der radiale Anteil der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Fall nlm=321.
Nach dem wir nun iiber die Richtungsabhiéingigkeit der Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte im Bilde sind, betrachten wir im folgenden noch, wie die Nachweiswahrschein-
lichkeitsdichte vom Abstand zum Ursprung abhéngt. Wir erhalten fiir unsere gewéihlte
Kombination der Quantenzahlen die folgende radiale Wahrscheinlichkeitsdichte:

Ze+09+

1.8e+00+

1e+09+

Se+02+

o Se10 100 1.5e-00 Ze 0D
1! [m]

Figure 13: Bild der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

Mit Maple lidsst sich leicht das Maximum bestimmen. Man erhélt in diesem Fall:

T = 0.4767 - 10 9m (36)
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2.3. Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Fall nlm=321.
Die folgende Abbildung zeigt nun ein Bild der vollstéindigen Wahrscheinlichkeits-
dichte im Falle nlm=321:

Figure 14: Verschiedene Maple-Darstellungsmoglichkeiten der Wahrscheinlichkeits-
dichte, hier im Falle nlm = 321.

Die Kreislinie hat den Radius » = 7, und man kann erkennen, dass nicht fiir alle
Winkel ¥ = 0 ein Maximum angenommen wird, sondern nur fiir zwei Werte, die im-
mer um 45° verschoben sind. Es besteht keine Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeits-
dichte vom Winkel ¢, wie wir bereits wissen. Man kann zwar vier Maxima erkennen,
nur ist der §-Winkel fiir zwei von ihnen immer gleich.
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2.4. Die stochastische Interpretation durch eine Monte-Carlo-Simulation
fiir nlm=321. Die wohl beste Art und Weise die Ergebnisse der Berechnung der
SCHRODINGER-Gleichung auszuwerten, ist die Simulation mittels einer
Monte-Carlo-Simulation. Verfahren dieser Art beruhen immer auf der Verwendung
von Zufallszahlen. Maple verfiigt iiber einen Zufallszahlengenerator und man kann
ebenfalls eigenhiindige Algorithmen zur Erzeugung sogenannter Pseudo-Zufallszahlen3’
programmieren. Man kann das Verfahren anhand unserer Wahrscheinlichkeitsdichten
erlernen.

Die radiale Verteilungsfunktion. Wir betrachten zuerst die radiale Verteilungs-

funktion:
rr

Fo (rr) = / 72 Ry () - dr (37)
r=0
die die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, im gegebenen Zustand - charakterisiert durch

n und | - das Elektron innerhalb einer Kugel mit Radius rr zu finden. Der Mittelpunkt
dieser Kugel ist dabei das Proton (bzw. der Schwerpunkt des Systems).

Fiir unsere Wahl n = 3 und | = 238 erhalten wir - wobei wir aus graphischen Griinden
den BOHR-Radius gleich Eins gesetzt haben! - die folgende Darstellung;:

Radialfunktion Radiale Vertethmgsfunktion

0g

06

oal

0z

Figure 15: Radiale Verteilungsfunktion

FEine Interpretation des Graphen ist kein Problem, je grofler der Radius der Kugel

37 Jeder Zufallszahlengenerator erzeugt diese durch einen Algorithmus, aus diesem Grund spricht
man von Pseudozufallszahlen.
3¥Die Quantenzahlen sind im Programm beliebig wihlbar!
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gewiihlt wird, um so grofler ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Elektron darin
aufhilt3?.,

Im Verfahren der Monte-Carlo-Simulation gibt man nun Werte F(rr) zuféllig vor und
berechnet aus der Gleichung;:

Zufallszahl — F (rr) =0 (38)

den Radius rr, der damit 'gewichtet zufillig’ ist.
Misst man nacheinander 3500 mal den Abstand des Elektrons vom Proton, so erhilt
man die folgende eindimensionale Verteilung:

054+

Figure 16: Abstandsverteilung des Elektrons,die horizontale Achse gibt dabei den
Abstand an. Beachte, dass der Bohr-Radius gleich eins gesetzt wurde!

Wie wir bereits wissen, sind in der Quantenmechanik klassische Vorstellungen wie der
Ort und der Impuls eines Teilchens sinnlos. Das Elektron kann keinen Ort besitzen,
da dieser prinzipiell nicht bestimmbar ist, bzw. nur im Rahmen der HEISENBERG-
Unschirferelation. Die einzigen Aussagen, die man z.B. zum Abstand des Elektrons
vom Proton machen kann, sind statistischer Natur. Misst man 3500 mal den Abstand
des Elektrons zum Proton, am vollig identischen H-Atom, so erhélt man die obige

Verteilung der Abstandsmessungen?.

397u beachten ist allerdings, dass die Wahrscheinlichkeit erst im Unendlichen wirklich Eins ist.

Dje einzelnen Abstinde sind nur im Rahmen der HEISENBERG-Unschiirferelation messbar!!
Der Ort ist nicht exakt bestimmbar, also ist es eigentlich sinnlos von einem Ort bzw. Abstand zu
sprechen!
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Die winkelabhingige Verteilungsfunktion. Vollig analog verfahren wir die
Verteilungsfunktion des winkelabhiingigen Anteils*! der Wahrscheinlichkeitsdichte:

2 60 00
G (00) = [ [ sin0- Vi (6.0)]d0- do =27 [ sind-|Yin 0. 0) 6 (39)
$=06=0 6=0

Wir geben den Wert fiir Gy, (00) zufillig vor und berechnen dann den Winkel 66.
Mit Maple konnen wir nun die zufillig berechneten Abstéinde und die zufilligen
Winkel-Werte in einer Graphik zusammenfassen, wir erhalten die folgende Abbil-
dung:

35

261

0.5

30 40

Figure 17: Vergleich der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte und der
Monte-Carlo-Simulation.

Man vergleiche diese Darstellung insbesondere mit Abbildung 16. Zur Orientierung
wurde ein Bild der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte mit in die Darstel-
lung aufgenommen.

Schon in dieser Darstellung wird deutlich, dass man das H-Atom nicht in klassischen
Begriffen beschreiben kann, eine Frage z.B. nach der Gréfle des H-Atoms ist gegen-
standslos. Jeder Abstand vom Proton ist moglich, nur nicht gleichwahrscheinlich.
Ebenso falsch, da klassisch motiviert, ist die Frage nach dem Rand des H-Atoms.

! Diese Verteilungsfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass Elektron in einem Sektor
mit dem Winkel 00 und der dem ¢-Bereich 0..27 anzutreffen. Dieser Sektor hat fiir 0 < 00 < 5 die
Gestalt eines Kegels.
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Es gibt keinen Rand im klassischen Sinne, man kann von Wahrscheinlichkeitsriu-
men sprechen. Noch deutlicher wird dies durch eine dreidimensionale Monte-Carlo-
Simulation der Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte.

Die Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte nlm=321. Um eine Monte-Carlo-
Simulation der Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte zu berechnen, ist es notwendig, noch
eine dritte Koordinate zufallsverteilt zu erhalten. Dies ist mit Maple kein Problem,
die beiden anderen kartesischen Koordinaten errechnen wir mit Maple aus den bei-
den schon zufallsverteilten Koordinaten r und €, nach den bekannten Umrechnungs-
formeln aus dem Kugelkoordinaten. Man erhilt dann die folgende Darstellung;:

Monte-Carlo-Simulation Monte-Carlo-Simulation

Monte-Carlo-Simulation Winkelabhingiger Anteil

Figure 18: Vergleich zwischen Monte-Carlo-Simulation und winkelabhingigem Anteil
im Falle nlm = 321.

Bei der Betrachtung der Abbildung ist zu beachten, dass wir den BOHR-Radius eins
gesetzt haben. Man beachte die Bereiche, in denen sich praktisch keine Elektronen
aufhalten. Man kann deutlich die Unabhéngigkeit vom Winkel ¢ erkennen und der
Begriff Wahrscheinlichkeitsraum wird nun erheblich anschaulicher!

Bemerkung:

1. Man entwickle die Monte-Carlo-Simulation fiir den Fall nlm=100 und ziehe die
Graphik mit der Maus auseinander um den Nullpunkt zu erkennen.

2. Man entwickle die Simulation ebenfalls fiir den Fall n=100, I=m=99 und inter-
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pretiere sie im Hinblick auf das Korrespondenzprinzip.

2.5. Die Gesamtwellenfunktion und ihre Charakterisierung durch Sym-
bole. Die wesentlichen Eigenschaften der Gesamtwellenfunktion ¢,, ; ,,, (7,9, ¢) wer-
den durch die r- und ¢¥-Abhéingigkeit beschrieben und sind abhéingig von der Haup-
tquantenzahl n und der Bahndrehimpulsquantenzahl 1. Die ¢-Abhéngigkeit ist von
geringerer Bedeutung, die Wahrscheinlichkeitsdichte héngt ausschliellich von r und
¥ab. Man charakterisiert daher die Zustéinde auch durch die Quantenzahlen n und
l:

lis |p|d |f |g |[bh
1 2 314 |5 |etc

4s | 4p | 4d | 4f | - -
bs | bp | bd | 5f | Bg | -
6 6s | 6p | 6d | 6f | 6g | 6h | etc

n
1 1s | - - - |- -
2 25 | 2p | - - |- -
3 3s|3p|3d]|- |- -
4
)

Die vorangestellte Ziffer wird also zur Bezeichnung der Hauptquantenzahl, der nachge-
stellte Buchstabe zur Kennzeichnung der Bahndrehimpulsquantenzahl benutzt (beachte
[ < n—1). Die Verwendung von Buchstaben zur Bezeichnung von 1 ist historisch
bedingt.



