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Abstract

Transport of Physical Quantities: More-Dimensional Quan-
tile Motion and Flux Lines in Phase Space

The transport of physical quantities such as energy, probability, like-sign charges
is studied. Conserved physical quantities described by a density ̺ and a current
density ~j satisfy a continuity equation ∂̺/∂t + ~∇ · ~j = 0. For positive density,
̺ ≥ 0, quantile trajectories ~rc(t) can be defined. They satisfy the differential
equation d~rc(t)/dt = ~j/̺. In this context Bohm’s trajectories obtain a proba-
bilistic interpretation. The concepts developed here are applied to the probability
density and energy density, respectively, and the corresponding current density
of (a) the two-dimensional Gaussian wave packet and (b) the electromagnetic
dipole radiation.

The Wigner distribution in phase space of a quantum-mechanical wave func-
tion is not positive everywhere, however, the domains of negative values cover
small phase-space volumes of the size of Planck’s quantum h for a one-dimensional
problem. The current density associated with the Wigner distribution is chosen
such that ẋ = p/m is maintained as one of the equations of motion. The phase-
space flux lines (trajectories) of a number of quantum-mechanical systems are
computed and graphically displayed.
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iv Abstract

Zusammenfassung

Der Transport physikalischer Größen wie Energie, Wahrscheinlichkeit, Ladungen
gleichen Vorzeichens wird studiert. Erhaltene physikalische Größen, beschrieben
durch eine Dichte ̺ und eine Stromdichte ~j, erfüllen eine Kontinuitätsgleichung
∂̺/∂t+ ~∇ ·~j = 0. Für postitve Dichten, ̺ ≥ 0, können Quantiltrajektorien ~rc(t)
definiert werden. Sie erfüllen die Differentialgleichung d~rc(t)/dt = ~j/̺. In diesem
Rahmen erhalten die Bohmschen Trajektorien eine wahrscheinlichkeitstheoreti-
sche Interpretation. Die hier entwickelten Konzepte werden auf die Wahrschein-
lichkeitsdichte und die Energiedichte angewandt, sowie auf die entsprechenden
Stromdichten (a) des zweidimensionalen gaußschen Wellenpakets und (b) der
elektromagnetischen Dipolstrahlung.

Die Wigner-Verteilung im Phasenraum einer quantenmechanischen Wellen-
funktion ist nicht überall positiv, die Domänen negativer Werte überdecken hin-
gegen kleine Phasenraumvolumina von der Größe des Planckschen Wirkungs-
quantums h für ein eindimensionales Problem. Die mit der Wigner-Verteilung
verknüpfte Stromdichte ist so gewählt, daß ẋ = p/m als eine Bewegungsgleichung
beibehalten wird. Die Flußlinien (Trajektorien) im Phasenraum werden für eine
Anzahl quantenmechanischer Systeme berechnet und graphisch dargestellt.
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Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht der Transport physikalischer Größen. Die Be-
trachtung dieses Gebiets geschieht dabei im wesentlichen aus zwei Perspektiven.
Im ersten Teil werden positiv definite Dichten und die zugehörigen Ströme in einer
allgemeinen Weise untersucht. Der zweite Teil beschäftigt sich mit dem Transport
im Phasenraum, insbesondere mit dem von indefiniten Quasi-Wahrscheinlichkei-
ten der Wigner-Funktion des quantenmechanischen Phasenraums.

Eine kausale Verknüpfung von zwei Raumpunkten durch den Transport ei-
ner physikalischen Größe G kann allgemein nur mit erhaltenen positiv definiten
Größen bzw. Dichten erreicht werden. Die wichtigsten Größen dieser Art sind die
Wahrscheinlichkeit bzw. deren Dichte, wie sie in der nichtrelativistischen Quan-
tenmechanik auftritt, und die Energie bzw. deren Dichte, die beispielsweise in
der Elektrodynamik von zentraler Bedeutung ist. Ein mit dem Transport direkt
verknüpftes Problem ist die Definition der Geschwindigkeit und der Ankunftszeit
eines Signals. Die Bestimmung der Ankunft eines Signals ist daher immer mit
der Messung einer (dort als positiv zu betrachtenden) physikalischen Größe ver-
bunden, wobei bei der Messung an verschiedenen Orten immer gleiche (absolute)
Mengen derselben Größe miteinander zu vergleichen sind, was der Verwendung
desselben oder eines identischen Detektors an verschiedenen Raumpunkten ent-
spricht. Davon abweichende Definitionen, die sich z. B. auf relative Bruchteile
eines einen Ort passierenden Signals beziehen, führen im allgemeinen (d. h. bei
bestimmten Signalformen) zu Akausalitäten.

Die eindimensionale Behandlung des Detektorkonzepts führt auf die Forde-
rung der Konstanz eines Bruchteils der Menge einer in einem Wellenpaket oder
Signal enthaltenen physikalischen Größe rechts oder links eines Raumpunktes.
Dieser Raumpunkt wird (in Anlehnung an den wahrscheinlichkeitstheoretischen
Ursprung) das zum Bruchteil der Menge gehörende Quantil genannt. In [8] wird
das Konzept der Quantilbewegung für das quantenmechanische Wellenpaket ein-
geführt, wobei auch der allgemeinere Fall von Verlusten erörtert wird. Die sich
aus dieser Betrachtung ergebenden Quantiltrajektorien stimmen mit den Bohm-
schen Bahnen [3, 4] einer Wellenfunktion überein. Es kann gezeigt werden [24, 8],
daß die Bewegung einer Quantiltrajektorie für ein an einem nichtnegativen Po-
tential gestreuten Wellenpaket gegenüber einem gleich präparierten, sich frei be-
wegenden Wellenpaket verzögert ist. In dieser Interpretation findet z. B. kein in-
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2 Einleitung

stantanes Tunneln statt. Als Anwendung des Quantilkonzepts wurde z. B., zur
Untersuchung des Hegerfeldt-Paradoxons, der Energietransport für ein sich nach
der Klein–Gordon-Gleichung ausbreitendes Signal betrachtet [30]. Des weiteren
wurde der elektromagnetische (lateral integrierte) Energietransport durch ver-
engte Hohlleiter (elektromagnetisches Tunneln) und durch dispersive Medien un-
tersucht [24, 16]. Der Energietransport erfolgt dabei relativistisch kausal, d. h. es
treten keine Überlichtgeschwindigkeiten auf. Für die elektromagnetische Signal-
ausbreitung ist die Energiegeschwindigkeit bzw. die Quantilgeschwindigkeit der
Energiedichte neben der Frontgeschwindigkeit, die gleich der Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum ist und als Quantilgeschwindigkeit im Grenzwert für verschwindende
Energiemengen betrachtet werden kann, das einzige allgemeingültige Konzept,
das als Basis für die Beschreibung der Signalausbreitung dienen kann [35].

Bislang wurde der Transport einer physikalischen Größe in eindimensionalen
bzw. quasi-eindimensionalen Anordnungen betrachtet. In [8] wurde bereits eine
mögliche mehrdimensionale Verallgemeinerung des Quantilkonzepts angedeutet.
Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Möglichkeiten einer mehrdimensionalen
Erweiterung untersucht wie auch die Grenzen und Einschränkungen diskutiert.

Die klassische Mechanik erlaubt die gleichzeitige beliebig genaue Messung von
Ort und Impuls eines Teilchens. Diese beiden konjugierten Variablen spannen den
Phasenraum auf und erfüllen in bestimmten (d. h. Hamiltonschen) Systemen die
Hamiltonschen Gleichungen. In diesem Raum kann die Teilchenbewegung als Kur-
ve bzw. als Phasenraumtrajektorie dargestellt werden. Für ein Teilchenensemble
betrachtet kann man die Zeitentwicklung von Phasenraumverteilungen untersu-
chen, die auch als Wahrscheinlichkeitsverteilungen für ein Teilchen verstanden
werden können.

Die nichtrelativistische Quantenmechanik läßt sich sowohl im Ortsraum wie
auch im Impulsraum (vollständig) beschreiben. Beginnend mit Wigner [67] wur-
den Quasi-Verteilungen im Phasenraum eingeführt, die eine Beschreibung der
Quantenmechanik unter gleichzeitiger Verwendung von Ort und Impuls erlauben.
Die dort eingeführte Wigner-Funktion besitzt zwar die quantenmechanischen Ver-
teilungen für Ort und Impuls als Randverteilung und ist selbst reell, ist aber bis
auf Ausnahmen nicht positiv definit. Eine weitere häufig verwendete Verteilung
ist die Husimi-Funktion, die z. B. durch Integration der Wigner-Funktion mit ei-
ner Wigner-Funktion eines kohärenten Zustands entsteht. Die Husimi-Funktion
ist zwar positiv definit, besitzt aber z. B. als Randverteilung nicht mehr die Orts-
und Impulsverteilung. Es existiert keine Phasenraum-Quasi-Verteilung, die alle
wünschenswerten Eigenschaften besitzt [31, 42] (von denen hier lediglich ein paar
genannt sind). Dagegen existieren viele Quasi-Verteilungen [12, 42], die sämtlich
eine äquivalente Beschreibung des quantenmechanischen Systems zulassen. Es ist
allgemeiner Konsens, daß die Ursache für die verschiedenen möglichen Phasen-
raumdarstellungen in der Unschärferelation liegt.

Mit Phasenraumverteilungen werden beispielsweise Unterschiede oder Korre-
spondenzen zur klassischen Dynamik untersucht [48, 42]. Insbesondere werden
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klassisch chaotische Systemen betrachtet [25], wobei aufgrund der geringeren Va-
riabilität die Husimi-Funktion oft die Phasenraumdarstellung der Wahl ist [42].
Von besonderem Interesse ist der Phasenraum in der Quantenoptik [53], wobei
elektrische und magnetische Feldkomponenten von Photonenzuständen mit Im-
puls und Ort identifiziert werden, womit der Phasenraum auf optischem Wege
einer Messung zugänglich wird.

Durch die Messung von Projektionen unbekannter Quantenzustände auf be-
kannte Quantenzustände mit veränderbaren Parametern können Projektionen der
zugehörigen Wigner-Funktionen aufeinander bestimmt werden [22]: Werden die
bekannten Quantenzustände geeignet gewählt, so ist eine experimentelle Bestim-
mung von Phasenraumfunktionen möglich. Über die Messung mit vielen verschie-
denen stark x–p-korrelierten Zuständen kann die Wigner-Funktion mittels der
sogenannten tomographischen Methode, d. h. mit einer inversen Radon-Trans-
formation rekonstruiert werden. Eine Messung mit kohärenten Zuständen liefert
direkt eine Husimi-Funktion, und der Überlapp mit Oszillator-Eigenfunktionen
erlaubt eine punktweise Bestimmung der Wigner-Funktion um den jeweiligen Mit-
telpunkt des Oszillators im Phasenraum. Über den Zusammenhang der Wigner-
Funktion mit der Dichtematrix kann damit eine quantenmechanische Wellenfunk-
tion in ihren wesentlichen Teilen experimentell gemessen werden.

Beim Vergleich klassischer und quantenmechanischer Phasenraumfunktionen
stellt sich die Frage, ob und wie in Analogie zur klassischen Beschreibung Teil-
chentrajektorien oder Flußlinien (in einer hydrodynamischen Betrachtung) defi-
niert werden können, die die Dynamik der Phasenraumfunktionen beschreiben.
Die Dynamik der Wigner-Funktion, beschrieben durch die Wigner–Moyal-Glei-
chung, unterscheidet sich von der klassischen, wenn Potentiale stärker als quadra-
tisch in den Koordinaten variieren. In [43] wurden sogenannte

”
Wigner-Trajekto-

rien“ eingeführt, mit denen die Zeitentwicklung der Wigner-Funktion näherungs-
weise beschrieben werden kann, wenn die Abweichungen vom klassischen Verhal-
ten gering sind. Eine hydrodynamische Formulierung in der (positiv definiten)
Darstellung durch kohärente Zustände (Husimi-Funktion) mit der Definition von
Flußlinien für die Zeitentwicklung wurde in [54] untersucht.

Die Wigner-Funktion besitzt viele Gemeinsamkeiten mit klassischen Phasen-
raumverteilungen [31, 42], ist allerdings nicht positiv definit. Eine anfänglich po-
sitive Verteilung kann in der Zeitentwicklung negative Bereiche ausbilden. Der
zweite Teil dieser Arbeit befaßt sich mit der Definition von Stromdichten zur
Wigner-Funktion wie mit der Berechnung von Trajektorien bzw. Flußlinien, die
auf den Stromdichten basieren. Dabei wird insbesondere das zeitweise akausale
Verhalten der so definierten Trajektorien untersucht.



Kapitel 1

Quantilbewegung

1.1 Transport in einer Dimension

Eine (positiv definite) Größe G werde durch eine zeitabhängige Dichte ̺(t, x)
beschrieben. Zur Detektion dieser Größe verlangt man, daß sich rechts (oder
links) eines Raumpunktes ein bestimmter Bruchteil der ursprünglichen Menge
dieser Größe befindet [8, 15, 16, 24, 30, 6, 9],

∫ ∞

xQ

̺(t, x′) dx′ = Q .

Für festes xQ kann so eine Ankunftszeit definiert werden. Zu einer normierten
(zeitunabhängigen) Verteilung ̺(x) definiert die Beziehung das zum Quantum Q
gehörige Quantil x = xQ [5]. Als physikalische Beispiele seien die Aufsammlung
elektrischer Ladung eines Vorzeichens auf einer Kondensatorplatte, der Durchtritt
von Flüssigkeit oder Gas durch eine (ebene) Fläche oder die Absorption von
Energie an einer Fläche genannt.

Man kann nun weitergehend zu jedem Zeitpunkt t den Ort x = xQ(t) bestim-
men, bei dem das Integral den konstanten Wert Q liefert,

∫ ∞

xQ(t)
̺(t, x′) dx′ = Q = const . (1.1)

Erfüllen die Dichte ̺(t, x) und eine zugehörige Stromdichte j(t, x) eine Konti-
nuitätsgleichung,

∂̺(t, x)

∂t
+
∂j(t, x)

∂x
= 0 , (1.2)

so erhält man durch (totale) zeitliche Differentiation von (1.1)

0 = −dxQ(t)

dt
̺(t, xQ(t)) +

∫ ∞

xQ(t)

∂̺(t, x′)

∂t
dx′

mit

4



1.1. Transport in einer Dimension 5

∫ ∞

xQ(t)

∂̺(t, x′)

∂t
dx′ = −

∫ ∞

xQ(t)

∂j(t, x′)

∂x′
dx′ = j(t, xQ(t)) ,

wenn j(t, x) für große x verschwindet. Division durch die Dichte führt zur Diffe-
rentialgleichung

dxQ(t)

dt
=
j(t, xQ(t))

̺(t, xQ(t))
(1.3)

für das Quantil xQ(t), deren implizite Lösung durch (1.1) gegeben ist. Dabei ist

v(t, x) =
j(t, x)

̺(t, x)
(1.4)

das Geschwindigkeitsfeld der Strömung.
Die Bedingung (1.1) für die Funktion xQ(t) kann in die Form der Gleichung

Q(t, xQ(t)) = Q = const

mit der Funktion
Q(t, x) =

∫ ∞

x
̺(t, x′) dx′ (1.5)

der beiden Veränderlichen t und x gebracht werden. Alternativ kann die obige
Gleichung auch für tQ(x) in der Form

Q(tQ(x), x) = Q = const

gelöst werden. Es gilt
Q(tQ(xQ(t)), xQ(t)) = Q

und damit
tQ(xQ(t)) = t

d. h. tQ(x) ist die Umkehrfunktion von xQ(t). Die Funktion tQ(x) beschreibt die
Ankunftszeit des Quantils am Ort x.

Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung (1.2) gilt für (1.5)

Q(t, x) =
∫ ∞

x

∫ t

−∞

∂̺(t′, x′)

∂t′
dt′ dx′ =

∫ t

−∞

∫ ∞

x

(

−∂j(t
′, x′)

∂x′

)

dx′ dt′

=
∫ t

−∞
j(t′, x) dt′ .

In dieser Formulierung ist Q(t, x) die Menge bzw. der Bruchteil der physikalischen
Größe G (z. B. der Wahrscheinlichkeit), die in der Zeit zwischen −∞ und t durch
den Punkt x geflossen ist. Ferner stellt sich die Funktion Q(t, x) als das Hertzsche
Potential der Stromdichte j(t, x) und der Ladungsdichte ̺(t, x) heraus:

−∂Q(t, x)

∂x
= ̺(t, x) ,

∂Q(t, x)

∂t
= j(t, x) .



6 Kapitel 1. Quantilbewegung

Wegen der Invarianzbedingung

Q(tQ(x), x) = Q = const

gelten die Beziehungen

Q1 = Q(tQ(x1), x1) = Q(tQ(x2), x2) = Q2

und
dQ(tQ(x), x)

dx
= 0 ,

d. h.

j(tQ(x), x)
dtQ(x)

dx
− ̺(tQ(x), x) = 0 oder v(tQ(x), x)

dtQ(x)

dx
= 1 .

Die erste der beiden Beziehungen besagt, daß die in der Zeit −∞ < t < tQ(x1)
durch den Punkt x1 geflossene Menge bzw. der Bruchteil der Größe G (z. B. einer
Wahrscheinlichkeit) gleich der in der Zeit −∞ < t < tQ(x2) durch den Punkt x2

geflossenen ist. Diese Beziehungen für das Hertzsche Potential der Stromdichte
j(t, x) besitzen eine unmittelbare Verallgemeinerung auf den Fall von 3 Raumdi-
mensionen.

1.1.1 Quantiltrajektorie

Für die Berechnung der Quantiltrajektorie xQ(t) wählen wir als Anfangsbedin-
gung

xQ(tin) = xin .

Damit erhalten wir als Lösung der Bewegungsgleichung für die Quantiltrajektorie
xQ(t) die Funktion

xQ = xQ(t, xin) ,

in der der Anfangsort xin explizit als zweites Argument angegeben ist. Es gilt

xQ(tin, xin) = xin .

Mit Hilfe der Quantiltrajektorie xQ(t, xin) kann die Invarianzbedingung (1.1) auf
die Integration über die Anfangswerte zurückgeführt werden. Wir wählen die
Substitution x′ = xQ(t, xin) und erhalten

Q =
∫ ∞

xQ(t)
̺(t, x′) dx′ =

∫ ∞

xin
̺(t, xQ(t, x′in))

∂xQ(t, x′in)

∂x′in
dx′in .

Die Zeitunabhängigkeit der Größe Q für beliebige xin führt dann auf

d

dt

{

̺(t, xQ(t, xin))
∂xQ(t, xin)

∂xin

}

= 0 . (1.6)
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Ferner gilt für die totale Zeitabhängigkeit der
”
eindimensionalen Jacobi-Deter-

minante“ der Substitution x′ = xQ(t, xin)

d

dt

∂xQ(t, xin)

∂xin
=

∂

∂xin

dxQ(t, xin)

dt
=

∂

∂xin
v(t, xQ(t, xin)) .

1.1.2 Transport-Invariante

Mit der Definition (1.4) des Geschwindigkeitsfeldes v(t, x) stellt sich die Strom-
dichte als Produkt

j(t, x) = ̺(t, x)v(t, x)

dar. Die Ortsableitung des Stromes ist dann

∂j(t, x)

∂x
=
∂̺(t, x)

∂x
v(t, x) + ̺(t, x)

∂v(t, x)

∂x
.

Für das Quantil xQ(t) gilt dann

∂j(t, xQ(t, xin))

∂x
=
∂̺(t, xQ(t, xin))

∂x

dxQ(t, xin)

dt
+ ̺(t, xQ(t, xin))

∂v(t, xQ(t, xin))

∂x

wegen (1.3). Für die totale Zeitableitung der Dichte der Größe G folgt

d̺(t, xQ(t, xin))

dt
=
∂̺(t, xQ(t, xin))

∂t
+
∂̺(t, xQ(t, xin))

∂x

dxQ(t, xin)

dt

und mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung

d̺(t, xQ(t, xin))

dt
= −∂j(t, xQ(t, xin))

∂x
+
∂̺(t, xQ(t, xin))

∂x
v(t, xQ(t, xin))

= −̺(t, xQ(t, xin))
∂v(t, xQ(t, xin))

∂x
.

Für das Produkt ̺ ∂xQ/∂x
in erhalten wir damit auch direkt

d

dt

{

̺(t, xQ(t, xin))
∂xQ(t, xin)

∂xin

}

=

=
d̺(t, xQ(t, xin))

dt

∂xQ(t, xin)

∂xin
+ ̺(t, xQ(t, xin))

d

dt

∂xQ(t, xin)

∂xin

= −̺(t, xQ(t, xin))
∂v(t, xQ(t, xin))

∂x

∂xQ(t, xin)

∂xin
+ ̺(t, xQ(t, xin))

∂v(t, xQ(t, xin))

∂xin

= −̺(t, xQ(t, xin))
∂v(t, xQ(t, xin))

∂xin
+ ̺(t, xQ(t, xin))

∂v(t, xQ(t, xin))

∂xin
= 0

in Übereinstimmung mit (1.6).
Die Zeitunabhängigkeit des Produkts ̺(t, xQ) ∂xQ(t, xin)/∂xin findet ihre Ver-

allgemeinerung in Systemen mit einer größeren Zahl von Variablen.
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1.2 Quasi-eindimensionale Behandlung

räumlicher Dichten

Dichten in mehreren Dimensionen können durch Integration auf eine Dimension
reduziert werden. Durch die Wahl geeigneter Koordinaten wird eine separierende
Fläche zwischen zwei disjunkten Raumbereichen durch die verbleibende, freie
Koordinate charakterisiert. Damit werden quasi-eindimensionale zeitabhängige
Dichten und Ströme gebildet, mit denen eine Bewegung der freien Koordinate
auf ihrem Definitionsbereich beschrieben werden kann.

1.2.1 Ebenen: Lateral integrierte Dichten

Die Punkte einer Ebene können durch kartesische Koordinaten parametrisiert
werden, wobei s = s0 die Koordinate entlang eines Einheitsvektors ~̂n sei, der
auch den Normalenvektor der Ebene bilde, und s1, s2 orthogonale Koordinaten
in der Ebene seien. Die Menge Q einer Größe G, die sich auf einer Seite des
Raumes befindet, ist gegeben durch

∫ ∞

sQ

ds ̺s(t, s) = Q , ̺s(t, s) =
∫ ∞

−∞
ds1

∫ ∞

−∞
ds2 ̺(t, ~r) . (1.7)

Dabei bildet ̺s(t, s) die über die Ebene (lateral) integrierte Dichte.
Aus der zugrundeliegenden Kontinuitätsgleichung für ̺(t, ~r) und ~j(t, ~r) folgt

∂̺s(t, s)

∂t
=
∫ ∞

−∞
ds1

∫ ∞

−∞
ds2

∂̺(t, ~r)

∂t
= −

∫ ∞

−∞
ds1

∫ ∞

−∞
ds2

~∇ ·~j(t, ~r)

= − ∂

∂s

∫ ∞

−∞
ds1

∫ ∞

−∞
ds2 j~̂n(t, ~r) −

∫ ∞

−∞
ds1

∫ ∞

−∞
ds2

(

∂js1(t, ~r)

∂s1

+
∂js2(t, ~r)

∂s2

)

,

wobei j~̂n(t, ~r) = ~̂n·~j(t, ~r) ist und jsi
, i = 1, 2, die entsprechenden Projektionen von

~j auf die Koordinatenachsen in der Ebene bezeichnet. Die letzten beiden Terme –
jeweils nach einer Koordinate integriert – verschwinden, wenn ~j(t, ~r) hinreichend
schnell abfällt. Der erste Integralausdruck wird entsprechend der Dichte in (1.7)
mit js(t, s) bezeichnet, und es ergibt sich die (eindimensionale) Kontinuitätsglei-
chung

∂̺s(t, s)

∂t
+
∂js(t, s)

∂s
= 0 .

Die Konstanz des Integralausdrucks in (1.7) führt wie in Abschnitt 1.1 zu
einer Differentialgleichung für das Quantil sQ mit einem (eindimensionalen) Ge-
schwindigkeitsfeld vs(t, s),

dsQ

dt
= vs(t, sQ) , vs(t, s) =

js(t, s)

̺s(t, s)
.

In [15, 16, 24] wurde mit diesem Ansatz der Energietransport in Ausbreitungs-
richtung elektromagnetischer Wellen in Hohlleitern untersucht.
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1.2.2 Kugelflächen: Sphärisch integrierte Dichten

Für konzentrische Kugelflächen kann man die Menge Q einer Größe G außerhalb
solcher Flächen betrachten. Unter Einführung einer radialen Dichte ̺r(t, r) durch
Integration über den gesamten Raumwinkel Ω ergibt sich

∫ ∞

rQ

dr ̺r(t, r) = Q , ̺r(t, r) = r2
∫

Ω
dΩ ̺(t, ~r) . (1.8)

Zeitliche Differentiation und Verwendung der zugrundeliegenden Kontinuitäts-
gleichung und der Divergenz in Kugelkoordinaten [34, 7] liefert

∂̺r(t, r)

∂t
= r2

∫

Ω
dΩ

∂̺(t, ~r)

∂t
= −r2

∫

Ω
dΩ ~∇ ·~j(t, ~r)

= − ∂

∂r

(

r2
∫

Ω
dΩ j~̂r(t, ~r)

)

− r
∫

Ω
dϑ dϕ

(

∂

∂ϑ
(sinϑ jϑ(t, ~r)) +

∂

∂ϕ
jϕ(t, ~r)

)

.

Die Integralausdrücke über die Winkelanteile verschwinden nach Integration über
jeweils eine Variable, einerseits wegen des Faktors sin ϑ in der Polarkomponen-
te und andererseits wegen der Differenz der Azimutalkomponente am gleichen
Raumpunkt. Mit der Einführung des Symbols jr(t, r) entsprechend (1.8) erhält
man die Kontinuitätsgleichung

∂̺r(t, r)

∂t
+
∂jr(t, r)

∂r
= 0 .

Hier führt die Konstanz des Integralausdrucks in (1.8) wie in Abschnitt 1.1
entsprechend zu einer Differentialgleichung für das Quantil rQ mit einem (eindi-
mensionalen) Geschwindigkeitsfeld vr(t, r),

drQ

dt
= vr(t, rQ) , vr(t, r) =

jr(t, r)

̺r(t, r)
.

1.3 Allgemeine Definition des Quantils

In Abschnitt 1.2 wurden einfache Beispiele von möglichen Detektorflächen in drei
Dimensionen beschrieben, deren Flächenpunkte durch die Nebenbedingung der
Äquidistanz von einem (ggf. uneigentlichen) Raumpunkt gegeben sind und so
die Beschreibung durch eine lineare Koordinate erlauben. In diesem Abschnitt
werden nun allgemeine Flächen behandelt, deren zeitliches Verhalten von der
lokalen Strömung der physikalischen Größe bestimmt wird.

1.3.1 Die Invarianzbedingung

Wir definieren durch zeitliche Integration

~I(t, ~r) =
∫ t

−∞
~j(t′, ~r) dt′ (1.9)
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den Hertzschen Vektor [55, 7] der Stromdichte ~j(t, ~r). Es gilt

~j(t, ~r) =
∂

∂t
~I(t, ~r) .

Mit der Festlegung
̺(t, ~r) = −~∇ · ~I(t, ~r)

gilt die Kontinuitätsgleichung für ̺ und~j. Das Zeitintegral ~I(t, ~r) der Stromdichte
~j(t, ~r) einer physikalischen Größe G beschreibt die bis zur Zeit t pro Flächenein-
heit durchgeflossene Menge der Größe G.

Die Funktion t(~r) bezeichne die ortsabhängige Ankunftszeit eines Signals. Das
Zeitintegral

∫ t(~r)

−∞
~j(t′, ~r) dt′ = ~I(t(~r), ~r) (1.10)

beschreibt die durch den Ort ~r im Zeitintervall −∞ < t′ < t(~r) durchgeflossene

Menge ~I(t(~r), ~r) pro Flächeneinheit der Größe G. Das Oberflächenintegral

QS =
∫ ∫

S

~I(t(~r), ~r) · d2~a =
∫ ∫

S

∫ t(~r)

−∞
~j(t′, ~r) dt′ · d2~a

beschreibt die Menge QS der Größe G, die durch das Flächenstück S zwischen
den Zeiten −∞ und der dem Ort ~r zugeordneten Ankunftszeit t(~r) geflossen ist.

Wir wählen ein beliebiges Volumen V , dessen Oberfläche (V ) die Vereinigung
der beiden Teilflächen S1 und S2 mit gemeinsamer Randkurve sei,

(V ) = S1 ∪ S2 , (S1) = (S2) . (1.11)

Die Normalen auf den beiden Teilflächen seien bezüglich V äußere Normalen. Die
Forderung

Q2 =
∫ ∫

S2

~I(t(~r), ~r) · d2~a = −
∫ ∫

S1

~I(t(~r), ~r) · d2~a = Q1 (1.12)

besagt, daß die durch die Orte ~r ∈ S2 auf dieser Fläche bis zur Ankunftszeit t(~r)
durchgeflossene Menge Q2 der Größe G gleich der entsprechenden Menge durch
die Fläche S1 ist. Diese Forderung ist nahegelegt durch die Vorstellung eines De-
tektors, der die durch seine Eintrittsfläche S1 bis zu einer Zeit t(~r) durchgeflossene
Menge der Größe G feststellt. Bei Erreichen einer Schwellenmenge Q1 stellt der
Detektor die Ankunft des Signals fest. Da die Größen und Formen wie die Orte
der Eintrittsflächen S beliebig gewählt werden können, müssen die Ankunftszei-
ten ortsabhängig sein.

Die Ankunftszeit t(~r) wird durch (1.12) gerade so festgelegt, daß die Menge
QS, die bis zu den Zeitpunkten t(~r) durch die Fläche S mit der gleichen Rand-
kurve (S) getreten ist, für alle Flächen mit dieser Randkurve die gleiche ist.
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Die Bedingung (1.12) führt wegen (1.11) direkt auf das geschlossene Ober-
flächenintegral

∫ ∫

(V )

~I(t(~r), ~r) · d2~a = 0 .

Es gilt mit dem Satz von Gauß

∫ ∫ ∫

V

~∇ · ~I(t(~r), ~r) d3~r = 0

und daher
~∇ · ~I(t(~r), ~r) = 0 . (1.13)

Damit kann ~I(t(~r), ~r) als Rotation eines Vektorpotentials ~K(~r) durch

~I(t(~r), ~r) = ~∇× ~K(~r)

dargestellt werden. Diese Darstellung erlaubt die Formulierung

QS =
∫ ∫

S

~I(t(~r), ~r) · d2~a =
∫ ∫

S

(

~∇× ~K(~r)
)

· d2~a =
∫

(S)

~K(~r) · d~r ,

die zeigt, daß der Durchfluß QS nur vom Rand (S) des Flächenstücks S abhängt.

1.3.2 Krummlinige Koordinaten

Wir führen zunächst allgemeine krummlinige Koordinaten u∼ = (u0, u1, u2) ein
mit Hilfe der Abbildung

~r(u∼) = ~r(u0, u) , u = (u1, u2) . (1.14)

(Die Aufspaltung der Parameter ergibt sich aus der späteren Verwendung von u0

als Kurvenparameter und u = (u1, u2) als Flächenparameter.) Als lokales System
von Basisvektoren wählen wir

~η i(u0, u) =
∂~r

∂ui
(u0, u) , i = 0, 1, 2 , (1.15)

und führen die duale Basis

~ηi(u0, u) = ~η j(u0, u) × ~η k(u0, u) , i, j, k zyklisch ,

ein. Mit der Jacobi-Determinante

D(u0, u) = ~η i(u0, u) · ~ηi(u0, u)

= ~η i(u0, u) ·
(

~η j(u0, u) × ~η k(u0, u)
)

, i, j, k zyklisch ,

ergeben sich die Orthogonalitätsrelationen
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~η i(u0, u) · ~ηj(u0, u) = D(u0, u) δ
i
j , (1.16)

wobei δi
j das Kronecker-Symbol bezeichnet, und die Vollständigkeitsrelation

2
∑

i=0

~η i(u0, u) ⊗ ~ηi(u0, u) =
2
∑

i=0

~η i(u0, u) ⊗ ~η i(u0, u) = D(u0, u) 1 . (1.17)

In diesen krummlinigen Koordinaten u0, u1, u2 schreibt sich der Operator der
totalen Differentiation als

d =
2
∑

i=0

dui
∂

∂ui
,

und damit ist das Differential des Ortsvektors gegeben durch

d~r =
2
∑

i=0

∂~r

∂ui
dui =

2
∑

i=0

~η i dui .

Daher kann das totale Differential auch geschrieben werden als

d =
2
∑

i,j=0

dui δ
i
j

∂

∂uj

=
1

D(u0, u)

2
∑

i,j=0

dui ~η
i · ~η j

∂

∂uj

.

Mit dem Gradienten-Operator ~∇,

~∇ =
1

D(u0, u)

2
∑

i=0

~ηi(u0, u)
∂

∂ui
, (1.18)

gilt dann
d = d~r · ~∇ .

Für die Ableitung der Jacobi-Determinante D nach den Parametern uk ergibt
sich

∂D(u0, u)

∂uk

=
2
∑

i=0

∂~η i

∂uk

· ~η i

wegen der zyklischen Vertauschbarkeit der Faktoren in D, des weiteren gilt

∂

∂uk
~η i =

∂

∂uk

∂

∂ui
~r(u0, u) =

∂

∂ui

∂

∂uk
~r(u0, u) =

∂

∂ui
~η k

und somit

∂D(u0, u)

∂uk
=

2
∑

i=0

∂~η k

∂ui
· ~η i = D(u0, u)

(

~∇ · ~η k(u0, u)
)

. (1.19)

Aus (1.14) lassen sich die Umkehrfunktionen

u~ri = u~ri(~r) , i = 0, 1, 2 ,
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als Lösungen der Gleichungen

~r(u∼~r(~r)) = ~r

gewinnen. Es gilt
u~ri(~r(u∼)) = ui , i = 0, 1, 2 . (1.20)

Durch Differentiation nach ~r findet man

1 = ~∇⊗ ~r =
2
∑

i=0

~∇u~ri(~r) ⊗
∂~r(u∼)

∂ui
.

Mit (1.15) folgt
2
∑

i=0

~∇u~ri(~r) ⊗ ~η i(~r) = 1 .

Die drei Vektoren ~∇u~ri(~r), i = 0, 1, 2, bilden die normierte duale Basis der ~η i(~r),
und daher gilt durch Vergleich mit (1.17)

D(u∼)~∇u~ri(~r) = ~η i(u∼) . (1.21)

Die Relation (1.20) liefert durch Differentiation nach uj die Orthonormalitätsre-
lationen

δj
i =

∂

∂uj
u~ri(~r(u∼)) =

∂~r(u∼)

∂uj
· ~∇u~ri(~r(u∼)) = ~η j(u∼) · ~∇u~ri(~r) .

1.3.3 Zeitabhängige krummlinige Koordinaten

Aufbauend auf die Darstellungen in Abschnitt 1.3.2 führen wir hier zeitabhängige
krummlinige Koordinaten u∼ = (u0, u1, u2) ein mit Hilfe der Abbildung

~r = ~r(t, ti, ~x(u∼)) = ~̃r(t, u∼) mit ~r(ti, ti, ~x(u∼)) = ~x(u∼) .

Da die Zeit hier lediglich ein äußerer Parameter ist, gelten die sich auf die Ko-
ordinaten u0, u1, u2 beziehenden Relationen weiterhin, also die Konstruktion der
Basisvektoren, hier ~η i(t, u∼) genannt, die Orthogonalitäts- und Vollständigkeits-

relation(en) wie die Bildung des Gradienten-Operators ~∇.
Für die Zeitableitung der Basisvektoren erhält man

∂~η i

∂t
(t, u∼) =

∂

∂t

∂~̃r

∂ui
(t, u∼) =

∂

∂ui

∂~̃r

∂t
(t, u∼) =

∂

∂ui
~v(t,~̃r(t, u∼)) , (1.22)

und die Zeitableitung der Jacobi-Determinante nimmt die Form

(

dD

dt

)

u∼

(t, u∼) =
2
∑

i=0

∂~η i

∂t
· ~ηi
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an. Zusammen mit (1.22) erhält man

(

dD

dt

)

u∼

(t, u∼) =
2
∑

i=0

~ηi ·
∂~v

∂ui
(t,~̃r(t, u∼)) = D(t, u∼)~∇ · ~v(t,~̃r(t, u∼))

= D(t, u∼)~∇ · ~v(t, ~r(t, ti, ~x(u∼))) . (1.23)

Die relative zeitliche Änderung der Jacobi-Determinante ist damit gleich der Di-
vergenz des Geschwindigkeitsfeldes ~v(t,~̃r(t, u∼)) am Ort ~̃r(t, u∼).

1.3.4 Transport-Invariante

Die Transport-Invariante (1.6) besitzt eine dreidimensionale Verallgemeinerung,

d

dt

{

̺(t,~̃r(t, u∼))D(t, u∼)
}

= 0 .

Der Beweis folgt dem Vorgehen in Abschnitt 1.1.2. Mit der Faktorisierung

~j(t, ~r) = ̺(t, ~r)~v(t, ~r)

nimmt die Kontinuitätsgleichung die Gestalt

∂̺(t, ~r(t))

∂t
= −~∇ ·~j(t, ~r(t)) = −~∇ · (̺(t, ~r(t))~v(t, ~r(t)))

= −~v(t, ~r(t)) · ~∇̺(t, ~r(t)) − ̺(t, ~r(t))~∇ · ~v(t, ~r(t))

an. Für die totale Zeitableitung folgt

d̺(t, ~r(t))

dt
= −̺(t, ~r(t))~∇ · ~v(t, ~r(t)) .

Wegen (1.23) ist damit das Produkt ̺(t,~̃r(t, u∼))D(t, u∼) zeitunabhängig,

d

dt

{

̺(t,~̃r(t, u∼))D(t, u∼)
}

= 0 .

1.3.5 Differentialgleichung für die Ankunftszeitfunktion

Die Gleichung (1.13), die das Verschwinden der Divergenz der Funktion ~I(t(~r), ~r)
ausdrückt, erlaubt die Herleitung der quasilinearen partiellen Differentialglei-
chung erster Ordnung

~j(t(~r), ~r) · ~∇t(~r) − ̺(t(~r), ~r) = 0 .

Durch Einführung des Geschwindigkeitsfeldes
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~v(t, ~r) =
~j(t, ~r)

̺(t, ~r)
(1.24)

geht diese Gleichung in
~v(t(~r), ~r) · ~∇t(~r) = 1 (1.25)

über. Als Anfangsbedingungen sei die Ankunftszeitfunktion t(~r) auf einer Fläche
~r in(u), die durch zwei Parameter u = (u1, u2) beschrieben wird,

t(~r in(u)) = tin(u) ,

vorgegeben.
Die Lösung der partiellen Differentialgleichung (1.25) erfolgt mit der Hamil-

ton–Jacobi-Methode der Charakteristiken [13]. Letztere sind definiert durch die
Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichungen

d~r(t)

dt
= ~v(t, ~r(t)) (1.26)

mit den Anfangsbedingungen

~r(tin(u)) = ~r in(u) , (1.27)

die die Anfangsposition ~r(tin(u)) zur Zeit tin(u) mit einem der Punkte ~r in(u),
d. h. für festes u = (u1, u2), identifiziert. Für jedes Parameterpaar u = (u1, u2)
erhalten wir eine Trajektorie der Schar der Charakteristiken

~r c(t, u) = ~̃r(t, u) = ~r(t, ~r in(u)) (1.28)

mit der Anfangsbedingung

~r c(t
in(u), u) = ~r(tin(u), ~r in(u)) = ~r in(u) .

Jede Trajektorie ist Lösung der Hamiltonschen Differentialgleichung (1.26). Durch
Umkehrung der Funktion ~r c(t, u) nach den Parametern erhalten wir

t = t~r(~r) , u = u~r(~r)

als Lösung der Gleichung

~r c(t~r(~r), u~r(~r)) = ~r .

Insbesondere gilt

t~r(~r
in(u)) = t in(u) , u~r(~r

in(u)) = u

und
t~r(~r c(t, u)) = t , u~r(~r c(t, u)) = u . (1.29)
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Durch totale Zeitableitung erhalten wir aus (1.29)

1 =
dt

dt
=

d

dt
t~r(~r c(t, u)) =

d~r c(t, u)

dt
· ~∇t~r(~r c(t, u))

und damit
~v(t, ~r) · ~∇t(~r) = 1 .

Damit folgt, daß die Umkehrfunktion der Charakteristiken,

t~r = t~r(~r) ,

die partielle Differentialgleichung (1.25) erfüllt. Die Bohmschen Bahnen [3, 4],
vgl. auch Abschnitt A.4, als Lösungen von (1.26) im Fall der nichtrelativistischen
Quantenmechanik stellen sich so als die Charakteristiken der partiellen Differen-
tialgleichung (1.25) heraus.

1.3.6 Geometrische Konstruktion

Durch die Charakteristiken (1.28) der Lösung zu (1.13) aus Abschnitt 1.3.5 bereits
ergibt sich eine Endfläche S2 aus der Anfangsfläche S1. Es stellt sich nun die
Frage, welche Größen entlang welcher Kurven zwischen Anfangs- und Endfläche
konstant bleiben (sollen).

Im folgenden werden zur Unterscheidung der auf der integrierten Stromdichte
basierenden krummlinigen Koordinaten von den vorher verwendeten die Orts-
vektoren mit ~ℓ, die Basisvektoren mit ~λ i, die Jacobi-Determinante mit Λ und
die Parameter mit s bzw. s bezeichnet. Nach Abschnitt 1.3.2 bestimmt sich der
Normalenvektor der Fläche an einem Raumpunkt ~ℓ(s, s) bereits aus dem Kreuz-

produkt der Flächen-Tangentialvektoren, ~λ 1 × ~λ 2 = ~λ 0, also dem nullten dualen
Vektor. Aus dem Skalarprodukt der integrierten Stromdichte ~I mit ~λ0 ergibt sich
als (im allgemeinen flächenparameterabhängige) unskalierte Größe

qus(s, s) = ~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) · ~λ 0(s, s) , (1.30)

deren Invarianz – nach eventueller geeigneter Skalierung – entlang der Kurven
des Parameters s bei festen Flächenparametern s gefordert wird.

Zur näheren Bestimmung der invarianten Größe gehen wir von Gleichung
(1.13) aus und verwenden den Gradienten-Operator (1.18) in krummlinigen Ko-

ordinaten sowie die (allgemeine) Zerlegung ~I =
∑2

k=0(~I · ~λ k)~λ
k/Λ(s, s),

~∇ · ~I =
1

Λ(s, s)

2
∑

k=0

~λ k
∂

∂sk
·
(

1

Λ(s, s)

2
∑

l=0

(~I · ~λ l)~λ
l

)

=
1

Λ2(s, s)

2
∑

k,l=0

~λ k ·




∂(~I · ~λ l)

∂sk

~λ l + (~I · ~λ l)
∂~λ l

∂sk
− (~I · ~λ l)~λ

l

Λ(s, s)

∂Λ(s, s)

∂sk





=
1

Λ2(s, s)





2
∑

l=0

Λ(s, s)
∂(~I · ~λ l)

∂sl
+

2
∑

k,l=0

~λ k ·
∂~λ l

∂sk
(~I · ~λ l) −

2
∑

l=0

(~I · ~λ l)
∂Λ(s, s)

∂sl



 ,
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wobei im letzten Schritt für den ersten und dritten Term die Orthogonalitätsre-
lationen (1.16) ausgenutzt wurden. Mit (1.19) kann die Summe über k zugunsten
der Ableitung von Λ nach sl ersetzt werden, womit die letzten beiden Terme
einander wegheben und sich

~∇ · ~I =
1

Λ(s, s)

2
∑

l=0

∂

∂sl

(

~I · ~λ l(s, s)
)

(1.31)

ergibt. Die Gleichung (1.13) mit dem Ausdruck (1.31) vereinfacht sich mit der
Forderung

0 =

(

∂qus

∂s

)

s

=
∂

∂s

{

~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) · ~λ 0(s, s)
}

(1.32)

zu

0 = ~∇ · ~I =
1

Λ(s, s)

∑

l=1,2

∂

∂sl

(

~I · ~λ l(s, s)
)

.

Sie ist durch die Wahl von ~λ 0(s, s) parallel zu ~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)), d. h.

~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) =
1

Λ(s, s)
I0(s, s)~λ

0(s, s) (1.33)

mit
I0(s, s) = ~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) · ~λ 0(s, s) , (1.34)

erfüllt, da ~λ0 · ~λ l = 0, l = 1, 2.
Der Skalierungsfaktor in (1.30) besteht folglich aus einer (koordinatenun-

abhängigen) Konstante, die zu Eins gesetzt werden kann, d. h.

qu(s, s) = qus(s, s) = qu(s) . (1.35)

Als Differentialgleichung für die Kurve, entlang der der Raumpunkt ~ℓ(s, s) mit
konstantem qu läuft, ergibt sich

~λ 0 =
∂~ℓ(s, s)

∂s
= ±~̂I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) , (1.36)

womit ~λ 0 als Einheitsvektor und der Parameter s0 = s als Bogenlänge fest-
gelegt wird. Die so definierten Kurven, die hier Detektorverbindungskurven ge-
nannt werden, bilden damit die Feldlinien des Feldes ~I(t(~r), ~r). Der Raumpunkt
~ℓ(s, s) übernimmt hier die Rolle des Quantils s in einer Dimension. Üblicherwei-

se wird bei geeigneter Wahl der Orientierung der Anfangsfläche mit ~I · ~λ 0 > 0
und ~j · ~λ 0 > 0 das positive Vorzeichen gewählt, jedoch kann im Laufe der zeit-
lichen Entwicklung eine Umkehrung eintreten, vgl. Abschnitte 1.6 und 1.7. Das
Vorzeichen in (1.36) ist z. B. mit dem von ~j · ~λ 0 verknüpft.
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1.3.7 Wahl der Flächen und der Parametrisierung

Wir betrachten die Anfangsfläche S in gegeben durch

S in(~r) = 0

mit der Lösung
~r = ~r in(s) .

Die zugehörige Ankunftszeitfunktion sei durch

t(~r in(s)) = tin

gegeben. Die Größe

q(s) = ~I(tin, ~r in(s)) · ~A0(s) , ~A0(s) =
∂~r in(s)

∂s1
× ∂~r in(s)

∂s2
,

~A 0(s) = ~λ0(s
in, s), stellt den bezüglich der Parameter s differentiellen bis zum

Zeitpunkt tin durch die Fläche S in geflossenen Strom am Ort ~r in(s) dar. Ist q(s)
auf der gesamten Anfangsfläche S in nichtnegativ, so kann die Parametrisierung
z. B. so gewählt werden, daß q(s) = q vom Ort ~r in(s) auf dieser Fläche unabhängig
ist. Allgemein kann aus Gründen der Zweckmäßigkeit die Parametrisierung ge-
wechselt werden. Der Übergang zu anderen Parametern wird durch

s = s(β) , β = (β1, β2) ,

erreicht. Das Flächenelement der Tangentialfläche an S in ist durch

~A0(s) d2s = ~B0(β) d2β

gegeben mit der Jacobi-Determinante der Transformation,

~B0(β) = ~A0(s(β))

(

∂s1

∂β1

∂s2

∂β2
− ∂s1

∂β2

∂s2

∂β1

)

.

Damit ergibt sich der differentielle Strom bezüglich der Parameter β zu

q(β) = ~I(tin, ~r in(s(β))) · ~B0(β)

= ~I(tin, ~r in(s(β))) · ~A0(s(β))

(

∂s1

∂β1

∂s2

∂β2

− ∂s1

∂β2

∂s2

∂β1

)

.

Bei bestimmten Vorgaben an q(β) und durch die Festlegung einer Transforma-
tionsfunktion, z. B. s1 = s1(β), ergibt sich für die andere, hier s2 = s2(β), eine
quasilineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung.
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1.3.8 Konstruktion der invarianten Größen

Das in Abschnitt 1.3.6 definierte Quantil ~ℓ stützt sich auf die Unabhängigkeit der
Größe

~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) · ~A0(s, s) = qu(s)

von s. Mit der Darstellung

~A0(s, s) = ~λ0(s, s) ,

~λ 0 = ∂~ℓ/∂s, und

~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) = I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s))~λ0(s, s)

(vgl. (1.33)) erhält qu(s) die Gestalt

qu(s) = I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s))Λ(s, s) .

Es gilt mit (1.13)

0 = ~∇ · ~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s))
= ~λ 0(s, s) · ~∇I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) + I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s))~∇ · ~λ 0(s, s)

und daher

∂

∂s
I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) = −I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s))~∇ · ~λ 0(s, s) .

Ferner gilt nach (1.19)

∂

∂s
Λ(s, s) = Λ(s, s)~∇ · ~λ 0(s, s) .

Damit folgt insgesamt die behauptete Unabhängigkeit der Größe qu(s) von s auch
direkt,

∂

∂s
qu =

∂

∂s

{

~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) · ~A0(s, s)
}

=
∂

∂s

{

I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s))Λ(s, s)
}

= 0 . (1.37)

Über die Kontinuitätsgleichung

− ∂

∂t
̺

(u)
0 (t, s′, s)Λ(s′, s) =

∂

∂s′

{

~j(t, ~ℓ(s′, s)) · ~A0(s
′, s)

}

(1.38)

definieren wir die Größe ̺
(u)
0 (t, s′, s) und erhalten
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̺
(u)
0 (t, s′, s) = − 1

Λ(s′, s)

∂

∂s′

∫ t

−∞
~j(t′, ~ℓ(s′, s)) · ~A0(s

′, s) dt′

= − 1

Λ(s′, s)

∂

∂s′

{

~I(t, ~ℓ(s′, s)) · ~A0(s
′, s)

}

.

Sie erfüllt die Beziehung

∫ ∞

s
̺

(u)
0 (t, s′, s)Λ(s′, s) ds′ = ~I(t, ~ℓ(s, s)) · ~A0(s, s) .

Einsetzen der Funktion t = t(~ℓ(s, s)) liefert

∫ ∞

s
̺

(u)
0 (t(~ℓ(s, s)), s′, s)Λ(s′, s) ds′ = ~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) · ~A0(s, s)

= I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) Λ(s, s) = qu(s)

und damit die Unabhängigkeit der linken Seite von der Variablen s.
Die Dichte ̺

(u)
0 (t, s, s) ist wegen der Kontinuitätsgleichung (1.38) mit der Va-

riablen s für feste Werte von s eine Erhaltungsgröße,

∂

∂t

∫ ∞

−∞
̺

(u)
0 (t, s′, s)Λ(s′, s) ds′ = 0 ,

falls
lim

s→±∞

{

~j(t, ~ℓ(s, s)) · ~A0(s, s)
}

= 0

gilt. Division von ̺
(u)
0 (t, s, s) durch

N(s) =
∫ ∞

−∞
̺

(u)
0 (t, s′, s)Λ(s′, s) ds′

ergibt die normierte Größe

̺0(t, s, s) =
1

N(s)
̺

(u)
0 (t, s, s) ,

∫ ∞

−∞
̺0(t, s

′, s)Λ(s′, s) ds′ = 1 .

Die der Beziehung für ̺
(u)
0 (t, s, s) äquivalente Integralbeziehung

∫ ∞

s
̺0(t, s

′, s)Λ(s′, s) ds′ = q(s)

mit

q(s) =
1

N(s)
qu(s)

besagt, daß das zur Zeit tin dem Bruchteil q(s) zugeordnete Quantil sin = s(tin, s)
sich mit der Zeit ändert,

s = s(t, s) ,
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so daß der Bruchteil q(s),
∫ ∞

s(t,s)
̺0(t, s

′, s)Λ(s′, s) ds′ = q(s) ,

zeitlich ungeändert bleibt. Durch Differentiation der linken Seite nach t erhalten
wir

̺0(t, s(t, s), s)
∂s(t, s)

∂t
Λ(s(t, s), s) =

1

N(s)
~j(t, ~ℓ(s(t, s), s)) · ~A0(s(t, s), s) (1.39)

als Differentialgleichung für die Bogenlänge s(t, s) als Funktion der Zeit für fe-

ste s auf der Kurve ~ℓ(s, s). Sie formuliert, ähnlich zu (1.3) in bezug auf (1.1),
die differentielle Form der Beziehung zwischen s und t, die implizit durch die
Identifikation s = s(t(~ℓ(s, s)), s) mit der Umkehrung t(~ℓ(s(t, s), s)) = t gegeben

ist. Die Komplizierung liegt hier darin, daß der Vektor ~ℓ(s(t, s), s) explizit in die

Gleichung eingeht und diese dadurch an die Lösung von ~λ 0 = ∂~ℓ/∂s gekoppelt
ist.

Die Größe

~j(t, ~ℓ(s, s)) · ~A0(s, s) = ~j(t, ~ℓ(s, s)) · ~λ0(s, s) = j0(s, s)

ist die nullte kovariante Komponente bezüglich des krummlinigen Koordinaten-
systems der Stromdichte ~j(t, ~ℓ(s, s)). Damit hat ̺0(t, s, s) die Bedeutung einer
räumlichen Dichte, die über die Kontinuitätsgleichung (1.38) in einer Raumdi-

mension mit der nullten kovarianten Komponente j0(t, ~ℓ(s, s)) der Stromdichte
verknüpft ist.

1.3.9 Alternative Parametrisierung

In Abschnitt 1.3.6 wurde mit (1.36) eine Parametrisierung als Bogenlänge ein-
geführt, in der der Einheitsvektor der integrierten Stromdichte auftritt. Man hätte
ebenso die Stromdichte selbst verwenden können,

∂~ℓ

∂w0

= ~I(t(~ℓ), ~ℓ) .

Eine weitere äquivalente Gleichung erhält man, wenn man eine zeitintegrierte
Dichte als Faktor verwendet,

P (~q)
∂~q

∂τ
= ~I(t(~q), ~q) , (1.40)

mit P (~q) gegeben durch

P (~q) =
∫ t(~q)

−∞
̺(t′, ~q) dt′ .

Der Parameter τ hat damit die Dimension einer Zeit.
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Mit der Anfangsbedingung

~q(τ in, τ) = ~q in(τ) , τ = (τ1, τ2) ,

ergeben sich die Lösungen
~q = ~q(τ, τ) ,

die von den drei Parametern τ0 = τ und τ = (τ1, τ2) (hier anstelle von s, s1, s2

verwendet) abhängen.
Die Ortsvektoren ~q(τ, τ) bilden ein krummliniges Koordinatensystem, und die

Differentiation nach den Parametern führt auf Basisvektoren ~λ i(τ, τ) entspre-
chend Abschnitt 1.3.6. (Diese Basisvektoren unterscheiden sich von den vorigen
gleichen Namens um skalare Faktoren.)

Mit der Ableitung von P nach den Parametern,

∂P

∂τk
=

∂~q

∂τk
· ~∇P = ~λ k · ~∇P ,

und (1.19) für die Ableitung der Jacobi-Determinante Λ erhält man für die Ab-
leitung des Produkts PΛ

∂(PΛ)

∂τk
= Λ~λk · ~∇P + ΛP (~∇ · ~λ k) = Λ~∇ · (P~λk) .

Im Spezialfall k = 0 erhält man mit P~λ0 = ~I, vgl. (1.40),

∂(PΛ)

∂τ
= Λ(~∇ · ~I) .

Die Forderung

∂(PΛ)

∂τ
= 0 , d. h. P (τ, τ)Λ(τ, τ) = P (τ in, τ)Λ(τ in, τ)

ist damit äquivalent zu

0 = ~∇ · ~I = ~j(t(~q), ~q) · ~∇t(~q) − ̺(t(~q), ~q)

und entspricht damit Gleichung (1.13) oder (1.25).
Aus (1.40) erhält man

∂~q

∂τ
= ~V (~q) , ~V (~q) =

~I(t(~q), ~q)

P (~q)
.

Die Geschwindigkeit ~V (~q) ist dann definiert durch

~V (~q) =
1

P (~q)

∫ t(~q)

−∞
~j(t′, ~q) dt′ =

∫ t(~q)

−∞
W (t′, ~q)~v(t′, ~q) dt′
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mit der zeitlichen Wahrscheinlichkeitsdichte

W (t′, ~q) =
̺(t′, ~q)

P (~q)
,

normiert auf das Intervall −∞ < t′ < t(~q). Die Geschwindigkeit ~V (~q) stellt sich
daher heraus als zeitlicher Erwartungswert bezüglich der Wahrscheinlichkeits-
dichte W (t′, ~q) über dem Zeitintervall −∞ < t′ < t(~q).

1.3.10 Spezialisierung der krummlinigen
Anfangskoordinaten

Für die Vorgabe der Anfangsbedingungen wählen wir eine Funktion

S in = S in(~x) .

Die Lösungen
~x in = ~x in(s) , s = (s1, s2) ,

der Gleichung
S in(~x in(s)) = ain

definieren eine Fläche im dreidimensionalen Raum. Für die Anfangszeit tin be-
schreibt

~I(tin, ~x in(s)) =
∫ tin

−∞
~j(t′, ~x in(s)) dt′

die Flächendichte des Flusses im Zeitintervall −∞ < t′ < tin durch die Fläche bei
~x in(s). Wir bestimmen die Parametrisierung der Örter auf der Fläche ~x(a, s) für
festes a, die die Bedingung

~I(tin, ~x in(s)) · ~A 0(s
in, s) = q

erfüllt, d. h. unabhängig von den Flächenparametern s = (s1, s2) ist. Dabei ist

die Flächendichte ~A 0(s
in, s) durch

~A 0(s
in, s) =

∂~x in(s)

∂s1
× ∂~x in(s)

∂s2

gegeben. Da die Richtung der Normalen ~̂A 0 = ~A 0/A0, A0 = | ~A 0|, nur von der
Wahl der Anfangsfläche S in und nicht von der Parametrisierung ~x in(s) abhängt,
bestimmt sich die Parametrisierung aus

A0(s
in, s) =

q

~I(tin, ~x in(s)) · ~̂A 0(sin, s)
.

Mit dieser speziellen Wahl der Parametrisierung wird die Größe qu, die nach (1.32)
unabhängig von s ist, nun auch unabhängig von s. Es gilt
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∂

∂si
qu(s, s) =

∂

∂si

{

~I(t(~ℓ(s, s)), ~ℓ(s, s)) · ~A 0(s, s)
}

= 0 . (1.41)

Zusammen mit (1.37) ist die Größe

qu(s, s) = q (1.42)

unabhängig von s und s. Dieses Resultat besagt, daß an jedem Punkt ~ℓ(s, s) des

Raumes der Durchfluß qu(s, s) während des Zeitintervalls −∞ < t < t(~ℓ(s, s))
der gleiche wie auf der Anfangsfläche bei ~x in = ~x in(s) zur Zeit tin ist. Die Zeit

tA(~ℓ(s, s)) ist die Ankunftszeit des Punktes auf der Trajektorie

~r = ~r(tA, u)

am Ort ~ℓ(s, s). Diese Ankunftszeit tA ist Lösung der Gleichung

~r(tA, u) = ~ℓ(s, s)

in der Form
tA = tA(~ℓ(s, s))

mit den Kurvenparameterwerten

u = u(~ℓ(s, s))

auf der Anfangsfläche bei ~x in = ~x in(u).

1.3.11 Signaltransport. Bohmsche Trajektorien

Die Forderung (1.13)
~∇ · ~I(t(~r), ~r) = 0

ist der Aussage
∫

(V )

~I(t(~r ′), ~r ′) · d~a ′ = 0

äquivalent. Hier ist V ein Volumen mit der Oberfläche (V ).
Wir wählen ein spezielles endliches Volumen V mit einer aus drei Stücken

bestehenden Oberfläche. Die Grundfläche sei ein Gebiet ain in der Fläche der
Anfangsbedingungen zur Zeit t = tin (1.27). Ihre Berandung ist die geschlossene
Kurve (ain) in der Fläche der Anfangsbedingungen zu Zeit t = tin. Ausgehend von
der Berandung (ain) der Grundfläche wählen wir die Detektorverbindungskurven
~ℓ(s, s) als Lösungen der Differentialgleichung (1.36) mit den Anfangsbedingungen

~ℓ in(s) = ~ℓ(sin, s) ,

wobei die Orte ~ℓ in(s) auf der Berandungskurve (ain) liegen. Die Schar der Detek-
torverbindungskurven bildet den Mantel einer von (ain) ausgehenden Röhre. Den
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Deckel as der Röhre bilden die Orte ~ℓ(s, s) mit festem s und allen s = (s1, s2), die

der Bedingung ~ℓ in(s) ∈ ain genügen, d. h. deren Anfangsorte in der Grundfläche
ain liegen.

Die Mantelfläche ist an jedem Ort parallel zu den Stromlinien der durch
~I(t(~r), ~r) beschriebenen Strömung gewählt, durch sie tritt keine Strömung nach
außen. Damit tritt die Strömung nur durch die Boden- und Deckelfläche ain bzw.
as in das Volumen V ein oder aus diesem heraus. Daher gilt

Qu(as) =
∫

as

~I(t(~r ′), ~r ′) · d~a ′ =
∫ ∫

S(2)

~I(t(~ℓ(s, s′)), ~ℓ(s, s′)) · ~A 0(s, s
′) d2s′

=
∫ ∫

S(2)

~I(tin, ~ℓ in(s′)) · ~A 0(s
in, s′) d2s′ =

∫

ain

~I(tin, ~r ′) · d~a ′ , (1.43)

die Durchflüsse durch Boden- und Deckelfläche sind gleich.
Anstelle der Deckelfläche bestehend aus den Orten ~ℓ(s, s), ~ℓ in(s) ∈ ain, wählen

wir nun die Fläche at bestehend aus den Punkten ~r(t, u(t, s)). Hier sind das
Funktionenpaar u(t, s) = (u1(t, s), u2(t, s)) zusammen mit der Funktion s(t, s)
als Lösungen der Gleichung

~r(t, u(t, s)) = ~ℓ(s(t, s), s)

gegeben. Die Deckelfläche at besteht damit aus den Punkten der Fläche ~r(t, u(t, s))

mit der Einschränkung ~ℓ in(s) ∈ ain, die aus Orten besteht, die zur gleichen Zeit t
gehören. Der Fluß durch die Deckelfläche at ist gleich dem durch die Grundfläche
ain (1.35), da kein Fluß durch die Mantelfläche stattfindet, d. h.

Qu(at) =
∫

at

~I(t(~r ′), ~r ′) · d~a ′

=
∫ ∫

S(2)

~I(t(~r(t, u(t, s′))), ~r(t, u(t, s′))) · ~A 0(s(t, s
′), s′) d2s′

=
∫ ∫

S(2)

~I(tin, ~ℓ in(s′)) · ~A 0(s
in, s′) d2s′ =

∫

ain

~I(tin, ~r ′) · d~a ′ , (1.44)

wobei t(~r(t, u(t, s′))) = t gilt.
Die Spezialisierung der krummlinigen Anfangskoordinaten in Abschnitt 1.3.10

ist so vorgenommen, daß die Flußdichte qu(s, s) nicht nur von s, sondern auch
von s unabhängig ist, vgl. (1.41), (1.42). Damit ist sowohl (1.43) wie (1.44) nur
von dem Parameter(flächen)inhalt

Sa =
∫ ∫

S(2)
d2s

des Gebietes S(2), nicht aber von dessen Lage in der Fläche der Anfangsbedin-
gungen abhängig.

Man stattet jeden Raumpunkt ~ℓ einer Fläche mit einem Detektor mit der
infinitesimalen Eintrittsfläche

d2 ~F (s, s) = ~A 0(s, s) ds1 ds2
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aus. Der Wert
d2Qu = qu(s(t, s), s) ds1 ds2

des Flusses durch die Eintrittsfläche d2 ~F des Detektors wird zum Zeitpunkt
t(~ℓ(s(t, s), s)) = t erreicht.

Die Charakteristiken ~r(t, u) = ~r c(t, u), vgl. Abschnitt 1.3.5, die zur Ankunfts-
zeitfläche t(~r) gehören, erlauben damit folgende Interpretation: Die Trajektorie
~r(t, u) mit ~r(tin, u) = ~r in(u) beschreibt die Bahn eines Signals, das zum Zeitpunkt
tin vom Ort ~r in(u) ausgeht und zur Zeit t am Ort ~r(t, u) ankommt. Dies liefert
im Fall der nichtrelativistischen Quantenmechanik die wahrscheinlichkeitstheore-
tische Interpretation der Bohmschen Trajektorien [3, 4], die in Anhang A.4 be-
schrieben werden. Die zugehörige Geschwindigkeit des Signals wird dann durch
(1.24) beschrieben, wodurch die Geschwindigkeit des (lokalen) kausalen Trans-
ports gegeben ist, die somit hier als Quantilgeschwindigkeit interpretiert wird.

1.4 Das freie gaußsche Wellenpaket

Wir geben hier die expliziten Ausdrücke verschiedener Dichten und Ströme aus
Anhang A für ein n-dimensionales, sphärisch symmetrisches, freies gaußsches Wel-
lenpaket an. Konkrete Darstellungen beziehen sich in der Folge auf den Fall n = 2.

Die Wellenfunktion ψ wird nach Betrag M und Phase S/h̄ mit der Wirkung
S aufgespalten, vgl. [9]:

ψ = Me
i
h̄

S , M =
√
̺ ,

̺(t, ~r) =
1

(2π)n/2σn
x(t)

exp

(

−(~r − ~r0 − ~v0t)
2

2σ2
x(t)

)

, σ2
x(t) = σ2

x0 + σ2
vt

2 ,

S(t, ~r) = m

[

~v0 +
σ2

v

2σ2
x(t)

t(~r − ~r0 − ~v0t)

]

· (~r − ~r0 − ~v0t) +
~p0

2

2m
t+ h̄α(t) ,

α(t) = −n
2

arctan
(

σvt

σx0

)

.

Dabei sind ~r0, ~v0 und ~p0 Anfangsort, -geschwindigkeit und -impuls, σx0 und σx(t)
anfängliche und zeitabhängige räumliche Breite und σv = σp/m die Breite der
Geschwindigkeit bzw. σp die des Impulses mit σx0σp = h̄/2.

Die Stromdichte ~j = M2~∇S/h̄ sowie deren zeitintegrierte Werte ~Ij =
∫ t
−∞~j dt′

sind in Bild 1.1 dargestellt für ein freies zweidimensionales gaußsches Wellenpa-
ket. (Die explizite Form von ~∇S wird in der Folge angegeben.) Das Wellenpaket
bewegt sich in x-Richtung und befindet sich bei t = 0 im Koordinatenursprung:
Es besitzt die Parameter x0 = y0 = 0, v0x = 1, v0y = 0 und σx0 = 1, σv = 1/2
mit m = h̄ = 1. Im Fall eines (örtlich) unkorrelierten gaußschen Wellenpakets
separieren die drei Ortskoordinaten in der Stromdichte, und die Koordinaten der
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Abbildung 1.1: Wahrscheinlichkeitsstromdichte, momentan und integriert, eines
zweidimensionalen gaußschen Wellenpakets zu jeweils drei Zeiten, t = t0 + i∆t,

i = 0, 1, 2, mit ∆t = 1. Von oben nach unten gezeigt sind: ~j, ~̂j, ~Ij, ~̂Ij.
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Stromtrajektorien ergeben sich aus der eindimensionalen Lösung, vgl. [8]; im Fall
des sphärisch symmetrischen Pakets erhält man

~r(t) = ~r0 + ~v0t+
σx(t)

σx0
(~r(0) − ~r0) .

Die Integration der Stromdichte erfolgt auf numerischem Weg, vgl. Abschnitt
1.6.3. Um das Zentrum des Pakets herum sowie in bereits von diesem überstri-
chenen Gebieten besitzt die integrierte Stromdichte eine positive x-Komponente.
Außerhalb dieser, insbesondere bei größeren x-Koordinaten, überwiegen die An-
teile mit negativer x-Komponente, die von der Kontraktion des Wellenpaketes zu

früheren Zeiten herrühren. Besonders in der Darstellung der normierten Größe ~̂Ij

ist der Übergang in der Richtungsänderung der x-Komponente zu erkennen.
Wegen V = 0 lautet die (kinetische) Energiedichte 1 (A.3) allgemein

ε1 =
h̄2

2m
(~∇ψ∗) · (~∇ψ)

=
h̄2

2m

(

~∇M − i

h̄
M(~∇S)

)

e−
i
h̄

S ·
(

~∇M +
i

h̄
M(~∇S)

)

e
i
h̄

S

=
h̄2

2m

(

(~∇M)2 +
M2

h̄2 (~∇S)2

)

und mit den expliziten Ausdrücken

~∇M(t, ~r) = −1

2

~r − ~r0 − ~v0t

σ2
x(t)

M(t, ~r) , ~∇S(t, ~r) = m
σ2

x0

σ2
x(t)

(

~v0 +
σ2

v

σ2
x0

t(~r − ~r0)

)

für den Fall des gaußschen Wellenpakets speziell

ε1(t, ~r) =
h̄2

2m

1

4σ2
x(t)

(

~v0
2

σ2
v

+
(~r − ~r0)

2

σ2
x0

)

̺(t, ~r) .

Die Gesamtenergie 1,
∫

ε1(t, ~r) dV =
n

2
mσ2

v +
1

2
m~v0

2 ,

als über den gesamten Raum integrierte Energiedichte, besitzt zwei Anteile,
zum einen die kinetische Schwerpunktsenergie und zum anderen die dimensions-
abhängige kinetische Energie herrührend von der Dispersion des Wellenpakets.

Für die Energiestromdichte 1 ergibt sich mit der Einführung der Größen M
und S aus (A.5) allgemein

~πε1 = − h̄2

2m

[

(~∇ψ∗)
(

∂ψ

∂t

)

+

(

∂ψ∗

∂t

)

(~∇ψ)

]

= − h̄
2

m
Re

(

(~∇ψ∗)∂ψ
∂t

)

= − h̄
2

m
Re

{

(

~∇M − i

h̄
M(~∇S)

)

e−
i
h̄

S

(

∂M

∂t
+

i

h̄
M
∂S

∂t

)

e
i
h̄

S

}

= − h̄
2

m

(

(~∇M)
∂M

∂t
+
M2

h̄2 (~∇S)
∂S

∂t

)

.
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Die Zeitableitungen von M und S im Fall des gaußschen Wellenpakets lauten

∂M(t, ~r)

∂t
=

1

2σ4
x(t)

(

σ2
x(t)

(

(~r − ~r0 − ~v0t) · ~v0 − nσ2
vt
)

+ σ2
vt(~r − ~r0 − ~v0t)

2
)

M(t, ~r)

und

∂S(t, ~r)

∂t
=

1

2σ4
x(t)

(

mσ2
v(σ

2
x0 − σ2

vt
2)(~r − ~r0 − ~v0t)

2

− σ2
x(t)

(

2mσ2
vt(~r − ~r0 − ~v0t) · ~v0 +m~v0

2σ2
x(t) + nh̄σvσx0

))

,

womit sich in diesem Fall ~πε1 zu

~πε1(t, ~r) =
h̄2

2m

1

4σ2
x(t)

[(

2n+
~v0

2

σ2
v

− (~r − ~r0 − ~v0t)
2

σ2
x(t)

)

~v0

+

(

2
(~r − ~r0 − ~v0t) · ~v0

σ2
x0

+ σ2
vt

(

(~r − ~r0 − ~v0t)
2

σ2
x0σ

2
x(t)

+ 4
m2

h̄2 ~v0
2

))

(~r − ~r0)

]

̺(t, ~r)

ergibt.
Bild 1.2 zeigt die Energiestromdichte 1 für das freie zweidimensionale gauß-

sche Wellenpaket so wie Bild 1.1 die Größen ~j und ~Ij als momentane und zeitinte-
grierte Stromdichte zeigt. Wie man aus der Betrachtung von ~πε1 (obere Bildzeile)
erkennt, laufen die relevanten Teile der Energie, abgesehen von der Dispersion, in
Richtung der Anfangsgeschwindigkeit. Für größere Abstände vom Zentrum des
Wellenpakets fließt die Energie jedoch in die entgegengesetzte Richtung, insbe-
sondere an Stellen des Pakets vom Zentrum ausgehend senkrecht zur Bewegungs-
richtung. Das globale Verhalten der integrierten Stromdichte ist ähnlich dem für
die Stromdichte der Wahrscheinlichkeitsdichte, wobei die Übergangsbereiche der
Vorzeichenumkehr der jeweiligen x-Komponente an anderen Stellen liegen.

Eine Einführung von Betrag und Phase ergibt für die (kinetische) Energie-
dichte 2 (A.7)

ε2 = − h̄2

4m
(ψ∗(∆ψ) + (∆ψ∗)ψ) = − h̄2

2m
Re (ψ∗(∆ψ))

= − h̄2

2m
Re

{

Me−
i
h̄

S
(

∆M + 2
i

h̄
(~∇M) · (~∇S) − 1

h̄2M(~∇S)2 +
i

h̄
M∆S

)

e
i
h̄

S
}

=
h̄2

2m

(

M2

h̄2 (~∇S)2 −M∆M

)

.

Für den Laplace-Operator auf M angewandt erhält man hier

∆M(t, ~r) = ~∇ · ~∇M(t, ~r) =

(

1

4

(~r − ~r0 − ~v0t)
2

σ4
x(t)

− n

2σ2
x(t)

)

M(t, ~r) ,
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Abbildung 1.2: Energiestromdichte 1, momentan und integriert; Wellenpaket und

Darstellung wie in Bild 1.1. Von oben nach unten: ~πε1, ~̂πε1, ~Iε1, ~̂Iε1.
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wodurch sich für ε2 folgender Ausdruck ergibt:

ε2(t, ~r) =
h̄2

2m

1

4σ4
x(t)

(

(σ2
x0 − σ2

vt
2)

(

~v0
2

σ2
v

− (~r − ~r0)
2

σ2
x0

)

+ 4t~v0 · (~r − ~r0) + 2nσ2
x(t)

)

̺(t, ~r) .

Über den gesamten Raum integriert ergibt sich für die Gesamtenergie natürlich
der gleiche Ausdruck wie für ε1. Für die Energiestromdichte 2 sei hier lediglich
der allgemeine Ausdruck angegeben (A.8),

~πε2 =
1

2
~πε1 +

h̄2

2m
Re

(

ψ∗
(

∂

∂t
~∇ψ

))

= − h̄2

2m

(

(~∇M)
∂M

∂t
−M

∂

∂t
~∇M + 2

M2

h̄2 (~∇S)
∂S

∂t

)

.

Die
”
klassische“ (kinetische) Energiedichte, die sich aus der p-integrierten

Phasenraumverteilung ergibt, vgl. Abschnitt A.2.2, lautet hier

εcl(t, ~r) =
1

2
(ε1(t, ~r) + ε2(t, ~r))

=
h̄2

2m

1

4σ4
x(t)

(

nσ2
x(t) +

(

σv

σx0

(~r − ~r0)t+
σx0

σv

~v0

)2
)

̺(t, ~r) .

Für ein gaußsches Wellenpaket ist diese Dichte positiv, was (auch ohne Potential)
nicht für alle Wellenpakete gilt. Die zugehörige

”
klassische“ (kinetische) Energie-

stromdichte schreibt sich

~πεcl(t, ~r) =
1

2
(~πε1(t, ~r) + ~πε2(t, ~r))

=
h̄2

2m

σ2
x0

4σ6
x(t)

(

(n+ 2)σ2
x(t) +

(

σv

σx0
(~r − ~r0)t+

σx0

σv
~v0

)2
)

×
(

~v0 +
σ2

v(~r − ~r0)t

σ2
x0

)

̺(t, ~r) .

Für das sphärisch symmetrische gaußsche Wellenpaket speziell besitzt diese Ener-
giestromdichte die Richtung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte ~j.

In Bild 1.3 sind die
”
klassische“ Energiestromdichte ~πεcl sowie deren zeitin-

tegrierte Stromdichte ~Iεcl für das hier betrachtete Wellenpaket aus den Bildern
1.1 und 1.2 dargestellt. Durch die zuvor beschriebene Gleichheit der Stromrich-
tungen besitzt diese Energiestromdichte sowohl momentan als auch integriert
größere Ähnlichkeit mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Dies gilt ebenso für
die Übergangsbereiche der Vorzeichenumkehr der x-Komponente der integrierten
Stromdichten.
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Abbildung 1.3:
”
Klassische“ Energiestromdichte, Darstellung wie in Bild 1.2. Von

oben nach unten: ~πεcl, ~̂πεcl, ~Iεcl, ~̂Iεcl.
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Weitere Größen werden aus Gründen der Vollständigkeit angegeben. Die Im-
pulsdichte folgt direkt aus der Stromdichte,

~π = m~j = h̄ Im(ψ∗~∇ψ) = M2 ~∇S ,

mit dem speziellen Resultat

~π(t, ~r) = m
σ2

x0

σ2
x(t)

(

~v0 +
σ2

v

σ2
x0

t(~r − ~r0)

)

̺(t, ~r) .

Der allgemeine Ausdruck für den Spannungstensor hat die Form (A.9)

Tπ =
h̄2

2m
Re

(

2(~∇ψ∗) ⊗ (~∇ψ) −
(

ψ∗(∆ψ) + (~∇ψ∗) · (~∇ψ)
)

1
)

=
h̄2

2m
Re

{

2
(

~∇M − i

h̄
M(~∇S)

)

e−
i
h̄

S ⊗
(

~∇M +
i

h̄
M(~∇S)

)

e
i
h̄

S

−
[

Me−
i
h̄

S
(

∆M + 2
i

h̄
(~∇M) · (~∇S) − M

h̄2 (~∇S)2 − i

h̄
M(∆S)

)

e
i
h̄

S

+
(

~∇M − i

h̄
M(~∇S)

)

e−
i
h̄

S ·
(

~∇M +
i

h̄
M(~∇S)

)

e
i
h̄

S
]

1
}

=
h̄2

2m

(

2(~∇M) ⊗ (~∇M) + 2
M2

h̄2 (~∇S) ⊗ (~∇S) −
(

M(∆M) + (~∇M)2
)

1

)

.

Für das gaußsche Wellenpaket erhält man den folgenden Ausdruck für den Span-
nungstensor:

Tπ(t, ~r) =
h̄2

2m

(

1

σ2
x(t)

(

(~r − ~r0) ⊗ (~r − ~r0)

σ2
x0

+
~v0 ⊗ ~v0

σ2
v

)

− 1

2σ2
x(t)

(

(~r − ~r0 − ~v0t)
2

σ2
x(t)

− n

)

1

)

̺(t, ~r) .

1.5 Energiefluß der klassischen

elektromagnetischen Dipolstrahlung

Wir betrachten einen sich am Koordinatenursprung befindlichen, klassischen,
zeitabhängigen elektrischen Punktdipol, dessen Abstrahlung mit der vollständi-
gen (Nahfeld-)Lösung untersucht werden soll. Der Dipol selbst habe eine feste
räumliche Ausrichtung, so daß nur die Projektion des Dipolmoments auf seine (fe-
ste) Achse variiert. Die exakte Lösung für die elektromagnetischen Felder findet
sich in Standard-Textbüchern über klassische Elektrodynamik, z. B. in [7] oder
[34]. Die Stromlinien bzw. -trajektorien des elektromagnetischen Energietrans-
ports können auch als Bohmsche Trajektorien für Photonen aufgefaßt werden
[23].
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Das Dipolmoment wird mit ~d = ~d(ct) bezeichnet (r = 0); an Punkten au-
ßerhalb des Ursprungs wird im folgenden (z. T.) implizit der retardierte Wert
~d = ~d(ct− r) verwendet. Elektrisches und magnetisches Feld besitzen die Form

~Ee =
1

4πε0



−
~d′′

r
+

(~d′′ · ~r)~r
r3

−
~d′

r2
+

3(~d′ · ~r)~r
r4

−
~d

r3
+

3(~d · ~r)~r
r5





ret

,

~Be =
µ0c

4π





~d′′ × ~r

r2
+
~d′ × ~r

r3





ret

.

Zur Untersuchung des Energieflusses werden aus den Feldern ~E und ~B der
Poynting-Vektor ~S (Energieflußdichte) und die elektromagnetische Energiedichte
wem bestimmt mit

~S =
1

µ0

~E × ~B , wem =
ε0

2
~E

2
+

1

2µ0

~B
2

.

Die expliziten Ausdrücke für den Poynting-Vektor und die Energiedichte lauten:

(4π)2ε0

c
~S =

1

r2

[

~d′′
2
~̂r − (~d′′ · ~̂r)2~̂r

]

+
2

r3

[

(~d′ · ~d′′)~̂r + (~d′ · ~̂r)~d′′ − 2(~d′ · ~̂r)(~d′′ · ~̂r)~̂r
]

+
1

r4

[

~d′
2
~̂r + 2(~d′ · ~̂r)~d′ − 3(~d′ · ~̂r)2~̂r + (~d · ~d′′)~̂r + 2(~d · ~̂r)~d′′ − 3(~d · ~̂r)(~d′′ · ~̂r)~̂r

]

+
1

r5

[

(~d · ~d′)~̂r + 2(~d · ~̂r)~d′ − 3(~d · ~̂r)(~d′ · ~̂r)~̂r
]

,

2(4π)2ε0wem =
2

r2

[

~d′′
2 − (~d′′ · ~̂r)2

]

+
4

r3

[

~d′ · ~d′′ − (~d′ · ~̂r)(~d′′ · ~̂r)
]

+
2

r4

[

~d′
2
+ ~d · ~d′′ + (~d′ · ~̂r)2 − (~d · ~̂r)(~d′′ · ~̂r)

]

+
2

r5

[

~d · ~d′ + 3(~d · ~̂r)(~d′ · ~̂r)
]

+
1

r6

[

~d
2
+ 3(~d · ~̂r)2

]

.

Die oben bereits erwähnte Einschränkung auf eine feste Dipolrichtung wird
an dieser Stelle mit ~d(ct) = ~d0f(ct) explizit eingeführt. Damit kann ein einfacher
Ausdruck für die zeitlich integrierte Energiestromdichte angegeben werden,

(4π)2ε0

c

∫ t

−∞
~S(t′) dt′ =

1

r2

[

~d0

2 − (~d0 · ~̂r)2
]

~̂r
1

c

∫ ct

−∞
[f ′′(ct′)]

2
d(ct′) (1.45)

+
1

r3

[

~d0

2
~̂r + (~d0 · ~̂r)~d0 − 2(~d0 · ~̂r)2~̂r

]

1

c
f ′2(ct)

+
1

r4

[

~d0

2
~̂r + 2(~d0 · ~̂r)~d0 − 3(~d0 · ~̂r)2~̂r

]

1

c
f(ct)f ′(ct)

+
1

r5

[

~d0

2
~̂r + 2(~d0 · ~̂r)~d0 − 3(~d0 · ~̂r)2~̂r

]

1

2c
f 2(ct) .
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Abbildung 1.4: Strahlender elektrischer Dipol mit gaußscher Zeitabhängigkeit
des Dipolmoments. Gleiche Spalten entsprechen gleichen Zeiten: t = t0 + i∆t,
i = 0, 1, 2. Oben: skalierte Radialkomponente des Poynting-Vektors, r2~S ·~̂r. Mitte:
auf Eins normierte (c = 1) (lokale) Energiegeschwindigkeit ~v = ~S/wem. Unten:
Einheitsvektor des integrierten Poynting-Vektors (1.45).

Für einige Zeitabhängigkeiten f(ct) werden in der Folge die in (1.45) auftreten-
den, f -abhängigen Terme angegeben. Zuerst wird ein zeitlicher Impuls in Form
einer Gauß-Funktion betrachtet:
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Dieser erzeugt im Fernfeld der Abstrahlung einen Dreifachpuls. Als nächstes be-
trachten wir einen Impuls, bei dem das Dipolmoment von 0 auf 2~d0 monoton
anwächst. Ein solcher Fall ist gegeben durch
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In diesem wird die minimale Anzahl von zwei Impulsen im Fernfeld erzeugt.
Zuletzt betrachten wir eine zeitliche Änderung f(ct), bei der man von 0 beginnend
in ein lineares Wachstum für das Dipolmoment übergeht:
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In diesem Fall wird nur ein Impuls im Fernfeld erzeugt. Dafür wächst das Dipol-
moment schließlich über alle Schranken.

In Bild 1.4 ist die Abstrahlung eines elektrischen Punktdipols mit gaußscher
Zeitabhängigkeit seines Dipolmoments gezeigt. Es gilt c = 1. Der Parameter ω
besitzt den Wert 2π, und die gesamte Situation ist gegenüber dem Zeitpunkt
t = 0 um den aus dem Bild erkennbaren Wert von ∆tφ = −0.5 phasenverscho-
ben. Zwischen den jeweiligen Teilbildern liegt ein Zeitunterschied von ∆t = 0.5.
Deutlich erkennbar in der Darstellung des radial skalierten Poynting-Vektors r2~S
ist die Entwicklung der drei Pulse, die radial durch dessen (Quasi-)Verschwinden
gekennzeichnet ist. Das Geschwindigkeitsfeld zeigt bei größeren Abständen und
hohen Energie(strom)dichten i. w. radial nach außen, wohingegen bei kleinen ra-
dialen Strömen die Richtungen variieren, wobei sie insbesondere in der Nähe der
z-Achse zuvorderst auf diese hinführen und später von dieser wegweisen. Die in-
tegrierte Energiestromdichte zeigt ebenso hauptsächlich radial nach außen, in der
Nähe der Achse auch anfänglich auf sie zu und in der Folge von ihr weg.
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1.6 Detektorverbindungskurven

Die Detektorverbindungskurven, die zunächst von einem Bahnparameter s ab-
hängen, werden durch die Differentialgleichung (1.36) bestimmt. In Abhängigkeit
der Zeit t gibt diese Differentialgleichung vornehmlich die Veränderungsrichtung
an – durch frei wählbare Vorfaktoren wird eine Reparametrisierung vorgenom-
men. Die Größe ~I bestimmt sich zum Zeitpunkt des ersten Arguments, der An-
kunftszeit t(~r), die sich aus den Positionen der transformierten Anfangsflächen
ergibt, welche den Charakteristiken (1.28) als Lösung der Differentialgleichung
(1.26) folgen. Der Algorithmus zur Bestimmung der Detektorverbindungskurven
und ihrer Argumente wird in den Abschnitten 1.6.1 und 1.6.2 näher beschrieben.
Zunächst soll aus der Kenntnis der (lokalen) Ankunftszeitfunktion t(~r) eine lokale
Beziehung zwischen Bahnparameter s und Zeit t hergestellt werden.

Man verlangt, daß die Projektionen der (infinitesimalen) Schritte entlang der
Kurven auf die Normalenrichtung der Flächen- oder Linienelemente für Bewegun-
gen entlang der Stromlinien und entlang der Detektorverbindungskurven einander
entsprechen, siehe Bild 1.5:

(~v∆t) · ~̂n = (~̂I∆s) · ~̂n .

Diese Forderung ist mit der Differentialgleichung (1.39) verträglich bzw. folgt aus

ihr, wobei der Normaleneinheitsvektor ~̂n dem normierten Flächennormalenvektor
~λ0(s, s) entspricht und die Geschwindigkeit ~v sich durch ~j/̺0 darstellt. Die sich
daraus ergebende Beziehung zwischen Bahnparameter und Zeit lautet

∆s

∆t
=
~v · ~̂n
~̂I · ~̂n

→ ds

dt
. (1.46)

Ist die Ankunftszeit auf der Anfangsfläche bzw. Anfangslinie durch eine Konstan-
te gegeben, so ist sie auch für spätere Flächen bzw. Linien konstant, und damit
kann der Normalenvektor ~̂n in der Form

~̂n = ±
~∇t(~r)
|~∇t(~r)|

mit (lokal) zu wählendem Vorzeichen geschrieben werden. Die Orientierung von

~̂n ist durch die Wahl auf der Anfangsfläche und die (stetige) Zeitentwicklung
vorgegeben.

Zur Parametrisierung einer Geraden im Phasenraum sei nx, np ein dimensi-
onsbehafteter Normalenvektor, und δx, δp seien (beliebige) Achsenabschnitte der
Geraden. Daraus ergibt sich als Geradengleichung

nxδx+ npδp = 0

mit dem Normalenvektor parametrisiert durch

nx =
µ

δx
, np = − µ

δp
.
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Abbildung 1.5: Allgemeine Situation der Bewegung einer Detektorfläche im Ge-
schwindigkeitsfeld ~v der Stromdichte einer physikalischen Größe. In einem Zeit-
schritt ∆t wird die Linie auf eine neue Linie unter der lokalen Verschiebung ~v∆t
abgebildet, ∆t > 0 für die gestrichelte Kurve, ∆t < 0 für die gepunktete Kurve.
Für die Integration von Detektorverbindungskurven und positive Projektionen,
~I · ~̂n > 0, ist ∆t > 0, im umgekehrten Fall, ~I · ~̂n < 0, wie gezeichnet, gilt ∆t < 0.

Mit den Stromdichten Jx, Jp und den zugehörigen zeitintegrierten Stromdichten
Ix, Ip erhält man

(Jxnx + Jpnp) ∆t = (Ixnx + Ipnp) ∆s ,

und als Beziehung zwischen Bahnparameter und Zeit ergibt sich

∆s

∆t
=
Jxδp− Jpδx

Ixδp− Ipδx
→ ds

dt
.

1.6.1 Algorithmische Bestimmung
der Detektorverbindungskurven

In den betrachteten Beispielen, vgl. Abschnitte 1.4 und 1.5, gehen wir von einfa-
chen physikalischen Systemen aus, wie dem freien quantenmechanischen Teilchen
in zwei Dimensionen, welches durch ein gaußsches Wellenpaket beschrieben wird
und dessen Wahrscheinlichkeits- und Energietransport betrachtet wird, und wie
dem strahlenden klassischen elektrischen Dipol, dessen Energietransport unter-
sucht wird. Diese Systeme sind entweder zweidimensional oder können effektiv
aufgrund der gewählten Symmetrie als solche betrachtet werden. Die Anfangs-
zeitlinien (vgl. Anfangszeitflächen aus Abschnitt 1.3) im Fall des gaußschen Wel-
lenpakets werden zu Geraden parallel zur y-Richtung gewählt. Für den Dipol
handelt es sich um konzentrische Kugeln (bzw. Kreise) um den Ort des Dipols.
Die Zeit auf den Anfangszeitlinien wird zu einer Konstante gesetzt.

Eine Möglichkeit der Bestimmung der Detektorverbindungskurven besteht
z. B. in der Diskretisierung der Anfangslinie und der Verwendung der zeitlichen
Entwicklung der Stromtrajektorien sowie der diskreten schrittweisen Integration
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der Detektorverbindungskurven auf der diskretisierten Menge zeitlich veränder-
licher Koordinaten. Der Speicher- und Rechenaufwand wächst bei höheren ge-
forderten Genauigkeiten stark an, weil sowohl die Stützstellendichte auf der An-
fangslinie erhöht wie auch die Schrittweite der kombinierten zeitlichen und para-
meterbehafteten Integration von Stromtrajektorien- und Detektorverbindungsli-
nienschar i. w. linear verkleinert wird. Der hohe Rechenaufwand ergibt sich am
Ende dadurch, daß viel mehr Linien berechnet als schließlich dargestellt werden.
Die in der Folge auftretenden Komplizierungen wie die Linienumkehr oder die
Zeitumkehr sind an dieser Stelle noch nicht berücksichtigt.

Der gewählte Algorithmus berechnet jeweils eine Detektorverbindungskurve
zu einer festen Anfangsbedingung auf der Anfangslinie. Durch eine bestimmte
Wahl der differentiellen Beziehung zwischen Zeit und Bahnparameter (1.47), siehe
unten, wird letzterer festgelegt. Für jeden Parameterschritt der numerischen Inte-
gration der Differentialgleichung (1.36) ist zunächst der zugehörige Zeitpunkt an
diesem Raumpunkt zu bestimmen. Dazu wird ausgehend von einem approximativ
festgelegten Zeitpunkt (z. B. der Zeit des vorhergehenden Punktes) eine zeitliche
Rückwärtsintegration entlang einer am dortigen Punkt endenden Stromtrajekto-
rie durchgeführt, die den zugehörigen Anfangspunkt der Trajektorie liefert. Durch
eine sich anschließende Iteration wird ein zweiter Zeitpunkt gesucht, dessen An-
fangspunkt auf der anderen Seite der Anfangslinie liegt. Damit kann bezüglich
einer geeigneten Koordinatendifferenz zwischen approximativem Anfangspunkt
und Anfangslinie ein Nullstellensuchverfahren verwendet werden, welches den ge-
suchten Zeitpunkt liefert. Eine detailliertere Beschreibung dieses Verfahrens ist
in Abschnitt 1.6.4 angegeben. Mit Hilfe dieses Zeitpunkts wird der Wert der
Stromdichte und der integrierten Stromdichte an dem betrachteten Raumpunkt
der Iteration bestimmt. Die Größe der Werte, die den nächsten Schritt bestimmt,
enthält auch die Winkel zwischen den Strömen und dem Normalenvektor auf der
Linie an diesem Raumpunkt, siehe (1.47). Der Normalenvektor ergibt sich direkt
aus dem Tangentenvektor. Letzterer wird dadurch bestimmt, daß der Anfangs-
punkt der Stromtrajektorie auf der Anfangslinie variiert wird und so eine nu-
merische Differentiation der Endkoordinaten durchgeführt wird. Dieses Vorgehen
wird näher in Abschnitt 1.6.3 beschrieben. Die Ortsvektoren der Detektorverbin-
dungskuven werden für äquidistante, extern vorgegebene Zeitpunkte berechnet.
Da die Integration bezüglich des durch (1.47) definierten Bahnparameters mit
vorher zu bestimmenden Parameterintervallen erfolgt, wird eine Iteration an den
Kurvenpunkten zur hinreichend genauen Eingrenzung des jeweils vorgegebenen
Zeitpunkts erforderlich, siehe Abschnitt 1.6.2. Die Integration endet bei Erreichen
des Endzeitpunkts.

Die Beziehung (1.46) zwischen Zeit und Kurvenparameter wird singulär, wenn
das Skalarprodukt zwischen Normalenvektor und Stromdichte oder zwischen Nor-
malenvektor und zeitlich integrierter Stromdichte verschwindet. Die sich nach
(1.46) direkt ergebende Form der skalierten Kurventangente der Detektorverbin-
dungskurve lautet
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Diese Form hat jedoch den Nachteil, daß bei einem Vorzeichenwechsel von ~I · ~̂n
eine Singularität in der Parametrisierung auftritt, die die Fortführung der Kurve
numerisch erschwert. Stattdessen liefert die nichtsinguläre Form
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, I0 = const , (1.47)

einen glatten Übergang beim Vorzeichenwechsel der Projektion der integrier-
ten Stromdichte auf den Liniennormalenvektor. Dieser Übergang bestimmt den
Wechsel von der Vorwärts- zur Rückwärtsentwicklung der Detektorverbindungs-
kurve in der Zeit. Die betrachtete Projektion stellt eine Liniendichte auf der
sich zeitlich bewegenden Detektorlinie dar. Ein negativer Wert beschreibt einen
Detektor als Quelle einer physikalischen Größe entgegen der üblichen Interpreta-
tion als Senke. Letztere Eigenschaft ist in ausschließlicher Weise nur durch die
explizite Beschreibung des Problems als Wechselwirkung mit dem Detektor zu
erreichen, wobei dissipative Terme die Absorption leisten sollten. Eine Nullstel-
le des Zählers durch ~j · ~̂n beschreibt einen Umkehrpunkt einer Detektorverbin-
dungskurve: Wenn die integrierte Stromdichte in der Nähe einer Nullstelle sich
nur wenig ändert, läuft die Kurve wegen des sich nur ändernden Vorzeichens in
sich zurück. Diese Umkehrung muß explizit durchgeführt werden, weil die unten
beschriebene numerische Integration an der Nullstelle anhält: Der Grund liegt
darin, daß das Zurücklaufen an solchen Stellen durch die explizite globale Vorzei-
chenanpassung in (1.36) bzw. daraus folgend in (1.47) zu bewerkstelligen ist. Der
in eckigen Klammern angeführte Faktor wird auch zur Skalierung des Tangen-
tenvektors, d. h. hier auch zur impliziten Steuerung der Integrationsschrittweite
verwendet. Die Ablaufsteuerung der numerischen Integration wird in Abschnitt
1.6.2 beschrieben.

Die Rechnungen werden in doppelter Genauigkeit durchgeführt. Im IEEE-
Standard bedeutet dies eine relative Genauigkeit in der Zahlendarstellung der
Gleitkommazahlen von ca. 2·10−16. Die Programmierung des Algorithmus erfolgte
in FORTRAN77 (Standard) mit einer Länge des Kodes von knapp 3000 Zeilen.

1.6.2 Die Hauptroutine

Diese Unterroutine dient der Steuerung und Berechnung des nächsten (äquidi-
stanten) externen Zeitschritts der Integration von Detektorverbindungskurven.
Je nach physikalischem System werden die Anfangslinien des Detektors gewählt,
Geraden parallel zur y-Achse für sich in x-Richtung bewegende, freie quanten-
mechanische Wellenpakete und Kreise für den strahlenden zeitabhängigen elek-
trischen Dipol. Die Anfangsbedingungen der Detektorverbindungskurven werden
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allgemein äquidistant zwischen zwei Punkten auf der Anfangslinie gewählt. Im
Fall der Wahrscheinlichkeitsdichte des freien zweidimensionalen quantenmechani-
schen gaußschen Wellenpakets können im Rahmen von bis zu N (hier 256) Stütz-
stellen einer numerischen Ortsintegration die Anfangsbedingungen so gewählt
werden, daß zwischen zwei benachbarten Kurven jeweils die gleiche Menge an
Wahrscheinlichkeit durch die Anfangslinie geflossen ist. (Des weiteren können in-
dividuell Anfangsbedingungen zu einer späteren Zeit bezüglich einer bestimmten
Anfangslinie gesetzt werden.)

Zu Beginn wird überprüft, ob in einem vorhergehenden Durchgang ein Zeit-
punkt gesetzt wurde, zu dem die Detektorverbindungskurve fortgesetzt wird. Ein
solcher Zeitpunkt wird z. B. bei der Umkehrung einer Kurve gesetzt, da der ex-
akte Umkehrpunkt aus numerischen Gründen nicht zugänglich ist, siehe unten.
Liegt der in diesem Schritt zu berechnende Endzeitpunkt vor dem gespeicherten,
so werden die Koordinaten des vorhergehenden Durchlaufs verwendet. Bei einem
neuen Kurvenansatz (Anfangspunkt, Kurvenumkehrpunkt, Zeitumkehr) wird die
Projektion der integrierten Stromdichte auf die Liniennormale bestimmt. Für eine
negative Projektion wird der Linienstil gewechselt, der derzeitige Punkt gezeich-
net und der nächste Zeitpunkt um einen externen Zeitschritt verringert.

Die Iteration zur Berechnung des nächsten Punktes auf der Detektorverbin-
dungskurve ist als Schleifenkomplex mit verschiedenen Einsprungstellen realisiert.
Darüber hinaus wird innerhalb der Schleifen nach einer Reihe von Operations-
moden unterschieden, die sich durch das Verhalten der Kurve während der In-
tegration ergeben und durch verschiedene Variablen gesteuert werden. Auf diese
verschiedenen Moden wird in der Folge explizit hingewiesen. Vor der Iteration
werden die Variablen auf ihre Anfangswerte gesetzt.

An dieser Stelle befindet sich eine Schleifeneinsprungstelle (A). Zuerst wird
ein Schätzwert für den, dem Zeitschritt entsprechenden, momentanen Parame-
terschritt bestimmt, als Produkt aus dem Betrag der sich aus der momentanen
Stromdichte ergebenden Geschwindigkeit und dem Zeitschritt. Mit diesem Wert
werden Parameterwerte initialisiert, die die iterativ zu ermittelnden Grenzen für
eine nachfolgend durchzuführende Intervallschachtelung darstellen.

Nach der sich hier befindlichen Schleifeneinsprungstelle (B) wird die Integrati-
onsschrittweite der numerischen Integration initialisiert zu einem Fünftel der mo-
mentanen Parameterintervallänge. Es folgt Schleifeneinsprungstelle (C), an der,
abhängig von einer Steuervariable, gespeicherte Kurven- und Zeit-Umkehrpunkte,
die während des vorangegangen Iterationsdurchlaufs innerhalb des derzeitigen
Zeitintervalls auftraten, gezeichnet werden können. An der hier gesetzten Schlei-
feneinsprungstelle (D) wird die Integrationsschrittweite auf einen Wert unter
0.1 begrenzt. Nach dem Setzen einiger Steuervariablen wird ein numerischer In-
tegrationsschritt für eine Detektorverbindungskurve (mit den jeweils aktuellen
Parametern) durchgeführt.
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Falls die Integration wegen einer Kurvenumkehr (bedingt durch eine Nullstelle

von ~j ·~̂n) abgebrochen wurde, wird zunächst eine Steuervariable für unterbrochene
Integration gesetzt. Im Fall des Standardmodus wird die entsprechende Parame-
terintervallgrenze auf den Umkehrpunkt reduziert, und die Koordinaten werden
auf diejenigen vor dem letzten Schritt zurückgesetzt. Dies wird deshalb unter-
nommen, um den Umkehrpunkt durch einen vollständigen, nicht abgebrochenen
Integrationsschritt zu bestimmen. Der zweite hier betrachtete Fall des Anhal-
tens einer Integration kann (aus numerischen Gründen) während der Fortsetzung
der Kurve nach dem Umkehrpunkt auftreten. An dieser Stelle werden verschie-
dene gespeicherte Punkte des zum Umkehrpunkt hinlaufenden Kurvenastes (in
der Reihenfolge ihres Parameterabstandes zum Umkehrpunkt, Berechnung dieser
wird anschließend erläutert) verwendet, um zu einem entsprechend später gewähl-
ten Zeitpunkt von dort aus die Kurve in umgekehrter Richtung fortzusetzen. Die
Koordinaten, Integrationsschrittweiten und Parameterintervalle werden der Si-
tuation angepaßt gesetzt. Danach springt man zur Schleifeneinsprungstelle (B).

Falls zuvor eine Umkehrung aufgetreten ist, wird an dieser Stelle eine Reihe
von Punkten in der Annäherung an die Umkehrstelle berechnet. Anfangszeit-
punkt, Anfangskoordinaten und zugehörige Parameter dieser Reihe bestimmen
sich aus den folgenden Bedingungen: Liegt der Umkehrpunkt zeitlich mehr als ein
Zehntel der externen zeitlichen Schrittweite vom letzten erfolgreich abgeschlosse-
nen Integrationsschritt entfernt, so wird dieser der Startpunkt; oder ist die Zahl
der bereits berechneten (externen) Punkte größer als 1 (einschließlich Anfangs-
punkt bzw. entsprechend nach einer Umkehrung, d. h. mindestens ein Integrati-
onsschritt ist bereits erfolgt), so wird der Anfangspunkt des letzten erfolgreich
abgeschlossenen Integrationsschritts als neuer Startpunkt verwendet; ansonsten
wird wie im ersten Fall der letzte Punkt genommen. Für den gewählten Punkt
wird die zugehörige Zeitdifferenz, das Parameterintervall und der approximative
Zeitpunkt für die Fortsetzung bei Bewegungsumkehr gesetzt. Die volle Parame-
terdistanz bis zum Umkehrpunkt wird für die Annäherung an diesen bei jedem
Schritt im Verhältnis 3 : 1 geteilt, so daß jeweils über 3/4 des verbleibenden Pa-
rameterbereichs integriert wird. Der Abschneideparameter ist das 10−6fache der
anfänglichen Intervallänge. Zum Schleifeneinsprung (A2) wird die Parameterin-
tervallänge wie beschrieben auf 3/4 der verbleibenden Parameterintervallänge ge-
setzt, und eine vorläufige Integrationsgenauigkeit wird festgelegt zu einem Zehn-
tel der Intervallänge. Danach wird die Integrationsgenauigkeit wie vorher auf 0.1
nach oben beschränkt, Steuervariablen werden initialisiert und die Integration
durchgeführt. Bricht die Integration ab, so wird auch diese Suche nach Punkten
in der Nähe des Umkehrpunktes beendet.

Im Fall eines erfolgreich durchgeführten Integrationsschritts (in Annäherung
an den Umkehrpunkt) werden ggf. Kurventeile dieser Iteration gezeichnet, und
die verbleibende Intervallänge des Kurvenparameters wird auf ein Viertel seines
Wertes reduziert. Nun wird zunächst (außerhalb der Integration) die zum mo-
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mentan berechneten Endpunkt der Kurve gehörende Zeit tEnde berechnet. Mit
dieser und dem vorher bestimmten Zeitpunkt tUmk. der Kurvenumkehr wird der
approximative Zeitpunkt (2 tUmk.−tEnde) der Kurvenfortsetzung festgelegt, der als
Anfangswert für die darauffolgende Berechnung der zum betrachteten Endpunkt
als Anfangspunkt der Kurvenfortsetzung gehörenden Zeit tAnf. dient. Falls diese
Zeitbestimmung erfolgreich war, d. h. die Stromtrajektorie nicht angehalten ist
und die Differenz zum entsprechenden Zeitpunkt tEnde der Kurve vor der Umkeh-
rung am gleichen Ort nicht zu klein ist, werden die Größen der Koordinaten, des
Endzeitpunkts, des Fortsetzungszeitpunkts und des Parameters gespeichert. Für
die Kurvenfortsetzung wird anfänglich jeweils die gleiche Intervallänge wie für den
Hinweg verwendet. Es folgt der Sprung zum Schleifenbeginn (A2) wenn, wie oben
bereits beschrieben, die verbleibende Intervallänge größer als das 10−6fache der
Anfangsintervallänge ist. Ansonsten werden die zuletzt berechneten Koordinaten
und Zeitpunkte umkopiert und die Iteration zur Fortsetzung nach der Umkehrung
initialisiert, worauf der Sprung zum Schleifeneintrittspunkt (D) folgt.

Wenn zuvor die Integration der Kurve unterbrochen wurde, so werden die er-
sten zu speichernden Anfangskoordinaten wie die Anfangszeit und der zugehöri-
ge Parameter gespeichert. Falls der momentan berechnete Zeitpunkt später als
der zu berechnende Endzeitpunkt des Iterationsschritts liegt, hier gegebenenfalls
wegen eines Zeitsprungs bei der Umkehrung, finden die Koordinaten des vor-
hergehenden Zeitpunkts Verwendung. In diesem Fall wird die gesamte Iteration
beendet für diesen Schritt.

Falls (je nach Zeitrichtung) der Anfangs- bzw. Endpunkt des Zeitintervalls die-
ses Iterationschritts der Detektorverbindungskurve zum erstenmal erreicht oder
überschritten wurde, werden die zugehörigen Variablen zurückgesetzt, die derzei-
tigen Koordinaten auf die gespeicherten gesetzt und die Parameterintervallänge
auf die vor dem Endpunkt sowie eine Restintervallänge bestimmt, worauf ein
Sprung an die Schleifeneintrittsstelle (D) folgt. Die zuvor verwendeten Parame-
terwerte ergeben sich dabei aus gespeicherten Werten der Bestimmung des En-
des der Integration aus Abschnitt 1.6.3. Diese Aufteilung erfolgt auf diese Weise,
um das Parameterintervall durch möglichst wenige wiederholte Integrationen ein-
zugrenzen. Die soeben erwähnte Erkennung des Endes der Integration wird ab
diesem Punkt für die weitere Bestimmung dieser Parameterintervallgrenze aus-
gesetzt.

Falls die Zeitrichtung fortschreitend ist und der momantane Zeitpunkt vom
zu berechnenden Endzeitpunkt weniger als 10−9 abweicht oder eine entsprechen-
de Bedingung bei rückschreitender Zeitrichtung gilt, so werden die Koordinaten
gesichert, und der letzte Zeitpunkt wird zum momentanen gesetzt. Ebenso wird
für nicht unterbrochene Integration die integrierte Parameterintervallänge ak-
tualisiert. Ansonsten, falls noch kein Nullstellenintervall gefunden ist und der
momentane Zeitpunkt zwischen Anfangs- und Endpunkt des für diesen Schritt
geltenden Zeitintervalls liegt, werden die folgenden Programmteile ausgeführt.
Für nicht unterbrochene Integration wird die integrierte Parameterintervallänge
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aktualisiert. Wenn eine Restintervallänge als Steuervariable gesetzt ist, wird die
verbleibende Parameterintervallänge zu dieser Länge gesetzt und ersterer Wert
auf 0 zurückgesetzt. Ansonsten findet im Fall einer nicht verschwindenden An-
zahl gespeicherter zeitlicher Umkehrpunkte keine Aktion statt. Oder, falls der
Abstand des alten Zeitpunkts zum Endzeitpunkt (je nach Zeitrichtung) größer
als der dreifache Zeitabstand vom alten zum momentanen Zeitwert ist, wird die
Parameterintervallänge verdoppelt. Ansonsten, falls in zeitlicher Vorwärtsrich-
tung der Zeitabstand vom momentanen Zeitpunkt zum alten Wert größer als die
halbe Zeitdifferenz vom Endzeitpunkt zum alten Wert ist und die Differenz von zu
berechnendem Endzeitpunkt und momentanem Zeitpunkt größer als 100 · 10−9

ist, wird die verbleibende Parameterintervallänge auf das 0.98fache der Größe
des linear bezüglich der Zeit extrapolierten Wertes des verbleibenden Parameter-
intervalls gesetzt. Im Fall zeitlicher Rückwärtsrichtung wird ein entsprechendes
Verfahren angewandt. Danach wird der neue Anfangspunkt zum momentanen
Endpunkt gesetzt in Koordinaten und Zeit. Die Steuervariable für unterbrochene
Integration wird zurückgesetzt (falls gesetzt), die Steuervariable zum Zeichnen
zusätzlicher Kurvenpunkte gesetzt und ein Sprung zum Schleifeneintrittspunkt
(C) durchgeführt.

Ansonsten wird die Restintervallänge (Steuervariable) zu 0 gesetzt. Falls das
Zeitintervall zur Nullstellensuche noch nicht eingegrenzt wurde, wird nun die
entsprechende Steuervariable gesetzt wie auch die Parameter-, Zeit- und Koor-
dinatenwerte. Sonst wird der folgende Block ausgeführt. Falls der momentane
Zeitpunkt außerhalb des für diesen (externen) Schritt geltenden Zeitintervalls
liegt, wird der intervallbegrenzende Endzeitpunkt zum momentan Wert des be-
rechneten Endzeitpunkts gesetzt wie auch die Parameterintervallänge zum Wert
der momentanen Länge. Danach erfolgt das Zurücksetzen der momentanen Start-
koordinaten auf die gespeicherten, vorhergehenden Werte. Im anderen Fall wird
der neue Anfangszeitpunkt wie der Zeitpunkt des Intervallanfangs auf den mo-
mentanen Wert des Endzeitpunkts gesetzt. Für nicht unterbrochene Integrati-
on wird die letzte integrierte Parameterintervallänge um das berechnete Stück
vergrößert. Die neue Parameterintervallänge ergibt sich aus der alten verringert
um die momentane Parameterintervallänge, und die neuen Anfangskoordinaten
werden zu den momentanen Endkoordinaten gesetzt. Am Ende des Blocks wird
die Steuervariable zum Zeichnen zusätzlicher Kurvenpunkte gesetzt. Falls die
Zahl der inzwischen aufgetretenen zeitlichen Umkehrungen verschwindet, wird
zur Nullstellenfindung für zeitliche Vorwärts- und Rückwärtsrichtung der Inter-
vallängenbruchteil linear interpoliert, wobei an den Rändern eine Begrenzung des
Bruchteils auf das Intervall [0.1, 0.9] erfolgt. Ansonsten wird der Bruchteil zu Eins
gesetzt. Die neue Intervallänge wird zum obigen Bruchteil der momentanen Länge
berechnet, wonach der Sprung zum Schleifeneintrittspunkt (C) erfolgt.

Schließlich werden die Koordinaten und Zeiten mit den momentanen zu de-
nen des letzten und vorletzten (externen) Schritts umgespeichert. Danach werden
Verbindungen zu und zwischen den Umkehrpunkten innerhalb des momentanen
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Schritts gezeichnet. Der nächste Block wird im Falle zeitlicher Rückwärtsent-
wicklung oder bei erneuter Vorwärtsentwicklung bei Zeitpunkten vor dem extern
vorgegebenen ausgeführt. Dabei wird gegebenenfalls zunächst eine (Poly-)Marke
mit den jeweils geeigneten Linienattributen gezeichnet. Der momentane Zeit-
punkt wird gespeichert, und der nächste Zielzeitpunkt externer Schrittweite bei
autonomem Durchlauf zu Zeiten vor dem momentanen externen Zeitpunkt wird
bestimmt. Darauf springt man am Blockende zur Schleifeneintrittsstelle (A). Am
Ende wird der berechnete Endzeitpunkt gespeichert, und die Koordinaten bilden
das Resultat der Routine.

1.6.3 Integration der Stromdichten

Dieser Programmteil besteht aus einer Übergaberoutine für die CERN-Biblio-
theksroutine [39] zur numerischen Integration einer n-dimensionalen gewöhn-
lichen Differentialgleichung erster Ordnung mittels eines modifizierten Runge–
Kutta-Verfahrens, vgl. auch Abschnitt 2.11. Der übergebene Kurven-Integrati-
onsparameter wird nur benötigt zur Bestimmung der (relativen) momentanen
Position während der numerischen Integration, wird aber für die Auswertung der
Funktion ignoriert, weil sich der Zeitpunkt indirekt aus dem ebenfalls übergebe-
nen Ort (x, y) ergibt, siehe Abschnitt 1.6.4. Beim ersten Einsprung einer neuen
Kurven-Integration werden die anfängliche Zeit und der anfängliche Kurvenpa-
rameter gespeichert.

Falls die Berechnung einer einem Ort zugehörigen Zeit während dieser Kurven-
Integration fehlschlägt, vgl. Abschnitt 1.6.4, oder falls die vorgegebene End-
zeit erreicht wird, werden die Ströme nicht neu integriert, sondern die Kurven-
Integration wird dadurch dem Ende zugeführt, daß die letzten gespeicherten
Funktionswerte als konstantes Ergebnis an die aufrufende Integrationsroutine
übergeben werden. Zur Berechnung der zugeordneten Zeit innerhalb einer Kurven-
Integration wird, abhängig von der Übereinstimmung der Werte der Kurvenpa-
rameter, der zuletzt berechnete Zeitwert und ansonsten die übergebene Zeit als
Anfangswert für die Berechnung der zugeordneten Zeit verwendet. Deren Be-
rechnung wird an dieser Stelle durchgeführt. Im Falle einer nicht erfolgreichen
Berechnung werden, wie oben beschrieben – unter Abbruch der Integration, die
letzten erfolgreich berechneten Werte verwendet.

Zur Erkennung des (noch nicht erreichten) Endes der numerischen Integration
wird im Fall positiver Zeitrichtung geprüft, ob der momentane Zeitwert kleiner
als die Endzeit vermehrt um 3 · 10−13 ist. Ist dies der Fall, so wird der momenta-
ne Parameterwert auch extern gespeichert. Ansonsten wird neben der externen
Speicherung des momentanen Parameterwertes eine Steuervariable gesetzt, die in
der darüberliegenden Hauptroutine den Programmablauf modifiziert. Damit wird
einerseits der Parameterwert kurz vor dem bzw. am Endzeitpunkt und anderer-
seits der Parameterwert direkt nach diesem gespeichert. Eine ähnliche Abfrage
und Steuerung erfolgt im Fall negativer Zeitrichtung.
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Für den Fall des zweidimensionalen quantenmechanischen gaußschen Wel-
lenpakets sind die Dichten und Ströme in Abschnitt 1.4 angegeben. Bei dem
Betrag nach großen Zeiten wird das Argument der Gauß-Funktion konstant:
−m2~v0

2/(h̄2σ2
k). Das asymptotische Verhalten bestimmt sich daher aus den Vor-

faktoren und ist im Fall von Wahrscheinlichkeitsdichte und zugehöriger Strom-
dichte ∼ t−2 bzw. ∼ t−3. Eine analytische Zeitintegration der Stromdichte ge-
staltet sich daher schwierig. Die numerische Integration wird aufgrund des lang-
samen asymptotischen Abfalls in zwei Teile aufgespalten. Der eine Teil der Zeit-
integration wird von einem negativen Konstantwert aus, der sich aus den Para-
metern des Wellenpakets ergibt, bis zum Endzeitpunkt in der Variable t durch-
geführt. Für den anderen Teil ergibt sich mit der Darstellung

∫ tc
−∞ fc(t)t

−n dt mit

limt→−∞ fc(t) =: fc 6= 0 und der Substitution t = −τα, α < 0: (−α)
∫ (−tc)1/α

0

fc(−τα)τ−α(n−1)−1 dτ . Die numerische Integration wird z. B. dann problemlos,
wenn der τ -abhängige Faktor im Integranden zu Eins wird, also α = −1/(n− 1)
(= −1/2 für n = 3) gilt. Sie wird mit Hilfe der CERN-Routine [36] durchgeführt,
wobei die Genauigkeit auf den Wert 10−13 festgelegt wird. Da die Koordinaten der
Stromtrajektorien in diesem Fall unabhängig voneinander sind, vgl. Abschnitt 1.4,
bleibt der ursprüngliche Tangential-Einheitsvektor der Anfangslinie, hier ~̂n = ~ey,
während der Bewegung erhalten.

Im Fall des strahlenden elektrischen Dipols werden die Dichten und Ströme
entsprechend den analytischen Ausdrücken aus Abschnitt 1.5 berechnet. Die Be-
rechnung des zum Ort gehörenden Zeitpunkts erfolgt nach Abschnitt 1.6.4 durch
zeitliche Rückwärtsintegration entlang der Stromtrajektorien. Zur vorläufigen ap-
proximativen Berechnung des Tangentenvektors der Endlinie im betrachteten
Punkt wird der Anfangspunkt der Stromtrajektorie auf der anfänglichen Kreisli-
nie um einen kleinen Winkel von 5 ·10−7 in die beiden Richtungen steigender und
fallender Winkel gedreht. Mit entsprechenden Setzungen für die Integrationsge-
nauigkeit werden die Endpunkte der zugehörigen Trajektorien mittels Vorwärts-
integration bestimmt und deren normierte Differenz gebildet. Mit dem dazu or-
thogonalen Liniennormalenvektor wird die normierte zeitintegrierte Stromdichte

skalar multipliziert zur Erlangung von ~̂I · ~̂n. Ist der Betrag dieser Projektion
kleiner als 0.1, so wird der Tangentialvektor unter Verwendung der numerischen
Differentiationsroutine [40] der CERN-Bibliothek genauer berechnet, wobei x-
und z-Komponente nacheinander berechnet werden. (Die im Durchlauf für die
x-Komponente bereits berechneten z-Werte können gespeichert und für die Dif-
ferentiation der z-Komponente aus Gründen der Zeitersparnis abgerufen werden.)
Der nun mit erhöhter Genauigkeit berechnete Tangentialvektor ersetzt den obi-
gen, in einfacherer Weise berechneten. Die Zweiteilung der Berechnung von ~̂n
sowie die Wahl der numerischen Parameter bzw. Schnitte erfolgte semi-empirisch
zur Optimierung der Programm-Ablaufgeschwindigkeit unter Wahrung der an-
gestrebten Integrationsgenauigkeit. Eine ungenaue Bestimmung des Richtungs-
vektors bei kleinen Projektionen erhöht z. B. die benötigte Zahl der Integrations-
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schritte im selbst-adaptiven Prozeß, vgl. Abschnitt 2.11, der numerischen Inte-
gration der Detektorverbindungskurven.

Die Fälle der verschiedenen Energiedichten quantenmechanischer Wellenpa-
kete, vgl. Abschnitt 1.4, enthalten Elemente aus beiden vorher genannten Bei-
spielen. Da die (kinetischen) Energiedichten und deren Stromdichten für dem Be-
trag nach große Zeiten mit höheren Potenzen abfallen, wäre gegenüber dem Fall
der Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) eine anderer Exponent α im substituierten
Integral der geteilten Zeitintegration angebracht. Aus Gründen der Einfachheit
wurde aber der gleiche Exponent α = −1/2 gewählt, mit dem Nebeneffekt, daß
fc = 0 gilt (jeder Faktor 1/t führt dort zu einem Faktor −√

τ ). Nach der Bestim-
mung der Anfangszeit und der Anfangskoordinaten wird der Normalenvektor zur
transformierten Anfangslinie entsprechend dem Vorgehen bei der Dipolabstrah-
lung (oben) berechnet. Die Verschiebungen auf der Anfangslinie haben hier die
Form ∆y = ±max(yc, |y|) · 10−6, yc = const. Eine gegebenenfalls anfallende nu-
merische Differentiation erfolgt analog zum obigen Beispiel des Dipols.

Die gebildeten Skalarprodukte des Liniennormalenvektors mit der momen-
tanen und integrierten Stromdichte zur Bestimmung des Ausdrucks (1.47) wer-
den für den ersten Punkt der Integration gespeichert wie auch die Werte des
jeweils beendeten Durchlaufs. Wenn die Projektion der integrierten Stromdichte
auf den Normalenvektor vom letzten zum momentanen Punkt der Integration
einen Vorzeichenwechsel erfährt, erfolgt auf der Detektorverbindungskurve eine
Zeitumkehr. Falls die momentane Projektion verschwindet, werden die derzeiti-
gen Koordinaten verwendet. Ansonsten werden vorhergehende und momentane
Koordinaten mit den jeweiligen Projektionen gewichtet gemittelt bzw. die Null-
stelle wird linear interpoliert. Die zugehörigen Koordinaten, Parameter und Vor-
zeichenwechsel werden in externen Variablen gespeichert und an geeigneter Stelle
in der Hauptroutine (Abschnitt 1.6.2) u. a. zur Zeichnung verwendet. Schließlich
werden die vorhergehenden Werte mit den momentanen überschrieben.

1.6.4 Bestimmung der einem Ort zugeordneten Zeit

Diese Funktion bestimmt die einem Ort (x, y) zugeordnete Zeit bezüglich ei-
ner Anfangslinie (Anfangsfläche) unter der Vorgabe eines approximativen Zeit-
punkts. Wie im Fall der Trajektorien im Phasenraum, vgl. Abschnitt 2.11, wird
zur numerischen Integration die CERN-Routine [39] verwendet. Die Integrati-
onsgenauigkeit der Zeitintegration wird dabei auf 10−13 gesetzt. Bis auf den
Fall der Wahrscheinlichkeitsdichte des zweidimensionalen gaußschen Wellenpa-
kets, bei dem der Anfangsort analytisch bestimmbar ist, vgl. Abschnitt 1.4, er-
folgt die zeitliche Rückwärtsintegration zunächst vom Vorgabezeitpunkt bis zum
Anfangszeitpunkt. Dabei wird die anfängliche Schrittweite der numerischen In-
tegration der jeweiligen Situation angepaßt, zum Minimum von einem Zehntel
der auftretenden Zeitdifferenzen und 10−4, aber nicht kleiner als die zehnfache
Integrationsgenauigkeit von 10−12. Zu einer groben Abschätzung der Zeitdifferenz
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des so berechneten Anfangspunktes zur Anfangslinie wird die Projektion der Ge-
schwindigkeit am Anfangsort auf die Liniennormale der Anfangslinie verwendet.
Die Abschätzung der nächsten Zeitschrittdifferenz von ∆t = 2(∆~r · ~̂n)/(~v · ~̂n) zur
Gewinnung eines Anfangspunktes jenseits der Anfangslinie vom ersten Anfangs-
punkt aus betrachtet zum Zweck der Nullstellenfindung bezüglich der Koordi-
natendifferenz ∆~r · ~̂n zur Anfangslinie bleibt deshalb grob, weil sich ∆t auf die
Anfangszeit bezieht und die dem Ort zugeordnete Zeit die Endzeit der Strom-
trajektorie darstellt. Sollte die Koordinatendifferenz vom Betrag bereits kleiner
als ein Zehntel der geforderten Ortsgenauigkeit von δz = 10−13 sein, so wird dies
bereits als Lösung des Problems angesehen.

Da die abgeschätzte Zeitdifferenz stark von der schließlich benötigten in grob
unterschätzender Weise abweichen kann, wird für die weitergehende Suche nach
einem Anfangspunkt jenseits der Anfangslinie ein Zeitdifferenzvervielfachungs-
faktor verwendet, der in der Folge, auch abhängig von der zu Null initialisierten
Anzahl N∆t der bereits durchgeführten Iterationen, mit einer restriktiven Ex-
trapolation an die jeweils korrigiert zu erwartende Zeitdifferenz angepaßt wird,
womit die Anzahl der nötigen Rückwärtsintegrationen deutlich verringert wer-
den kann. In einer ähnlichen Weise wird der Möglichkeit Rechnung getragen, daß
die abgeschätzte Zeitdifferenz deutlich größer als der wahre Wert sei kann, wo-
nach die Zeitdifferenz einige Male um einen Faktor 10 reduziert werden kann.
(Zum Vergleich mit den in der folgenden Schleife berechneten Werten wird das
Vorzeichen der momentanen Koordinatendifferenz und der momentane Zeitpunkt
verwendet.)

Die Schleife beginnt mit dem Vergleich von momentaner Koordinatendiffe-
renz und vorhergehendem Vorzeichen (welches zum Vorzeichen der anfänglichen
Koordinatendifferenz vordefiniert ist). Ist deren Produkt negativ, so wird der
(neue) Testzeitwert um die (derzeitige) Zeitverschiebung verringert, ansonsten
vergrößert. Danach erfolgt die numerische zeitliche Rückwärtsintegration mit
dem Testzeitwert in obiger Weise zur Bestimmung der neuen Anfangskoordina-
ten mit zugehöriger Koordinatendifferenz zur Anfangslinie. Aufgrund des noch
zu Null gesetzten Wertes einer Steuervariable wird zuerst auf die größenmäßi-
ge Überschätzung der Zeitdifferenz getestet: Falls das Produkt von momenta-
ner und gespeicherter Koordinatendifferenz positiv sowie der Betrag der neuen
Koordinatendifferenz größer als der Betrag der gespeicherten ist, wird das vor-
hergehende Vorzeichen geändert und der neue Zeitwert auf den vorhergehenden
zurückgesetzt. Eine anfänglich auf 1 gesetzte Ganzzahl-Variable wird während
des Schleifendurchlaufs jeweils in ihrem Vorzeichen geändert und im Falle eines
positiven Wertes inkrementiert. Dabei wird die momentane Zeitverschiebung um
einen Faktor 10 verkleinert, wobei auch Zeitverschiebungen gleichen Betrages in
die andere Zeitrichtung mit abgedeckt werden. Dies wird (unter dem Rücksprung
zum Schleifenbeginn) so lange versucht, bis die Variable den Wert 6 erreicht hat.
An dieser Stelle wäre die anfängliche Zeitdifferenz auf einen Wert von 10−6 ihres
Ausgangswertes reduziert. Führt die Suche nach einer Verringerung der Koor-
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dinatendifferenz oder einem Vorzeichenwechsel in der Koordinatendifferenz an
dieser Stelle nicht zum Ziel, so wird die Iteration abgebrochen und die Suche
nach einem Anfangspunkt auf der Anfangslinie bzw. die Suche nach einem End-
zeitpunkt einer Stromtrajektorie eingestellt, welches auch eine Beendigung der
Fortführung der Detektorverbindungskurve zur Folge hat.

An dieser Stelle wird die Variable N∆t der Zählung der Iterationen inkremen-
tiert. Ist hier nun die momentane Koordinatendifferenz vom Betrag größer als
die alte sowie gleichen Vorzeichens, so liegt ein Extremum vor. Mit den entspre-
chenden Vorzeichen wird eine Minimumsuche durchgeführt unter Verwendung
der CERN-Bibliotheksfunktion [38] mit den Genauigkeiten von 10−10 für den
Parameter ε und 10−9 für den Parameter δ des Toleranzintervalls. Wenn das ge-
fundene Minimum größer als 0 ist, wird die Iteration ebenfalls mit den obigen
Konsequenzen abgebrochen. Gleiches erfolgt, wenn das Minimum zwar negativ
aber mit einem Betrag von kleiner 10−13 (der Integrationsgenauigkeit) nicht signi-
fikant genug von der Anfangslinie entfernt ist. Im Fall eines negativen Minimums
wird die Schleife verlassen, und die Fortsetzung erfolgt mit der Nullstellensuche,
siehe unten.

Dieser Teil wird dann ausgeführt, wenn die momentane und die vorherge-
hende Koordinatendifferenz das gleiche Vorzeichen haben. Falls der momentane
Punkt näher an der Anfangslinie liegt als der vorhergehende (Betrag der Koordi-
natendifferenz nimmt ab), wird, abhängig vom vorhergehenden Zeitdifferenzver-
vielfachungsfaktor, ein neuer vorläufiger Wert dessen gesetzt, unter Verwendung
linearer Extrapolation auf die Anfangslinie. Ansonsten wird der Faktor auf 1 ge-
setzt. Um einen zu großen Sprung zu vermeiden, wird der Faktor auf die Größe
10N2

∆t beschränkt. Die momentane Zeitdifferenz wird auf die gespeicherte gesetzt
unter Multiplikation mit dem Faktor. Danach werden die momentanen Werte auf
die vorhergehenden kopiert, worauf der Sprung an den Anfang der Iteration folgt.

An diese Stelle des Programms gelangt man, wenn zwei Anfangspunkte auf
verschiedenen Seiten der Anfangslinie zu verschiedenen Endzeiten der Rückwärts-
integration gefunden wurden. Mit diesen beiden Zeiten erfolgt eine Nullstellensu-
che mittels der CERN-Bibliotheksfunktion [41] mit einer Genauigkeit von 10−13.
Die in der Übergabefunktion durchgeführte Integration entspricht dabei genau
der dieser Funktion.

1.7 Darstellung von Stromtrajektorien

und Detektorverbindungskurven

In diesem Abschnitt betrachten wir die bereits in Abschnitt 1.6.1 erwähnten
physikalischen Systeme, d. h. die zugehörigen Stromtrajektorien und Detektor-
verbindungskurven. Dabei wird zunächst das freie quantenmechanische gaußsche
Wellenpaket in zwei Dimensionen erörtert, vgl. Abschnitt 1.4. Den zweiten Teil
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bildet der in Abschnitt 1.5 beschriebene strahlende zeitveränderliche elektrische
Dipol.

Für das gaußsche Wellenpaket betrachten wir die in Abschnitt 1.4 näher be-
schriebenen physikalischen Größen als mögliche detektierbare Größen. Diese sind
die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte, die aus der Lagrange-Dichte
der Schrödinger-Gleichung folgende Energiedichte ε1 (Energiedichte 1) und die
aus der Phasenraumverteilung resultierende

”
klassische“ Energiedichte εcl. Die

zugehörigen momentanen wie auch zeitlich integrierten Stromdichten, aus denen
die hier zu betrachtenden Kurven bestimmt werden, sind in den Bildern 1.1, 1.2
und 1.3 dargestellt.

Bild 1.6 zeigt Stromtrajektorien und Detektorverbindungskurven für die drei
zuvor beschriebenen Größen. Die Anfangslinie wird durch die y-Achse gebildet,
auf der jeweils acht Kurven im Abstand von ∆y = 0.4 voneinander beginnen,
wobei die erste Kurve im Zentrum des Wellenpakets im Koordinatenursprung
beginnt. Die anfängliche Breite des sich in x-Richtung mit vx = 1 bewegenden
Pakets ist σx0 = 1 mit m = h̄ = 1. Alle Anfangsbedingungen sind hier so gewählt,
daß die in Abschnitt 1.6 beschriebenen Komplizierungen wie Kurven- und Zeit-
umkehr für diesen Fall nicht auftreten.

Die Kurven des Wahrscheinlichkeitsstroms werden im oberen Teil des Bildes
1.6 dargestellt. Das linke Bild zeigt die Stromtrajektorien des Wahrscheinlich-
keitsstroms, also sogenannte Bohmsche Trajektorien, vgl. Abschnitt A.4. Zum
Zeitpunkt t = 0 ist das Wellenpaket unkorreliert und besitzt seine minimale
räumliche Ausdehnung. Die Spreizung der Trajektorien beschreibt gerade die Di-
spersion des Wellenpakets. Durch die zeitliche Entwicklung eines Gebietes ent-
lang der Stromtrajektorien eines symmetrischen Gauß-Pakets wird das Gebiet
einer Ähnlichkeitstransformation unterzogen, siehe Abschnitt 1.4 und [8]. Wie in
Bild 1.1 zu erkennen, ist die integrierte Stromdichte um t = 0 herum außerhalb
des zentralen Bereichs von der Kontraktion des Wellenpakets zu negativen Zeiten
beeinflußt oder bestimmt. Das führt auch auf der y-Achse zu einem anfänglichen
kontraktiven Verhalten – die Detektorverbindungskurven nähern sich zuerst der
x-Achse, um zu späteren Zeiten ebenfalls zu divergieren.

Der mittlere Teil von Bild 1.6 besteht ebenfalls aus Stromtrajektorien im lin-
ken und Detektorverbindungskurven um rechten Bild. Die physikalische Größe ist
hier die Energiedichte 1, ε1, deren momentane und zeitintegrierte Stromdichten in
Bild 1.2 gezeigt sind. Die Energiegeschwindigkeit ist zentral höher und peripher
niedriger als die Geschwindigkeit der Wahrscheinlichkeit, so daß die Trajektorien
zentral weiter und am Rand weniger weit in x-Richtung führen als die oben dar-
gestellten. (Weitere, nicht dargestellte Trajektorien mit größeren y-Werten laufen
wegen der speziellen Form der Energiestromdichte ~πε1 anfänglich in negative x-
Richtung.) Die integrierte Stromdichte zeigt im inneren Bereich vornehmlich in
Richtung der Stromdichte selbst, so daß sich die inneren Stromtrajektorien von
den Detektorverbindungskurven kaum unterscheiden. Der Einfluß der Kontrak-
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Abbildung 1.6: Linke Spalte: Stromtrajektorien mit Zeitmarken zu drei Dichten
des freien quantenmechanischen gaußschen Wellenpakets in zwei Dimensionen.
Rechte Spalte: Detektorverbindungskurven mit entsprechenden Zeitmarken den
Bildern links entsprechend bei gleichen Anfangsbedingungen. Oben: Kurven für
die Wahrscheinlichkeitsdichte. Mitte: Kurven für die Energiedichte 1. Unten: Kur-
ven für die

”
klassische“ Energiedichte.
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tion des anfänglichen Wellenpakets tritt erst weiter außen merklich hervor; die
äußeren Kurven führen anfänglich zur x-Achse hin.

In den unteren Teilbildern von 1.6 sind wie für die anderen Größen links
die Stromtrajektorien und rechts die Detektorverbindungskurven gezeigt, dieses
Mal für die

”
klassische“ Energiedichte εcl, deren momentane und zeitintegrierte

Stromdichten in Bild 1.3 dargestellt sind. Aufgrund der bereits beschriebenen
Ähnlichkeiten der Stromdichte ~πεcl zu der Wahrscheinlichkeitsstromdichte besit-
zen auch die zugehörigen Trajektorien und Detektorverbindungskurven gewisse
Gemeinsamkeiten. Zwar ist die Energiegeschwindigkeit höher als die Geschwin-
digkeit der Stromdichte ~j, die zeitlich transformierte Anfangskurve weicht für
die gewählten Parameter aber nur wenig von der Form einer Geraden ab. Die
Stromtrajektorien divergieren von Beginn an, und die Detektorverbindungskur-
ven laufen anfänglich aufeinander zu, bevor sie ebenfalls divergieren.

An dieser Stelle untersuchen wir die Stromtrajektorien und Detektorverbin-
dungskurven für einen strahlenden klassischen elektrischen Dipol, siehe Abschnitt
1.5. Wir beschränken uns dabei auf eine Situation innerhalb der gaußschen Zeit-
veränderlichkeit des Dipolmoments, die mit ihren Stromdichten bereits in Bild
1.4 dargestellt ist. Bild 1.7 zeigt diese Situation, bei der die Anfangslinie bzw.
Anfangsfläche innerhalb des ersten (eines kleineren) Pulses der Abstrahlung liegt.
Senkrecht zur Dipolachse, d. h. um das Maximum der Abstrahlungsintensität im
Fernfeld herum, erfolgt der Energietransport (im betrachteten Zeitintervall) na-
hezu mit c und radial nach außen. Je weiter man von dieser Ebene entfernt ist
und sich somit näher an der Dipolachse befindet, um so mehr weicht die Fluß-
richtung der Energiedichte vom jeweiligen Radialstrahl ab. Wie bereits aus dem
Geschwindigkeitsfeld in Bild 1.4 ersichtlich, bewegen sich die Stromtrajektorien
bezüglich des Radialstrahls anfänglich auf die z-Achse zu. In deren Nähe ver-
langsamen die Trajektorien ihre Radialgeschwindigkeit so stark, daß sie durch
die radiale (Quasi-)Nullstelle des Geschwindigkeitsfeldes laufen, um danach durch
den Hauptpuls der Abstrahlung wieder beschleunigt zu werden. Dieses führt zu
den beobachtbaren Knicken (Umkehrungen) in den Stromtrajektorien und zu
der deutlich erkennbaren Ausstülpung in der transformierten Anfangslinie. (Die
Situation nahe der Dipolachse ist in Bild 1.8 vergrößert dargestellt.)

Beim Übergang zum Fernfeld, in dem die Bewegung letztlich radial nach au-
ßen mit der Geschwindigkeit c verläuft, wird die Ausstülpung gewissermaßen
stationär: Der vom Ursprung aus überstrichene Winkelbereich bleibt konstant
wie auch der radiale Abstand zwischen den einzelnen Linienteilen. Da sich die
Anfangslinie an der z-Achse nicht bewegt, kommt es in geringerer Entfernung
zu dieser zu einer zweiten Ausstülpung aufgrund der zweiten radialen (Quasi-)-
Nullstelle des Geschwindigkeitsfeldes bei gaußscher Zeitabhängigkeit, siehe Bild
1.4. Allgemein treten bei n0 (Quasi-)Nullstellen ebensoviele Ausstülpungen in der
transformierten Anfangslinie bzw. -fläche auf. Die finale Lage im Winkelbereich
einer Ausstülpung hängt dabei von der Position der Anfangslinie in bezug auf die
Pulse der Abstrahlung ab.
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Abbildung 1.7: Transformation der Anfangslinie in Form eines Viertelkreises un-
ter den Stromtrajektorien eines strahlenden elektrischen Dipols mit der gauß-
schen Zeitabhängigkeit des Dipolmoments der Situation aus Bild 1.4. Gezeigt
sind Stromtrajektorien (ohne Zeitmarken) und Detektorverbindungskurven (mit
Zeitmarken). Der linke Teil der Abbildung ist in Bild 1.8 vergrößert dargestellt.
(Die Farbkodierung wird im Text erläutert.)

Aufgrund der Mittelung durch Integration weichen die Detektorverbindungs-
kurven bei größeren Winkeln von der z-Achse gemessen oder bei kleinen Zeiten
nicht so sehr von der radialen Bewegung ab wie die Stromtrajektorien. Die Um-
kehrung der Trajektorien, die zur Ausstülpung der transformierten Anfangslinie
führt, verursacht eine lokale Umkehrbewegung dieser transformierten Anfangs-
linie, was wiederum eine Umkehr der Detektorverbindungskurve zur Folge hat,
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Abbildung 1.8: Vergrößerung des linken Teils aus Bild 1.7.

deren Auftreten (~j ·~̂n = 0 bzw. ~v·~̂n = 0) und Behandlung in den Abschnitten 1.6.1
und 1.6.2 eingehend beschrieben wird. Diese Linienumkehr tritt bei den beiden
in Bild 1.7 bzw. Bild 1.8 gezeigten Detektorverbindungskurven nahe der z-Achse
gleich doppelt auf. Die Kurven bewegen sich anfänglich auf die z-Achse zu, hal-
ten an und kehren um. Dabei bewegen sie sich in diesem Falle nach der ersten

Umkehrung entgegengesetzt der Richtung ~̂I und laufen in einem kleinen Bogen
zurück in Richtung der Anfangslinie. Anschließend kehren die Kurven ein zweites

Mal um, worauf sie wieder in Richtung von ~̂I durchlaufen werden. In diesem Fall
verlaufen die Kurven nach der zweiten Umkehr kaum noch gekrümmt.

Die dritte Detektorverbindungskurve von der z-Achse aus gesehen verläuft
bezüglich ihres äußeren Aussehens ähnlich wie die beiden zuvor beschriebenen.
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Allerdings kommt es zwischen den beiden Umkehrungen zu einer zeitlichen Rück-
wärtsentwicklung, weil die Projektion ~I · ~̂n ihr Vorzeichen ändert, vgl. Abschnitte
1.6.1 und 1.6.2. Diese Vorzeichenänderung hat ihre Ursache in der Ausstülpung
der transformierten Anfangslinie. In den Bildern 1.7 und 1.8 ist das Vorzeichen der
Projektion ~I · ~̂n durch ein Linienattribut gekennzeichnet ebenso wie die Detek-
torverbindungskurven in zeitlicher Rückwärtsentwicklung (magenta). Auch die
Zeitmarken auf der Detektorverbindungskurve werden unterschieden, je nach-
dem, ob die Zeitentwicklung vorwärts (rot) oder rückwärts läuft (grün) oder
bei wieder fortschreitender Zeitentwicklung der vorhergehende größte Zeitpunkt
noch nicht wieder erreicht wurde (türkis). Schließlich enthalten die Bilder noch
drei Ausschnitte transformierter Anfangslinien, mit denen die zuletzt betrachte-
te Detektorverbindungskurve an ihren Zeitmarken (vor dem bis dahin erreichten
größten Zeitpunkt) gemeinsame Punkte besitzt.

1.8 Diskussion

In Abschnitt 1.3 wurde eine drei- bzw. mehrdimensionale Verallgemeinerung der
Quantilbewegung in einer Dimension vorgestellt. Dabei treten nun zwei Kurven-
scharen auf, die in einer Dimension in einer Kurve zusammenfallen. Diese Kurven-
scharen bestehen einerseits aus den Stromtrajektorien des betrachteten Stromes
und andererseits aus den hier so bezeichneten Detektorverbindungskurven, ent-
lang derer die durch die Fläche des Flächenelements, welches in den Koordinaten
dieser Fläche ausgedrückt ist, fließende Menge der betrachteten physikalischen
Größe konstant bleibt. Dieses drückt sich in der Invarianz von q(s) vom Kurven-
parameter s aus, vgl. Abschnitt 1.3.8. Diese Invarianz gilt (bezüglich des Betrags)
unabhängig von der (virtuellen) Laufrichtung der Zeit entlang der Detektorver-
bindungskurve.

Die in Abschnitt 1.7 betrachtete Dipolstrahlung beinhaltet eine Detektorver-
bindungskurve mit intermediärer zeitlicher Rückwärtsentwicklung, vgl. Bild 1.7
bzw. 1.8, dritte Kurve von der z-Achse gezählt. Am Endpunkt der Detektorver-
bindungskurve auf der transformierten Anfangsfläche hat q(s) den gleichen Wert
wie am Anfangspunkt. Während der zeitlichen Rückwärtsentwicklung ändert sich
das Vorzeichen von q(s), weil die Projektion ~I · ~̂n ihr Vorzeichen wechselt. Dies
resultiert aus der Interpretation dieser Projektion als Linien- oder Flächendichte
der als nichtnegativ betrachteten physikalischen Größe G. Betrachtet man die
teilweise dargestellten transformierten Anfangslinien zu früheren Zeiten, so wer-
den diese von den Detektorverbindungskurven zuerst bei positiven Projektionen
erreicht. Würde man die Gesamtheit der Endpunkte des ersten Erreichens al-
ler Detektorverbindungskurven der transformierten Anfangslinie betrachten, so
würden einige Linienteile nicht erreicht. Erst die Weiterverfolgung eines Teils der
Detektorverbindungskurven führt in diesem Fall jeweils zu einer intermediären
zeitlichen Rückwärtsentwicklung mit anschließender Vorwärtsentwicklung, infolge
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dieser die transformierte Anfangslinie zwei weitere Male erreicht wird. Insgesamt
treffen diese Detektorverbindungskurven die Linie dreimal, zweimal mit positiver
und einmal mit negativer Projektion, womit effektiv der Wert q(s) einmal übrig-
bleibt. Allgemein kann eine Linie eine ungerade Anzahl von Schnittpunkten mit
einer Detektorverbindungskurve besitzen, von denen die mit positiver Projektion
~I ·~̂n im Wechsel einmal öfter auftreten als die mit negativer. Wenn auf einer trans-
formierten Anfangslinie Abschnitte mit negativer Projektion existieren, müssen,
um diese Linie vollständig mit Detektorverbindungskurven zu erreichen, einige
dieser (zuerst in die Zukunft und danach in die Vergangenheit) weiterverfolgt
werden. In einer chronologischen Betrachtung erfolgt an einem Teil der Orte mit
~I · ~̂n = 0 die Erzeugung von Flächenstücken mit positiver und negativer Projek-
tion und an einem anderen Teil mit dieser Bedingung die Annihilation solcher
Flächenstücke. Die gesamte Detektorverbindungskurve ergibt sich dann jeweils
durch die Verbindung einzelner Kurvenstücke an diesen Orten.

Wie bereits in Abschnitt 1.6.1 erwähnt, stellt eine negative Projektion ~I · ~̂n
eine im Detektor befindliche Quelle dar. Eine Beschreibung mit einer Projektion
eines Vorzeichens läßt sich allgemein nur durch die explizite Hinzunahme des
Detektors mit Wechselwirkung in das physikalische System erreichen. In dieser
Beschreibung sollte der Detektor als dissipatives System ankoppeln.

Die vollständige Konstruktion der auf mehrere Dimensionen verallgemeinerten
Quantilbewegung besteht also aus zwei Kurvenscharen, wobei die erste aus den
Stromtrajektorien des zur Größe G gehörenden Feldes besteht. Diese Trajektori-
en beschreiben den kausalen Transport zwischen den verschieden Raumbereichen
bzw. Detektoreintrittsflächen. Die zweite Schar besteht aus den Detektorverbin-
dungskurven, die die Segmentierung der Detektoreintrittsflächen, ausgehend von
der ursprünglichen Wahl auf der Fläche S1, auf die transportierte bzw. trans-
formierte Fläche S2 zu einer späteren Zeit überträgt. Eine solche Übertragung
entlang von Verbindungskurven braucht nicht in einer kausalen Weise zu erfol-
gen.
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Transport im Phasenraum

2.1 Klassischer Phasenraum

und Liouville-Theorem

Der Phasenraum eines klassischen Systems wird aufgespannt von den Koordi-
naten des Systems und den zugehörigen kanonisch konjugierten Variablen, den
(verallgemeinerten) Impulsen [21]. (Wir verwenden den Begriff Koordinaten auch
für beide Variablen.) In ihm lassen sich die Bewegungszustände des Systems be-
schreiben, denn jeder Zustand ist durch einen Punkt des Phasenraums festgelegt.
Die Zeitentwicklung ergibt sich mit den Bewegungsgleichungen eindeutig aus der
Vorgabe der Anfangsbedingungen, wobei der Phasenraumpunkt eines Zustandes
eine Bahnkurve (Trajektorie) im Phasenraum beschreibt. Ist der Zustand eines
Systems (zu einem bestimmten Zeitpunkt) nicht festgelegt bzw. bekannt oder
wird eine Gesamtheit verschiedener Systeme (Ensemble) betrachtet, so läßt sich
im Phasenraum eine Wahrscheinlichkeitsdichte angeben bzw. definieren, welche
die Verteilung der Zustände beschreibt. Aus der Anfangsverteilung folgt unter
der Zeitentwicklung jedes Punktes die Phasenraumverteilung zu einem späteren
Zeitpunkt, wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte i. a. mit der Jacobi-Determinante
der alten zu den neuen Koordinaten zu multiplizieren ist.

Im Falle konservativer Systeme mit NF Freiheitsgraden ergeben sich die Be-
wegungsgleichungen der Koordinaten qk und der Impulse pk aus einer Hamilton-
Funktion H(q, p, t), q = (q1, . . . , qNF

), p = (p1, . . . , pNF
):

q̇i =
∂

∂pi
H(q, p, t) , ṗi = − ∂

∂qi
H(q, p, t) , i = 1, . . . , NF .

Aufgrund des Vorzeichenunterschiedes in Ort und Impuls besitzen die Gleichun-
gen eine symplektische Struktur. In einfachen Fällen ist H(q, p, t) die Summe der
kinetischen und potentiellen Energien, H(q, p, t) = T (p) + V (q), in denen die ki-
netische Energie T nur von den Impulsen und die potentielle Energie V nur von
den Koordinaten abhängt und eine explizite Zeitabhängigkeit nicht auftritt.

57
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Wir betrachten ein konservatives System mit einem Freiheitsgrad, welches
durch die Hamilton-Funktion H(x, p, t) beschrieben werde. Die Bewegungsglei-
chungen in einer Umgebung eines Punktes (x, p) lassen sich (für geeignete Ha-
milton-Funktionen) approximieren (µ, ν ∈ {0, 1}),

ẋ(x+ µ∆x, p+ ν∆p, t) = ∂H
∂p

(x+ µ∆x, p+ ν∆p, t) =

= ∂H
∂p

(x, p, t) + µ∆x ∂2H
∂x∂p

(x, p, t) + ν∆p ∂2H
∂p2 (x, p, t) + · · · ,

ṗ(x+ µ∆x, p+ ν∆p, t) = −∂H
∂x

(x+ µ∆x, p+ ν∆p, t) =

= −∂H
∂x

(x, p, t) − µ∆x ∂2H
∂x2 (x, p, t) − ν∆p ∂2H

∂x∂p
(x, p, t) + · · · .

Daraus ergeben sich die Zeitableitungen von Koordinatendifferenzen zu

ẋ(x+ ∆x, p, t) − ẋ(x, p, t) = ∆x ∂2H
∂x∂p

(x, p, t) + · · · ,

ẋ(x, p+ ∆p, t) − ẋ(x, p, t) = ∆p ∂2H
∂p2 (x, p, t) + · · · ,

ṗ(x+ ∆x, p, t) − ṗ(x, p, t) = −∆x ∂2H
∂x2 (x, p, t) + · · · ,

ṗ(x, p + ∆p, t) − ṗ(x, p, t) = −∆p ∂2H
∂x∂p

(x, p, t) + · · · .

Die Koordinatendifferenzen nach einem Zeitschritt ∆t bei Verschiebungen in x
und p lauten dann

∆x1(t+ ∆t) = ∆x+ ∆x ∂2H
∂x∂p

∆t , ∆x2(t+ ∆t) = ∆p∂2H
∂p2 ∆t ,

∆p1(t+ ∆t) = −∆x ∂2H
∂x2 ∆t , ∆p2(t+ ∆t) = ∆p− ∆p ∂2H

∂x∂p
∆t .

Die Phasenraumfläche ergibt sich aus der Determinante der Verschiebungen und
ist proportional zur (inversen) Jacobi-Determinante,

∆A =

∣

∣

∣

∣

∣

∆x1(t+ ∆t) ∆x2(t+ ∆t)
∆p1(t+ ∆t) ∆p2(t+ ∆t)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∆x
(

1 + ∂2H
∂x∂p

∆t
)

∆p ∂2H
∂p2 ∆t

−∆x ∂2H
∂x2 ∆t ∆p

(

1 − ∂2H
∂x∂p

∆t
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ∆x∆p
(

1 +
[

∂2H
∂x2

∂2H
∂p2 −

(

∂2H
∂x∂p

)2
]

(∆t)2

)

= ∆x∆p (1 + O ((∆t)2)) ,

womit sich die Fläche sich wegen des Verschwindens der 1. Ordnung in ∆t nicht
ändert,

∆A(t+ ∆t) − ∆A(t) = O
(

(∆t)2
)

, d
dt

∆A(t) = 0 .

Diese Aussage, allgemein für beliebige Freiheitsgrade formuliert, ist das Liouville-
Theorem. Da damit die Jacobi-Determinante 1 ist, bleiben die Werte der Wahr-
scheinlichkeitsdichten bei der Zeitentwicklung (entlang der Trajektorien) erhal-
ten. Die Flächenerhaltung gilt auch noch mit allgemeineren Hamilton-Funktionen,
z. B. für solche, die in p unstetig bzw. stückweise glatt sind und u. a. zu Im-
pulssprüngen, insbesondere zur Impulsumkehr führen, wodurch die Trajektorien
ebenfalls unstetig werden.
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2.2 Hamilton-Funktion

und Phasenraumverteilung

Die aus einer Hamilton-Funktion folgenden Bewegungsgleichungen determinieren
Trajektorien im Phasenraum, mit denen die Zeitentwicklung einer Phasenraum-
verteilung festgelegt ist. Die umgekehrte Frage ist, unter welchen Umständen man
aus einem vorgegebenen zeitlichen Verhalten einer Verteilung Bewegungsgleichun-
gen und ggf. eine Hamilton-Funktion bestimmen kann und wie eindeutig even-
tuelle Lösungen dafür sind. Eine Verteilung, deren Zeitverhalten (ohne Jacobi-
Determinante) aus Trajektorien einer Bewegungsgleichung resultiert, genügt der
Gleichung

−∂W (x, p, t)

∂t
=

dx

dt

∂W (x, p, t)

∂x
+

dp

dt

∂W (x, p, t)

∂p

wegen der Invarianz der Funktionswerte entlang der Trajektorien. Sollen die Zeit-
ableitungen der Koordinaten aus einer Hamilton-Funktion h folgen, so gilt

− ∂W (x, p, t)

∂t
=
∂h(x, p, t)

∂p

∂W (x, p, t)

∂x
− ∂h(x, p, t)

∂x

∂W (x, p, t)

∂p
. (2.1)

Diese Gleichung ist die Bestimmungsgleichung für h(x, p, t). Als lineare inho-
mogene partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, wobei der Term −∂W/∂t die
Inhomogenität darstellt, läßt sie sich mit Standardmethoden [13] lösen.

Andererseits kann man versuchen, eine Green-Funktion bzw. Fundamentallö-
sung G der Gleichung zu finden, indem man die Inhomogenität zu einer zweidi-
mensionalen Delta-Distribution setzt,

∂G

∂p

∂W

∂x
− ∂G

∂x

∂W

∂p
= δ(x− x′)δ(p− p′) .

(Für die folgenden Schritte unterdrücken wir die explizite Zeitabhängigkeit in der
Darstellung.) Mit einer allgemeinen Inhomogenität ν(x, p) ist eine Lösung n(x, p)
dann gegeben durch (Bedeutung von ungestrichenen und gestrichenen Variablen
vertauscht)

n(x, p) =
∫

dx′
∫

dp′G(x′, x, p′, p)ν(x′, p′) .

Als Ansatz verwenden wir

G(x, x′, p, p′) = δ(f1(x, x
′, p, p′))Θ(f2(x, x

′, p, p′)) ,

wobei Θ(·) die Sprungfunktion darstellt. Es gilt

∂G
∂x

= ∂f1

∂x
δ′(f1)Θ(f2) + ∂f2

∂x
δ(f1)δ(f2) , ∂G

∂p
= ∂f1

∂p
δ′(f1)Θ(f2) + ∂f2

∂p
δ(f1)δ(f2) ,

womit
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(

∂f1

∂p
∂W
∂x

− ∂f1

∂x
∂W
∂p

)

δ′(f1)Θ(f2) +
(

∂f2

∂p
∂W
∂x

− ∂f2

∂x
∂W
∂p

)

δ(f1)δ(f2) = δ(x− x′)δ(p− p′)

folgt. Der erste Klammerausdruck muß identisch verschwinden. Daher ist f1 eine
Funktion vonW ; wir setzen f1 = f̃1(W (x, p)−W (x′, p′)). Mit ∂f̃1/∂x = f̃ ′1∂W/∂x
und ∂f̃1/∂p = f̃ ′1∂W/∂p folgt für das Produkt der Delta-Distributionen des zwei-
ten Summanden die Determinante D der Transformation zu den Koordinaten
x, p,

D−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f̃ ′1
∂W
∂x

∂f2

∂x

f̃ ′1
∂W
∂p

∂f2

∂p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= f̃ ′1
(

∂f2

∂p
∂W
∂x

− ∂f2

∂x
∂W
∂p

)

.

Mit dem Vorfaktor und dem Vergleich mit der Inhomogenität folgt f̃ ′1 = 1. Dieses
führt zusammen mit der Ersetzung f2 = f̃2(x, p) − f̃2(x

′, p′) zu

G(x, x′, p, p′) = δ(W (x, p) −W (x′, p′))Θ(f̃2(x, p) − f̃2(x
′, p′)) .

Die Integration erfolgt also entlang der Höhenlinien von W , und die Funkti-
on f̃2(x, p) im Argument der Sprungfunktion kann als Koordinate entlang ei-
ner Höhenlinie verstanden werden. Zusätzlich kann der Kern G außerhalb einer
Umgebung um die zu (x′, p′) gehörende Höhenlinie mittels einer charakteristi-
schen Funktion abgeschnitten werden, um nicht andere Linien mit gleichem W
in die Integration mit einzubeziehen. Sei p′i,x,p(x

′) eine abschnittweise Lösung der
Höhenlinien-Gleichung W (x′, p′) = W (x, p), deren Randpunkte übereinstimmen,
p′i,x,p(x

′
i,max) = p′i+1,x,p(x

′
i+1,min), und die den Punkt (x, p) enthalten, der als Rand-

punkt des letzten Summanden definiert sei, so läßt sich die Lösung schreiben als

n(x, p) =
∑

i

σi

∫ x′

i,max

x′

i,min

dx′
ν(x′, p′i,x,p(x

′))
∂W
∂p′

∣

∣

∣

x′,p′i,x,p(x′)

.

Eine entsprechende Darstellung x′i,x,p(p
′) führt auf

n(x, p) = −
∑

i

σi

∫ p′i,max

p′i,min

dp′
ν(x′i,x,p(p

′), p′)
∂W
∂x′

∣

∣

∣

x′

i,x,p(p′),p′

.

Die Vorzeichen σi sind dabei positiv (negativ) zu wählen, wenn eine geschlos-
sene Kurve auf einem Teilstück in mathematisch positiver (negativer) Richtung
durchlaufen wird.

Eine partikuläre Lösung der ursprünglichen, zeitabhängigen Gleichung (2.1)
kann damit in der Form

hp(x, p, t) =

=
∑

i

σi

∫ x′

i,max

x′

i,min

dx′
∂W
∂t

∣

∣

∣

x′,p′i,x,p,t(x
′),t

∂W
∂p′

∣

∣

∣

x′,p′i,x,p,t(x
′),t

= −
∑

i

σi

∫ p′i,max

p′i,min

dp′
∂W
∂t

∣

∣

∣

x′

i,x,p,t(p
′),p′,t

∂W
∂x′

∣

∣

∣

x′

i,x,p,t(p
′),p′,t

(2.2)
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geschrieben werden. Die allgemeine Lösung ergibt sich durch Addition der allge-
meinen Lösung der homogenen Gleichung,

h(x, p, t) = hp(x, p, t) + g(t,W (x, p, t)) . (2.3)

Im allgemeinen hängt eine so gefundene Hamilton-Funktion h(x, p, t) von der
expliziten Form der Verteilung W ab. Eine zugrundeliegende allgemeine Dyna-
mik kann nur existieren, falls die expliziten Abhängigkeiten von W durch eine
geeignete Wahl von g(t,W (x, p, t)) eliminiert werden können. Darüber hinaus
ist sinnvollerweise zu verlangen, daß h(x, p, t) eine

”
eindeutige“ Funktion ihrer

Variablen ist.

2.3 Ströme und Kontinuitätsgleichung

im Phasenraum

Wir betrachten nun zunächst den Fall allgemeiner klassischer Bewegungsgleichun-
gen, die sich nicht notwendigerweise aus einer Hamilton-Funktion ergeben,

ẋ = ẋ(x, p, t) , ṗ = ṗ(x, p, t) .

Für eine daraus folgende klassische Bewegung x = x(xi, pi, t), p = p(xi, pi, t)
wird die Phasenraumverteilung durch W (x, p, t) = W (xi, pi, 0) konstruiert, d. h.
dW/dt = 0. Mit der Jacobi-Determinante D(x, p, t) = ∂(xi, pi)/∂(x, p) erhält man

Wn(x, p, t) = W (x, p, t)D(x, p, t) (2.4)

als Verteilung mit zeitlich konstanter Norm. Mit der Definition der (Wahrschein-
lichkeits-)Ströme

Jx(x, p, t) = ẋ(x, p, t)Wn(x, p, t) , Jp(x, p, t) = ṗ(x, p, t)Wn(x, p, t) (2.5)

in x- und p-Richtung kann die Bewegung ebenfalls beschrieben werden. Die zeit-
liche Änderung der Verteilung ist – wie man direkt verifiziert – über eine Kon-
tinuitätsgleichung mit den Koordinatenableitungen (dimensionsabhängige Diver-
genz) der Ströme verknüpft,

− ∂Wn(x, p, t)

∂t
=
∂Jx(x, p, t)

∂x
+
∂Jp(x, p, t)

∂p
. (2.6)

Eine solche Beziehung gilt für normierte Verteilungen Wn(x, p, t) entsprechend
den erhaltenen Größen aus Kapitel 1 auch ohne Beziehung (2.4) und den Bezug
zur Klassik.

Die oben erwähnte Verifikation von (2.6) für klassische Verteilungen der Form
(2.4) beinhaltet die Berechnung der totalen Zeitableitung der Jacobi-Determinan-
te D(x, p, t) oder ihrer Inversen D−1(x, p, t), die sich zu
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dD−1(x, p, t)

dt
= D−1(x, p, t)

(

∂ẋ

∂x
+
∂ṗ

∂p

)

ergibt. Dabei wurden die Ableitungen der Geschwindigkeiten nach den Anfangs-
koordinaten auf die nach den momentanen Koordinaten zurückgeführt. Das Liou-
ville-Theorem, vgl. Abschnitt 2.1, welches D(x, p, t) = 1 beinhaltet, ist damit
gleichbedeutend mit dem Verschwinden der Divergenz der Phasenraumgeschwin-
digkeit, und die Bewegung entspricht der einer inkompressiblen Flüssigkeit.

Die Umkehrung des Problems besteht in der Bestimmung der Ströme Jx und
Jp aus einer vorgegebenen Verteilung Wn über die Divergenz. Dabei besteht ins-
besondere die Eichfreiheit

Jx → Jx −
∂K

∂p
, Jp → Jp +

∂K

∂x
, (2.7)

mit einer frei wählbaren Funktion K. Eine mögliche Einschränkung der Wahl-
freiheit besteht darin, das asymptotische Verhalten der Ströme (in x und p) dem
der Verteilung anzupassen. Kann die Gültigkeit des 2. Newtonschen Gesetzes in
der Form für x (über die Bewegungsgleichung ẋ = p/m) angenommen werden, so
kann

Jx(x, p, t) =
p

m
Wn(x, p, t) (2.8)

verwendet werden. Aus den Strömen und der Verteilung ergeben sich umgekehrt
die Zeitableitungen (Geschwindigkeiten) der Koordinaten,

vx(x, p, t) = ẋ(x, p, t) =
Jx(x, p, t)

Wn(x, p, t)
, vp(x, p, t) = ṗ(x, p, t) =

Jp(x, p, t)

Wn(x, p, t)
.

(2.9)
Aus diesen gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung können – wie bei di-
rekt gegebenen Bewegungsgleichungen – Trajektorien bzw. Flußlinien berechnet
werden. Im Falle eines Hamiltonschen Systems führt diese Betrachtungsweise (bei
entsprechender Wahl der Ströme) auf dieselben Bewegungsgleichungen. Mit der
oben erwähnten asymptotischen Anpassung der Ströme an die Verteilung werden

”
unphysikalisch“ hohe Geschwindigkeiten im Außenbereich vermieden.

2.4 Beispiele vorgegebener klassischer

Verteilungen

Als erstes betrachten wir eine korrelationsfreie, zentral positionierte (unnormierte
und normierte) Gauß-Verteilung

W (x, p, t) =
1

2πA
exp

(

− x2

2σ2
x(t)

− p2

2σ2
p(t)

)

, A =

{

σx(0)σp(0) : δ = 0
σx(t)σp(t) : δ = 1

.
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Unnormierte und normierte Verteilung werden dabei durch δ = 0 und δ = 1
charakterisiert. Die nach (2.3) konstruierte Hamilton-Funktion schreibt sich für
diesen Fall als

h(x, p, t) =
∫ x

xmin

dx′
[

∂W

∂t

/

∂W

∂p

]

x′,p′(x′),t

+ g(t,W (x, p, t)) (2.10)

mit der aus W (x′, p′, t) = W (x, p, t) folgenden Parametrisierung p′(x′) der Höhen-
linie

p′ = sign(p)
σp(t)

σx(t)

√

√

√

√x2 +
σ2

x(t)

σ2
p(t)

p2 − x′2 , xmin = −
√

√

√

√x2 +
σ2

x(t)

σ2
p(t)

p2 .

Das Resultat für die Hamilton-Funktion lautet

h(x, p, t) =

(

δ − 1

2

(

x2

σ2
x(t)

+
p2

σ2
p(t)

))

d

dt
(σx(t)σp(t)) arctan

(

xσp(t)

pσx(t)

)

+
1

2

(

σ̇x(t)

σx(t)
− σ̇p(t)

σp(t)

)

xp + g1(t,W (x, p, t)) .

Mit der Festlegung g1 = 0 folgen die Bewegungsgleichungen

ẋ =
∂h

∂p
= −δ

(

x2

σ2
x(t)

+
p2

σ2
p(t)

)−1
x

σx(t)σp(t)

d

dt
(σx(t)σp(t))

− p

σ2
p(t)

arctan

(

xσp(t)

pσx(t)

)

d

dt
(σx(t)σp(t)) +

σ̇x(t)

σx(t)
x ,

ṗ = −∂h
∂x

= −δ
(

x2

σ2
x(t)

+
p2

σ2
p(t)

)−1
p

σx(t)σp(t)

d

dt
(σx(t)σp(t))

+
x

σ2
p(t)

arctan

(

xσp(t)

pσx(t)

)

d

dt
(σx(t)σp(t)) +

σ̇p(t)

σp(t)
p .

Durch Entkopplung und Integration folgen daraus die Trajektorien

x(t) = σx(t)

√

√

√

√C0 + 2δ ln

(

σx(0)σp(0)

σx(t)σp(t)

)

sin

(

C1
σx(0)σp(0)

σx(t)σp(t)

)

,

p(t) = σp(t)

√

√

√

√C0 + 2δ ln

(

σx(0)σp(0)

σx(t)σp(t)

)

cos

(

C1
σx(0)σp(0)

σx(t)σp(t)

)

mit den aus den Anfangsbedingungen bestimmten Integrationskonstanten

C0 =
x2

0

σ2
x(0)

+
p2

0

σ2
p(0)

, C1 = arctan

(

x0σp(0)

p0σx(0)

)

.
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Ist das Produkt der Orts- und Impulsbreiten konstant, so bewegen sich x und p
(in der Eichung g1 = 0) wie die Breiten. Verringert sich das Produkt, so wird der
von der Gesamtheit der Trajektorien überstrichene Bereich z.T. doppelt oder
mehrfach überdeckt. Beim normierten Fall (δ = 1) verlassen die Trajektorien
einen Bereich um den Ursprung. Wächst das Produkt hingegen, so wird ein Teil
des Raums (Winkelbereich) nicht mehr von Trajektorien durchlaufen. Im nor-
mierten Fall wird der Radikand für nahe am Ursprung startende Trajektorien
negativ, so daß diese im Ursprung enden bzw. dort verschwinden.

Für die normierte Verteilung (δ = 1) genügt der Ansatz

Jx(x, p, t) = −σx(t)σ̇x(t)
∂

∂x
W (x, p, t) , Jp(x, p, t) = −σp(t)σ̇p(t)

∂

∂p
W (x, p, t)

in der hydrodynamischen Formulierung mit Strömen der Kontinuitätsgleichung
(2.6). Die Geschwindigkeiten ergeben sich daraus zu

ẋ = vx =
Jx

W
=
σ̇x(t)

σx(t)
x , ṗ = vp =

Jp

W
=
σ̇p(t)

σp(t)
p ,

welche zu den Trajektorien

x(t) =
σx(t)

σx(0)
x(0) , p(t) =

σp(t)

σp(0)
p(0)

führen. Setzt man Jx = pW/m, so erhält man nach (2.6) im allgemeinen Fall
einen Strom Jp, der Terme mit einer p-Abhängigkeit ∼ σ̇x(t) erf(p/(

√
2σp(t)))

enthält. Damit die Ströme im Unendlichen verschwinden, ist σx(t) = σx(0) = σx

zu wählen. In dieser Spezialisierung gilt für die Ströme und Geschwindigkeiten

Jx = vxW =
p

m
W , Jp = vpW =

(

σ̇p(t)

σp(t)
p− σ2

p(t)

mσ2
x

x

)

W .

Die Lösung der Differentialgleichungen für die Trajektorien lautet

x(t) = x(0) cosφ(t) +
p(0)σx

σp(0)
sinφ(t) ,

p(t) = −x(0)σp(t)

σx
sinφ(t) +

p(0)σp(t)

σp(0)
cosφ(t) ,

φ(t) =
1

mσx

∫ t

0
σp(t

′) dt′ .

Als zweites Beispiel betrachten wir ein einfaches dissipatives System, welches
den Bewegungsgleichungen

dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −2γp , γ = const , (2.11)
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genügt. Die anfängliche Phasenraumverteilung sei durch die unkorrelierte Gauß-
Verteilung

W0(x, p) =
1

2πσxσp

exp

(

−(x− x0)
2

2σ2
x

− (p− p0)
2

2σ2
p

)

gegeben. Mit den Anfangswerten xi, pi zur Zeit t = 0 ergibt sich die Lösung der
Bewegungsgleichungen zu

p = pie
−2γt , x = xi +

pi

2γm

(

1 − e−2γt
)

. (2.12)

Die (unnormierte) Verteilung folgt durch Einsetzen der Umkehrung der Lösung
nach den Anfangswerten in die Ausgangsverteilung,

W (x, p, t) = W0(xi(x, p, t), pi(x, p, t)) =
1

2πσxσp
exp

(

−1

2

1

1 − ρ2(t)
B(x, p, t)

)

,

B(x, p, t) =
[x− xc(t)]

2

σ2
x(t)

− 2ρ(t) [x− xc(t)] [p− pc(t)]

σx(t)σp(t)
+

[p− pc(t)]
2

σ2
p(t)

,

mit den Parametern

xc(t) = x0 +
p0

2γm

(

1 − e−2γt
)

, pc(t) = p0e
−2γt , ρ(t) =

σp

σx(t)

1 − e−2γt

2γm
,

σx(t) =

√

√

√

√σ2
x + σ2

p

(1 − e−2γt)2

(2γm)2
, σp(t) = σpe

−2γt ,
1

1 − ρ2(t)
=
σ2

x(t)

σ2
x

.

Die Berechnung von h(x, p, t) erfolgt entsprechend (2.10); die Höhenlinienpara-
metrisierung aus W (x′, p′, t) = W (x, p, t) ergibt hier

p′ = pc(t) +
ρ(t)σp(t)

σx(t)
[x′ − xc(t)]

+ σσp(t)

√

√

√

√B(x, p, t) − (1 − ρ2(t))

σ2
x(t)

[x′ − xc(t)]2 ,

wobei σ = sign
(

p− pc(t) − ρ(t)σp(t)
σx(t)

[x− xc(t)]
)

gilt und die Integration bei

xmin = xc(t) − σx(t)

√

√

√

√

B(x, p, t)

1 − ρ2(t)

beginnt. Das Ergebnis dieser ist

h(x, p, t) =
p2

2m
+ γ[p+ pc(t)][x− xc(t)] + γ

σx(t)σp(t)
√

1 − ρ2(t)
B(x, p, t)A(x, p, t)

+ g1(t,W (x, p, t))
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mit

A(x, p, t) = arctan





σp(t)
√

1 − ρ2(t)[x− xc(t)]

σx(t)[p− pc(t)] − ρ(t)σp(t)[x− xc(t)]



 .

Wir setzen wieder g1 = 0 und erhalten damit die Bewegungsgleichungen

ẋ =
p

m
+

2γ

σp(t)
√

1 − ρ2(t)
(σx(t)[p− pc(t)] − ρ(t)σp(t)[x− xc(t)])A(x, p, t) ,

ṗ = −2γp− 2γ

σx(t)
√

1 − ρ2(t)
(σp(t)[x− xc(t)] − σx(t)ρ(t)[p− pc(t)])A(x, p, t) .

Sie können durch geeignete Ersetzungen in zwei entkoppelte Gleichungen umge-
formt werden. Die Lösung mit den Anfangsbedingungen x(0), p(0) lautet

x(t) = x0 + σxR cosϕ(t) +
1 − e−2γt

2γm
(p0 + σpR sinϕ(t)) ,

p(t) = e−2γt (p0 + σpR sinϕ(t))

mit den Abkürzungen

R =

√

√

√

√

(x(0) − x0)2

σ2
x

+
(p(0) − p0)2

σ2
p

, ϕ(t) = ϕ0e
2γt + ϕI(t) ,

ϕ0 = arctan

(

p(0) − p0

x(0) − x0

σx

σp

)

,

ϕI(t) =
(

e2γt − 1
)

[

π

2
+ arctan

(

σx(t)ρ(t)

σx

)]

− σx

σp
γme2γt ln

σ2
x(t)

σ2
x

.

Durch die Vorgabe der Bewegungsgleichungen (2.11) folgen die Ströme Jx und
Jp in diesem Fall direkt aus (2.5). Daher sind die Stromlinien mit den klassischen
Trajektorien (2.12) identisch. Die normierte Verteilung ergibt sich aus (2.4) mit
D(x, p, t) = ∂(xi, pi)/∂(x, p) = e2γt.

Der Fall des dissipativen Systems ähnelt dem der unnormierten Verteilung
des ersten Beispiels. Ein abnehmendes Produkt von Orts- und Impulsbreite bzw.
Fläche der Kovarianzellipse führt zu enger um den Zentralpunkt der Verteilung
laufenden Trajektorien, deren reale Flächenverringerung durch eine mathema-
tische Mehrdeutigkeit kompensiert wird. Die Vergrößerung eines (lokalen) Ma-
ximums führt zur Bildung von Bereichen frei von Trajektorien, eine Verkleine-
rung zum Verschwinden solcher. Eine Hamiltonsche Formulierung ist daher nur
zweckmäßig, wenn Funktionswerte und Flächen erhalten bleiben, vgl. auch Ab-
schnitt 2.5, oder allenfalls lokal anwendbar. In dieser Betrachtung verknüpfen Tra-
jektorien Punkte gleicher Funktionswerte; eine Umeichung der Hamilton-Funkti-
on bewirkt eine verteilungsabhängige Abbildung von Punkten, die die Höhenli-
nien der Verteilung zu fester Zeit invariant läßt.
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2.5 Liouville-Theorem und Eindeutigkeit

Nach dem Liouville-Theorem, vgl. Abschnitt 2.1, bedingt eine Hamilton-Funktion
die Flächenerhaltung im Phasenraum. Man kann nun umgekehrt die Frage stellen,
welche Konsequenzen die Flächenerhaltung für die Dynamik eines Systems hat.
Dazu betrachten wir die Fläche eines Phasenraumgebietes, welches von Punkten
einer Verteilung W (x, p, t) gebildet wird, deren Funktionswerte größer als ein
vorgegebener, fester Wert W0 sind,

A :=
∫

W (x,p,t)≥W0

dx dp .

Der Rand dieses Gebietes werde durch eine zeitabhängige Parametrisierung be-
schrieben,

W (x, p, t) = W0 : xr(s, t), pr(s, t) , sa ≤ s < sb ,

wobei die Randpunkte beim Durchlaufen ihrer Trajektorien jeweils durch densel-
ben Parameterwert s identifiziert werden sollen, womit

dx

dt
=
∂xr

∂t
,

dp

dt
=
∂pr

∂t

gilt. Ein kleines Flächenstück ∆A am Rand, beschrieben durch ∆t und ∆s, ist
gegeben durch

∆A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂xr

∂t
∆t ∂xr

∂s
∆s

∂pr

∂t
∆t ∂pr

∂s
∆s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂xr

∂t

∂pr

∂s
− ∂pr

∂t

∂xr

∂s

)

∆s∆t .

Die Integration über den Parameter s liefert die zeitliche Änderung der Fläche,

dA

dt
=
∫ sb

sa

ds

(

∂xr

∂t

∂pr

∂s
− ∂pr

∂t

∂xr

∂s

)

. (2.13)

Die totale zeitliche Änderung der Verteilung (entlang einer Trajektorie) ist

dW

dt
=
∂W

∂x

dx

dt
+
∂W

∂p

dp

dt
+
∂W

∂t
.

Der Rand des Gebietes wird so verändert, daß die Funktionswerte konstant blei-
ben, also W = W0 = const gilt, wodurch für die Randpunkte die Beziehung

dW

dt
= 0 → ∂pr

∂t
= −

(

∂W

∂t
+
∂W

∂x

∂xr

∂t

)/

∂W

∂p
(2.14)

besteht. Einsetzen in (2.13) ergibt
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dA

dt
=
∫ sb

sa

ds

(

∂W

∂t

/

∂W

∂p

)

∂xr

∂s
+
∫ sb

sa

ds
∂xr

∂t

(

∂pr

∂s
+

(

∂W

∂x

/

∂W

∂p

)

∂xr

∂s

)

.

(2.15)
Da sich W entlang des Randes nicht ändert, gilt

0 =

(

dW

ds

)

t

=
∂W

∂x

∂xr

∂s
+
∂W

∂p

∂pr

∂s
,

womit der zweite Integralausdruck in (2.15) verschwindet. Der erste Term läßt
sich in ein geschlossenes Randintegral über x umwandeln,

dA

dt
=
∮

W (x,p,t)=W0

(

∂W

∂t

/

∂W

∂p

)

dx . (2.16)

Wenn man in (2.15) anstelle von ∂pr

∂t
den entsprechenden Ausdruck für ∂xr

∂t
aus

(2.14) einsetzt, erhält man analog

dA

dt
= −

∮

W (x,p,t)=W0

(

∂W

∂t

/

∂W

∂x

)

dp . (2.17)

Fordert man Flächenerhaltung, so ist

dA

dt
= 0

für alle W0. Somit verschwinden die beiden Randintegrale (2.16) und (2.17). Ein
Vergleich mit (2.2) zeigt, daß die Hamilton-Funktion h(x, p, t) dann eine

”
ein-

deutige“ Funktion ihrer Variablen wird, weil hp(x, p, t) in diesem Fall nicht vom
gewählten Integrationsweg entlang der Höhenlinien abhängt.

2.6 Der quantenmechanische Phasenraum.

Wigner-Verteilungen

Ein quantenmechanisches Analogon zur klassischen Phasenraumverteilung wurde
1932 zuerst durch E.P. Wigner [67] in Form einer Quasi-Wahrscheinlichkeitsdich-
te eingeführt. Sie entspricht der Weyl-Transformation [66] des Dichte-Operators.
Die Wigner-Verteilung für einen reinen Zustand ist gegeben durch

W (x, p, t) =
1

2πh̄

∫

ψ∗
(

x+ y
2
, t
)

ψ
(

x− y
2
, t
)

eipy/h̄ dy , (2.18)

für ein Zustandsgemisch mit der Dichtematrix ρ̂(t) durch

W (x, p, t) =
1

2πh̄

∫

〈

x− y
2

∣

∣

∣ ρ̂(t)
∣

∣

∣x+ y
2

〉

eipy/h̄ dy .

Dabei erstreckt sich die Integration über den gesamten Raum.
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Die Wigner-Funktion besitzt einige markante Eigenschaften [31]. Dazu zählen
die Reellwertigkeit, die Galilei-Invarianz und die Raumspiegelungs- und Zeitum-
kehr-Invarianz. Die Verteilung besitzt als Randverteilungen die Orts- und Im-
pulsverteilungen und ist normiert,

∫

dpW (x, p, t) = |ψ(x, t)|2 = 〈x | ρ̂(t) |x〉 , (2.19)
∫

dxW (x, p, t) = |Φ(p, t)|2 = 〈p| ρ̂(t)|p〉 , (2.20)
∫

dx
∫

dpW (x, p, t) = Tr(ρ̂(t)) = 1 . (2.21)

Sind W1 und W2 zwei Wigner-Funktionen der Zustände ψ1 und ψ2, so gilt
∣

∣

∣

∣

∫

dxψ∗1(x, t)ψ2(x, t)
∣

∣

∣

∣

2

= |〈ψ1(t) |ψ2(t)〉|2

= 2πh̄
∫

dx
∫

dpW1(x, p, t)W2(x, p, t) . (2.22)

Im Fall ψ1 = ψ2 = ψ ergibt sich die Beziehung
∫

dx
∫

dpW 2(x, p, t) =
1

2πh̄
, (2.23)

die eine Wigner-Funktion eines reinen Zustands charakterisiert. Der Erwartungs-
wert eines Operators Â(x̂, p̂) ist gegeben durch

∫

dx
∫

dpAW(x, p)W (x, p, t) = Tr(ρ̂(t)Â(x̂, p̂)) , (2.24)

wobei AW(x, p) der Weyl-transformierte Operator ist,

AW(x, p) =
∫

dy eipy/h̄
〈

x− y
2

∣

∣

∣Â
∣

∣

∣x+ y
2

〉

.

Bei kräftefreier Bewegung entspricht die Bewegungsgleichung der klassischen,

− ∂

∂t
W (x, p, t) =

p

m

∂

∂x
W (x, p, t) .

Für ein System mit NF Freiheitsgraden lautet die Wigner-Funktion eines 2NF-
dimensionalen Phasenraums

W (x1, . . . , xNF
; p1, . . . , pNF

; t) =
1

(2πh̄)NF

∫

· · ·
∫

dy1 · · ·dyNF

×
〈

x1 − 1
2
y1, . . . , xNF

− 1
2
yNF

∣

∣

∣ ρ̂(t)
∣

∣

∣x1 + 1
2
y1, . . . , xNF

+ 1
2
yNF

〉

e(i/h̄)
∑NF

k=1
pkyk .

Im Falle reiner Zustände kann dem eindimensionalen Fall entsprechend das Ma-
trixelement 〈· · ·| ρ̂(t) | · · ·〉 des Dichteoperators als das Produkt

ψ∗
(

x1 + 1
2
y1, . . . , xNF

+ 1
2
yNF

; t
)

ψ
(

x1 − 1
2
y1, . . . , xNF

− 1
2
yNF

; t
)
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geschrieben werden. Die Integration über alle Impulskoordinaten führt auf die
NF-dimensionale Orts-Randverteilung 〈x1, . . . , xNF

| ρ̂(t)|x1, . . . , xNF
〉 wie umge-

kehrt die Integration über alle Ortskoordinaten auf die Impuls-Randverteilung
〈p1, . . . , pNF

| ρ̂(t)|p1, . . . , pNF
〉. Wie im eindimensionalen Fall ist die Wigner-Funk-

tion normiert, und die Integration des Produkts der Wigner-Funktion zweier
Zustände ψ1 und ψ2 über den gesamten Phasenraum ergibt das Betragsquadrat
des Überlapps (2.22) der Zustände multipliziert mit (2πh̄)−NF. Diese Größe bil-
det im entsprechenden Ausdruck zu (2.23) die rechte Seite. Die über die x, p-
Variablen eines Freiheitsgrades integrierte Wigner-Funktion, W ′ =

∫ ∫

W dxj dpj ,
1 ≤ j ≤ NF, ist die Wigner-Funktion des bzgl. dieser Koordinate kontrahierten
Dichteoperators ρ̂′(t) =

∫ 〈xj | ρ̂(t)|xj〉 dxj [31]. Bei kräftefreier Bewegung gilt die
Bewegungsgleichung

−∂W
∂t

=
NF
∑

k=1

pk

mk

∂W

∂xk

in Analogie zum klassischen Fall wie in einer Dimension.
Eine allgemeine Phasenraumverteilung ist wegen der Nicht-Kommutativität

quantenmechanischer Operatoren nicht eindeutig bestimmt. Je nach den gefor-
derten Eigenschaften können verschiedene Klassen von Verteilungen betrachtet
werden [42]. Einige der erwähnten Eigenschaften der Wigner-Funktion bestim-
men diese aber bereits eindeutig [31]. Unter Aufgabe einiger Eigenschaften, dar-
unter z. B. der Reellwertigkeit oder der Kompatibilität mit den Randverteilungen,
(2.19) und (2.20), aber unter Beibehaltung einer zu (2.24) analogen Beziehung für
die Operator-Erwartungswerte, kann eine allgemeine Klasse von Phasenraumver-
teilungen definiert werden [12, 42]. Unter Einführung einer in ξ und η analytischen
Funktion f(ξ, η, t) wird eine f -Quasiverteilung F f(x, p, t) eines reinen Zustands
definiert,

F f(x, p, t) = (2.25)

=
1

(2π)2

∫

dξ
∫

dη
∫

dx′ ψ∗
(

x′ − h̄
2
η, t
)

ψ
(

x′ + h̄
2
η, t
)

f(ξ, η, t) eiξ(x′−x)−iηp .

Das f -Symbol Af eines Operators Â ist die entsprechende Verallgemeinerung der
Weyl-Transformation,

Af (x, p, t) =
h̄

2π

∫

dξ
∫

dη Tr
{

Â(x̂, p̂)eiξx̂+iηp̂f−1(ξ, η, t)
}

e−iξx−iηp .

Für eine Dichtematrix ρ(t) lautet die f -Quasiverteilung

F f(x, p, t) =
1

(2π)2

∫

dξ
∫

dη Tr
{

ρ̂(t)eiξx̂+iηp̂f(ξ, η, t)
}

e−iξx−iηp =

=
1

(2π)2

∫

dξ
∫

dη
∫

dx′
〈

x′ + h̄
2
η
∣

∣

∣ ρ̂(t)
∣

∣

∣x′ − h̄
2
η
〉

f(ξ, η, t) eiξ(x′−x)−iηp .

Diese Transformation ist zu der für Operatoren dual, und die Verwendung von f
anstelle von f−1 führt auf das duale f -Symbol eines Operators [19, 42].
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2.7 Wigner-Verteilungen asymptotischer

Streuzustände eindimensionaler Potentiale

Wir betrachten allgemein den Fall von links einlaufender Wellenpakete auf ein
räumlich begrenztes Potential. Die Wellenfunktion ist dann gegeben durch [9]

ψ(x, t) =
∫

f(k)ϕE(x)e−i h̄k2

2m
t dk

mit den stationären Streulösungen, vgl. auch Abschnitt B.1,

ϕE(x) =











eikx + S21(k)e
−ikx , x < xL

ϕV (x) , xL ≤ x ≤ xR

S11(k)e
ikx , xR < x

.

Die Wigner-Funktion (2.18) kann in der Form

W (x, p, t) =

=
1

2πh̄

∫

dk′ f ∗(k′)
∫

dk f(k)ei h̄
2m

(k′2−k2)t
∫

dy eipy/h̄ϕ∗E′

(

x+ y
2

)

ϕE

(

x− y
2

)

geschrieben werden. Rechts der Potentialbarriere (x > xR) trägt asymptotisch
(um die rechtslaufenden Anteile des Wellenpakets herum) nur der rechte Bereich
bei. Das innere Integral über y kann in diesem Grenzwert wie folgt behandelt
werden:

S∗11(k
′)S11(k)e

i(k−k′)x
∫ 2(x−xR)

−2(x−xR)
dy eipy/h̄e−i(k+k′)y/2 =

= S∗11(k
′)S11(k)e

i(k−k′)x4
sin [(2p/h̄− k − k′)(x− xR)]

2p/h̄− k − k′

−−−−−−→x,t→+∞ S∗11(k
′)S11(k)e

i(k−k′)x4πδ(2p/h̄− k − k′) .

Der asymptotische Ausdruck der rechtslaufenden Anteile der Wigner-Verteilung
ergibt sich daraus nach einer k-Integration zu

WR,R(x, p, t) =

=
4π

2πh̄

∫

dk̄ f ∗
(

p
h̄
− k̄

)

f
(

p
h̄

+ k̄
)

S∗11
(

p
h̄
− k̄

)

S11

(

p
h̄

+ k̄
)

e−2ik̄(pt/m−x) .

Er besitzt die erwartete Struktur der kräftefreien Bewegung als Funktion der
Koordinaten in der Form (pt/m− x) des Arguments, mit dem die Funktionswer-
te transportiert werden. Das zugehörige freie (asymptotisch einlaufende: x, t →
−∞) Wellenpaket wird durch eine entsprechende Wigner-Verteilung ohne Fakto-
ren S11, S

∗
11 im Integranden repräsentiert. Für sehr schmale Spektralfunktionen

(im Vergleich zur Veränderlichkeit von S11(k)) unterscheiden sich die Funktions-
werte von einlaufender und transmittierter Verteilung an den Stellen verschwin-
dender Argumente durch einen Faktor T (k) = |S11(k)|2 ≤ 1. Im Mittel werden
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daher die Funktionswerte der transmittierten Verteilungen um den Faktor des
Transmissionskoeffizienten T (k) unterdrückt.

Links der Potentialbarriere (x < xL) ist asymptotisch (um die linkslaufenden
Anteile herum für positive Zeiten) nur der Anteil mit S21 des linken Bereichs
entscheidend. Ein analoger Grenzwert des inneren Integrals ergibt hier

S∗21(k
′)S21(k)e

−i(k−k′)x
∫ 2(xL−x)

−2(xL−x)
dy eipy/h̄ei(k+k′)y/2

−−−−−−−→−x,t→+∞ S∗21(k
′)S21(k)e

−i(k−k′)x4πδ(2p/h̄+ k + k′) ,

womit man für den dort dominierenden Teil der Wigner-Verteilung

WL,L,+(x, p, t) =

=
4π

2πh̄

∫

dk̄ f ∗
(

− p
h̄
− k̄

)

f
(

− p
h̄

+ k̄
)

S∗21
(

− p
h̄
− k̄

)

S21

(

− p
h̄

+ k̄
)

e2ik̄(pt/m−x)

erhält. Es gelten entsprechende Aussagen wie für den transmittierten Teil, wobei
die Impulse hier negativ sind und der skalierende Faktor durch den Reflexions-
koeffizienten R(k) = |S21(k)|2 ≤ 1 gegeben ist.

Zusätzlich enthält die Wigner-Funktion Interferenzterme aufgrund der Auto-
korrelationsstruktur, die aus den zuvor einzeln betrachteten, auslaufenden Antei-
len der Wellenfunktion gebildet werden. Die beitragenden inneren Integrale für
diesen Fall werden in üblicher Weise regularisiert und lauten

S∗11(k
′)S21(k)e

−i(k+k′)x
∫ ∞

2max(x−xL,xR−x)
dy eipy/h̄ei(k−k′)y/2e−ǫy

+ S∗21(k
′)S11(k)e

i(k+k′)x
∫ −2max(x−xL,xR−x)

−∞
dy eipy/h̄e−i(k−k′)y/2eǫy

−−−→
ǫ→0

S∗11(k
′)S21(k)e

−i(k+k′)x

[

πδ

(

p

h̄
+
k − k′

2

)

+ ei(2p/h̄+k−k′) max(x−xL,xR−x)i P
1

p
h̄

+ k−k′

2

]

+ S∗21(k
′)S11(k)e

i(k+k′)x

[

πδ

(

p

h̄
− k − k′

2

)

− e−i(2p/h̄−k+k′)max(x−xL,xR−x)i P
1

p
h̄
− k−k′

2

]

.

Die Anteile aus den δ-Distributionen liefern den Beitrag

WL,R,δ,+(x, p, t) =

=
4π

2πh̄

∫

dk̄ Re
{

f ∗
(

k̄ − p
h̄

)

f
(

p
h̄

+ k̄
)

S∗21
(

k̄ − p
h̄

)

S11

(

p
h̄

+ k̄
)

e−2ik̄(pt/m−x)
}

zum Interferenzterm. Sie besitzen ebenso wie die anderen Ausdrücke die Ab-
hängigkeit (pt/m − x) von den Koordinaten. Daher werden auch dessen Funk-
tionswerte asymptotisch transportiert. Die Anteile aus den Hauptwertintegralen
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tragen asymptotisch (t → ∞) allenfalls in der gleichen Weise bei, welches eine
Konsequenz aus dem alleinigen Bestehen des Wellenpakets, und damit der Wig-
ner-Funktion, aus sich dann frei bewegenden Anteilen ist. Bei stark lokalisierten
Spektralverteilungen f(k) treten signifikante Werte ausschließlich für kleine Im-
pulse auf; die Interferenz befindet sich räumlich und im Impuls an den Werten des
arithmetischen Mittels der Teilpakete. Dieser Fall wird z. B. durch die Streuung
eines Wellenpakets an einer Tunnelbarriere beschrieben, vgl. Bild 2.6.

Ähnlich zum einfachen Fall eines reflektierten und transmittierten Teilwel-
lenpakets finden sich bei mehreren Teilwellenpaketen entsprechende (abhängig
von der spektralen Separation ggf. überlappende) Interferenzstrukturen zwischen
den einzelnen reflektierten und transmittierten Paketen. Ebenso gibt es zwi-
schen den einzelnen rechts- und linkslaufenden Teilwellenpaketen WR,R(x, p, t)
und WL,L,+(x, p, t) Interferenzen zwischen allen Teilen innerhalb einer Gruppe.
Diese Situation tritt z. B. bei der Mehrfachreflexion eines Wellenpakets an ver-
schiedenen Barrieren auf, vgl. Bild 2.13.

Separierte Interferenzstrukturen bestehen aus nahe beieinanderliegenden po-
sitiven und negativen Streifen und besitzen eine verschwindende integrierte Pha-
senraumdichte. Eine ursprünglich nichtnegative Phasenraumverteilung eines ein-
laufenden gaußschen Wellenpaketes besteht also nach der Streuung an einem
Potential aus mehreren Teilen mit i. a. kleineren Maximalwerten und Interferenz-
strukturen mit negativen Anteilen. Daher gilt das Liouville-Theorem nicht für
Wigner-Verteilungen. Dieses wurde am analytischen Beispiel der (nichtlokal) ge-
koppelten niedrigsten beiden Zustände des harmonischen Oszillators gezeigt [51]
und z.B. bei der Untersuchung des Zeit-Propagators für einen anharmonischen
Oszillator verifiziert [27]. Wie in [42] bemerkt, ist die Wigner-Verteilung eines rei-
nen Zustands genau dann nichtnegativ, wenn die zugehörige Wellenfunktion eine
Gauß-Funktion ist, sowohl in einer Dimension des Konfigurationsraums [33] als
auch in mehreren Dimensionen [56]. Darüber hinaus verliert eine Wellenfunktion
ihre anfängliche gaußsche Form, wenn die Bewegung innerhalb eines Potentials
mit einer Koordinatenabhängigkeit verläuft, die stärker als quadratisch ist, wo-
durch die zugehörige Wigner-Funktion negative Anteile erhält [57].

Die auftretenden Interferenzen zwischen Teilwellenpaketen bewerkstelligen die
Korrelation bzw. Kohärenz zwischen diesen und sind direkt verknüpft mit der
Reinheit des Zustands. Im Ausdruck (2.23) kompensieren sie quadriert die kleine-
re quadrierte Norm der Teilwellenpakete. In der Zeitumkehr eines Streuvorgangs
z. B. leisten sie die kohärente Zusammenführung einzelner Teile.

Phasenraumflächen bleiben damit im Gegensatz zum klassischen Fall im quan-
tenmechanischen Phasenraum nicht erhalten; im klassischen Limes (h̄ → 0) gel-
ten schließlich wieder die klassischen Gesetze. Man kann die Frage stellen, was
an die Stelle des klassischen Flächenerhaltungssatzes tritt, also z. B. ob sich ein
beliebiger Quantenzustand mittels eines zeitabhängigen Potentials in einen an-
deren beliebigen Quantenzustand überführen läßt, und wenn ja, ob dies in end-
licher Zeit oder nur zeitlich asymptotisch möglich ist. Bei dieser Fragestellung
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spielt die Zustandsreinheit eine bedeutende Rolle – diese Größe bleibt bei ei-
ner solchen Transformation erhalten. Man kann z.B. mittels parametrischer Os-
zillation kohärente Zustände verschiedener Breiten in endlicher Zeit ineinander
überführen, siehe Anhang C. Diese Zustände können zwar auf dem Phasenraum-
Niveau auch klassisch verstanden werden, andererseits kann man fragen, inwie-
weit daraus konstruktive (evtl. approximative) Methoden zur Bestimmung eines
zeitabhängigen Überführungspotentials abgeleitet werden könnten.

2.8 Zeitentwicklung und Ströme

der Wigner-Verteilung

Die zeitliche Entwicklung einer Wigner-Funktion wird durch die Wigner–Moyal-
Gleichung [31]

∂

∂t
W (x, p, t) = − p

m

∂

∂x
W (x, p, t)

+
i

2πh̄2

∫

dy
[

V
(

x+ y
2

)

− V
(

x− y
2

)]

ψ∗
(

x+ y
2
, t
)

ψ
(

x− y
2
, t
)

eipy/h̄ (2.26)

beschrieben. Die Zeitableitung besteht aus zwei Termen, die aus dem kinetischen
und potentiellen Teil der Schrödinger-Gleichung herrühren. Für analytische Po-
tentiale läßt sich das Integral des zweiten Terms in eine Potenzreihe entwickeln,
womit dieser Term in Form der Reihe [31]

∑

λ ungerade

1

λ!

(

h̄

2i

)λ−1
∂λV (x)

∂xλ

∂λW (x, p, t)

∂pλ
(2.27)

dargestellt werden kann. Mit Hilfe des sog. Poisson-Operators

Λ =

←
∂

∂p

→
∂

∂x
−
←
∂

∂x

→
∂

∂p
,

wobei die mit
←
∂ und

→
∂ markierten Differentiationen jeweils nur auf Terme wirken,

die sich links bzw. rechts des Operators befinden, nimmt die Zeitentwicklungs-
gleichung die kompakte Form

∂

∂t
W (x, p, t) +

2

h̄
H(x, p) sin

(

h̄Λ

2

)

W (x, p, t) = 0 (2.28)

an. Dabei ist H(x, p) die Hamilton-Funktion.1

1Im allgemeinen ist dies der Weyl-transformierte Hamilton-Operator, in dem symmetrisierte
Operator-Produkte erscheinen; im üblichen Falle additiv separierter Variablen aber entspricht
sie der klassischen Hamilton-Funktion.
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Im Sinne einer hydrodynamischen Formulierung im Phasenraum schreiben wir
die Zeitentwicklung in Form einer Kontinuitätsgleichung entsprechend (2.6) im
klassischen Fall,

∂

∂t
W (x, p, t) +

∂

∂x
Jx(x, p, t) +

∂

∂p
Jp(x, p, t) = 0 . (2.29)

Die Wigner–Moyal-Gleichung (2.26) impliziert zu einem gewissen Grad die Struk-
tur der Ströme, so daß die in Abschnitt 2.3 beschriebene Eichfreiheit einge-
schränkt werden kann. Eine zu (2.26) kompatible Definition des Stroms Jx ist

Jx(x, p, t) :=
p

m
W (x, p, t) , (2.30)

so daß der entsprechende Term dort durch ∂Jx/∂x repräsentiert wird. Durch
diese Festlegung ergibt sich Jp aus obiger Gleichung unter der Randbedingung
des Verschwindens im Unendlichen.

Die Erfüllbarkeit eines solchen Ansatzes mit Randbedingung ist nicht immer
gewährleistet, vgl. auch Abschnitt 2.4. Als Beispiel betrachten wir die Wigner-
Funktion des in [51], Gl. (20), angegebenen Modells,

W (x, p, t) =
1

πh̄
e−(X2+P 2)

×






1 +
4U2

0

1 + 4U2
0

(1 − cos τ)

(

X2 − 1 + P 2 − X√
2U0

)

− 2
√

2PU0
√

1 + 4U2
0

sin τ







,

τ = ω
√

1 + 4U2
0 t , X = αx , P =

p

h̄α
, α =

√

mω/h̄ .

Mit dem betrachteten Ansatz verbleibt in Jp ein Term ∼ erf(P ), so daß die
geforderte Randbedingung nicht eingehalten wird. Die Randbedingung alleine
läßt sich z. B. mit dem Ansatz

J (s)
x (x, p, t) =

1

πh̄
e−(X2+P 2) U2

0
√

1 + 4U2
0

2ω

α

(

X − 1√
2U0

)

sin τ ,

J (s)
p (x, p, t) =

1

πh̄
e−(X2+P 2) U2

0
√

1 + 4U2
0

2h̄αω

(

1√
2U0

cos τ − P sin τ

)

erfüllen.
Mit dem Ansatz (2.30) für Jx kann Jp durch (unbestimmte, d. h. Festlegung

der Integrationskonstanten) p-Integration des Integralausdrucks in (2.26) gewon-
nen werden,

Jp(x, p, t) =

− h̄

2πh̄2

∫

dy
1

y

[

V
(

x+ y
2

)

− V
(

x− y
2

)]

ψ∗
(

x+ y
2
, t
)

ψ
(

x− y
2
, t
)

eipy/h̄ .

(2.31)
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In gleicher Weise kann mit der Reihendarstellung (2.27) verfahren werden, womit
sich

Jp(x, p, t) = −
∑

λ ungerade

1

λ!

(

h̄

2i

)λ−1
∂λV (x)

∂xλ

∂λ−1W (x, p, t)

∂pλ−1
(2.32)

ergibt. Durch diese Wahl von Jx und Jp wird die Randbedingung (einerseits
für stetige und andererseits für analytische Potentiale) bereits erfüllt, vgl. auch
Abschnitt 2.9.1.

Im allgemeinen Fall (2.28) werden ebenfalls Ausdrücke für Jx und Jp durch
die Form der Gleichung impliziert. Diese lauten

Jx(x, p, t) =
∂H(x, p)

∂p





sin
(

h̄Λ
2

)

h̄Λ
2



W (x, p, t) ,

Jp(x, p, t) = −∂H(x, p)

∂x





sin
(

h̄Λ
2

)

h̄Λ
2



W (x, p, t)

und lassen sich direkt durch Einsetzen in (2.29) verifizieren.
Trotz der oben beschriebenen (heuristischen) Einschränkung der Eichfreiheit

der Ströme Jx und Jp bleibt eine Umeichung nach (2.7) prinzipiell möglich. Aus
der Struktur von (2.32) können z.B. FunktionenKλ(x, p, t) als Reihenglieder einer
Umeichung entnommen werden, die sich an den bereits vorhandenen Strömen
orientieren,

Kλ(x, p, t) =
1

λ!

(

h̄

2i

)λ−1
∂λ−1V (x)

∂xλ−1

∂λ−1W (x, p, t)

∂pλ−1
,

K(x, p, t) =
∑

λ>1

αλKλ(x, p, t) .

Asymptotische Eigenschaften sind in diesem Fall gegebenenfalls durch Überla-
gerung entsprechender Reihenglieder zu konstruieren. Durch diese Wahl mögli-
cher Umeichungen bleibt auch der klassische Grenzwert (h̄ → 0) erhalten, vgl.
auch [54]. Der klassische Grenzwert der Wigner–Moyal-Gleichung (2.26) unter
Verwendung der Reihenentwicklung (2.27) ist i. a. mit geeigneten Wellenpaketen
durchzuführen, weil die Wigner-Verteilung intern von h̄ abhängt [28].

2.9 Wigner-Verteilungen gebundener Zustände

eindimensionaler Stufenpotentiale

Die Wellenfunktion gebundener Zustände im Stufenpotential ist gegeben durch,
vgl. Anhang B,
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ψ(x, t) =



































ψ1(x, t) , x ≤ x1 = x0
...

ψJ(x, t) , xJ−1 < x ≤ xJ
...

ψN(x, t) , x > xN−1

(2.33)

mit den Ausdrücken

ψJ(x, t) =
NB
∑

n=1

(

α(J)
n eik

(J)
n (x−xJ−1) + β(J)

n e−ik
(J)
n (x−xJ−1)

)

e−iEnt/h̄ (2.34)

für die einzelnen Bereiche J , 1 ≤ J ≤ N . Zur Kompaktifizierung der Darstellung
schreiben wir die Terme der Wellenfunktion (2.34) mittels einer Summe,

ψJ (x, t) =
NB
∑

n=1

e−iEnt/h̄
∑

σ=±1

γ(J)
σ,neiσk

(J)
n (x−xJ−1) , γ

(J)
+1,n = α(J)

n , γ
(J)
−1,n = β(J)

n ,

(2.35)
die Gesamtwellenfunktion wird mittels Sprungfunktionen geschrieben,

ψ(x, t) =
N
∑

J=1

[Θ(x− x̃J−1) − Θ(x− x̃J )]ψJ (x, t)

=
N
∑

J=1

[Θ(x− x̃J−1) − Θ(x− x̃J )]
NB
∑

n=1

e−iEnt/h̄
∑

σ=±1

γ(J)
σ,neiσk

(J)
n (x−xJ−1) .

Aufgrund der Randbereiche, die sich links (J = 1) und rechts (J = N) jeweils
über die gesamte Halbachse erstrecken können, werden die Intervallgrenzen x̃i

eingeführt, die für 1 ≤ i ≤ N − 1 mit xi übereinstimmen und für i = 0, N den
Grenzwerten x̃0 → −∞, x̃N → ∞ entsprechen. Die Sprungfunktionen am Rand
sind damit wie folgt zu ersetzen: Θ(x− x̃0) → 1, Θ(x− x̃N ) → 0.

Die zugehörige Wigner-Funktion lautet

W (x, p, t) =

=
1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

χ(x, J1, J2)
∫ xb(x,J1,J2)

xa(x,J1,J2)
ψ∗J1

(

x+ y
2
, t
)

ψJ2

(

x− y
2
, t
)

eipy/h̄ dy .

Die Integralgrenzen xa(x, J1, J2) und xb(x, J1, J2) wie der Träger des Gebiets jedes
Summanden, beschrieben durch χ(x, J1, J2), bestimmen sich aus den Gültigkeits-
bereichen der Wellenfunktion. Für die Integralgrenzen gilt

x̃J1−1 < x+ y
2
≤ x̃J1 , x̃J2−1 < x− y

2
≤ x̃J2 →

2(x̃J1−1 − x) < y ≤ 2(x̃J1 − x) , −2(x̃J2 − x) ≤ y < −2(x̃J2−1 − x) ,

xa(x, J1, J2) ≥ 2(x̃J1−1 − x) , xa(x, J1, J2) ≥ −2(x̃J2 − x) →
xa(x, J1, J2) = max(2(x̃J1−1 − x), 2(x− x̃J2))

= x̃J1−1 − x̃J2 + |2x− x̃J1−1 − x̃J2| , (2.36)
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xb(x, J1, J2) ≤ 2(x̃J1 − x) , xb(x, J1, J2) ≤ −2(x̃J2−1 − x) →
xb(x, J1, J2) = min(2(x̃J1 − x), 2(x− x̃J2−1))

= x̃J1 − x̃J2−1 − |2x− x̃J1 − x̃J2−1| . (2.37)

In den Randbereichen ergeben sich für die Integralgrenzen die Spezialfälle xa(x,
1, J2) = 2(x − x̃J2), xb(x, J1, 1) = 2(x̃J1 − x), xa(x, J1, N) = 2(x̃J1−1 − x),
xb(x,N, J2) = 2(x − x̃J2−1), xa(x, 1, N) → −∞ xb(x,N, 1) → ∞. Die charak-
teristische Funktion χ(x, J1, J2) folgt aus der Bedingung

xa(x, J1, J2) ≤ xb(x, J1, J2) ,

x̃J1−1 − x̃J2 + |2x− x̃J1−1 − x̃J2 | ≤ x̃J1 − x̃J2−1 − |2x− x̃J1 − x̃J2−1| ,

|2x− x̃J1−1 − x̃J2 | + |2x− x̃J1 − x̃J2−1| ≤ x̃J1 − x̃J1−1 + x̃J2 − x̃J2−1 . (2.38)

Die Nullstellen der Argumente der Betragsfunktionen, x = (x̃J1−1 + x̃J2)/2 und
x = (x̃J1 + x̃J2−1)/2, befinden sich innerhalb der betrachteten Gebiete, denn die
Bedingung (2.38) für diese Fälle,

|x̃J2 − x̃J2−1 − (x̃J1 − x̃J1−1)| ≤ x̃J1 − x̃J1−1 + x̃J2 − x̃J2−1 ,

ist stets erfüllt für x̃J1−1 ≤ x̃J1 und x̃J2−1 ≤ x̃J2. Zwischen den Nullstellen ist die
Summe der Beträge auf der linken Seite der Relation (2.38) konstant, so daß das
gesamte Intervall Bestandteil des Gebietes ist. Rechts beider Nullstellen folgt

2x− x̃J1−1 − x̃J2 + 2x− x̃J1 − x̃J2−1 ≤ x̃J1 − x̃J1−1 + x̃J2 − x̃J2−1 ,

x ≤ (x̃J1 + x̃J2)/2

und links derer

−(2x− x̃J1−1 − x̃J2) − (2x− x̃J1 − x̃J2−1) ≤ x̃J1 − x̃J1−1 + x̃J2 − x̃J2−1 ,

x ≥ (x̃J1−1 + x̃J2−1)/2 .

Damit ergibt sich die charakteristische Funktion zu

χ(x, J1, J2) = Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2)) . (2.39)

Die Spezialfälle an der Rändern lauten χ(x, J1 = 1, J2) = χ(x, J1, J2 = 1) = 1 −
Θ(x− 1

2
(x̃J1 +x̃J2)), χ(x, J1 = N, J2) = χ(x, J1, J2 = N) = Θ(x− 1

2
(x̃J1−1+x̃J2−1))

und χ(x, 1, N) = χ(x,N, 1) = 1.
Der explizite Ausdruck für die Wigner-Funktion eines gebundenen Zustands

lautet damit

W (x, p, t) =

=
1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

χ(x, J1, J2)
∫ xb(x,J1,J2)

xa(x,J1,J2)

NB
∑

n1=1





∑

σ1=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+ y
2
−xJ1−1)





×
NB
∑

n2=1





∑

σ2=±1

γ(J2)
σ2,n2

eiσ2k
(J2)
n2

(x− y
2
−xJ2−1)



 e−i(En2−En1 )t/h̄ei p
h̄

y dy
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=
1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

χ(x, J1, J2)
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1=±1

∑

σ2=±1

∫ xb(x,J1,J2)

xa(x,J1,J2)
dy

× γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x−xJ1−1)+iσ2k
(J2)
n2

(x−xJ2−1)ei( p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+σ2k
(J2)
n2

))y

=
1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

χ(x, J1, J2)
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1=±1

∑

σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

× e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x−xJ1−1)+iσ2k
(J2)
n2

(x−xJ2−1)

ei( p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+σ2k
(J2)
n2

))y

∣

∣

∣

∣

y=xb(x,J1,J2)

y=xa(x,J1,J2)

i( p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1 + σ2k

(J2)
n2 ))

=
1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1)t/h̄
∑

σ1=±1

∑

σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

i( p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1 + σ2k

(J2)
n2 ))

×
(

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xb(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xb(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xb(x,J1,J2)

− e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xa(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xa(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xa(x,J1,J2)

)

.

(2.40)

Im Falle von verschwindenden Nennern im obigen Ausdruck innerhalb der Sum-
men über σ1, σ2 sind Terme der Art (eiλxb − eiλxa)/(iλ) für λ → 0 durch die
Grenzwerte xb − xa zu ersetzen,

p

h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

) → 0 :

→ γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x−xJ1−1)eiσ2k
(J2)
n2

(x−xJ2−1)(xb(x, J1, J2) − xa(x, J1, J2)) .

2.9.1 Ströme und Stufenpotentiale

Im folgenden werden die entsprechenden Terme des Abschnitts 2.8 für Wigner-
Funktionen der Wellenfunktionen von Stufenpotentialen berechnet. Für die Zeit-
ableitung der Wigner-Funktion erhält man:

∂

∂t
W (x, p, t) =

1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄En2 −En1

ih̄

∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

i( p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1 + σ2k

(J2)
n2 ))
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×
(

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xb(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xb(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xb(x,J1,J2)

− e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xa(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xa(x,J1,J2)
2

−xJ2−1)ei p
h̄

xa(x,J1,J2)
)

.

(2.41)

Die Ortsableitung des Stroms Jx ergibt

∂

∂x
Jx(x, p, t) =

p

m

∂

∂x
W (x, p, t) =

=
p

m

1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

(σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1 + σ2k

(J2)
n2 )

×
(

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xb(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xb(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xb(x,J1,J2)

− e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xa(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xa(x,J1,J2)
2

−xJ2−1)ei p
h̄

xa(x,J1,J2)
)

+ T

(

∂

∂x
xa(x, J1, J2),

∂

∂x
xb(x, J1, J2)

)

. (2.42)

Die Ableitungen der Stufenfunktionen der charakteristischen Funktionen geben
keinen Beitrag, weil W ein Ortsintegral einer (i. a.) stetigen Funktion ist. Die
Zusatzterme T , die sich aus den Ableitungen der Integralgrenzen ergeben, werden
nun gesondert betrachtet. Aus (2.36) und (2.37) folgt

∂

∂x
xa(x, J1, J2) = 2 sign(2x− x̃J2 − x̃J1−1) ,

∂

∂x
xb(x, J1, J2) = −2 sign(2x− x̃J1 − x̃J2−1) .

Einsetzen dieser Ausdrücke und Verwendung von (2.35) ergibt

T

(

∂

∂x
xa(x, J1, J2),

∂

∂x
xb(x, J1, J2)

)

=

= −2
p

m

1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

×
(

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xb(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xb(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)

× ei p
h̄

xb(x,J1,J2) sign(2x− x̃J2 − x̃J1−1)



2.9. Wigner-Verteilungen gebundener Zustände in einer Dimension 81

+ e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xa(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xa(x,J1,J2)
2

−xJ2−1)

× ei p
h̄

xa(x,J1,J2) sign(2x− x̃J1 − x̃J2−1)
)

= −2
p

m

1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
[

ψ∗J1

(

x+ xb(x,J1,J2)
2

, t
)

ψJ2

(

x− xb(x,J1,J2)
2

, t
)

× ei p
h̄

xb(x,J1,J2) sign(2x− x̃J1 − x̃J2−1)

+ ψ∗J1

(

x+ xa(x,J1,J2)
2

, t
)

ψJ2

(

x− xa(x,J1,J2)
2

, t
)

× ei p
h̄

xa(x,J1,J2) sign(2x− x̃J2 − x̃J1−1)
]

.

Die Orts-Argumente der Funktionen, die die Integrationsgrenzen xa(x, J1, J2) und
xb(x, J1, J2) enthalten und sich aus (2.36) und (2.37) ergeben, lauten explizit

xa(x, J1, J2) =

{

2(x− x̃J2)
2(x̃J1−1 − x)

}

a

, xb(x, J1, J2) =

{

2(x̃J1 − x)
2(x− x̃J2−1)

}

b

,

x+
xa(x, J1, J2)

2
=

{

2x− x̃J2

x̃J1−1

}

a

, x− xa(x, J1, J2)

2
=

{

x̃J2

2x− x̃J1−1

}

a

,

x+
xb(x, J1, J2)

2
=

{

x̃J1

2x− x̃J2−1

}

b

, x− xb(x, J1, J2)

2
=

{

2x− x̃J1

x̃J2−1

}

b

.

(2.43)

Dabei bedeuten {·}a und {·}b, daß das obere oder untere Argument für

(a) : x

{

≥
<

}

x̃J1−1 + x̃J2

2
bzw. (b) : x

{

≥
<

}

x̃J1 + x̃J2−1

2

zu wählen ist. Durch Verwenden dieser Ausdrücke und im folgenden durch Ver-
wendung von Sprungfunktionen erhält man

T

(

∂

∂x
xa(x, J1, J2),

∂

∂x
xb(x, J1, J2)

)

=

= −2
p

m

1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
[

ψ∗J1

({

x̃J1

2x− x̃J2−1

}

b

, t

)

ψJ2

({

2x− x̃J1

x̃J2−1

}

b

, t

)

× exp

(

i
p

h̄

{

2(x̃J1 − x)
2(x− x̃J2−1)

}

b

){

+1
−1

}

b

+ ψ∗J1

({

2x− x̃J2

x̃J1−1

}

a

, t

)

ψJ2

({

x̃J2

2x− x̃J1−1

}

a

, t

)

× exp

(

i
p

h̄

{

2(x− x̃J2)
2(x̃J1−1 − x)

}

a

){

+1
−1

}

a

]
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= −2
p

m

1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
[

ψ∗J1
(x̃J1, t)ψJ2(2x− x̃J1 , t)e

i p
h̄
2(x̃J1

−x)Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2−1)

)

− ψ∗J1
(2x− x̃J2−1, t)ψJ2(x̃J2−1, t)e

i p
h̄
2(x−x̃J2−1)Θ

(

1
2
(x̃J1 + x̃J2−1) − x

)

+ ψ∗J1
(2x− x̃J2 , t)ψJ2(x̃J2 , t)e

i p
h̄
2(x−x̃J2

)Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2)

)

−ψ∗J1
(x̃J1−1, t)ψJ2(2x− x̃J1−1, t)e

i p
h̄
2(x̃J1−1−x)Θ

(

1
2
(x̃J1−1 + x̃J2) − x

)]

.

Wegen x̃J1−1 + x̃J2−1 < x̃J1 + x̃J2−1, x̃J1−1 + x̃J2 < x̃J1 + x̃J2 gilt für die Produkte
der Sprungfunktionen
[

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)]

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2−1)

)

=

= Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)

,
[

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)]

Θ
(

1
2
(x̃J1 + x̃J2−1) − x

)

=

= Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2−1)

)

−−−−−−→
J2→J2+1

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)

,
[

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)]

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2)

)

=

= Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)

,
[

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)]

Θ
(

1
2
(x̃J1−1 + x̃J2) − x

)

=

= Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2)

)

−−−−−−→
J1→J1+1

Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2−1)

)

− Θ
(

x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2)

)

. (2.44)

Der 1. und (für J1 → J1 + 1) 4. Summand sowie der 2. und 3. (für J2 → J2 + 1)
kann damit jeweils auf dem gleichen Intervall von 0 verschieden sein. Mit der
Stetigkeit der Wellenfunktion, ψJ (x̃J , t) = ψJ+1(x̃J , t) (x̃i = xi, i 6= 0, N), wer-
den die Terme durch die betrachtete Indexverschiebung entgegengesetzt gleich,
womit die entsprechenden Terme einander wegheben für J1, J2 6= 1, N . Am
Rand verschwinden dagegen die Wellenfunktionen der gebundenen Zustände,
ψ1(x̃0, t) = ψN (x̃N , t) = 0, womit der gesamte Zusatzterm T aus (2.42) ver-
schwindet,

T

(

∂

∂x
xa(x, J1, J2),

∂

∂x
xb(x, J1, J2)

)

= 0 .

Die Impulsableitung des Stroms Jp ergibt sich aus Gleichung (2.29) unter
Verwendung der expliziten Ausdrücke (2.41) und (2.42),
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∂

∂p
Jp(x, p, t) = − ∂

∂t
W (x, p, t) − ∂

∂x
Jx(x, p, t) =

=
1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1 + σ2k

(J2)
n2 )

×
(

En2 − En1

h̄
− p

m

(

σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)

)

×
(

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xb(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xb(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xb(x,J1,J2)

− e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xa(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xa(x,J1,J2)
2

−xJ2−1)ei p
h̄

xa(x,J1,J2)
)

.

In der Integration dieser Gleichung nach p treten Integranden der Form

E∆/h̄− pk∆/m

p/h̄− kΣ
ei(p/h̄−kΣ)xa,b ,

E∆ = En2 −En1 , k∆ = σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

,

kΣ =
1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

) , xa,b = xa,b(x, J1, J2) ,

auf, die auf Exponentialintegrale führen,

∫

E∆/h̄− pk∆/m

p/h̄− kΣ

ei(p/h̄−kΣ)xa,b dp =

=

(

h̄2k∆kΣ

m
− E∆

)

E1(−i(p/h̄− kΣ)xa,b) + i
h̄2k∆

mxa,b
ei(p/h̄−kΣ)xa,b + const ,

mit

E1(x) =
∫ ∞

1

e−xt

t
dt

und

h̄2k∆kΣ

m
− E∆ =

h̄2

2m
((k(J2)

n2
)2 − (k(J1) ∗

n1
)2) − (En2 −En1) = V (J1) − V (J2) .

Damit schreibt sich die Impulsstromdichte als

Jp(x, p, t) =
1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x−xJ1−1)eiσ2k
(J2)
n2

(x−xJ2−1)
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×















(

V (J1) − V (J2)
)

[

E1

(

−i
(

p

h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

)
)

xb(x, J1, J2)
)

− E1

(

−i
(

p

h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

)
)

xa(x, J1, J2)
)]

+ i
h̄2

m

(

σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)









e
i

(

p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

)
)

xb(x,J1,J2)

xb(x, J1, J2)

− e
i

(

p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

)
)

xa(x,J1,J2)

xa(x, J1, J2)























+ c(x, t) . (2.45)

Die Integrationskonstante c(x, t) ist so zu bestimmen, daß limp→±∞ J(x, p, t) = 0
gilt oder J(x, p, t) für große |p| um 0 oszilliert.

Wir betrachten zunächst die Integralgrenzen xa(x, J1, J2) und xb(x, J1, J2)
näher, die nach (2.36) bzw. (2.37) für x = x̃J1−1 oder x = x̃J2 bzw. x = x̃J1 oder
x = x̃J2−1 den Wert 0 annehmen können und damit zu singulären Ausdrücken
führen können. Nach (2.36) gilt (für hinreichend kleine ∆x)

xa(x̃J1−1 + ∆x, J1, J2) = x̃J1−1 − x̃J2 + |2 ∆x+ x̃J1−1 − x̃J2 | =

x̃J1−1 − x̃J2 + |−2 ∆x+ x̃J2 − x̃J1−1| = xa(x̃J2 − ∆x, J1, J2) =

=











−2∆x , x̃J2 > x̃J1−1 , J2 > J1 − 1
|2 ∆x| , J2 = J1 − 1

2(x̃J1−1 − x̃J2 + ∆x) , x̃J2 < x̃J1−1 , J2 < J1 − 1
.

Aus den Gültigkeitsbereichen (2.39) der Terme ergibt sich

1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1) ≤ x̃J1−1 + ∆x ≤ 1

2
(x̃J1 + x̃J2) ,

(1) −1
2
(x̃J1−1 − x̃J2−1) ≤ ∆x ≤ 1

2
(x̃J1 + x̃J2 − 2x̃J1−1) ,

1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1) ≤ x̃J2 − ∆x ≤ 1

2
(x̃J1 + x̃J2) ,

(2) 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1 − 2x̃J2) ≤ −∆x ≤ 1

2
(x̃J1 − x̃J2) .

Um verschwindende ∆x zu erhalten, muß im Fall (1) die linke Seite der Unglei-
chung kleiner und im Fall (2) die rechte Seite größer als 0 sein, womit jeweils
J1 ≥ J2 folgt. Zusammen mit der vorigen Bedingung folgt

J1 − 1 ≤ J2 ≤ J1 bzw. J2 ≤ J1 ≤ J2 + 1 (2.46)

für mögliche verschwindende Werte von xa(x, J1, J2). In diesen Fällen ist die
rechte Seite von (1) positiv und die linke Seite von (2) negativ. Eine entsprechende
Betrachtung für xb(x, J1, J2) führt auf die Bedingung

J2 − 1 ≤ J1 ≤ J2 bzw. J1 ≤ J2 ≤ J1 + 1 . (2.47)
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Für die Ausdrücke mit 1/xa(x, J1, J2) und 1/xb(x, J1, J2), die z. T. singulär
sind, ist es zweckmäßig, deren Gesamtheit zu betrachten,

J (J1,J2)
p,s (x, p, t) :=

1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

i
h̄2

m

(

σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)

×




e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xb(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xb(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xb(x,J1,J2)

xb(x, J1, J2)

− e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xa(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xa(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xa(x,J1,J2)

xa(x, J1, J2)



 .

Durch Einsetzen der expliziten Ausdrücke (2.43) und unter Verwendung der zu-
gehörigen Sprungfunktionen (2.44) wie oben folgt

J (J1,J2)
p,s (x, p, t) =

=
1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2−1))

] ei2p(x−x̃J2−1)/h̄

2(x− x̃J2−1)

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

i
h̄2

m

(

σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)

× e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(2x−xJ1−1−x̃J2−1)eiσ2k
(J2)
n2

(x̃J2−1−xJ2−1)

+
1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

] ei2p(x̃J1
−x)/h̄

2(x̃J1 − x)

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

i
h̄2

m

(

σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)

× e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x̃J1
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(2x−x̃J1
−xJ2−1)

− 1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1−1 + x̃J2))

] ei2p(x̃J1−1−x)/h̄

2(x̃J1−1 − x)

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

i
h̄2

m

(

σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)

× e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x̃J1−1−xJ1−1)eiσ2k
(J2)
n2

(2x−x̃J1−1−xJ2−1)

− 1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

] ei2p(x−x̃J2
)/h̄

2(x− x̃J2)

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

i
h̄2

m

(

σ2k
(J2)
n2

− σ1k
(J1) ∗
n1

)

× e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(2x−xJ1−1−x̃J2
)eiσ2k

(J2)
n2

(x̃J2
−xJ2−1) .
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Unter Verwendung der Wellenfunktion (2.35) und deren Ortsableitung (mit ′

bezeichnet) folgt weiter

J (J1,J2)
p,s (x, p, t) =

=
1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2−1))

] ei2p(x−x̃J2−1)/h̄

2(x− x̃J2−1)

(1) × h̄2

m

[

ψ∗J1
(2x− x̃J2−1, t)ψ

′
J2

(x̃J2−1, t) + ψ′∗J1
(2x− x̃J2−1, t)ψJ2(x̃J2−1, t)

]

+
1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

] ei2p(x̃J1
−x)/h̄

2(x̃J1 − x)

(2) × h̄2

m

[

ψ∗J1
(x̃J1 , t)ψ

′
J2

(2x− x̃J1 , t) + ψ′∗J1
(x̃J1, t)ψJ2(2x− x̃J1 , t)

]

− 1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1−1 + x̃J2))

] ei2p(x̃J1−1−x)/h̄

2(x̃J1−1 − x)

(3) × h̄2

m

[

ψ∗J1
(x̃J1−1, t)ψ

′
J2

(2x− x̃J1−1, t) + ψ′∗J1
(x̃J1−1, t)ψJ2(2x− x̃J1−1, t)

]

− 1

2πh̄

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

] ei2p(x−x̃J2
)/h̄

2(x− x̃J2)

(4) × h̄2

m

[

ψ∗J1
(2x− x̃J2 , t)ψ

′
J2

(x̃J2 , t) + ψ′∗J1
(2x− x̃J2, t)ψJ2(x̃J2 , t)

]

.

Werden die einzelnen Terme (i) dieses Ausdrucks mit TJp(J1, J2, i) bezeichnet,
so gilt wegen der Stetigkeitsbedingungen ψJ(x̃J , t) = ψJ+1(x̃J , t), ψ

′
J (x̃J , t) =

ψ′J+1(x̃J , t) der Wellenfunktionen bei endlichen Potentialsprüngen

TJp(J1, J2, 4)+TJp(J1, J2+1, 1) = 0 und TJp(J1, J2, 2)+TJp(J1+1, J2, 3) = 0 ,

womit diese Terme sich bis auf mögliche Randterme (unendliches Potential, Ein-
schluß im tiefen Kasten)

TJp(J1, Jmin, 1), TJp(J1, Jmax, 4), TJp(Jmin, J2, 3), TJp(Jmax, J2, 2)

wegheben. Die verbleibende Summe lautet damit

Jp,s(x, p, t) =
N
∑

J1,J2=1

J (J1,J2)
p,s (x, p, t) =

=
N
∑

J=1

[

TJp(J, Jmin, 1) + TJp(Jmin, J, 3) + TJp(Jmax, J, 2) + TJp(J, Jmax, 4)
]



2.9. Wigner-Verteilungen gebundener Zustände in einer Dimension 87

=
1

2πh̄

h̄2

m

N
∑

J=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃Jmin−1 + x̃J−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃Jmin−1 + x̃J))

]

×
[

ei2p(x−x̃Jmin−1)/h̄

2(x− x̃Jmin−1)
ψ∗J(2x− x̃Jmin−1, t)ψ

′
Jmin

(x̃Jmin−1, t)

− ei2p(x̃Jmin−1−x)/h̄

2(x̃Jmin−1 − x)
ψ′∗Jmin

(x̃Jmin−1, t)ψJ(2x− x̃Jmin−1, t)

]

+
1

2πh̄

h̄2

m

N
∑

J=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃Jmax + x̃J−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃Jmax + x̃J ))

]

×
[

ei2p(x̃Jmax−x)/h̄

2(x̃Jmax − x)
ψ′∗Jmax

(x̃Jmax , t)ψJ(2x− x̃Jmax , t)

− ei2p(x−x̃Jmax)/h̄

2(x− x̃Jmax)
ψ∗J(2x− x̃Jmax , t)ψ

′
Jmax

(x̃Jmax , t)

]

, (2.48)

wobei das Verschwinden der Wellenfunktion an den Rändern berücksichtigt wur-
de. Liegen Randpunkte des physikalischen Systems im Endlichen (Randbedin-
gung durch eine unendlich hohe Potentialwand), so besitzt die Wellenfunktion
bei x = x̃Jmin−1 oder x = x̃Jmax (z. B. Jmin = 2, Jmax = N − 1) eine Null-
stelle 1. Ordnung, so daß Jp,s(x, p, t) an diesen Stellen gegen eine zeitabhängige
Konstante strebt. Dabei tragen aufgrund der Stufenfunktionen nur die Summan-
den mit J = Jmin bzw. J = Jmax bei, und man erhält (mit x̃Jmin−1 = xJmin−1,
x̃Jmax = xJmax)

lim
xցxJmin−1

Jp,s(x, p, t) =
1

2πh̄

h̄2

m
2
∣

∣

∣ψ′Jmin
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∣

∣

∣

2
, (2.49)

lim
xրxJmax

Jp,s(x, p, t) = − 1

2πh̄

h̄2

m
2
∣

∣

∣ψ′Jmax
(xJmax , t)

∣

∣

∣

2
. (2.50)

Ohne solche Randbedingungen im Endlichen verschwindet der Stromanteil (2.48).
Die Exponentialintegrale in (2.45) besitzen logarithmische Singularitäten für

verschwindende Argumente,

E1(z) = − ln z − γE + O(z) , γE: Eulersche Konstante ;

die Argumente verschwinden insbesondere an den Potentialstufen, x = x̃J−1 =
xJ−1. Mögliche Nullstellen der p-abhängigen Faktoren führen nicht zu Singula-
ritäten, weil jeweils zwei gleichartige logarithmische Ausdrücke mit verschiedenem
Vorzeichen auftreten, die sich im Grenzfall zu − ln(xb(x, J1, J2)/xa(x, J1, J2)) re-
duzieren. Wegen (2.46) und (2.47) und J1 6= J2 aufgrund der in der Summe
auftretenden Potentialdifferenz tragen zu gegebenem x = x̃J−1 nur die beiden
Terme mit xa(x, J, J − 1) = 2 |x− x̃J−1| und xb(x, J − 1, J) = −2 |x− x̃J−1| zum
logarithmisch singulären Teil bei,
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 .

Da die konstanten und p-abhängigen Faktoren in den Argumenten der Logarith-
men nicht zur Singularität beitragen, werden diese durch eine dimensionsbehaf-
tete Konstante c

(J)
k ersetzt. Die verbleibenden Summen werden, nachdem in den

Argumenten der Exponentialfunktionen x durch x̃J−1 ersetzt wird, mit (2.35)
zusammengefaßt:
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, (2.51)

wobei die Stetigkeit von ψ verwandt wurde. Dieses Resultat kann als Näherungs-
ausdruck für (2.45) in der Nähe von x = x̃J−1 = xJ−1 angesehen werden.

Für große Argumente besitzt das Exponentialintegral die asymptotische Ent-
wicklung

E1(z) −−−−→|z|→∞
e−z

z
.

Außerhalb der Potentialstufen (x 6= xJ = x̃J , J = 1, . . . , N − 1) sind xa(x, J1, J2)
und xb(x, J1, J2) von 0 verschieden. Damit verschwinden in (2.45) die Grenzwerte
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der Exponentialintegrale fast überall für p→ ±∞. Die restlichen Terme, die bei
Randbedingungen im Endlichen auftreten, oszillieren um 0 für den betrachteten
Grenzwert und x 6= xJmin−1, xJmax. Also verschwindet die sich in (2.45) befin-
dende Integrationskonstante unter der Forderung, daß die Impulsstromdichte im
Unendlichen verschwinden soll,

c(x, t) = 0 .

Bei den Ausnahmewerten (Potentialstufen) handelt es sich um einzelne Punkte
und nicht um Intervalle, und die Singularitäten sind nicht

”
distributionswertig“,

so daß die Dichte mit dem Verschwinden für große Impulse verträglich ist.

2.9.2 Numerische Implementierung

Die Streuung von Wellenpaketen an Potentialbarrieren wird innerhalb eines das
System umgebenden Kastens mit unendlich hohen Wänden beschrieben, um die
Anzahl der beitragenden Eigenfunktionen, die in die Ausdrücke für die Wigner-
Funktion und die abgeleiteten Größen quadratisch eingeht, bei einer vorgegebenen
numerischen Genauigkeit der Approximation möglichst niedrig zu halten. Für alle
dargestellten Größen werden die zugrundeliegenden Eigenfunktionen mit der in
Abschnitt B.2 beschriebenen Methode der Eigenwertsuche berechnet, insbeson-
dere die Eigenfunktionen des tiefen Kastens in Abschnitt 2.9.3 wie auch appro-
ximativ die Funktionen aus Abschnitt 2.9.6 mit einer geeignet hoch gewählten
Mittelbarriere, die damit ebenfalls die Grundlage der in Abschnitt 2.12 darge-
stellten Trajektorien bilden. Die Eigenwertsuche selbst aus Abschnitt B.2 erfolgt
in doppelter Genauigkeit im IEEE-Standard für Gleitkommazahlen.

Als Anfangsbedingung für ein Wellenpaket wird ein anfänglich unkorreliertes
gaußsches Wellenpaket verwendet, dessen Zerlegung in die Eigenfunktionen des
Systems in Abschnitt B.3 beschrieben wird. Dabei treten in den hier betrachte-
ten Fällen nur die diskreten Terme aus (B.8) auf. Die Integration zur Berech-
nung der Überlappintegrale wird dabei auf das Intervall [x0 − λσσx0, x0 + λσσx0]
beschränkt, wobei der Wert für λσ, dessen Voreinstellung λσ = 5 ist, frei vor-
gegeben werden kann. Das Energieintervall für die Eigenwertsuche wird anfäng-
lich auf [Vmin + (max(0, |p0| − λσσp))

2/(2m), Vmax + (|p0| + λσσp)
2/(2m)] fest-

gelegt, wobei Vmin und Vmax die auf dem Ortsintervall der Integration existie-
renden minimalen und maximalen Potentialwerte sind. (Eigenzustände anstelle
von Wellenpaketen werden an dieser Stelle gesondert durch die Anpassung des
Energieintervalls auf das Gesamtminimum des Potentials einerseits und auf das
asymptotische Minimum oder den vorgegebenen Maximalwert andererseits be-
rechnet.) Damit das hier angegebene Energieintervall den Hauptteil des Beitrags
zum Wellenpaket umfaßt, sollte der Anfangsortserwartungswert x0 möglichst vie-
le Orts-Standardabweichungen σx0 von der nächsten Potentialstufe und aufgrund
der Zerlegung in jedem Fall vom Rand des tiefen Kastens entfernt sein, vgl. auch
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Abschnitt B.4 über die Größe der asymptotischen Beiträge an solchen Potential-
stufen.

Zuerst wird die Anzahl der gebundenen Zustände innerhalb des Energiein-
tervalls berechnet. Ist diese größer als die Maximalzahl der speicherbaren ge-
bundenen Zustände (hier 4096), so wird die obere Intervallgrenze so lange linear
interpolierend verkleinert, bis die Maximalzahl nicht mehr überschritten wird.
Danach werden (schrittweise in kleineren Anzahlen von bis zu 100) die Energie-
eigenwerte berechnet und umgespeichert, worauf die Koeffizienten der Exponen-
tialfunktionen nach Anhang B berechnet und normiert werden und der Überlapp
der Eigenfunktionen mit dem Wellenpaket nach Abschnitt B.3 berechnet wird.
Das Betragsquadrat dieses Überlapps wird sowohl gespeichert als auch aufsum-
miert. Im Fall eines umgebenden unendlich tiefen Kastens (hier zutreffend) und
noch freiem Speicherplatz (die obere Energieintervallgrenze wurde z. B. nicht be-
reits verringert) wird, falls die Summe der Betragsquadrate der Überlappe um
mehr als ε = 10−3 von 1 abweicht, die obere Energieintervallgrenze (aufgrund des
asymptotischen Energieabstands im tiefen Kasten skalierend mit der Quadrat der
Iterationsnummer) erhöht. (Ähnliche Vorgehensweisen gibt es im Fall von Streu-
zuständen, wobei anstelle einer Änderung des Energieintervalls die Integrations-
bzw. Summationsschrittweite der Impulsintegration halbiert wird, vgl. Abschnitt
B.3.) Es werden in der Folge die Energieeigenwerte vernachlässigt, deren Beitrag
zur Summe der Betragsquadrate der Überlappe mit dem Wellenpaket kleiner als
εEig./NEig. ist, wobei NEig. die Zahl der berechneten Eigenfunktionen und εEig.

ein setzbarer Parameter mit einer Voreinstellung von 10−3 ist. (Die Gesamtzahl
der letztendlich beitragenden Eigenfunktionen wird hier auf einen Wert von 4096
beschränkt.)

Die Wigner-Funktion W (x, p, t) ist als Doppelsumme über n1, n2 in der Form
(2.40) programmiert mit den in der Folge dieser Gleichung angegebenen Erset-
zungen bei singulären Ausdrücken, wobei die Integralgrenzen xa und xb durch
(2.36) und (2.37) gegeben sind. Dabei werden die Zeitfaktoren für einen Summa-
tionsindex in einem linearen Feld abgespeichert. Für die Berechnung der Impuls-
stromdichte wird (2.45) verwendet. Die Exponentialintegrale werden mittels der
CERN-Bibliotheksfunktion [37] berechnet. In der Nähe der Singularität wird das
Exponentialintegral E1 durch den Logarithmus des Arguments approximiert und
in direkter Nähe dieser durch einen großen negativen Konstantwert. Für große
Argumente bietet sich aus Gründen der Rechengeschwindigkeit eine asymptoti-
sche Entwicklung der Form [26] 8.215 an, wobei die Anzahl der Summanden 16
beträgt und der Realteil des Arguments größer als 16 ist. Da die anderen Ter-
me für die inneren Potentiale nicht beitragen, vgl. Abschnitt 2.9.1, werden diese
Terme nicht berücksichtigt. Ein Summenbeitrag in (2.45) wird nur hinzugefügt,
wenn man sich (unter Beachtung der jeweiligen Gültigkeitsbereiche) mit einem
der beiden Summationsindizes J1, J2 in den Randbereichen befindet, siehe (2.48),
und aus Gründen der Einfachheit |xa|, |xb| > 10−8 gilt.
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Weite Teile der Rechnung erfolgen in doppelter Genauigkeit des IEEE-Stan-
dards für Gleitkommazahlen, die eine relative Genauigkeit von ca. 2 · 10−16 be-
sitzen. Auch dieser Programmteil ist in FORTRAN77 (Standard) kodiert, wobei
der programmiertechnische Gesamtumfang von Eigenwertsuche in Abschnitt B.2,
Trajektorien-Berechnung in Abschnitt 2.11 und Darstellung wie Berechnung der
Wigner-Funktion sowie der Ströme über 3000 Zeilen umfaßt.

2.9.3 Eigenzustände im tiefen Kasten

Mit den Bezeichnungen

kn =
nπ

d
, En =

h̄2k2
n

2m

für Wellenzahl und Energie des n-ten Eigenzustands schreibt sich die Wellenfunk-
tion (2.33) als

ϕEn(x) =















ϕEn,1 = 0 , x ≤ 0 = x1

ϕEn,2 = 1
i
√

2d

(

eiknx − e−iknx
)

, 0 < x < d = x2

ϕEn,3 = 0 , x ≥ d

,

ψJ(x, t) = ϕEn,J(x)e−iEnt/h̄ .

Die zugehörigen nichtverschwindenden Koeffizienten aus (2.34) und die Integral-
grenzen (2.36), (2.37) lauten

α(2)
n =

1

i
√

2d
= −β(2)

n , xa(x, 2, 2) = |2x− d| − d = −xb(x, 2, 2) .

Die Wigner-Funktion (2.40) für diesen Fall ergibt sich zu, vgl. z. B. [44, 42],
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(2.52)

und die Impulsstromdichte ergibt sich nach (2.45) zu

Jp(x, p, t) =
1
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h̄2
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d2

1

d− |2x− d| sin
(

2nπ
d
x
)

cos
(

p
h̄
(d− |2x− d|)

)

. (2.53)

Bild 2.1 zeigt die Wigner-Funktion (2.52) und die Stromdichten Jx(x, p, t)
(2.30) und Jp(x, p, t) (2.53) des Grundzustandes des tiefen Kastens. Die Wigner-
Funktion dieses Zustandes besitzt ein zentrales Maximum. Für |p| > 2πh̄/d exi-
stieren Bereiche mit negativen Werten, die sich mit wachsenden Werten von |p|
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Abbildung 2.1: Wigner-Funktion (2.52) des Grundzustandes (n = 1) des tie-
fen Kastens (erste Zeile) und zugehörige Stromdichten Jx(x, p, t) und Jp(x, p, t)
(2.53) (zweite bzw. dritte Zeile). Die Konturzeichnungen der Stromdichten sind
auf den Bereich x ≥ d/2, p ≥ 0 beschränkt; hier gelten die Symmetriebeziehun-
gen Jx(x, p, t) = Jx(d−x, p, t) = −Jx(x,−p, t) und Jp(x, p, t) = −Jp(d−x, p, t) =
Jp(x,−p, t). Die Parameter sind d = 20, h̄ = 1, m = 1.
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Abbildung 2.2: Wigner-Funktion des ersten angeregten Zustandes (n = 2) des
tiefen Kastens und zugehörige Stromdichten Jx(x, p, t) und Jp(x, p, t); Darstellung
entsprechend Bild 2.1.

mit positiven Bereichen abwechseln. Die Beträge der (Extremal-)Werte nehmen
für große |p| wie 1/p2 ab. Am Rand (x → 0 oder x → d) verschwindet die
Funktion ∼ x2 bzw. ∼ (x − d)2. Das Verhalten der Stromdichte Jx(x, p, t) er-
schließt sich als mit p/m multiplizierte Wigner-Funktion direkt aus dieser. Die
Stromdichte Jp(x, p, t) besitzt im gesamten bzgl. x zentralen Raum positive und
negative Bereiche. Für festes x ist sie (harmonisch) periodisch in p (und damit
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Abbildung 2.3: Wigner-Funktion (oben) des elften Zustandes (n = 11) des tiefen
Kastens und zugehörige Stromdichten Jx(x, p, t) und Jp(x, p, t) (unten links bzw.
rechts); Konturzeichnungen entsprechend Bild 2.1.
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auch asymptotisch). An den Rändern in x strebt Jp(x, p, t) gegen eine Konstante
(2.49) bzw. (2.50), die für x → 0 positiv und für x → d negativ ist und den
Extremalwert darstellt.

In Bild 2.2 befinden sich Darstellungen dieser Größen für den ersten ange-
regten Zustand und in Bild 2.3 für den elften Zustand. In den Impulsintervallen
(n− 1)πh̄/d < |p| < (n + 1)πh̄/d ist die Wigner-Funktion positiv. Zu großen |p|
hin und an den Rändern in x ist das Verhalten ähnlich wie im Fall n = 1. Im
Innenbereich existieren dagegen n − 1 konzentrische Bereiche wechselnden Vor-
zeichens. Dabei ist der innerste Bereich positiv für n ungerade und negativ für n
gerade. Das Verhalten der Stromdichte Jp(x, p, t) ist dem für n = 1 ähnlich. Es
treten neben 2(n − 1) weiteren, zu festen x gehörenden Knotenlinien dieselben
wie für n = 1 auf. Daneben werden die Randextrema mit wachsendem n immer
ausgeprägter.

2.9.4 Wellenpaket im tiefen Kasten

Hier betrachten wir die Zeitentwicklung einer Wigner-Funktion (2.40) eines quasi-
gaußschen Wellenpakets im tiefen Kasten. Die Zerlegung in die Eigenzustände des
Kastens erfolgt nach Anhang B. Zum Wellenpaket tragen hier unter Vernachlässi-
gung sehr kleiner Koeffizienten 16 Eigenzustände um den 25. Zustand herum bei.
Die zugehörige Impulsstromdichte (2.45) für diesen Fall wird entsprechend dar-
gestellt.

In Bild 2.4 wird eine zeitliche Abfolge einer Wigner-Funktion eines anfäng-
lich zentral positionierten Wellenpakets mit positivem anfänglichen Impulserwar-
tungswert gezeigt. Das betrachtete Zeitintervall entspricht einer halben klassi-
schen Periode dieses Erwartungswerts. Die graphische Darstellung erfolgt in Form
von Konturlinien. In großer Entfernung von der Potentialwand wird das Paket
durch eine kräftefreie Bewegung beschrieben (1. und 2. Teilbild). Die Funktions-
werte sind (bis auf Gebiete in weiterer Entfernung vom Zentrum des Pakets) im
wesentlichen nichtnegativ. Infolge der Reflexion des Wellenpakets an der harten
Wand verlagert sich die Verteilung zu negativen Impulsen (3. und 4. Teilbild), wo-
bei die Dichte hauptsächlich entlang eines schmalen Kanals mit positiven Werten
der Wigner-Funktion an der Potentialwand dorthin gelangt. Durch die so zeit-
weise bestehenden Anteile des Wellenpakets mit verschiedenen Impulsvorzeichen
ergibt sich die Entstehung einer Interferenzstruktur mit wechselnden Vorzeichen
zwischen diesen Anteilen. Diese Interferenzstruktur ist vornehmlich in Impuls-
richtung ausgeprägt und schließt sich direkt an den (positiven) Kanal in der
Nähe der Potentialwand an. (Die Randverteilung im Ort erhält so ihre typischen
Interferenzen.) Nach dem Kontakt mit der Wand bildet sich bei negativen Im-
pulsen die quasi-gaußsche Form der Wigner-Funktion zurück (5. und 6. Teilbild).
Im letzten Teilbild befindet sich das Paket im Ort wieder am Ausgangspunkt.
Es hat sich jedoch entsprechend einem freien Wellenpaket verbreitert und eine
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Abbildung 2.4: Zeitliche Abfolge von Höhenlinienbildern einer Wigner-Funktion
eines Wellenpakets im tiefen Kasten. Das Wellenpaket ist zentral in den Kasten
gesetzt und besitzt einen positiven Impulserwartungswert. (Für den Wert 0 wer-
den keine Höhenlinien gezeigt: Die einzelnen Werte sind ungerade Vielfache eines
kleinen positiven Wertes.)



2.9. Wigner-Verteilungen gebundener Zustände in einer Dimension 97

Abbildung 2.5: Impulsstromdichte des Wellenpakets aus Bild 2.4 für die mitt-
leren beiden Zeitpunkte. Gezeigt ist jeweils ein Bereich vor der Potentialwand
(9d/10 < x < d). Außerhalb dieses Bereichs und für die anderen Zeitpunkte aus
Bild 2.4 liegen die Werte fast alle unterhalb des kleinsten nichtverschwindenden
gezeichneten Wertes.

Orts-Impuls-Korrelation ausgebildet, wobei die von denselben Höhenlinien um-
schlossenen Flächen vor und nach der Reflexion nahezu gleich sind.

Die zu Bild 2.4 gehörende Impulsstromdichte Jp ist in Bild 2.5 gezeigt. Dabei
werden nur die relevanten Bereiche gezeigt. Sie umfassen den Bereich am Rand des
Potentialtopfes, an dem die Reflexion stattfindet, und auch nur die Zeitpunkte,
die den Teilbildern 3 und 4 von Bild 2.4 entsprechen. Wie für die Wigner-Funktion
aus Bild 2.4 sind die beiden Situationen bezüglich p beinahe gespiegelt, und der
Unterschied resultiert aus der Dispersion des Wellenpakets. Die Struktur in der
Nähe des Randes ist ähnlich der für die Eigenzustände (Bilder 2.1, 2.2 und 2.3).
Ebenso zeigt sich in p ein asymptotisch (quasi-)oszillatorisches Verhalten, welches
aus dem linearen Verhalten der Wellenfunktion am Rand resultiert.

2.9.5 Streuung an Potentialbarrieren

In diesem Abschnitt betrachten wir zunächst die Streuung eines quasi-gaußschen
Wellenpakets an einer Potentialbarriere. Die gesamte Anordnung wird in einen
tiefen Kasten eingebettet, so daß wie in Abschnitt 2.9.4 eine Zerlegung in eine
kleine Anzahl von Eigenzuständen dieses Potentials nach Anhang B erfolgen kann.
In diesem Fall tragen 73 Eigenzustände bei. Die Darstellung der Größen erfolgt
entsprechend Abschnitt 2.9.4.

In Bild 2.6 ist die Wigner-Funktion eines Wellenpakets in einem Streuvor-
gang an einer Potentialstufe als zeitliche Abfolge mit Konturlinien dargestellt.
Das Wellenpaket bewegt sich wie jenes aus Bild 2.4 anfänglich frei (1. und 2. Teil-
bild); es ist lediglich im Vergleich zur Breite weiter von der Potentialstufe bzw.
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Abbildung 2.6: Zeitliche Abfolge von Höhenlinienbildern einer Wigner-Funktion
eines an einer Potentialbarriere streuenden Wellenpakets mit positivem Impul-
serwartungswert. (Darstellung wie in Bild 2.4.)

-wand entfernt. Die Parameter sind so gewählt, daß das Paket fast ausschließlich
durch Eigenfunktionen mit Eigenwerten unterhalb der Barriere zusammengesetzt
werden kann (x̄ = 15, p̄ = 3, σp = 0.25, σx = 2, V = 11, D = 0.25). Beim Auf-
treffen auf die Barriere zeigt die Wigner-Funktion links der Barriere ein ähnliches
Verhalten wie beim Auftreffen auf eine harte Wand. Das Paket durchdringt al-
lerdings die Barriere, und die Interferenzen bilden sich auch rechts der Barriere
aus. Ein Kanal mit positiven Funktionswerten bildet sich aus, der aber einerseits
innerhalb der Barriere und andererseits nicht bei konstantem Ort verläuft. In der
Folge kommt es zu einer Teilung des Wellenpakets; die beiden Teilwellenpakete
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Abbildung 2.7: Vergrößerte Darstellungen der Situation aus Bild 2.6: Der erste
dargestellte Zeitpunkt liegt zwischen dem zweiten und dritten Teilbild von 2.6
und der letzte entspricht dem dortigen fünften Teilbild. Dabei wurden die Werte
zu den Höhenlinien gegenüber Bild 2.6 halbiert.

besitzen angenähert noch eine gaußsche Form und sind wie freie Wellenpake-
te bezüglich x und p korreliert. Zusätzlich verbleibt in der Mitte zwischen den
Teilwellenpaketen der Interferenzterm bestehen, der die Korrelation zwischen die-
sen Teilen beinhaltet. Dessen x- und p-Randverteilungen verschwinden zu großen
Zeiten nahezu. Entsprechend liefert der Interferenzterm keinen Beitrag zur x-
Randverteilung rechts der Potentialbarriere.

Der Tunnelvorgang für quasi-gaußsche Pakete zeigt ein charakteristisches Ver-
halten. In Bild 2.7 ist die Situation aus Bild 2.6 in der Nähe der Barriere (räumlich
und zeitlich) mit höherer Auflösung dargestellt. Neben der signifikanten Interfe-
renzstruktur zwischen Anteilen mit positivem Impuls (einfallend, transmittiert)
und negativem Impuls (reflektiert) bilden sich oberhalb des Impulserwartungs-
wertes alternierende Strukturen aus. Anfänglich während des Auftreffens auf die
Barriere tritt vor dieser ein negativer Bereich hervor. Während des Durchgangs
durch die Barriere verliert dieser an Deutlichkeit. Ein entsprechender Bereich
bildet sich zeitweise während des Verlassens des transmittierten Teils auf der ge-
genüberliegenden Seite der Barriere. An der Barriere entsteht beim Durchgang
des Pakets ein signifikanterer negativer Bereich in Tropfenform, der seine Lage
bis auf die seines Minimums kaum ändert. Die deutlichste Ausprägung erfährt
er wenn das (lokale) Maximum der Verteilung die Potentialbarriere erreicht. Das
Maximum selbst passiert die Barriere bei einem etwas geringeren Impuls als dem
anfänglichen Erwartungswert aufgrund der Verringerung der kinetischen Energie.

Bild 2.8 zeigt die zugehörige Impulsstromdichte. Wie für den Fall des Wellen-
pakets im tiefen Kasten aus Abschnitt 2.9.4 werden nur die relevanten Ausschnitte
und Zeitpunkte dargestellt. Die Zeiten entsprechen den mittleren beiden aus Bild
2.6 bzw. dem zweiten und vierten Teilbild von 2.7. Links der Barriere bestehen
im gezeigten Impulsbereich deutliche Ähnlichkeiten zu der Situation der Reflexi-
on an einer harten Wand aus Bild 2.5. Zu größeren Beträgen des Impulses hin
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Abbildung 2.8: Impulsstromdichte der Wigner-Funktion des Wellenpakets aus
Bild 2.6 als Höhenlinienbild für die beiden mittleren Zeitpunkte. Gezeigt ist je-
weils ein Ausschnitt in der Nähe des Potentialwalls. Wie in Bild 2.5 sind die Werte
für die anderen Zeitpunkte fast überall kleiner als der kleinste dargestellte Wert.
Ausnahmen bilden hier wegen der Singularitäten vor allem die Bereiche in un-
mittelbarer Nähe der Potentialstufen. Durch die begrenzte Zahl der dargestellten
Werte bleiben Bereiche an den Stufen frei.

wird die Impulsstromdichte kleiner, und an den Stufen ist Jp logarithmisch sin-
gulär, vgl. Abschnitt 2.9.1. An steigenden Flanken des Potentials ist Jp negativ,
an fallenden positiv. Da der transmittierte Teil des Pakets nur einen Teil des Ge-
samtpakets (hier etwa die Hälfte) umfaßt, ist der singuläre Term an der fallenden
Potentialflanke weniger stark ausgeprägt.

Ein vergleichbarer Fall ist der eines Wellenpakets, welches auf einen tiefen
schmalen Potentialtopf trifft. Die Behandlung dieser Konfiguration erfolgt wie
im Fall des repulsiven Potentials, wobei hier ähnlich viele (72) Eigenzustände
beitragen.

Die Wigner-Funktion für die Streuung eines Wellenpakets an einem Poten-
tialtopf ist in Bild 2.9 gezeigt. Die Parameter der Anordnung sind bis auf den
Wert des Potentials (V = −25) unverändert; letzterer wurde so gewählt, daß
die Transmission etwa von gleicher Größe wie im vorhergehenden Fall ist. Das
Verhalten der Wigner-Funktion zeigt deutliche Ähnlichkeiten zum repulsiven Po-
tential. Dies betrifft nahezu die gesamte Zeitentwicklung, insbesondere die Zeiten
vor und nach der Streuung, aber auch die Herausbildung des Interferenzterms.

Signifikante Unterschiede ergeben sich bei den Einzelheiten während der Streu-
ung. Bild 2.10 zeigt die Situation in der Nähe des Streupotentials aus Bild 2.9
analog zu Bild 2.7 mit höherer Auflösung. Dabei erscheinen die verschiedenen
Interferenzbereiche außerhalb des zentralen Maximums gegenüber dem Fall des
repulsiven Potentials mit umgekehrten Vorzeichen. Dies betrifft einerseits die al-
ternierenden Strukturen oberhalb des Impulserwartungswertes wie auch die In-
terferenzstruktur zu kleineren Impulsen hin, in die sich nun am Potentialtopf ein
signifikanter negativer Bereich mit umgekehrter Tropfenform eingliedert. Ober-
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Abbildung 2.9: Zeitliche Abfolge von Höhenlinienbildern einer Wigner-Funktion
eines an einem schmalen Potentialtopf streuenden Wellenpakets mit positivem
Impulserwartungswert. (Darstellung wie in Bild 2.6.)

halb des Impulserwartungswertes bleibt die Wigner-Funktion am Potentialtopf
positiv. Ein Kanal mit positiven Funktionswerten zwischen einlaufendem bzw.
transmittiertem und reflektiertem Teil wird zeitweise von den vor und hinter
dem tropfenförmigen negativen Bereich befindlichen Interferenzstrukturen gebil-
det. Aufgrund des attraktiven Potentials passiert das Maximum den Streubereich
bei einem etwas höheren Impuls als dem anfänglichen Erwartungswert.

In Bild 2.11 ist die zugehörige Impulsstromdichte gezeigt. Dabei werden wie in
Bild 2.8 nur die relevanten Ausschnitte und Zeitpunkte dargestellt. Diese entspre-
chen hier analog den mittleren beiden Teilbildern von 2.9 bzw. dem zweiten und



102 Kapitel 2. Transport im Phasenraum

Abbildung 2.10: Vergrößerte Darstellungen der Situation aus Bild 2.9 entspre-
chend Bild 2.7.

Abbildung 2.11: Impulsstromdichte der Wigner-Funktion des Wellenpakets aus
Bild 2.9 als Höhenlinienbild für die beiden mittleren Zeitpunkte wie in Bild 2.8.

vierten Teilbild von 2.10. In einiger Entfernung vom Streupotential ist das Aus-
sehen ähnlich zu Bild 2.8. Die logarithmischen Singularitäten besitzen gegenüber
denen für die repulsive Barriere umgekehrte Vorzeichen. Darüber hinaus sind die
positiven Singularitäten an der linken Potentialflanke im zentralen Impulsbereich
von negativen Werten umgeben und daher stark unterdrückt.

Wir betrachten nun die Resonanzstreuung eines Wellenpakets an einer repul-
siven Doppelbarriere. Dabei werden die Parameter des Wellenpakets (x̄ = 15,
p̄ = 2.7, σp = 0.25, σx = 2) und die des Potentials (V = 20 für 30 < x < 30.2 und
31 < x < 31.2) so gewählt, daß (fast) ausschließlich die erste Resonanz des Sy-
stems angeregt und ein signifikanter Teil des Wellenpakets transmittiert wird. Die
Wigner-Funktion für die beschriebene Situation wird in Bild 2.12 mit Höhenlini-
en dargestellt. Es bestehen bis zum Passieren der Doppelbarriere Ähnlichkeiten
mit dem Tunnelprozeß an der Einzelbarriere, vgl. Bild 2.6. Die erste Resonanz
zwischen den Barrieren wird angeregt (Teilbild 4 und 5). Die Wigner-Funktion
besitzt dort außerhalb der zentralen Interferenzen hauptsächlich positive Werte,
die in Teilbild 6 bereits kleiner als die dargestellten Höhenlinien sind. Der reflek-
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Abbildung 2.12: Zeitliche Abfolge von Höhenlinienbildern einer Wigner-Funktion
eines an einer Doppelbarriere streuenden Wellenpakets mit positivem Impulser-
wartungswert. (Darstellung wie in Bild 2.6.)

tierte Teil besteht im Ortsraum aus zwei Anteilen; kleine Dichten befinden sich
am Zentrum des negativen Bereichs unterhalb der reflektierten Teile. In Teilbild
6 sind neben den Interferenzen zwischen transmittiertem und reflektiertem Teil
auch solche zwischen dem innerhalb der Doppelbarriere befindlichen resonanten
Rest, dessen wesentliche Ausdehnung, wie in Teilbild 5 zu erkennen, im Impuls
etwa durch die Lage des Wellenpakets gegeben ist, und den vorher genannten
Teilen zu beobachten. Wegen der Lage bei arithmetischen Mitteln in Ort und
Impuls erklärt sich Form und Lage dieser Interferenzstrukturen, und wegen der
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Abbildung 2.13: Zeitliche Abfolge von Höhenlinienbildern einer Wigner-Funktion
eines anfänglich in einer Doppelbarriere befindlichen Wellenpakets. (Darstellung
wie in Bild 2.4.)
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Abbildung 2.14: Interferenzterme von Teilbild 6 aus Bild 2.13. Dabei entsprechen
die Bilder von oben nach unten den Termen aus Bild 2.13 von links nach rechts.

Doppelstruktur des reflektierten Teils erscheint die zugehörige Interferenz mit
dem resonanten Rest geteilt.

Als weiteren Fall untersuchen wir ein Wellenpaket, welches sich anfänglich in-
nerhalb einer symmetrischen Doppelbarriere befindet. Diese Anordnung ist eben-
falls in einen tiefen Kasten eingebettet.

In Bild 2.13 wird eine solche Situation dargestellt als zeitliche Entwicklung in
Form von Konturlinien. Die Energie des Impulserwartungswertes befindet sich in
diesem Fall oberhalb der Potentialbarriere (x̄ = 40, p̄ = 8, σp = 0.25, σx = 2,
V = 30, D = 0.4). Das Verhalten der Wigner-Funktion beim Auftreffen des
Wellenpakets auf die rechte Barriere (Teilbild 2) ist vergleichbar dem bei der
Einzelbarriere aus Bild 2.6, auch bei geänderten Parametern. Nach der Streu-
ung ist der transmittierte Teil des Wellenpakets leicht verformt (Teilbilder 3,4).
Der Streuvorgang wiederholt sich qualitativ, wenn der reflektierte Teil auf die
linke Barriere trifft (Teilbild 5). Es treten nun neben dem ersten Interferenz-
term der ersten Streuung weitere zwischen allen Teilen des Wellenpakets auf. Die
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langgestreckte, örtlich mittlere Struktur in Teilbild 5 entsteht insbesondere aus
der Korrelation des rechten, transmittierten Teils mit dem gerade an der linken
Barriere streuenden Teil. Nach der Aufspaltung des Wellenpakets an der linken
Barriere existieren drei Interferenzterme (Teilbild 6), vgl. Abschnitt 2.7, jeweils
in der Mitte zwischen zwei Teilwellenpaketen. Während jedes Tunneldurchgangs
bildet sich deutlich sichtbar je ein tropfenförmiger negativer Bereich wie in Bild
2.7 näher gezeigt aus.

Die oben erwähnten Interferenzterme aus Teilbild 6 von Bild 2.13 sind in Bild
2.14 einzeln dargestellt. Wie man erkennt, sind die Interferenzen jeweils in Rich-
tung der Verbindungslinien zwischen den Teilwellenpaketen ausgerichtet. Dies ist
notwendigerweise so, denn anderenfalls könnte man mit langgestreckten, korre-
lierte Zustände beschreibenden Gauß-Verteilungen z. B. negative Interferenzen
herausprojizieren, was aber wegen (2.22) nicht möglich ist.

2.9.6 Korrelationen in Wigner-Verteilungen

Wie in Abschnitt 2.7 beschrieben und in Abschnitt 2.9.5 an Beispielen gezeigt,
existiert zwischen zwei Teilwellenpaketen im Phasenraum jeweils eine Interfe-
renzstruktur, welche die Korrelation zwischen den Teilwellenpaketen beschreibt.
Dieses ist eine universelle Eigenschaft der Wigner-Funktion. Anhand der Eigen-
zustände zweier räumlich separierter tiefer Potentialkästen werden deren Korre-
lationen untersucht.

Mit Bezeichnungen aus Abschnitt 2.9.3 gilt für die Wellenfunktion eines Sy-
stems aus zwei Potentialkästen der Breite d im Abstand D
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√
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,

ψJ(x, t) = ϕ
(σ)
En,J(x)e−iEnt/h̄ , σ = ±1 .

Das Vorzeichen σ bestimmt die Parität des Zustandes (bzgl. des Symmetriepunk-
tes d + D/2). Die nichtverschwindenden Koeffizienten in der Darstellung (2.34)
lauten
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= −β(2)
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σ(−1)n−1
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d

= −β(4)
n .

Bezeichne Wsw(x, p, t) die Wigner-Funktion (2.52) eines Eigenzustands des tiefen
Kastens. Dann erhält man nach (2.40) mit den relevanten Integralgrenzen
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Abbildung 2.15: Wigner-Funktionen der beiden niedrigsten Eigenzustände (oben:
nges = 1, unten: nges = 2) eines symmetrisch geteilten tiefen Potentialtopfes. We-
gen der geringen Transparenz der Barriere (V = 50) sind die beiden Einzeltöpfe
bei niedrigen Energien fast vollständig separiert.

xa(x, 2, 2) = |2x− d| − d = −xb(x, 2, 2) ,
xa(x, 4, 4) = |2x− (3d+ 2D)| − d = −xb(x, 4, 4) ,

xa(x, 2, 4) = |2x− (2d+D)| − (2d+D) = −xb(x, 4, 2) ,
xa(x, 4, 2) = D + |2x− (2d+D)| = −xb(x, 2, 4)
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Abbildung 2.16: Impulsstromdichten zu den Wigner-Funktionen aus Bild 2.15.
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für die gesamte Wigner-Funktion. Mit Jp,sw(x, p, t) werde entsprechend die Im-
pulsstromdichte (2.53) eines Eigenzustands des tiefen Kastens bezeichnet. Damit
gilt nach (2.45)
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für die gesamte Impulsstromdichte.
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Die beschriebene Situation wird in Bild 2.15 näherungsweise dargestellt. An-
stelle einer unendlich hohen Potentialwand wird eine Barriere endlicher Höhe
(V = 50) verwendet. Diese führt bei niedrigen Energien bereits zu fast vollständi-
ger Separation: Die Wellenfunktionen innerhalb der Potentialbarriere sind stark
unterdrückt. Die zugehörigen Wigner-Funktionen hingegen verschwinden wegen
des Interferenzterms nicht innerhalb der Barriere, vielmehr haben die Absolut-
werte dort vergleichbare Werte mir denen außerhalb der Barriere oder übersteigen
diese sogar. Die Interferenzen verbinden die Wigner-Funktionen der Einzeltöpfe
über die Barriere hinweg. Wie aus der angegebenen Form für W und den Ab-
bildungen ersichtlich geht der Term für σ = ±1 mit diesem Vorzeichen ein. Bild
2.16 zeigt die zugehörigen Impulsstromdichten.

Die Verbindung der Potentialtöpfe in der Wigner-Funktion über die Barriere
hinweg existiert in dieser Anordnung für D < d. Im Fall größerer Abstände D
besteht eine räumliche Trennung des Interferenzterms von den einzelnen Teilen
der Wigner-Funktion.

Interferenzen, wie sie hier betrachtet wurden, sind allerdings nur dann rele-
vant, wenn (räumlich) getrennte Teile eines Wellenpakets existieren. Für (weit-
gehend) getrennte Potentialtöpfe müssen Eigenfunktionen existieren, die in den
einzelnen Raumbereichen jeweils signifikante Beiträge haben bzw. die Energieei-
genwerte der einzelnen Töpfe müssen aufeinander abgestimmt sein.

2.10 Definition von Trajektorien (Flußlinien)

Mit den Strömen Jx (2.30) und Jp (2.31), (2.32) oder speziell (2.45) der Wigner-
Verteilung betrachten wir entsprechend (2.5) bzw. (2.9) die zugehörigen Ge-
schwindigkeiten, welche die Bewegungsgleichungen im Phasenraum definieren,

ẋ = vx(x, p, t) =
p

m
, ṗ = vp(x, p, t) =

Jp(x, p, t)

W (x, p, t)
. (2.54)

Eine allgemeine Verteilung ist bereits selbst anfänglich indefinit oder kann im
zeitlichen Verlauf indefinit werden, vgl. Abschnitt 2.7. Die möglichen Nullstel-
len (Nullinien) von Jp(x, p, t) stimmen dabei i. a. nicht mit denen der Funktion
W (x, p, t) überein. Bleibt z. B. eine Trajektorie in einem Bereich mit W > 0, in
dem diese Bedingung auch anfänglich galt, so können die Differentialgleichungen
direkt (numerisch) integriert werden.

Wir betrachten nun eine Nullinie von W (x, p, t), die zuerst in der einfachen
Form p = p0 approximiert wird. In deren Nähe setzen wir den Vorfaktor zu einer
Konstante, so daß wir dafür die vereinfachten Bewegungsgleichungen

ẋ =
p

m
, ṗ =

α

p− pn

erhalten. Die Lösung dieser Gleichungen lautet
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Abbildung 2.17: Trajektorien in der Nähe einer Singularität pn für den repulsiven
(α > 0, links) und attraktiven Fall (α < 0, rechts). Die Trajektorien beginnen
jeweils am Punkt x0, aber bei verschiedenen Impulsen.

p = pn + sign(p0 − pn)
√

(p0 − pn)2 + 2αt ,

x = x0 +
pn

m
t+

1

3αm
sign(p0 − pn)

(

(

(p0 − pn)
2 + 2αt

)3/2 − |p0 − pn|3/2
)

.

Für α > 0 ist die Nullinie repulsiv, für α < 0 attraktiv. Die approximierten
Trajektorien sind in Bild 2.17 schematisch dargestellt. Im letzteren Fall wird
pn zum Zeitpunkt ts = −(p0 − pn)

2/(2α) erreicht, durch dessen Einführung das
Verhalten in der Nähe der Nullinie leichter ersichtlich wird,

p = pn + sign(p0 − pn)
√

(−2α)(ts − t) ,

x = x0 +
pn

m
t+

1

3αm
sign(p0 − pn)

(

((−2α)(ts − t))3/2 − |p0 − pn|3/2
)

.

Das Verhalten der Trajektorie in x ist (für pn 6= 0) dort in niedrigster Ordnung
linear in t, in p ist es proportional zu

√
ts − t, womit sie dort eine parabolische

Form besitzt und den Wert pn parallel zu p erreicht. Dies ist eine direkte Folge
des Ansatzes (2.30), welcher für ẋ im Gegensatz zu ṗ keine unmittelbaren Singu-
laritäten enthält. Ein zeitliches Potenzverhalten in p tritt in x mit um 1 erhöhter
Potenz auf, wodurch das Verhalten im Ort wie gesehen durch einen linearen Aus-
druck dominiert wird.

Dieses Verhalten gilt auch für allgemeinere Nullinien, die z. B. durch einen
linear parametrisierten Nenner wie in 1/(A(t)x+B(t)p+C(t)) = ṗ approximiert
werden können. Dabei werden auch A(t), B(t) und C(t) als lineare Funktionen
in t betrachtet. Approximiert man x(t) entsprechend linear, so kann man den
allgemeineren Ansatz
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ṗ =
αn + α̇nt

p− pn − ṗnt

untersuchen. Mit der Substitution ṗ = Z erhält man die separierte Gleichung
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In der Umgebung der Singularität ps = pn + ṗnts mit C0(αn + α̇nts) = 1 reduziert
sich die Lösung für Z in niedrigster nichttrivialer Ordnung zu (C0 < 0)

1 +
α̇n

2Z2
= 1 + (−C0)α̇n (ts − t) , Z = − sign(p0 − pn)

√

1

2(−C0) (ts − t)
.

Daraus folgt die Lösung

p = ps + sign(p0 − pn)

√

2 (ts − t)

−C0
,

x = xs −
ps

m
(ts − t) − sign(p0 − pn)

2

3m

√

√

√

√

2 (ts − t)3

−C0

für p und x. Sie besitzt also das diskutierte parabolische Verhalten.
Im Falle eines attraktiven Nullinienabschnitts werden positive Dichten zu die-

ser Linie hin beschleunigt, von der anderen Seite geschieht das Analoge mit nega-
tiven Dichten. Bei repulsiven Abschnitten werden positive und negative Dichten
von der Linie weg beschleunigt. An den Nullinien findet somit abhängig von
Attraktion oder Repulsion die Vernichtung oder Erzeugung positiver und nega-
tiver Dichten statt. Beginnt man z.B. eine Trajektorie bei positiven Dichten, so
kann diese zu späterer Zeit auf eine Nullinie treffen. An diesem Punkt kann die
Trajektorie als Phasenraumkurve nur fortgesetzt werden, wenn sie im Bereich ne-
gativer Dichten zeitlich rückwärts durchlaufen wird. Anfänglich zeitlich vorwärts
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durchlaufene Trajektorien in negativen Dichten werden entsprechend bei positi-
ven Dichten rückwärts durchlaufen. Die Richtung der Zeitentwicklung von einem
Anfangspunkt aus ist a priori nicht festgelegt. Wenn man aber positive Dichten
mit zeitlicher Vorwärtsentwicklung verbindet, so werden damit negative Dichten
auf zeitliche Rückwärtsentwicklung fixiert, weil die Fortsetzungen der Trajekto-
rien über die Nullinien hinweg entgegengesetzte Zeitentwicklungen bedingen.

2.10.1 Nullstellen und Reparametrisierung

Wir fassen Ort x und Impuls p als Komponenten eines Vektors q auf, q =
(x, p). Die Stromdichten Jx und Jp lassen sich entsprechend zusammenfassen,
j = (Jx, Jp). Damit schreiben sich die Bewegungsgleichungen (2.54) als

W
dq

dt
= j(t, q) .

Wir bezeichnen mit q
T

= q
T
(t, tin, qin) eine Lösung mit den Anfangsbedingungen

qin zur Zeit tin, wobei diese durch r und sin parametrisiert werden können, qin =
q(sin, r). Die Bahngleichung zur Zeit tT, q = q

T
(tT, t

in, q(s, r)), liefert bei gegebe-

nen Koordinaten q die Bahnparameter tT = tT(q, tin, r) bzw. sT = sT(q, tin, r).
Wir führen nun anstelle von t einen Bahnparameter λT in der Bewegungsglei-

chung ein,

W
dλT

dt

dq
T

dλT
= j(t, q

T
)

mit der Bedingung

W
dλT

dt
= 1 .

Die Parametergleichung entlang einer Trajektorie lautet dann

dλT

dt
=

1

W (t, q
T
(t, tin, qin))

.

Sei λ = λT(t, tin, qin) die Lösung dieser Gleichung, so erhält man daraus durch
Umkehrung die Zeit in Abhängigkeit dieses Bahnparameters, tλ = tλ(λ, t

in, qin).
Setzt man tλ in die Bahnkurve ein, so ergibt sie sich als Funktion des Parameters
λ, q

T,λ
= q

T
(tλ(λ, t

in, qin), tin, qin) = q
T,λ

(λ, tin, qin). Damit erhält man für die

Bahngleichung in Abhängigkeit des Parameters λ

dq
T,λ

dλ
=

dtλ
dλ

dq
T

dt
(tλ, t

in, qin) = j
(

tλ(λ, t
in, qin), q

T,λ

)

.

Wir betrachten nun die Wigner-Funktion entlang der Trajektorie, indem die
Zeit und die Koordinaten in Abhängigkeit des Bahnparameters verwendet wer-
den,
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Wλ = W
(

tλ(λ, t
in, qin), q

T,λ
(λ, tin, qin)

)

= Wλ(λ, t
in, qin) .

Die Trajektorie soll einen negativen Bereich durchlaufen. Dazu nehmen wir ver-
einfachend an, daß sich W entlang der Bahnkurve in der Form

Wλ,N = β−1(λ− α1)(λ− α2)

ausdrücken läßt, wobei die Größen β, α1, α2 von tin und qin abhängen. Der Bahn-
parameter erfüllt dann die Gleichung

dλ

dt
=

1

Wλ,N(λ, tin, qin)
=

β

(λ− α1)(λ− α2)
.

Sie kann direkt integriert werden, und mit der Wahl λin = λ(tin) = 0 erhält man
für die Umkehrung nach t

tλ(λ) = tin +
1

β
λ
(

1

3
λ2 − 1

2
(α1 + α2)λ+ α1α2

)

.

In der Nähe der Nullstellen αi, i = 1, 2, von Wλ,N, die die Extremstellen von tλ
darstellen, gilt t = tλ(αi) + Ci(λ− αi)

2, Ci = const, so daß umgekehrt allgemein

λT dort mit
√

t− tλ(αi) variiert.

2.11 Numerische Berechnung von Trajektorien

im Phasenraum

Die Bahnkurven des quantenmechanischen Phasenraums werden durch die Glei-
chungen (2.54) definiert. Als gekoppelte gewöhnliche Differentialgleichungen er-
ster Ordnung können sie außerhalb singulärer Stellen mit numerischen Stan-
dardmethoden gelöst werden. In diesem Fall fiel die Wahl auf ein modifiziertes
Runge–Kutta-Verfahren (Merson) in der Implementierung der CERN-Bibliothek
[39]. Das Verfahren ist adaptiv, indem die Schrittweite der Integration dem ab-
geschätzten Fehler innerhalb eines Schritts durch Halbierung oder Verdopplung
dieser angepaßt wird. Zur graphischen Darstellung wird die Integration jeweils
vom Zeitpunkt ti zum Zeitpunkt ti+1 durchgeführt, wobei diese mit ti = t0 + i∆t
äquidistant gesetzt werden.

Trifft eine Trajektorie (innerhalb eines Zeitintervalls) auf eine Singularität,
so wird die Bewegung zu dieser hin beschleunigt, vgl. Abschnitt 2.10. Aufgrund
der Adaption wird die Schrittweite verkleinert. Sollte die Singularität überschrit-
ten werden, so erfährt die Bewegung eine Beschleunigung in die entgegengesetzte
(Impuls-)Richtung, womit eine Iteration um die Singularität herum stattfindet.
Das Verfahren wird an dieser Stelle abgebrochen, wenn eine minimale (zeitli-
che) Überschreitung der Singularität dadurch festgelegt ist, daß aufgrund einer
minimalen Schrittweite der Iteration der bis dahin gefundene minimale Zeitwert
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nach einer kleinen Anzahl von weiteren Überschreitungen nicht mehr unterschrit-
ten wird. Dabei werden die Koordinaten am kleinsten Zeitwert als hinreichende
Näherung für die Lage der Singularität auf der Bahnkurve angesehen.

Zur Fortsetzung der Bahnkurve werden aus den zuvor bestimmten Koordina-
ten der Singularität auf der Kurve durch kleine Verschiebungen neue Koordinaten
bestimmt. Der Impuls wird dabei um einen kleinen Wert, |∆ps| = εp max(1, |pn|),
εp = 10−8, pn: Impulskoordinate der Singularität, geändert. Aus der Lösung der
Bahnkurven in der Nähe der Nullinie von W aus Abschnitt 2.10 ergab sich mit
der Approximation ṗ = α/(p − pn) die Zeitdifferenz |∆ts| = (p − pn)

2/(2 |α|).
Zur Bestimmung von α könnte man W an der Stelle der neuen Koordinaten
berechnen (|∆ts| und |∆xs| ≈ |pn∆ts| /m als klein angenommen). Andererseits
kann die zu W , siehe (2.40), gehörende Impulsableitung ∂W/∂p, aus der sich
α = Jp/(∂W/∂p) ergibt, ebenfalls als Summenausdruck geschrieben werden,

∂

∂p
W (x, p, t) =

1

2πh̄

N
∑

J1,J2=1

[

Θ(x− 1
2
(x̃J1−1 + x̃J2−1)) − Θ(x− 1

2
(x̃J1 + x̃J2))

]

×
NB
∑

n1,n2=1

e−i(En2−En1 )t/h̄
∑

σ1,σ2=±1





1

h̄

γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

( p
h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1 + σ2k

(J2)
n2 ))2

×
((

i + xb(x, J1, J2)
(

p

h̄
− 1

2

(

σ1k
(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

)

))

(2.55)

× e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xb(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xb(x,J1,J2)

2
−xJ2−1)ei p

h̄
xb(x,J1,J2)

−
(

i + xa(x, J1, J2)
(

p

h̄
− 1

2

(

σ1k
(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

)

))

× e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x+
xa(x,J1,J2)

2
−xJ1−1)eiσ2k

(J2)
n2

(x−xa(x,J1,J2)
2

−xJ2−1)ei p
h̄

xa(x,J1,J2)
)



 .

Im Falle von verschwindenden Nennern im obigen Ausdruck sind Terme der Art
((i+λxb)e

iλxb − (i+λxa)e
iλxa)/λ2 für λ→ 0 durch die Grenzwerte i(x2

b −x2
a)/2 zu

ersetzen, womit der Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer von (2.55) ersetzt
wird durch:

p

h̄
− 1

2
(σ1k

(J1) ∗
n1

+ σ2k
(J2)
n2

) → 0 :

→ γ(J1) ∗
σ1,n1

γ(J2)
σ2,n2

e−iσ1k
(J1) ∗
n1

(x−xJ1−1)eiσ2k
(J2)
n2

(x−xJ2−1)

× i

2h̄
(x2

b(x, J1, J2) − x2
a(x, J1, J2)) .

Die sich anschließende Integration wird von den neuen Koordinaten aus in ne-
gativer Zeitrichtung fortgesetzt; in dieser wirkt die Singularität repulsiv. Dabei
wird die anfängliche zeitliche Schrittweite der Integration zu |∆ts| gesetzt. All-
gemein werden für die jeweils folgenden Zeitschritte die automatisch angepaßten
Schrittweiten des vorhergehenden Schrittes übernommen.
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Bei einem erneuten Verlauf der Bahnkurve in eine Singularität wird unter Be-
achtung des Vorzeichens des zeitlichen Durchlaufs entsprechend verfahren, so daß
nachfolgend zunächst wieder in zeitlicher Vorwärtsrichtung integriert wird. Die
gesamte Prozedur endet bei Erreichen eines vorgegebenen Endzeitpunkts oder
bei Erfüllung spezieller Abbruchkriterien. Das Verfahren ist hier für den Fall ei-
ner anfänglichen positiven Zeitentwicklung beschrieben. Eine anfänglich negative
Zeitrichtung, die sich aus einem negativen Vorzeichen von W bei den Anfangsko-
ordinaten ergibt, bestimmt direkt die anfängliche Zeitrichtung der Integration.

Für gebundene Zustände sind die Stromdichten Jx und Jp stationär, vgl. Ab-
schnitt 2.9.3, und es ergeben sich geschlossene Bahnkurven, vgl. Abschnitt 2.12.1.
In diesem Fall wird das Verfahren abgebrochen, wenn im Rahmen der Genauigkeit
des vorgegebenen Zeitschritts ∆t die Anfangskoordinaten der Trajektorie wieder
erreicht werden. Bei anfänglich positiver Zeitrichtung wird z. B. vereinfachend
überprüft, ob (1) bei positivem bzw. negativem Anfangsimpuls die Anfangsorts-
koordinate zwischen der Ortskoordinate des vorhergehenden und aktuellen Zeit-
schritts liegt, wobei die Bewegungsrichtung mit dem anfänglichen Impulsvorzei-
chen übereinstimmen muß, oder (2) die Bahnkurve bezüglich der Ortskoordinate
eine Bewegungsumkehr vollführt, welche anhand der drei letzten Orte festgestellt
wird, wobei der Anfangsort außerhalb des von den drei Orten bestimmten Inter-
valls auf der Seite des vorletzten Ortes liegt und einen Abstand von diesem von
höchstens einer Intervallänge besitzt. Eine Verschärfung dieser Bedingungen ist
möglich durch die Forderung der Übereinstimmung der momentanen Impulswerte
mit dem Anfangsimpuls innerhalb bestimmter Grenzen.

2.12 Trajektorien in verschiedenen Systemen

2.12.1 Eigenzustände im tiefen Kasten

Wir untersuchen zunächst Trajektorien für gebundene (stationäre) Zustände und
betrachten den Fall des tiefen Kastens. Die Wigner-Funktionen und die zugehöri-
gen Ströme sind in Abschnitt 2.9.3 angegeben. Da diese Funktionen stationär
sind, ergeben sich geschlossene Kurven für die Stromtrajektorien, und verschie-
dene Kurven schneiden einander nicht.

Bild 2.18 zeigt ausgewählte Trajektorien des Grundzustands aus Bild 2.1 mit
verschiedenen Anfangsbedingungen. Innerhalb eines

”
klassischen“ Bereichs, wel-

cher durch Trajektorien mit den Anfangsbedingungen x0 = d/2, 0 < p0 < p1,kl <
2πh̄/d, p1,kl ≈ 1.638 πh̄/d, definiert werden kann, bleiben diese während der zeit-
lichen Entwicklung bei positiven Werten der Wigner-Funktion. Dieses einfach zu-
sammenhängende Gebiet besitzt bei x0 = d/2 die Ausdehnung −p1,kl < p < p1,kl.
Trajektorien mit kleinen Anfangsimpulsen bei x = d/2 werden weit vor der Poten-
tialwand abgebremst und kehren ihre Richtung um, solche mit großen Anfangsim-
pulsen werden erst zur Wand hin beschleunigt und dann kurz davor abgebremst,
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Abbildung 2.18: Stromtrajektorien der Wigner-Funktion des Grundzustandes des
tiefen Kastens aus Bild 2.1. Oben links: Gesamtheit verschiedener Klassen der
Stromtrajektorien. Oben rechts: Trajektorien im positiven (

”
klassischen“) Bereich

der Wigner-Funktion mit Anfangsbedingungen x0 = d/2, 0 < p0 < p1,kl < 2πh̄/d.
Die Markierungen auf den Kurven sind zeitlich äquidistant (∆t = 5). Unten links
und rechts: Trajektorien mit durchlaufenen negativen Bereichen oberhalb des

”
klassischen“ Bereichs. Dunkelblaue Kurventeile werden in positiver Zeitrichtung

durchlaufen, purpurfarbene in negativer.
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Abbildung 2.19: Stromtrajektorien der Wigner-Funktion des ersten angeregten
Zustandes des tiefen Kastens aus Bild 2.2 wie in Bild 2.18. Oben links: Trajek-
torien im positiven (

”
klassischen“) Bereich der Wigner-Funktion mit Anfangsbe-

dingungen x0 = d/2, πh̄/d < p2−,kl < p0 < p2+,kl < 3πh̄/d. Mitte links: Trajek-
torien im inneren Bereich mit z. T. durchlaufenen negativen Bereichen. Rechts
und unten links: Trajektorien mit durchlaufenen negativen Bereichen oberhalb
des

”
klassischen“ Bereichs.
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um dann ihren Impuls umzukehren. Oberhalb und unterhalb (in p) dieses Gebiets
ist die Wigner-Funktion W indefinit (Bild 2.1). Trajektorien in diesen Gebieten
durchlaufen Bereiche mit positiven und negativen Werten vonW . Sie sind im Bild
durch verschiedenartige Linien kenntlich gemacht. Dabei läuft die Zeit bei nega-
tiven Werten rückwärts. Man kann die auftretenden Trajektorien in verschiedene
Klassen einteilen. Eine Klasse besteht aus einer Serie von Scharen von Trajekto-
rien, von der repräsentativ jeweils einige in Einzelbildern gezeigt werden. Für den
Grundzustand sind dies zum einen Trajektorien, welche fast von einem Poten-
tialwall zum anderen reichen, jeweils durch einen positiven und einen negativen
Bereich laufen und zu den Rändern hin beschleunigt werden (unten rechts). Zum
anderen sind dies Trajektorien, die innerhalb einer Schar der vorher beschriebe-
nen Klasse und ebenso durch einen positiven und einen negativen Bereich laufen,
sich dabei aber nur in einer Hälfte des Kastens befinden (unten links).

Für den ersten angeregten Zustand (n = 2) aus Bild 2.2 zeigt Bild 2.19 die
verschiedenen Klassen von Stromtrajektorien. Der

”
klassische“ Bereich ist hier

nicht einfach zusammenhängend – bei x = d/2 ist er durch πh̄/d < p2−,kl < |p| <
p2+,kl < 3πh̄/d, p2−,kl ≈ 1.3343 πh̄/d, p2+,kl ≈ 2.628 πh̄/d, begrenzt. Trajektorien
mit dort befindlichen Anfangsbedingungen sind im Teilbild oben links darge-
stellt. Inmitten des

”
klassischen“ Bereichs befindet sich der zentrale indefinite

Bereich. Dort existieren sowohl Kurven in Gebieten mit einem festen Vorzeichen
von W als auch solche mit Anteilen von beiden Vorzeichen (Mitte links). Im au-
ßerhalb befindlichen indefiniten Bereich ist die Situation vergleichbar mit der des
Grundzustandes in Bild 2.18. Hier existieren ebenso Scharen mit vergleichbaren
Eigenschaften, die fast das gesamte Ortsintervall überstreichen (unten rechts),
innerhalb derer sich aber von Bild 2.18 etwas abweichende, weitere Scharen be-
finden. In der örtlichen Mitte sind das solche, die zwischen d/4 und 3d/4 liegen
(oben rechts), und solche, die in den einzelnen Vierteln des Kastens liegen (un-
ten links), wobei die Kurvenscharen der mittleren Viertel wiederum in den zuvor
genannten eingelagert sind.

Der Fall n = 11 aus Bild 2.3 wird in den Bildern 2.20–2.25 behandelt. In
Bild 2.20 sind Trajektorien des

”
klassischen“ Bereichs gezeigt mit Anfangsbe-

dingungen bei x = d/2, 10 πh̄/d < p11−,kl < |p| < p11+,kl < 12 πh̄/d, p11−,kl ≈
10.2974 πh̄/d, p11+,kl ≈ 11.616 πh̄/d. Die verschiedenen Klassen von Trajektori-
en des inneren indefiniten Bereichs zeigen die Bilder 2.21 und 2.22. Das obere
Teilbild von 2.21 zeigt Elemente von einfachen Kurvenscharen, die als Spezial-
fall auch zu Punkten entartete Kurven in deren Inneren enthalten. Außer für
p = 0 liegen diese aus einem Punkt bestehenden Kurven an Stellen mit W = 0
und Jp = 0, was allgemein für solche Punkte gilt. Die unteren Teilbilder von
2.21 und die oberen von 2.22 zeigen Elemente weiterer Kurvenscharen, die je-
weils 3, 5, . . . , 19 der einfachen Kurvenscharen umschließen. Die verschiedenen
Scharen, die 2(l + 1) + 1 einfache Scharen umschließen, tun dies auch mit dort
liegenden Scharen, die 2l + 1 einfache Scharen umschließen. Im unteren Teilbild
von 2.22 sind repräsentativ Kurven gezeigt, die in fester Zeitrichtung durchlaufen
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Abbildung 2.20: Stromtrajektorien der Wigner-Funktion des elften Zustandes
(n = 11) des tiefen Kastens aus Bild 2.3 wie in Bild 2.18. Trajektorien im positiven
(
”
klassischen“) Bereich der Wigner-Funktion mit Anfangsbedingungen x0 = d/2,

10 πh̄/d < p11−,kl < p0 < p11+,kl < 12 πh̄/d.

werden und zwischen den vorher beschriebenen Kurvenscharen bei positiven und
negativen Impulsen verlaufen und damit ebenfalls bis auf die an den

”
klassischen“

Bereich angrenzenden Scharen die vorher beschriebenen Kurvenscharen umschlie-
ßen. Oberhalb des

”
klassischen“ Bereiches (Bilder 2.23–2.25) liegt bezüglich der

Umschließungen von Kurvenscharen eine ähnliche Situation vor, die ihrerseits
eine Verallgemeinerung der Fälle für n = 1 und n = 2 (Bilder 2.18 und 2.19)
darstellt. Bild 2.23 (oben) zeigt Elemente von dort befindlichen einfachen Kur-
venscharen. Darunter und in den Bildern 2.24 und 2.25 sind Kurven gezeigt, die
um die örtliche Mitte herum einerseits jeweils 2, 4, . . . , 22 einfache Kurvenscha-
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Abbildung 2.21: Fortsetzung. Trajektorien mit durchlaufenen negativen Bereichen
im inneren Bereich.
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Abbildung 2.22: Fortsetzung. Trajektorien mit durchlaufenen negativen Bereichen
im inneren Bereich. Unten: Trajektorien im inneren Bereich mit fester Zeitrich-
tung.
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Abbildung 2.23: Fortsetzung. Trajektorien mit durchlaufenen negativen Bereichen
oberhalb des

”
klassischen“ Bereichs.

ren und andererseits auch solche Scharen mit einer kleineren Anzahl enthaltener
einfacher Kurvenscharen umschließen. Die äußersten dieser Kurven (Bild 2.25 un-
ten) reichen wie für n = 1 und n = 2 bis fast an die Potentialwände heran und
besitzen folglich ähnliche Eigenschaften.
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Abbildung 2.24: Fortsetzung. Trajektorien mit durchlaufenen negativen Bereichen
oberhalb des

”
klassischen“ Bereichs.

Für die Eigenzustände des tiefen Kastens betrachten wir schließlich neben
den Trajektorien noch Bildmengen von Gebieten unter der Bewegung entlang der
Trajektorien. Dabei beschränken wir uns auf Gebiete innerhalb des

”
klassischen“

Bereichs und speziell auf Anfangsbedingungen bestehend aus achsenparallelen
Ellipsen in der Mitte des Kastens.

In Bild 2.26 sind die Zeitentwicklungen (links: n = 1, rechts: n = 2) des Ran-
des eines elliptischen Gebiets (x̄ = d/2, p̄ = nπh̄/d, ∆x = 0.03 d, ∆p = 0.6 h̄/d)
in acht Zeitschritten gezeigt. Die gesamten Zeitintervalle entsprechen etwa ei-
ner klassischen Periode des mittleren Impulses, T1 ≈ 0.7 Tkl(p̄) (n = 1) bzw.
T2 ≈ 0.85Tkl(p̄) (n = 2). Die anfänglichen Ellipsen werden bei der Bewegung
korreliert und zum Rand hin stark verformt, wobei auch die überdeckte Phasen-
raumfläche deutlich zunimmt. Nach der Reflexion bildet sich eine langgestreckte
Form heraus, und in der Kastenmitte wird die Phasenraumfläche wieder klei-
ner (minimal). Ähnliches gilt für die zweite Reflexion bis zum Ende des ersten
Umlaufs.

Die entsprechende Situation für n = 11 ist in Bild 2.27 (oben links) gezeigt
mit T11 ≈ 0.975Tkl(p̄). Das prinzipielle Verhalten ist dasselbe, wobei die Di-
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Abbildung 2.25: Fortsetzung. Trajektorien mit durchlaufenen negativen Bereichen
oberhalb des

”
klassischen“ Bereichs.

spersion weniger stark ist, was vorwiegend auf das kleinere Verhältnis von ∆p/p̄
zurückzuführen ist. Das Teilbild oben rechts zeigt (in p) vergrößert die Situa-
tionen nach einschließlich drei vollständigen Umläufen. Darunter befindet sich
eine entsprechende Abbildung für ein größeres Gebiet (∆x = 0.05 d, ∆p = h̄/d)
und zwei Umläufe. In den unteren beiden Teilbildern sind für größere Gebiete
Abbildungen mit n = 25, T25 ≈ 0.9768Tkl(p̄) und drei (links) bzw. mit n = 50,
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Abbildung 2.26: Abbildung von Gebietsrändern durch Trajektorien des
”
klassi-

schen“ Bereichs von Eigenzuständen des tiefen Kastens. Die Berandungen liegen
anfänglich örtlich zentral und sind als achsenparallele Ellipsen (∆x = 0.03 d,
∆p = 0.6 h̄/d) gewählt. Abbildung in acht Zeitschritten durch Stromtrajektori-
en des Grundzustands (links) und des ersten angeregten Zustands (rechts). Das
gesamte Zeitintervall entspricht jeweils grob einer klassischen Periode.

T50 ≈ 0.9804Tkl(p̄) und sieben vollständigen Umläufen (rechts) dargestellt. Mit
jedem Umlauf werden Ort und Impuls stärker korreliert, und mit wachsendem n
werden die Oszillation in Richtung der geringeren Ausdehnung des transformier-
ten Gebiets kleiner.

2.12.2 Wellenpaket im tiefen Kasten und Streuung
an Potentialbarrieren

In diesem Abschnitt betrachten wir Trajektorien von Wellenpaketen im tiefen
Kasten und solche bei Streuungen an in einen Kasten eingebetteten Stufenpo-
tentialen. Als Wellenpakete werden quasi-gaußsche verwendet, die anfangs keine
x–p-Korrelation besitzen und sich weitgehend in einem Bereich mit V = 0 be-
finden. Die zugehörigen Wigner-Funktionen und Impulsstromdichten sind in den
Abschnitten 2.9.4 und 2.9.5 gezeigt.

Bild 2.28 zeigt Trajektorien und Abbildungen von Gebieten durch Trajek-
torien des Wellenpaketes aus Bild 2.4. Im Teilbild oben links sind Trajektorien
dargestellt, die bei x = x̄0 = d/2, p = p̄0 + nσp0, n = −2,−1, 0, 1, 2, des zugrun-
deliegenden gaußschen Wellenpakets beginnen, an der harten Wand reflektiert
werden und bis zum Zeitpunkt eines halben klassischen Umlaufs der mittleren
Trajektorie (p = p̄0) laufen. Für Impulse unterhalb des Mittelwertes werden die
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Abbildung 2.27: Abbildung von Gebietsrändern wie in Bild 2.26. Oben links:
entsprechende Abbildung für n = 11. Oben rechts: Abbildung nach etwa 1, 2 und
3 klassischen Perioden für n = 11 (oben) bzw. nach 1 und 2 Perioden eines größer
(∆x = 0.05 d, ∆p = h̄/d) gewählten Bereichs (unten). Unten: Abbildung eines
größeren Bereichs mit n = 25 nach etwa 3 (links) und mit n = 50 nach etwa 7
klassischen Perioden (rechts).

Trajektorien vor der Wand abgebremst, für Impulse oberhalb zuerst beschleunigt
und dann in unmittelbarer Nähe der Wand abgebremst, um dann in entsprechen-
der Weise umzukehren. Dieses Verhalten ähnelt dem bei Eigenzuständen quali-
tativ. Die hier ausgewählten Trajektorien laufen alle durch Gebiete mit W > 0;
an der Wand ist dies der in Bild 2.4 erkennbare Kanal. In größerer Entfernung
zur Wand ist das Verhalten nahezu klassisch, wobei die Reflexion an der Wand
nur zu einer geringen Verzerrung führt. Die Endpunkte der Trajektorien befinden
sich nahezu auf einer Geraden.

Die weiteren Teilbilder von 2.28 zeigen die Abbildung durch Trajektorien von
anfänglich elliptischen Gebietsberandungen, den λ-fachen Bereichen der Kovari-
anzellipse des zugrundeliegenden gaußschen Wellenpakets mit λ = 0.5, 1, 1.5. Ge-
zeigt sind jeweils 6 Zeitpunkte innerhalb einen halben Umlaufs. Die Verzerrungen
am Rand bei x = d sind wesentlich kleiner bzgl. der Form und der Phasenraum-
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Abbildung 2.28: Stromtrajektorien und Abbildung durch solche des Wellenpakets
aus Bild 2.4. Oben links: Trajektorien für die Anfangsbedingungen x = x̄0 = d/2,
p = p̄0 + nσp0, n = −2,−1, 0, 1, 2, des zugrundeliegenden gaußschen Wellenpa-
kets. Oben rechts und unten: Abbildung durch Trajektorien eines elliptischen
Bereichs (λ-facher Bereich der Kovarianzellipse des zugrundeliegenden gaußschen
Wellenpakets, λ = 0.5, 1, 1.5) zu den Zeitpunkten aus Bild 2.4. Die Trajekto-
rien durchlaufen hier nur Gebiete mit W > 0. Allgemein werden hier folgende
Farbkodierungen für Trajektorien verwendet: Blau und grün entsprechen W > 0
und magenta W < 0. Grün wird nach dem Passieren eines Gebietes mit W < 0
so lange verwendet, bis der späteste Zeitpunkt vor dem Eintreten in ein solches
Gebiet wieder erreicht ist.

fläche als im Fall von Eigenfunktionen, vgl. Bild 2.27, oben links. Nach halbem
Umlauf hat sich ein nahezu elliptischer Gebietsrand (mit entsprechender Korrela-
tion) zurückgebildet. In Bild 2.27 hingegen sind nach einem Umlauf unabhängig
von den anfänglichen Abmessungen der Ellipse signifikante Formänderungen zu
beobachten.
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Aus diesen Beobachtungen läßt sich erkennen, daß das Verhalten von Wellen-
paketen in viel stärkerem Maß dem klassischen Verhalten ähnelt als dies durch
Energie-Eigenfunktionen wiedergegeben werden kann. Dies liegt (in diesem Bei-
spiel) unter anderem an den zentral auf die Breite von ∆p = 2πh̄/d begrenzten
Bereichen um ±nπh̄/d im Impuls, in denen die Wigner-Funktion positive Werte
annimmt.

In Bild 2.29 sind Stromtrajektorien für den Tunnelvorgang aus Bild 2.6 dar-
gestellt. Fast das gesamte Wellenpaket befindet sich bei Energien unterhalb der
Tunnelbarriere; der Abstand vom Impulserwartungswert zum Tunnelpotential
(V = 11) beträgt etwa 6.7 σp.

Im oberen linken Teilbild von 2.29 sind vier Trajektorien (mit verschiede-
nen Anfangsbedingungen) gezeigt, die je eine Klasse von einfachen Trajektorien
charakterisieren. Dabei wurden Fälle gewählt, bei denen W > 0 entlang der
Kurven bei kleineren Impulsen gilt. Die Bewegung entlang der untersten ein-
laufenden Trajektorie wird vor der Tunnelbarriere abgebremst und kehrt sich
dann (unter eventueller zwischenzeitlicher Beschleunigung zu größeren negativen
Impulsen hin) um. Darüber befindet sich eine Kurve, die eine Transmission be-
schreibt. Die Bewegung wird ebenfalls vor der Barriere abgebremst, führt aber
durch diese hindurch und wird dahinter wieder beschleunigt. Wie man an diesem
Beispiel deutlich erkennt, sind die Impulse vor und hinter der Barriere leicht ver-
schieden. Dies gilt allgemein und auch für die Beträge von Impulsen reflektierter
Bewegungen. Die Bewegung entlang der dritten Trajektorie wird zunächst zur
Barriere hin beschleunigt und kurz davor abgebremst. Danach tritt sie in den in
Bild 2.7 näher gezeigten, tropfenförmigen Bereich mit W < 0 ein und durchläuft
diesen zeitlich rückwärts bis sie unten aus diesem Bereich vor der Barriere wie-
der austritt. Danach verläuft die Bewegung ähnlich zum zweiten Fall, indem sie
im Bereich der Barriere abgebremst und dahinter wieder beschleunigt wird. Die
Bewegung entlang der vierten Trajektorie ist bis kurz hinter der Barriere mit
der dritten vergleichbar. In diesem Fall führt die Beschleunigung aber zu einem
Eintritt von unten in den negativen Bereich, und unter zeitlicher Umkehr setzt
sich die Beschleunigung fort, bis nach dem Austritt aus diesem Bereich die Ab-
bremsung und der Übergang in die freie Bewegung folgt. Qualitativ verläuft diese
Bewegung bezüglich der Barriere (räumlich) gespiegelt ab.

Das untere linke Teilbild von 2.29 zeigt eine Reihe von Trajektorien, die bei
x = x̄ aber verschiedenen Impulsen beginnen. Die Kurven lassen sich den zuvor
beschriebenen Klassen zuordnen, wobei die der reflektierten Bewegungen einen
kleinen negativen Bereich der Interferenzzone an der Barriere durchlaufen. Im
oberen rechten Teilbild beginnen die Trajektorien bei x = x̄−σx. Es treten mehr
und größere negative Bereiche an der Barriere auf. Zwischen reflektierten und
transmittierten Trajektorien gibt es eine Kurve, die den Interferenzbereich mehr-
mals in verschiedenen Zeitrichtungen durchläuft und schließlich innerhalb des
betrachteten Zeitintervalls auf einem positiven Bereich der zentralen Interferenz-
struktur endet. Das untere rechte Teilbild zeigt die Situation für bei x = x̄ + σx
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Abbildung 2.29: Stromtrajektorien zum Tunnelvorgang aus Bild 2.6 zu verschie-
denen Anfangsbedingungen. Oben links: Klassen einfacher Trajektorien – reflek-
tiert (unten); transmittiert (darüber), direkt, einseitiger und beidseitiger Durch-
lauf durch den örtlich zentralen negativen Bereich, vgl. Bild 2.7. Oben rechts:
Anfangsbedingungen bei x = x̄ − σx, p = p̄ + λσp, λ = −2,−1.5, . . . , 2. Unten
links: Anfangsbedingungen bei x = x̄, p = p̄ + λσp, λ = −2.5,−2, . . . , 2. Unten
rechts: Anfangsbedingungen bei x = x̄+ σx, p = p̄+ λσp, λ = −2.5,−1.5, . . . , 2.
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Abbildung 2.30: Startpunkte von Stromtrajektorien der Wigner-Funktion aus
Bild 2.6. Die Punkte befinden sich auf einem Gitter mit xµ = x̄+µσx, pν = p̄+νσp,
µ, ν = 0,±1,±2, . . .. Gestrichelt dargestellt sind die λ-fachen Kovarianzellipsen
(λ = 1, 2, 3) der Wigner-Funktion des zugrundeliegenden gaußschen Wellenpa-
kets. Die Markierungen

’
+‘,

’
−‘ oder

’
◦‘ bezeichnen transmittierte, reflektierte

oder indifferente Kurven (d. h. im Interferenzteil endende). Einige Trajektorien
zu den dargestellten Punkten (speziell x = x̄ + µσx, µ = −1, 0, 1) sind in Bild
2.29 gezeigt.

beginnende Bewegungen. Dabei durchlaufen (wieder) einige reflektierte Kurven
kleinere negative Bereiche in der Nähe der Barrierenvorderkante. Die innerste
reflektierte Kurve enthält eine teilweise zeitlich umgekehrt durchlaufene Schleife
im Interferenzbereich vor der Tunnelbarriere.

Nach der Wechselwirkung mit der Barriere besteht das Wellenpaket aus trans-
mittiertem und reflektiertem Teil sowie dem Interferenz-Term (Bild 2.6). Die
anfänglich im Impuls eng beieinanderliegenden Kurven besitzen nachher einen
größeren Abstand. Der transmittierte Teil wird hauptsächlich aus den ursprüng-
lichen Anteilen mit höherem Impuls gebildet und der reflektierte Teil aus Anteilen
mit niedrigerem Impuls. Daher spreizen die Kurven, die in diesen Anteilen ver-
laufen, in p. Im transmittierten Teil befinden sich die Kurven gegenüber frühen
Zeiten im Mittel bei niedrigeren Impulsen, im Vergleich zum gewichteten Mittel
über alle anfänglichen Werte liegt der Mittelwert aber höher. Umgekehrt verhält
es sich mit dem reflektierten Teil. Dort liegen die anfänglich niedrigen Impulse im
Mittel bei größeren negativen Werten, wobei ihr absoluter Mittelwert gegenüber
dem gesamten anfänglichen Mittelwert geringer ausfällt.

Da weit außerhalb der Barriere die Bewegungen entlang der Kurven freie Be-
wegungen sind, bleiben die Bahnpunkte zu festen Zeiten aber verschiedenen Im-
pulsen auf einer Geraden. Abgesehen von kleinen Verzerrungen gilt diese strenge
Korrelation hier auch für die fortgesetzten Kurven im transmittierten und reflek-
tierten Teil. Diese wird auch nicht dadurch gestört, daß die Kurven z.T. durch
verschiedene Raumbereiche oder zu großen Teilen durch Gebiete mit W < 0
laufen.
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Abbildung 2.31: Stromtrajektorien zum Streuvorgang aus Bild 2.9 zu verschiede-
nen Anfangsbedingungen. Links: Klassen einfacher Trajektorien – reflektiert (un-
ten), nach intermediärer Transmission und direkt; transmittiert (darüber), direkt
und beidseitiger Durchlauf durch einen negativen Bereich außerhalb des Poten-
tials, vgl. auch Bild 2.10. Rechts: Anfangsbedingungen bei x = x̄, p = p̄ + λσp,
λ = −2,−1.5, . . . , 2.

Abhängig vom Anfangsort werden verschieden große Impulsbereiche trans-
mittiert oder reflektiert. Dies ist in Bild 2.29 daran zu erkennen, daß gegenüber
den Anfangsbedingungen bei x = x̄ (unten links) für x = x̄ − σx (oben rechts)
mehr Linien in den Bereich rechts der Barriere und weniger in den Bereich links
führen. Im Fall x = x̄ + σx führen weniger Linien nach rechts und mehr nach
links. Es besteht damit eine Korrelation von Ort und Impuls bezüglich Trans-
mission und Reflexion. In Bild 2.30 sind die Startpunkte der Trajektorien mit
verschiedenen Symbolen markiert, je nachdem, ob die Kurve eine Transmission
oder eine Reflexion beschreibt oder ob die Trajektorie im Interferenzbereich en-
det. Man erkennt, daß aus dem vorderen Teil (x > x̄) Reflexion und im hinteren
Teil (x < x̄) Transmission bevorzugt wird. Die Trennung erfolgt etwa entlang ei-
ner geneigten Geraden. Einige Trajektorien aus dem Bereich dieser Geraden und
solche von kleinen Impulsen kommend verlaufen schließlich im Interferenzbereich.
Es kann nicht ausgeschlossen werden, daß Trajektorien aus dem sich bildenden
Interferenzbereich, vgl. Teilbild 3 aus 2.6, erzeugt werden, welche die später in
diesem Bereich endenden ersetzen.
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Abbildung 2.32: Startpunkte von Stromtrajektorien der Wigner-Funktion aus
Bild 2.9. Darstellung wie in Bild 2.30.

Für den Fall des attraktiven Streupotentials aus Bild 2.9 sind die zugehörigen
Trajektorien in Bild 2.31 dargestellt. (Die Potentialbreite und die Parameter des
Wellenpakets sind dieselben wie im repulsiven Fall.)

Das linke Teilbild von 2.31 zeigt vier ausgewählte Trajektorien, die wieder
verschiedene Klassen charakterisieren. Die unterste einlaufende Kurve kehrt, ähn-
lich wie im repulsiven Fall, vor dem negativen Potential um. Sie durchläuft hier
zusätzlich ein negatives Gebiet im Interferenzbereich. Die Bewegung entlang der
darüberliegenden Kurve wird zum Potentialtopf hin beschleunigt und durchläuft
diesen. Rechts des Topfes tritt die Kurve von oben in den (umgekehrten) trop-
fenförmigen negativen Bereich ein und nähert sich dem Potential im Interferenz-
bereich. Sie durchläuft den Potentialtopf von rechts bei negativen Impulsen und
verläßt diesen an der linken Flanke, so daß die Kurve schließlich eine reflek-
tierte Bewegung beschreibt. Entlang der dritten Kurve wird die Bewegung zum
Topf hin beschleunigt, durchläuft diesen, wird dahinter wieder abgebremst und
beschreibt damit eine einfache Transmission. Als Variante dazu (nicht gezeigt)
können transmittierte Kurven, wie die zuvor beschriebene zweite Kurve, durch
den tropfenförmigen negativen Bereich führen. In der Folge führt die Kurve aber
bei wieder angewachsenem Impuls in den rechten Halbraum. Die oberste gezeig-
te Kurve durchläuft nach größerer Beschleunigung in einiger Entfernung vor der
Potentialstufe einen negativen Bereich oberhalb des Impulserwartungswertes, um
dann direkt vor der Potentialstufe wieder beschleunigt zu werden und diese zu
passieren. Rechts des Potentials verläuft die Bewegung in diesem Fall qualitativ
gespiegelt zur linken Seite. In variierenden Trajektorien können die negativen Be-
reiche links bzw. rechts des Potentials unabhängig voneinander nicht oder auch
öfter durchlaufen werden.

Im rechten Teilbild von 2.31 sind Trajektorien gezeigt, die bei x = x̄ und ver-
schiedenen Impulsen beginnen. Die Aufteilung der Trajektorien in transmittierte
und reflektierte als auch deren Verhalten außerhalb der Streuregion ist ähnlich
wie beim repulsiven Potential, vgl. das untere linke Teilbild von 2.29 mit glei-
chen Anfangsbedingungen. In der Nähe des Streupotentials verlaufen sie jedoch
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Abbildung 2.33: Startpunkte von Stromtrajektorien der Wigner-Funktion aus
Bild 2.12. Darstellung wie in Bild 2.30. Graue Flächen stellen nicht gerechnete
Kurven dar; andere Kurven, bei denen bis zum vorgegebenen Endzeitpunkt keine
Entscheidung getroffen werden konnte, werden mit mehreren Symbolen belegt.

in verschiedenen Phasenraumbereichen. Bild 2.32 zeigt für den attraktiven Fall
die Startpunkte von Trajektorien mit verschiedenen Symbolen gekennzeichnet
entsprechend zu Bild 2.30 für die Tunnelbarriere. Die Trennung in transmittierte
und reflektierte Teile erfolgt entlang einer ähnlich geneigten Geraden. Im Fall
des attraktiven Streupotentials verlaufen einige Kurven, die aus dem vorderen
wie auch dem hinteren Bereich bei kleineren Impulsen stammen, schließlich im
Interferenzbereich.

Unabhängig vom Vorzeichen des Potentials bestehen daher außerhalb der
Streuregion bei geeignet gewählten Parametern bezüglich der Stromtrajektori-
en große Ähnlichkeiten. Wesentliche Unterschiede in den Kurven treten in der
Streuregion auf. Dort ergibt sich zum einen aufgrund des Potentialvorzeichens ei-
ne Verzögerung oder eine Beschleunigung. Zum anderen führen die in Abschnitt
2.9.5 beschriebenen Unterschiede in der Wigner-Funktion zu verschiedenen Kur-
venverläufen, vgl. auch Bilder 2.6, 2.7, 2.9, 2.10. Dies betrifft die verschiedenen
Vorzeichen der Interferenzbereiche, insbesondere die Lage des tropfenförmigen
negativen Gebiets oberhalb oder unterhalb des zentralen Maximums bzw. Im-
pulserwartungswerts. Für ein repulsives Potential liegt dieses oberhalb, so daß
transmittierte Teile diesen Bereich durchlaufen, und für ein attraktives Potential
unterhalb, wodurch vornehmlich reflektierte Teile betroffen sind, vgl. Bilder 2.29
und 2.31. Dadurch wird auch die Rückkehr bereits rechts des negativen Streupo-
tentials befindlicher Teile bewirkt (Bild 2.31). Der betrachtete negative Bereich
beeinflußt hier also vorwiegend klassisch verbotene Trajektorien.

Bild 2.33 zeigt die Startpunkte zu Stromtrajektorien für die Resonanzstreuung
aus Bild 2.12. In diesem Fall gibt es bei der gewählten Punktdichte im Bereich
der Mitte des Wellenpakets keine klare Trennung zwischen Bereichen, die trans-
mittiert, und solchen, die reflektiert werden. Allerdings stammt der größte Anteil
des transmittierten Teils wieder aus dem örtlich hinteren Teil des Wellenpakets;
dieser Teil liegt im Impuls zentral. Die beiden Gebiete könnten einfach zusam-
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Abbildung 2.34: Ausgewählte Trajektorien für ein Wellenpaket innerhalb einer
Doppelbarriere, vgl Bild 2.13. Nach der Reihenfolge: direkte Transmission, Trans-
mission nach halbem und vollem Umlauf sowie eineinhalbfacher Umlauf.



2.12. Trajektorien in verschiedenen Systemen 135

menhängend sein, sie sind aber nicht sternförmig, sondern in der Mitte eher stark
verzahnt.

In Bild 2.34 sind jeweils einzelne Trajektorien zur Wigner-Funktion aus Bild
2.13 gezeigt; das Wellenpaket befindet sich dort anfänglich innerhalb der Doppel-
barriere. Da nur eineinhalb Umläufe innerhalb der Barrieren betrachtet werden,
ist die Dispersion des Wellenpakets für diese Betrachtung vernachlässigbar. Das
Verhalten einzelner Trajektorien an den Barrieren läßt sich damit weitgehend mit
den Situationen an einer Einzelbarriere beschreiben. So findet man im ersten Teil-
bild eine durch eine einfache Transmission an der rechten Barriere beschreibbare
Kurve. Im zweiten Teilbild erfolgt zuerst eine Reflexion an der rechten Barriere
gefolgt von einer Transmission durch die linke. Dabei durchläuft die Kurve vor
der linken Barriere einen wie zu Bild 2.29 näher betrachteten, charakteristischen
negativen Bereich aus Bild 2.7. Bei der Kurve im dritten Teilbild finden rechts
und links Reflexionen statt, wobei sich an der rechten Barriere eine Transmission
wie aus Teilbild 1 anschließt. Im vierten Teilbild treten drei Reflexionen auf, so
daß eineinhalb Umläufe innerhalb der Doppelbarriere stattfinden. Bei kleinen Im-
pulsen werden dabei kleine negative Bereiche durchlaufen, die von verschiedenen
Interferenzbereichen stammen, vgl. Bild 2.13.

2.12.3 Korrelierte Systeme

Wie wir in Abschnitt 2.12.2 sahen, können Trajektorien einerseits den Interfe-
renzbereich verschiedener Teile eines Wellenpakets durchlaufen und andererseits
in diesem verweilen oder (bei den betrachteten Zeiten) enden. Wir untersuchen
nun die spezielle Situation von Eigenzuständen in separierten Potentialtöpfen aus
Abschnitt 2.9.6. Um mögliche Durchgänge durch die Potentialbarriere festzustel-
len, werden Orte in der Barrierenmitte als Anfangsbedingungen für die Bahn-
kurven gewählt. Bild 2.35 zeigt Trajektorien mit solchen Anfangsorten für die
Wigner-Funktionen aus Bild 2.15 – sie sind wie für alle Eigenzustände geschlos-
sen. Einige Trajektorien verlaufen innerhalb der Barriere, andere treten aus ihr
heraus, bleiben aber in ihrer Nähe. Wieder andere durchlaufen die Barriere und
große Teile beider Potentialtöpfe. Diese befinden sich sogar im

”
klassischen“ Be-

reich der Einzeltöpfe, vgl. Bild 2.18. Eine Zeitumkehrung erfolgt hauptsächlich
auf in der Barriere oder in deren Nähe verlaufenden Kurven. Ein Durchlauf durch
negative Bereiche der Wigner-Funktion existiert z. T. auch für kurze Stücke der
durch größere Bereiche der Einzeltöpfe verlaufenden Trajektorien. Der Interfe-
renzterm überbrückt in diesem Fall die Barriere und verbindet die beiden räum-
lich getrennten Gebiete.

Zu der bestehenden Problematik des Durchgangs durch trennende Barrieren
ist zu sagen: Das System selbst ist speziell gewählt – im Raum äußerer Parame-
ter müssen einzelne Energieeigenwerte einander entsprechen, und das Gesamt-
system muß dasselbe Teilchen beschreiben. Bei Eigenzuständen erfolgt effektiv
kein Transport, insbesondere nicht durch die Barriere. Das ist ggf. eine Frage
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Abbildung 2.35: In der Barriere beginnende Trajektorien der Wigner-Funktionen
eines symmetrisch geteilten tiefen Potentialtopfes aus Bild 2.15 für nges = 1
(oben) und nges = 2 (unten).

der Stromeichung, vgl. Abschnitt 2.8. Des weiteren zeigen Eigenzustände weni-
ger Übereinstimmung mit einer klassischen Interpretation als Wellenpakete, vgl.
auch Abschnitt 2.12.2.

2.13 Mehrdimensionale Verallgemeinerung

In Abschnitt 2.8 haben wir die Definition der Ströme Jx und Jp für den Phasen-
raum der eindimensionalen Quantenmechanik betrachtet. Für NF Freiheitsgra-
de, vgl. Abschnitt 2.6, ist die Zeitentwicklung durch die entsprechende Wigner–
Moyal-Gleichung aus [31] gegeben,
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pkyk .

Analytische Potentiale erlauben es wie in einer Dimension, den Potentialterm von
(2.56) in einer Potenzreihe zu schreiben, siehe Gl. (2.56) aus [31],

−
∑

∑

i
λi ungerade

∂λ1+···+λNFV

∂xλ1
1 · · ·∂xλNF

NF

(h̄/2i)λ1+···+λNF
−1

λ1! · · ·λNF
!

∂λ1+···+λNFW

∂pλ1
1 · · ·∂pλNF

NF

.

Wie in einer Dimension kann verallgemeinernd für Jxk
der Ansatz

Jxk
:=

pk

mk
W

gemacht werden. Im Potentialterm treten verschiedene Potenzen gemischter Ab-
leitungen nach Ortskoordinaten auf, welche daher nicht separierbar sind. Es be-
steht daher eine größere Freiheit bei der Definition der Impulsstromdichten Jpk

.
Man kann allgemein den Ausdruck

Jpk
:= −h̄

∑

∑

i
λi ungerade

Pk(λ1, . . . , λNF
)

× ∂λ1+···+λNFV

∂xλ1
1 · · ·∂xλNF

NF

(h̄/2i)λ1+···+λNF
−1

λ1! · · ·λNF
!

∂λ1+···+λNF
−1W

∂pλ1
1 · · ·∂pλk−1

k · · ·∂pλNF
NF

ansetzen, wobei die Koeffizienten Pk(λ1, . . . , λNF
) die Bedingungen

Pk(λ1, . . . , λNF
) = 0 für λk = 0 ,

∑

k

Pk(λ1, . . . , λNF
) = 1

erfüllen sollten. Es sind solche Pk zu bevorzugen, die neben der Existenz des
klassischen Grenzwertes eine formale Symmetrie bezüglich der Koordinaten auf-
weisen. Eine mögliche Wahl ist z. B.

Pk(λ1, . . . , λNF
) =

λk

λ1 + · · · + λNF

.

Mit den so definierten Stromdichten schreibt sich (2.56) als Kontinuitätsglei-
chung,

−∂W
∂t

=
NF
∑

k=1

∂Jxk

∂xk
+

NF
∑

k=1

∂Jpk

∂pk
.

Entsprechend Abschnitt 2.10 lauten die Bewegungsgleichungen für die Stromtra-
jektorien

ẋk =
Jxk

W
=

pk

mk
, ṗk =

Jpk

W
.
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2.14 Alternative Ansätze

Neben der hier betrachteten Wigner-Verteilung und deren Transport im Pha-
senraum unter der Zeitentwicklung können ebenso andere Phasenraumverteilun-
gen betrachtet werden. Insbesondere findet die Husimi-Funktion verbreitet An-
wendung [42], die aus der Phasenraum-Integration der Wigner-Verteilung mit
der Wigner-Verteilung eines kohärenten Zustands oder, alternativ, aus dem Be-
tragsquadrat der Projektion der Wellenfunktion auf die eines kohärenten (oder
gequetschten) Zustands entsteht. Die Vorteile dieser Wahl sind die Nichtnega-
tivität der Funktion – eine Interpretation als (Quasi-)Wahrscheinlichkeitsdichte
ist so möglich – und die geringere Variabilität der Funktionswerte, besonders bei
der Untersuchung klassisch chaotischer Systeme [42]. Andererseits werden mit
der Breite und ggf. der Korrelation ein oder zwei willkürliche Parameter ein-
geführt, die abhängig von der gewünschten (d. h. entsprechend zu betonenden)
Information geeignet gewählt werden müssen. Zusätzlich ergeben sich die Orts-
und Impuls-Verteilungen nicht mehr als Randverteilungen der Phasenraumfunk-
tion, vgl. (2.19) und (2.20). Auf dieser Grundlage kann (mit fixierten Parametern)
über die kausale Zeitentwicklung der nichtnegativen Phasenraumdichte eine For-
mulierung in Analogie zur Hydrodynamik angegeben werden [54]. Im Rahmen
des hydrodynamischen Bildes wurde beispielsweise das quantenmechanische Ver-
halten eines periodisch angestoßenen starren Rotors durch die Darstellung mit
kohärenten Zuständen im zylindrischen Phasenraum im Vergleich zur klassischen
Formulierung diskutiert [59].

Mittels einer Projektion auf einen vollständigen orthonormalen Satz von kom-
plexwertigen Funktionen im Phasenraum, die z. B. durch kohärente Zustände
repräsentiert werden können, gelangt man formal zu einer Art Schrödinger-Glei-
chung [64, 65, 49]. Ort und Impuls werden durch Operatoren ersetzt, die je-
weils Ableitungen nach der anderen, konjugierten Variable enthalten, womit die
Schrödinger-Gleichung im allgemeinen eine partielle Differentialgleichung von be-
liebig hoher Ordnung darstellt. Die Lösungsgesamtheit ist daher gegenüber der
der gängigen Ortsraumdarstellung vergrößert; bei den angegebenen Lösungen ori-
entiert man sich an denen im Ortsraum. Zwischen reinen Zuständen kann ein Ska-
larprodukt gebildet werden, und dessen Betragsquadrat bzw. allgemein das dia-
gonale Matrixelement der Dichtematrix entspricht (z. B.) der durch die Husimi-
Funktion beschriebenen Phasenraumdichte [65]. Für stationäre Zustände sind
bestimmte Phasenraumfunktionen, allgemein sogenannte s-geordnete Wigner-
Funktionen, die sich durch eine asymmetrische Argumentverschiebung in (2.18)
bzw. durch bestimmte Funktionen f in (2.25) ergeben, wobei die übliche Wigner-
Funktion (2.18) mit f = 1 durch s = 0 gegeben ist, bei entsprechender Wahl der
Operatoren durch zwei Schrödinger-Gleichungen obiger Art eindeutig festgelegt
[11].

Im Rahmen der Beschreibung der Zeitentwicklung einer quantenmechanischen
Phasenraumfunktion wurde versucht, die Bewegung analog zu klassischen Pha-
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senraum-Trajektorien zu formulieren: In [43] wurden für die Wigner-Funktion,
ausgehend von der Wigner–Moyal-Gleichung (2.26), die quantenmechanischen
Korrekturterme zu den klassischen Bewegungsgleichungen zu einem effektiven
Potential zusammengefaßt, wobei die Bewegung mittels der klassischen Bewe-
gungsgleichungen beschrieben wurde (

”
Wigner-Trajektorien“ xW, pW):

∂V W
eff (x, p, t)

∂x
=

∂
∂t
W (x, p, t) + p

m
∂
∂x
W (x, p, t)

∂
∂p
W (x, p, t)

,

dxW

dt
=
pW

m
,

dpW

dt
= −∂V

W
eff (x, p, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣x=xW

p=pW

.

Mit diesem Ansatz wurde das Verhalten physikalischer Systeme untersucht, z. B.
in [43, 44, 29, 50, 42]. Dieser Ansatz kann aufgrund der Ausbildung negativer
Bereiche der Wigner-Funktion nicht allgemeingültig sein [51], sondern nur bei
kleinen Abweichungen des Potentials von der quadratischen Form in den Koor-
dinaten eine Verbesserung gegenüber der klassischen Beschreibung liefern [42].

In [51] wurden zusätzlich sogenannte Weyl-Trajektorien betrachtet, die als
Weyl-Transformierte der Operatoren für Ort und Impuls im Heisenberg-Bild
definiert sind. Diese sind bezüglich ihrer physikalischen Interpretation von be-
grenztem Nutzen: Sie sind zwar zustandsunabhängig, dafür aber basisabhängig,
und Mittelwerte von Produkten lassen sich mit ihnen nicht, z. B. im Gegensatz
zu

”
Wigner-Trajektorien“ im Rahmen ihrer Gültigkeit, auf die Anfangsvertei-

lung zurückführen. Weitere Trajektorien bezüglich der Wigner-Funktion, die im
Rahmen ihrer Anwendung auf den harmonischen Oszillator mit den klassischen
Trajektorien identisch sind, wurden im Zusammenhang mit der feldtheoretischen
Wigner-Funktional-Formulierung diskutiert [14].

Auf der Grundlage positiv definiter Dichten lassen sich im Phasenraum in
einfacherer Weise Trajektorien definieren. So wurden im Rahmen der Husimi-
Funktion bzw. der Darstellung durch kohärente Zustände solche Bahnkurven
betrachtet. In der hydrodynamischen Interpretation werden diese im Sinne von
Strömungslinien interpretiert [54]. Untersucht wurden z.B. Trajektorien für den
harmonischen Oszillator [65] wie auch das freie Teilchen, ein Teilchen im Ka-
sten (ohne Beachtung der Randbedingungen) wie das quadratische Potential mit
beiden Vorzeichen [49] oder den doppelten Potentialtopf eines quartischen Os-
zillators [54]. Für Phasenraumfunktionen verschieden von der Wigner-Funktion
sind die Trajektorien z. B. bereits für den kräftefreien Fall i. a. nicht mehr mit
den klassischen Trajektorien identisch sondern von komplizierterer Struktur [42].
Darüber hinaus besitzen die Ströme im Phasenraum die übliche Eichfreiheit, vgl.
Abschnitt 2.8, die durch zusätzliche Bedingungen zu fixieren ist [54, 49].

Die quantenmechanische Phasenraumdynamik wurde hier auch deshalb be-
trachtet, weil sie (z. B. in einer Dimension des Konfigurationsraums) durch die
Vorgabe von Ort x und Impuls p eine zweiwertige (d. h. i. a. mehrwertige) Dyna-
mik darstellt im Gegensatz zur Bohmschen Interpretation, die wegen p = ∂S/∂x
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mit der ausschließlichen Vorgabe des (Anfangs-)Ortes x eine einwertige Theorie
ist. Andererseits ist es möglich, die Ortsraumdichte zusammen mit der Nebenbe-
dingung p = ∂S/∂x für den Impuls als f -Quasiverteilung (2.25) zu formulieren,
indem f als zustandsabhängige Funktion definiert wird [18]:

fB(ξ, η, t) =

∫

du |ψ(u, t)|2 exp
(

iη ∂
∂u
S(u, t) + iξu

)

∫

dv ψ∗(v − h̄
2
η, t)ψ(v + h̄

2
η, t) eiξv

.

Die daraus resultierende f -Quasiverteilung lautet

F fB(x, p, t) = |ψ(x, t)|2 δ
(

p− ∂S(x, t)

∂x

)

.

Andererseits kann jede f -Quasiverteilung (und damit insbesondere die Wigner-
Verteilung) aus der Vorgabe von |ψ(x, t)| und S(x, t) als auf dem Phasenraum
definierte Funktionen konstruiert werden [19].

In Abschnitt 2.12.2 werden in den Bildern 2.30, 2.32 und 2.33 die Startpunkte
der Stromtrajektorien für die Streuung eines anfänglich gaußschen Wellenpakets
an einer repulsiven sowie einer attraktiven Einfach- und einer repulsiven Dop-
pelbarriere betrachtet. Bei vergleichbaren Transmissionswahrscheinlichkeiten bei
den Einfachbarrieren liegen die Gebiete ähnlich, aus denen die transmittierten
Trajektorien stammen, indem vornehmlich hohe Impulse aber auch etwas die hin-
teren Teile der Anfangsverteilung bevorzugt werden. In [52] wurde mit Hilfe eines
Einflußfunktionals F untersucht, inwieweit und welche Teile einer Anfangswahr-
scheinlichkeitsdichte P (q, t0) zu der Wahrscheinlichkeitsdichte P (q, t) an einem
späteren Zeitpunkt t beitragen,

P (q, t) =
∫

F(q, t; q0, t0)P (q0, t0) dq0 .

Die Bestimmung von F erfolgt mit Hilfe der Wigner-Funktion. Da es sich beim
Einflußfunktional um eine Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsdichten han-
delt, d. h. die Phaseninformation der Wellenfunktion außer Betracht gelassen
wird, wird F jeweils für eine Menge von Wellen- bzw. Wigner-Funktionen mit
gleicher Impulsverteilung bestimmt. Es werden die freie Propagation und das
Tunneln durch eine einfache Barriere betrachtet. Dabei stellt sich z. B. heraus,
daß für das Maximum des getunnelten Teilwellenpakets bei unkorrelierter An-
fangswellenfunktion weder vorderer noch hinterer Teil dieser einen signifikant
größeren Einfluß auf den betrachteten Punkt hat. Das Gewicht verschiebt sich
in der Zeitentwicklung zum vorderen Teil hin durch die Ausbildung von Orts–
Impuls-Korrelationen bei freier Bewegung.



Anhang A

Quantenmechanische Dichten
und Ströme. Erhaltungsgrößen

A.1 Lagrange-Dichte und Energieerhaltung

Die nichtrelativistische Quantenmechanik wird durch die Schrödinger-Gleichung
bestimmt, die in drei Dimensionen die Form

ih̄
∂ψ

∂t
= Hψ = − h̄2

2m
∆ψ + V ψ (A.1)

besitzt. In einer Dimension ist die Lagrange-Dichte durch den Ausdruck

Las = −ih̄ψ̇∗ψ − V ψ∗ψ − h̄2

2m
ψ∗′ψ′

gegeben [21]. (Der dreidimensionale Ausdruck ergibt sich durch die Ersetzung der
Ortsableitung durch den Gradienten, und Produkte solcher Ableitungen führen
auf Skalarprodukte dieser.) Durch Umeichung mittels der totalen Zeitableitung
von ψ∗ψ erhält man eine symmetrische Form der Lagrange-Dichte, vgl. [32],

L =
ih̄

2

(

ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ
)

− V ψ∗ψ − h̄2

2m
ψ∗′ψ′ .

Die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus der Invarianz der Lagrange-
Dichte unter globaler Phasentransformation mit dem Noether-Theorem [21].

Ist das Potential zeitunabhängig, so führt eine zur Schrödinger-Gleichung
gehörende Energiedichte ε zu einer Erhaltungsgröße:

∂V

∂t
= 0 , ε =

∂L
∂ψ̇

ψ̇ +
∂L
∂ψ̇∗

ψ̇∗ −L =
h̄2

2m
ψ∗′ψ′ + V ψ∗ψ ;

die Erhaltungsgröße ergibt sich aus der Ortsintegration von ε und stellt die Ge-
samtenergie dar, die durch die Wellenfunktion beschrieben wird. Zur Energie-
dichte gibt es die zugehörige Energiestromdichte

141
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πǫ =
∂L
∂ψ′

ψ̇ +
∂L
∂ψ∗′

ψ̇∗ = − h̄2

2m

(

ψ∗′ψ̇ + ψ′ψ̇∗
)

,

mit der ε eine Kontinuitätsgleichung erfüllt. Eine Verallgemeinerung dieser für
zeitabhängige Potentiale wird in Abschnitt A.2 betrachtet.

Entsprechend der Energiedichte lautet die Impulsdichte eines Zustandes ψ

π = −∂L
∂ψ̇

ψ′ − ∂L
∂ψ̇∗

ψ∗′ =
h̄

2i
(ψ∗ψ′ − ψ∗′ψ) = mj . (A.2)

Sie ist damit die mit der Masse m multiplizierte Wahrscheinlichkeitsstromdichte
j. Der Spannungstensor wird in Abschnitt A.3 betrachtet.

In mehreren Dimensionen kann die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ~j, wie in
[54] beschrieben und von Messiah [47] bemerkt, nicht eindeutig definiert werden,
weil diese letztlich über die Kontinuitätsgleichung, d. h. ihre Divergenz bestimmt
wird. Das Problem liegt dabei in der Operatorordnung der Quantenmechanik.
Ähnliche Mehrdeutigkeiten treten auch bei den im folgenden definierten Energie-
stromdichten auf, zusätzlich zur Mehrdeutigkeit der Energiedichte selbst. Aus-
wahlkriterien oder Einschränkungen können in diesem Zusammenhang die Inva-
rianzeigenschaften der definierten Stromdichten z. B. unter Galilei-Transformatio-
nen sein [54] und/oder die Simplizität der betrachteten Ausdrücke. In [17] werden
mögliche Alternativen zur Bohmschen Mechanik betrachtet über eine Modifikati-
on des Geschwindigkeitsfeldes ~v = ~j/̺ des Bohmschen Falles unter verschiedenen
Invarianzforderungen. Diese Alternativen können umgekehrt als Modifikation der
Stromdichte ~j interpretiert werden.

A.2 Energiedichten und Kontinuitätsgleichung

Wir betrachten zunächst die aus der Lagrange-Dichte folgende Energiedichte in
drei Dimensionen und nennen sie Energiedichte 1 (ε1):

ε1 :=
h̄2

2m
(~∇ψ∗) · (~∇ψ) + V ψ∗ψ . (A.3)

Für diese läßt sich ein hermitescher Energiedichteoperator ε1 bilden,

ε1 =
1

2m
~p |ψ(t)〉·〈ψ(t)| ~p+V

2
|ψ(t)〉 〈ψ(t)|+|ψ(t)〉 〈ψ(t)| V

2
, ε1 = 〈~x| ε1 |~x〉 .

Entsprechend wird die Impulsdichte behandelt, vgl. (A.2),

~π := m~j =
h̄

2i

(

ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗
)

, (A.4)

für die ebenfalls ein hermitescher Operator definiert wird,
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~π =
1

2
(~p |ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)| ~p) , ~π = 〈~x| ~π |~x〉 .

Als nächstes bilden wir die Zeitableitung von ε1, wobei die Zeitableitungen der
Wellenfunktionen mittels der Schrödinger-Gleichung (A.1) ersetzt werden,

∂ε1

∂t
=

h̄2

2m

[(

~∇∂ψ∗

∂t

)

· (~∇ψ) + (~∇ψ∗) ·
(

~∇∂ψ

∂t

)]

+ V
∂ψ∗

∂t
ψ + V ψ∗

∂ψ

∂t
+
∂V

∂t
ψ∗ψ

=
h̄2

2m

{[

~∇
(

− h̄i

2m
∆ψ∗ +

i

h̄
V ψ∗

)]

· (~∇ψ) + (~∇ψ∗) ·
[

~∇
(

h̄i

2m
∆ψ − i

h̄
V ψ

)]}

+ V

(

− h̄i

2m
∆ψ∗ +

i

h̄
V ψ∗

)

ψ + V ψ∗
(

h̄i

2m
∆ψ − i

h̄
V ψ

)

+
∂V

∂t
ψ∗ψ

=
h̄i

2m

{[

~∇
(

− h̄2

2m
∆ψ∗

)]

· (~∇ψ) − (~∇ψ∗) ·
[

~∇
(

− h̄2

2m
∆ψ

)]

+ (~∇V ) ·
[

ψ∗(~∇ψ) − ψ(~∇ψ∗)
]

− V [(∆ψ∗)ψ − ψ∗(∆ψ)]

}

+
∂V

∂t
ψ∗ψ .

Die zugehörige Stromdichte wird hier Energiestromdichte 1 (~πε1) genannt:

~πε1 := − h̄2

2m

[

(~∇ψ∗)
(

∂ψ

∂t

)

+

(

∂ψ∗

∂t

)

(~∇ψ)

]

=
h̄i

2m

[

(~∇ψ∗)
(

− h̄2

2m
∆ψ + V ψ

)

−
(

− h̄2

2m
∆ψ∗ + V ψ∗

)

(~∇ψ)

]

. (A.5)

An dieser Stelle wurden ebenfalls die Zeitableitungen mittels der Bewegungs-
gleichungen ersetzt. Der hermitesche Operator zur Energiestromdichte 1 hat die
Form

~πε1 =
1

2m
(~p |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H +H |ψ(t)〉 〈ψ(t)| ~p) , ~πε1 = 〈~x| ~πε1 |~x〉 .

Die Divergenz von ~πε1 schreibt sich somit als

~∇ · ~πε1 =

=
h̄i

2m

{

(∆ψ∗)

(

− h̄2

2m
∆ψ + V ψ

)

+ (~∇ψ∗) ·
[

− h̄2

2m
~∇∆ψ + V (~∇ψ) + (~∇V )ψ

]

−
(

− h̄2

2m
∆ψ∗ + V ψ∗

)

(∆ψ) −
[

− h̄2

2m
~∇∆ψ∗ + V (~∇ψ∗) + (~∇V )ψ∗

]

· (~∇ψ)

}

=
h̄i

2m

{

(~∇ψ∗) ·
[

~∇
(

− h̄2

2m
∆ψ

)]

−
[

~∇
(

− h̄2

2m
∆ψ∗

)]

· (~∇ψ)

+ V [(∆ψ∗)ψ − ψ∗(∆ψ)] − (~∇V ) ·
[

ψ∗(~∇ψ) − (~∇ψ∗)ψ
]

}

.
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Ein Vergleich mit der Zeitableitung von ε1 führt auf eine Kontinuitätsgleichung
mit Inhomogenität, vgl. [32],

∂ε1

∂t
+ ~∇ · ~πε1 =

∂V

∂t
ψ∗ψ . (A.6)

Diese Inhomogenität ist die Dichte der Energieänderung des durch die Wellen-
funktion beschriebenen Zustands. Sie ist einfach die zeitliche Potentialänderung
gewichtet mit der Wahrscheinlichkeitsdichte, so daß die gesamte Energieänderung
dem Erwartungswert der zeitlichen Potentialänderung entspricht.

Neben Energiedichte 1 kann man eine zweite Dichte definieren mit indefini-
tem kinetischen Anteil. (Diese geht aus der ersten durch symmetrische partielle
Integration der Energie hervor.) Sie wird hier Energiedichte 2 (ε2) genannt,

ε2 := − h̄2

4m
(ψ∗(∆ψ) + (∆ψ∗)ψ) + V ψ∗ψ =

ih̄

2

(

ψ∗
∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)

, (A.7)

und der zugehörige Operator lautet

ε2 =
1

2
(H |ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H) , ε2 = 〈~x| ε2 |~x〉 .

Die dazu passende Energiestromdichte ~πε2 ist gegeben durch

~πε2 =
h̄i

2m

[

h̄2

4m

(

ψ∗(~∇∆ψ) − (~∇ψ∗)(∆ψ) + (∆ψ∗)(~∇ψ) − (~∇∆ψ∗)ψ
)

− V
(

ψ∗(~∇ψ) − (~∇ψ∗)ψ
)

]

(A.8)

= − h̄2

4m

[

(~∇ψ∗)
(

∂ψ

∂t

)

+ (~∇ψ)

(

∂ψ∗

∂t

)

− ψ∗
(

∂

∂t
~∇ψ

)

− ψ

(

∂

∂t
~∇ψ∗

)]

,

und der entsprechende Operator schreibt sich

~πε2 =
1

4m
(~p |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H +H |ψ(t)〉 〈ψ(t)| ~p

+ ~pH |ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H~p) , ~πε2 = 〈~x| ~πε2 |~x〉 .

Die Dichten ε2 und ~πε2 erfüllen dieselbe erweiterte Kontinuitätsgleichung (A.6)
wie ε1 und ~πε1. Eine allgemeine Dichte kann damit als (normierte) Linearkombi-
nation der beiden Dichten formuliert werden, vgl. Abschnitt A.2.1.

A.2.1 Indefinitheit der Energiedichte

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ψ∗ψ ist positiv definit. Man kann die Frage stellen,
welche Dichten der Schrödinger-Gleichung unter welchen Umständen ebenfalls
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positiv definit sind. Für die Stromdichte j in einer Dimension können auch bei
einseitigem Impulsspektrum negative Bereiche auftreten, vgl. [60].

Wir betrachten hier eine Linearkombination der Energiedichten ε1 und ε2 der
Form (0 ≤ P ≤ 1)

ε = (1 − P )ε1 + Pε2

= (1 − P )
h̄2

2m
(~∇ψ∗) · (~∇ψ) + P

[

− h̄2

4m
(ψ∗(∆ψ) + (∆ψ∗)ψ)

]

+ V ψ∗ψ .

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf eine Dimension und betrachten
wie in [60] eine Superposition zweier Streuzustände mit den Wellenzahlen k1

und k2:
ψ = N

(

eik1x + αeik2x
)

.

Mit den Ortsableitungen

∂ψ

∂x
= iN

(

k1e
ik1x + αk2e

ik2x
)

,
∂2ψ

∂x2
= −N

(

k2
1e

ik1x + αk2
2e

ik2x
)

erhält man direkt einen Ausdruck für die Energiedichte:

ε

N2
=

h̄2k2
1

2m
+ V + α2

(

h̄2k2
2

2m
+ V

)

+ α

[

h̄2

2m

(

2(1 − P )k1k2 + P (k2
1 + k2

2)
)

+ 2V

]

cos(k1 − k2)x .

Diese Größe wird für cos(k1 − k2)x = ±1 räumlich extremal, das Minimum

εx,min

N2
=
h̄2k2

1

2m
+V +α2

(

h̄2k2
2

2m
+ V

)

∓α
[

h̄2

2m

(

2(1 − P )k1k2 + P (k2
1 + k2

2)
)

+ 2V

]

wird angenommen bei negativem (oberen) Vorzeichen für α ≥ 0 und positivem
(unteren) Vorzeichen für α < 0. Das Minimum von εx,min bezüglich α ist gegeben
durch

∂εx,min

∂α
= 0 → α = ±

h̄2

4m
(2(1 − P )k1k2 + P (k2

1 + k2
2)) + V

h̄2k2
2

2m
+ V

mit der obigen Vorzeichenkonvention, und man erhält als Minimum bezüglich x
und α

εx,α,min

N2
=

h̄2k2
1

2m
+ V −

[

h̄2

4m
(2(1 − P )k1k2 + P (k2

1 + k2
2)) + V

]2

h̄2k2
2

2m
+ V

=
h̄2(k1−k2)2

2m
h̄2k2

2

2m
+ V

[

(1 − P )V − h̄2

2m
P
(

k1k2 +
P

2
(k1 − k2)

2
)

]

.
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Für P = 1 ist das Minimum negativ. Im Fall 0 ≤ P < 1 hängt es vom Wert V
des Potentials ab, ob das Minimum negativ ist oder nicht. Man kann also mit
einer positiven Energiedichte (z. B. mit V = 0) in einer Zeitentwicklung beginnen
und beim Eintritt in ein negatives Potential negative Beiträge zur Energiedichte
erhalten. Damit ist die Positivität der Energiedichte nur bei nichtnegativen Poten-
tialen gewährleistet. Bei endlich tiefen Potentialen könnte man die Energiedichte
zwar durch Addition eines Vielfachen der Wahrscheinlichkeitsdichte umeichen,
bei singulären Potentialen versagt aber auch diese Methode.

A.2.2 Energiedichte als Randverteilung
der Wigner-Verteilung

Mit der Wigner-Verteilung (2.18) ergibt sich die Ortsverteilung einer physikali-
schen Größe als Impulsintegral der Wigner-Funktion eines Zustandes mit dem
Weyl-transformierten Operator der Observablen. Im Fall der kinetischen Energie
kann der klassische Ausdruck p2/(2m) verwendet werden. Die Rechnung erfolgt
in einer Dimension, die Terme für weitere Dimensionen sind additiv. Es gilt

εkin
W (t, x) =

∫ ∞

−∞

p2

2m
W (x, p, t) dp

=
1

4πmh̄

∫ ∞

−∞
dp p2

∫ ∞

−∞
dy ψ∗(x+ y

2
, t)ψ(x− y

2
, t)eipy/h̄

=
1

4πmh̄

∫ ∞

−∞
dy ψ∗(x+ y

2
, t)ψ(x− y

2
, t)

∫ ∞

−∞
dp p2eipy/h̄

=
1

4πmh̄

∫ ∞

−∞
dy ψ∗(x+ y

2
, t)ψ(x− y

2
, t)

(

−h̄2 ∂
2

∂y2

)

∫ ∞

−∞
dp eipy/h̄

= − h̄

4πm

∫ ∞

−∞
dy ψ∗(x+ y

2
, t)ψ(x− y

2
, t)

∂2

∂y2
2πδ(y/h̄)

= − h̄2

2m

∫ ∞

−∞
dy δ(y)

∂2

∂y2

(

ψ∗(x+ y
2
, t)ψ(x− y

2
, t)
)

= − h̄2

2m

∫ ∞

−∞
dy δ(y)

(

1
4
ψ∗′′(x+ y

2
, t)ψ(x− y

2
, t)

− 1
2
ψ∗′(x+ y

2
, t)ψ′(x− y

2
, t) + 1

4
ψ∗(x+ y

2
, t)ψ′′(x− y

2
, t)
)

= − h̄2

8m
(ψ∗′′(x, t)ψ(x, t) − 2ψ∗′(x, t)ψ′(x, t) + ψ∗(x, t)ψ′′(x, t)) .

Der dreidimensionale Ausdruck für die kinetische Energiedichte lautet

εkin
W (t, ~r) = − h̄2

8m

(

(∆ψ∗)ψ − 2(~∇ψ∗) · (~∇ψ) + ψ∗(∆ψ)
)

.

Ein Vergleich mit den Energiedichten 1 und 2 aus dem ersten Teil von Abschnitt
A.2 zeigt, daß εkin

W (t, ~r) als arithmetisches Mittel dieser beiden Größen geschrieben
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werden kann, d. h. P = 1/2 in Abschnitt A.2.1,

εkin
W (t, ~r) =

1

2

(

εkin
1 (t, ~r) + εkin

2 (t, ~r)
)

.

Die potentielle Energie geht in ε1 und ε2 in gleicher Weise ein, so daß diese
Aussage auch für die genannten Gesamtenergien gilt.

A.3 Weitere dynamische Analogien

zur Mechanik

Neben den bereits betrachteten Elementen wie Energiedichte, Energiestromdich-
te und Impulsdichte verbleibt der Spannungstensor als Teil des Energie–Impuls-
Tensors. Die kanonische Darstellung seiner Elemente folgt aus der Lagrange-Dich-
te und der Schrödinger-Gleichung, vgl. Abschnitt A.1 und [32],

T
(π)
ij = − ∂L

∂(∂iψ)
∂jψ − ∂L

∂(∂iψ∗)
∂jψ

∗ + δijL

=
h̄2

2m
(∂iψ

∗)(∂jψ) +
h̄2

2m
(∂iψ)(∂jψ

∗)

− h̄2

4m

(

ψ∗(∆ψ) + (∆ψ∗)ψ + 2(~∇ψ∗) · (~∇ψ)
)

δij .

Damit schreibt er sich in der Form

Tπ =
h̄2

4m

(

2(~∇ψ∗) ⊗ (~∇ψ) + 2(~∇ψ) ⊗ (~∇ψ∗)

−
(

ψ∗(∆ψ) + (∆ψ∗)ψ + 2(~∇ψ∗) · (~∇ψ)
)

1
)

. (A.9)

Er besitzt als Operator die Darstellung

T π =
1

4m

(

2(~p |ψ(t)〉 ⊗ 〈ψ(t)| ~p)T + 2~p |ψ(t)〉 ⊗ 〈ψ(t)| ~p

+
(

|ψ(t)〉 〈ψ(t)| ~p 2 + ~p 2 |ψ(t)〉 〈ψ(t)| − 2~p |ψ(t)〉 · 〈ψ(t)| ~p
)

1
)

,

Tπ = 〈~x|T π |~x〉 .

Wir betrachten hier zunächst die Zeitableitung der Impulsdichte (A.4); in der
Folge wird zur Umformung der Zeitableitungen der Wellenfunktionen wieder die
Schrödinger-Gleichung verwendet:

∂~π

∂t
= −i

h̄

2

[(

∂ψ∗

∂t

)

(~∇ψ) + ψ∗
(

~∇∂ψ

∂t

)

−
(

~∇∂ψ∗

∂t

)

ψ − (~∇ψ∗)
(

∂ψ

∂t

)]
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= −i
h̄

2

{

i

h̄

[

− h̄2

2m
∆ψ∗ + V ψ∗

]

(~∇ψ) − (~∇ψ∗)
(

− i

h̄

)

[

− h̄2

2m
∆ψ + V ψ

]

+ ψ∗
(

− i

h̄

)

[(

− h̄2

2m
~∇∆ψ

)

+ (~∇V )ψ + V (~∇ψ)

]

− i

h̄

[(

− h̄2

2m
~∇∆ψ∗

)

+ (~∇V )ψ∗ + V (~∇ψ∗)
]

ψ

}

= − h̄2

4m

(

(∆ψ∗)(~∇ψ) + (~∇ψ∗)(∆ψ) − ψ∗(~∇∆ψ) − (~∇∆ψ∗)ψ
)

− (~∇V )ψ∗ψ .

Als Divergenz des Spannungstensors ergibt sich

~∇ · Tπ =

=
h̄2

4m

(

2(∆ψ∗)(~∇ψ) + 2[(~∇ψ∗) · ~∇]~∇ψ + 2(∆ψ)(~∇ψ∗) + 2[(~∇ψ) · ~∇]~∇ψ∗

− (~∇ψ∗)(∆ψ) − ψ∗(~∇∆ψ) − (~∇ψ)(∆ψ∗) − ψ(~∇∆ψ∗)

− 2[(~∇ψ∗) · ~∇]~∇ψ − 2[(~∇ψ) · ~∇]~∇ψ∗
)

= − h̄2

4m

(

ψ∗(~∇∆ψ) + (~∇∆ψ∗)ψ − (∆ψ∗)(~∇ψ) − (~∇ψ∗)(∆ψ)
)

.

Damit erhält man, vgl. [32],

∂~π

∂t
+ ~∇ · Tπ = −(~∇V )ψ∗ψ (A.10)

als Kontinuitätsgleichung mit Inhomogenität für Impulsdichte und Spannungs-
tensor. Die Dichte der Impulsänderung ist die lokale Kraft multipliziert mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte. Die gesamte Impulsänderung ist dann gegeben durch
den Erwartungswert der Kraft. Ein alternativer, über seine Divergenz definierter
Spannungstensor kann z.B. geschrieben werden als

Tπ
(a) := − h̄2

4m

(

ψ∗~∇⊗ ~∇ψ + ψ~∇⊗ ~∇ψ∗ − (~∇ψ∗) ⊗ (~∇ψ) − (~∇ψ) ⊗ (~∇ψ∗)
)

.

Mit Hilfe des Ortsvektors und der Impulsdichte (A.4) läßt sich die Drehim-

pulsdichte ~λ definieren,

~λ := ~r × ~π =
h̄

2i
~r ×

(

ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗
)

,

mit dem zugehörigen Operator ~λ,

~λ =
1

2
(~r × ~p |ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)|~r × ~p) , ~λ = 〈~x| ~λ |~x〉 .

Die Zeitableitung der Drehimpulsdichte kann unter Verwendung der erweiterten
Kontinuitätsgleichung (A.10) für die Impulsdichte reformuliert werden,



A.3. Weitere dynamische Analogien zur Mechanik 149

∂~λ

∂t
= ~r × ∂~π

∂t
= −~r ×

(

~∇ · Tπ

)

+ (−~r × ~∇V )ψ∗ψ .

Wir betrachten die i-te Komponente des Kreuzprodukts des Ortsvektors mit der
Divergenz des Spannungstensors und verwenden bei den Umformungen dessen
Symmetrie,

[

~r ×
(

~∇ · Tπ

)]

i
= εijkxj∂lT

(π)
lk = ∂l(εijkxjT

(π)
lk ) − εijkδljT

(π)
lk

= ∂l(εijkxjT
(π)
lk ) − εijkT

(π)
jk = ∂l(εijkxjT

(π)
lk ) ,

wodurch sich dieser Term als Divergenz eines Tensors zweiter Stufe schreiben
läßt. Mit der Definition

T
(λ)
li := εijkxjT

(π)
lk

eines nichtsymmetrischen Tensors zweiter Stufe kann die erweiterte Kontinuitäts-
gleichung

∂~λ

∂t
+ ~∇ · Tλ = (−~r × ~∇V )ψ∗ψ

für die Drehimpulsdichte formuliert werden. Die Inhomogenität wird durch die
äußere Drehmomentdichte gebildet, die im Aufbau der Leistungsdichte aus (A.6)
und der Kraftdichte aus (A.10) folgt, d. h. als Produkt aus Wahrscheinlichkeits-
dichte und Drehmoment.

Durch die Multiplikation der Kontinuitätsgleichung mit dem ε-Tensor kommt
man zu einer anderen tensoriellen Struktur. Der Drehimpulstensor geht aus dem
Drehimpulsvektor hervor,

Λ := ~λε , Λij = εkijλk = xiπj − xjπi ,

und der Drehimpuls-Spannungstensor dritter Stufe aus dem Tensor Tλ,

Mλ := Tλε , M
(λ)
ijk = T

(λ)
il εljk = T

(π)
ik xj − T

(π)
ij xk .

Die Umformulierung der Inhomogenität führt zur Definition des Drehmoment-
dichtetensors D über seine Elemente,

εlnmxn(∂mV )εlij = xi∂jV − xj∂iV =: Dij ,

wodurch die erweiterte Kontinuitätsgleichung schließlich die Form, vgl. [32],

∂Λ

∂t
+ ~∇ ·Mλ = −Dψ∗ψ

annimmt.
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A.4 Hydrodynamische Interpretation

und Bohmsche Mechanik

An dieser Stelle wird die hydrodynamische Formulierung der nichtrelativistischen
Quantenmechanik kurz vorgestellt, in der die Bohmsche Interpretation [3, 4]
der Quantenmechanik, in der verborgene Variablen propagiert werden, ihren Ur-
sprung hat. Die hydrodynamische Formulierung geht zurück auf eine Arbeit von
Madelung [46] für den wirbelfreien Fall, d. h. ohne Wirbelfäden, und Takabayasi
[63] für den allgemeinen Fall. Diese Formulierung und die Bohmsche Interpre-
tation werden umfassend in [32] behandelt. Beziehungen zwischen Teilchen und
perfekten Flüssigkeiten werden z. B. in [58] betrachtet.

Die hier beschriebene Formulierung stützt sich einerseits auf die Kontinuitäts-
gleichung (1.2) für die Wahrscheinlichkeitsdichte und andererseits auf die Im-
pulsbilanz (A.10) mit dem in Abschnitt A.3 eingeführten Spannungstensor Tπ.
In Abschnitt 1.4 ist dessen Polardarstellung angegeben, die hier in die erweiter-
te Kontinuitätsgleichung (A.10) des Impulses eingesetzt wird (̺ = M2, ~j = ̺~v,

~v = ~∇S/m):

∂

∂t
~j + ~∇ ·

(

1

m
Tπ

)

= −
~∇V
m

M2 ,

̺
∂~v

∂t
+ ̺(~v · ~∇)~v

+ ~∇ ·
[

h̄2

2m2

(

2(~∇M) ⊗ (~∇M) −
(

M(∆M) + (~∇M)2
)

1
)

]

= − ̺

m
~∇V .

Eine vollständige Ersetzung von M zugunsten von ̺ führt zu

̺
∂~v

∂t
+ ̺(~v · ~∇)~v + ~∇ ·

[

h̄2

4m2

(

1

̺
(~∇̺) ⊗ (~∇̺) − (∆̺)1

)]

= − ̺

m
~∇V .

Der ̺-abhängige Term der vorhergehenden Gleichung kann (bis auf Faktoren)
in der Form

~∇
(

̺~∇⊗ ~∇ ln ̺
)

= ̺~∇
[

1

2̺2

(

2̺∆̺− (~∇̺)2
)

]

geschrieben werden. Damit gewinnt die Gleichung die Gestalt

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v + ~∇

[

h̄2

8m2

1

̺2

(

(~∇̺)2 − 2̺∆̺
)

]

= − 1

m
~∇V . (A.11)

Dabei tritt der Gradient der Größe

VQ =
h̄2

4m̺

(

∆̺− 1

2̺
(~∇̺)2

)
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auf, die das Quantenpotential der Bohmschen Interpretation bildet [3, 4, 32, 8, 9]
und in der Hydrodynamik ein Geschwindigkeitspotential darstellt.

Die Bewegungsgleichung der Bohmschen Bahnen ergibt sich aus der Schrö-
dinger-Gleichung (A.1), wobei die Wellenfunktion in Betrag M und Phase S/h̄
aufgespalten wird [3, 32]:

∂S

∂t
+

1

2m

(

~∇S
)2

+ V + VQ = 0 .

Diese Gleichung besitzt die Form einer Hamilton–Jacobi-Gleichung, wobei die
Geschwindigkeit durch ~v = ~∇S/m an der Stelle ~r0 durch die Wellenfunktion
vorgegeben ist. Eine äquivalente Formulierung ergibt sich aus (A.11), indem die
ersten beiden Terme dieser Gleichung als totale Zeitableitung der Geschwindigkeit
aufgefaßt werden,

d~v

dt
= − 1

m
~∇ (V + VQ) .

Diese Darstellung entspricht damit einer Newtonschen Bewegungsgleichung.
Die globale Existenz und die Eindeutigkeit der Bohmschen Trajektorien (bei

vorgegebenen Anfangsbedingungen) bzw. die der Bohmschen Mechanik wird in
[1, 2] erörtert bzw. gezeigt, wobei dort allgemein eine große Klasse von Potentialen
und Wellenfunktionen eines N -Teilchen-Systems betrachtet wird.

In [45] werden die Bohmschen Trajektorien auf den Liouville-Raum, d. h. den
2N -dimensionalen Konfigurationsraum erweitert, indem die Ortsdarstellung der
Dichtematrix in Betrag und Phase aufgespalten wird und unter Verwendung der
Quanten-Mastergleichung eine Hamilton–Jacobi-Gleichung für die Wirkung auf-
gestellt wird, die ohne dissipative und dekohärente Terme in zwei entsprechende
Gleichungen der Bohmschen Theorie entkoppelt. Damit werden z. B. Dekohärenz-
und Relaxationsprozesse in gedämpften Oszillatoren untersucht. Die hydrodyna-
mische Formulierung für gemischte Zustände in diesem Raum mit der skizzierten
Herleitung wurde in [54] angegeben.

A.5 Vielteilchendichten

Der Vollständigkeit wegen sollen hier noch einige der Dichten aus Abschnitt A.2
auf mehrere Teilchen verallgemeinert werden. Die N -Teilchen-Schrödinger-Glei-
chung lautet

ih̄
∂ψ

∂t
= Hψ = −

N
∑

i=1

h̄2

2mi
∆iψ + V ψ .

Wie der Ausdruck z. B. für eine klassische Gesamtenergie hängen die Vielteilchen-
dichten im allgemeinen von allen Teilchenkoordinaten ab. Die Verallgemeinerung
der Energiedichte 1 auf N Teilchen lautet daher

ε1 :=
N
∑

i=1

h̄2

2mi
(~∇iψ

∗) · (~∇iψ) + V ψ∗ψ .
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Der dem Einteilchenfall entsprechende Operator schreibt sich

ε1 =
N
∑

i=1

1

2mi

~pi |ψ(t)〉 · 〈ψ(t)| ~pi +
V

2
|ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)| V

2
,

ε1 = 〈~x1, . . . , ~xN | ε1 |~x1, . . . , ~xN〉 .

Für jedes Teilchen existiert eine separate Impulsdichte, vgl. (A.4),

~πi := mi
~ji =

h̄

2i

(

ψ∗~∇iψ − ψ~∇iψ
∗
)

,

mit zugehörigem Operator

~πi =
1

2
(~pi |ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)| ~pi) , ~πi = 〈~x1, . . . , ~xN | ~πi |~x1, . . . , ~xN 〉 .

Dementsprechend existiert ein Satz von Energiestromdichten 1, vgl. (A.5),

~πε1i := − h̄2

2mi

[

(~∇iψ
∗)

(

∂ψ

∂t

)

+

(

∂ψ∗

∂t

)

(~∇iψ)

]

=
h̄i

2mi

[

(~∇iψ
∗)

(

−
N
∑

l=1

h̄2

2ml
∆lψ + V ψ

)

−
(

−
N
∑

l=1

h̄2

2ml
∆lψ

∗ + V ψ∗
)

(~∇iψ)

]

,

mit den hermiteschen Operatoren

~πε1i =
1

2mi
(~pi |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H +H |ψ(t)〉 〈ψ(t)| ~pi) ,

~πε1i = 〈~x1, . . . , ~xN | ~πε1i |~x1, . . . , ~xN〉 .

Die erweiterte Kontinuitätsgleichung, die Energiebilanzgleichung des Systems,

∂ε1

∂t
+

N
∑

i=1

~∇i · ~πε1i =
∂V

∂t
ψ∗ψ ,

enthält eine Summe über alle Divergenzen der einzelnen Energiestromdichten.
Die Inhomogenität ist formal dieselbe wie im Einteilchenfall, vgl. (A.6).

Energiedichte 2 wird ebenso gebildet wie Energiedichte 1, vgl. (A.7),

ε2 := −
N
∑

i=1

h̄2

4mi

(ψ∗(∆iψ) + (∆iψ
∗)ψ) + V ψ∗ψ =

ih̄

2

(

ψ∗
∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)

,

und besitzt einen entsprechenden Operator

ε2 =
1

2
(H |ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H) , ε2 = 〈~x1, . . . , ~xN | ε2 |~x1, . . . , ~xN〉 ,

und die Energiestromdichten 2 ergeben sich entsprechend (A.8),
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~πε2i =
h̄i

2mi

[

N
∑

l=1

h̄2

4ml

(

ψ∗(~∇i∆lψ) − (~∇iψ
∗)(∆lψ) + (∆lψ

∗)(~∇iψ) − (~∇i∆lψ
∗)ψ

)

− V
(

ψ∗(~∇iψ) − (~∇iψ
∗)ψ

)

]

= − h̄2

4mi

[

(~∇iψ
∗)

(

∂ψ

∂t

)

+ (~∇iψ)

(

∂ψ∗

∂t

)

− ψ∗
(

∂

∂t
~∇iψ

)

− ψ

(

∂

∂t
~∇iψ

∗
)]

,

mit den zugehörigen Operatoren

~πε2i =
1

4mi
(~pi |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H +H |ψ(t)〉 〈ψ(t)| ~pi

+ ~piH |ψ(t)〉 〈ψ(t)| + |ψ(t)〉 〈ψ(t)|H~pi) ,

~πε2i = 〈~x1, . . . , ~xN | ~πε2i |~x1, . . . , ~xN〉 .

Die Kontinuitätsgleichung hat die gleiche Form wie im Fall 1,

∂ε2

∂t
+

N
∑

i=1

~∇i · ~πε2i =
∂V

∂t
ψ∗ψ .



Anhang B

Eindimensionale Stufenpotentiale

An dieser Stelle betrachten wir die allgemeine Lösung der eindimensionalen Schrö-
dinger-Gleichung, siehe z. B. [9, 60, 61, 24], für zeitunabhängige Stufenpotentiale
mit endlich vielen Stufen,

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = − h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) ,

die mit dem zeitlichen Separationsansatz

ψ(x, t) = ϕE(x) e−iEt/h̄

in die gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

− h̄2

2m

∂2

∂x2
ϕE(x, t) + V (x)ϕE(x, t) = EϕE(x, t) (B.1)

übergeführt wird. Das Stufenpotential (d. h., das Potential ist stückweise kon-
stant) wird wie folgt parametrisiert:

V (x) =



































V1 , R1 : x ≤ x1

V2 , R2 : x1 < x ≤ x2
...

VN−1 , RN−1 : xN−2 < x ≤ xN−1

VN , RN : x > xN−1

.

Dabei bezeichnet Rn, n = 1, . . . , N , die Potentialregion der Nummer n. Der
Lösungsansatz in den einzelnen Bereichen ist durch trigonometrische Funktionen
oder (komplexe) Exponentialfunktionen gegeben,

ϕE(x) =



































ϕE,1(x) , x ≤ x1

ϕE,2(x) , x1 < x ≤ x2
...

ϕE,N−1(x) , xN−2 < x ≤ xN−1

ϕE,N(x) , x > xN−1
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=



































A1e
ik1(x−x1) +B1e

−ik1(x−x1) , x ≤ x1

A2e
ik2(x−x1) +B2e

−ik2(x−x1) , x1 < x ≤ x2
...

AN−1e
ikN−1(x−xN−2) +BN−1e

−ikN−1(x−xN−2) , xN−2 < x ≤ xN−1

ANeikN (x−xN−1) +BNe−ikN (x−xN−1) , x > xN−1

,

kn =
√

2m(E − Vn)/h̄ ,

wobei die Wellenzahl kn reell für Energien oberhalb des lokalen Potentialwertes
und imaginär für Energien unterhalb dieses Wertes ist. Die allgemeine energie-
abhängige Lösung der Differentialgleichung (B.1) in der Region n für Energien
ungleich und gleich dem dortigen Potential ist gegeben durch

ϕE,n(x) = AE,ne
ikE,n(x−xn−1) +BE,ne

−ikE,n(x−xn−1) , x ∈ Rn, E 6= Vn , (B.2)

ϕE,n(x) = AE,n +BE,n(x− xn−1) , x ∈ Rn, E = Vn . (B.3)

In diesen verkürzten Darstellungen wird für die Potentialgrenzen x0 := x1 ein-
geführt. An den Übergangsstellen xn der Potentiale gelten die üblichen Stetig-
keitsbedingungen

ϕE,n(xn) = ϕE,n+1(xn) , ϕ′E,n(xn) = ϕ′E,n+1(xn) , 1 ≤ n ≤ N − 1 ,

für die Wellenfunktion und deren Ortsableitung. Aus diesen ergibt sich das Glei-
chungssystem

Aneikn(xn−xn−1) +Bne−ikn(xn−xn−1) = An+1 +Bn+1 ,

ikn(Aneikn(xn−xn−1) −Bne−ikn(xn−xn−1)) = ikn+1(An+1 − Bn+1)

für die Koeffizienten An, Bn der Konstituentenwellenfunktionen. Es läßt sich als
Matrixgleichung

(

eikn(xn−xn−1) e−ikn(xn−xn−1)

ikneikn(xn−xn−1) −ikne
−ikn(xn−xn−1)

)(

An

Bn

)

=

(

1 1
ikn+1 −ikn+1

)(

An+1

Bn+1

)

für die Koeffizienten in den einzelnen Regionen schreiben. Die Inversion der Ma-
trix vor den Koeffizienten in Region n liefert

(

eikn(xn−xn−1) e−ikn(xn−xn−1)

ikne
ikn(xn−xn−1) −ikne−ikn(xn−xn−1)

)−1

=

=

(

1
2
e−ikn(xn−xn−1) − i

2kn
e−ikn(xn−xn−1)

1
2
eikn(xn−xn−1) i

2kn
eikn(xn−xn−1)

)

,

womit sich in diesem Fall eine Rekursion für die Koeffizienten von rechts nach
links ergibt, wenn die Koeffizienten in der äußersten Region bekannt sind,
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(

An

Bn

)

=

=

(

eikn(xn−xn−1) e−ikn(xn−xn−1)

ikneikn(xn−xn−1) −ikne
−ikn(xn−xn−1)

)−1 (

1 1
ikn+1 −ikn+1

)(

An+1

Bn+1

)

=





1
2

(

1 + kn+1

kn

)

e−ikn(xn−xn−1) 1
2

(

1 − kn+1

kn

)

e−ikn(xn−xn−1)

1
2

(

1 − kn+1

kn

)

eikn(xn−xn−1) 1
2

(

1 + kn+1

kn

)

eikn(xn−xn−1)





(

An+1

Bn+1

)

.

Die so gebildete Beziehung der Koeffizienten der Wellenfunktion auf Matrizen-
ebene ist eine Anwendung der sogenannten Transfermatrixmethode.

B.1 Streuzustände. Orthogonalität.

Normierung

Wir betrachten eine allgemeine eindimensionale Streuwelle in einem Potential mit
den Werten V1 = 0 und VN . In den Regionen x ≤ x1 und x > xN−1 kann die
Wellenfunktion in der Form

ϕ1(x) = A′1e
ik1x +B′1e

−ik1x ,

ϕN(x) = A′NeikN x +B′Ne−ikN x

geschrieben werden. Über eine Skalierung der gestrichenen Koeffizienten werden
ungestrichene Koeffizienten für diesen Abschnitt wie folgt eingeführt, vgl. [9]:

(

AN

B1

)

=

(
√

kN

k1
A′N

B′1

)

,

(

A1

BN

)

=

(

A′1
√

kN

k1
B′N

)

.

Die Streumatrix S ist unitär,

S =

(

S11 S12

S21 S22

)

, (B.4)

SS† = 1 ,

(

S11S
∗
11 + S12S

∗
12 S11S

∗
21 + S12S

∗
22

S21S
∗
11 + S22S

∗
12 S21S

∗
21 + S22S

∗
22

)

=

(

1 0
0 1

)

(B.5)

bzw.

S†S = 1 ,

(

S∗11S11 + S∗21S21 S∗11S12 + S∗21S22

S∗12S11 + S∗22S21 S∗12S12 + S∗22S22

)

=

(

1 0
0 1

)

, (B.6)

und verknüpft hier einlaufende und auslaufende Konstituentenwellen der eindi-
mensionalen Streuung,

(

AN

B1

)

= S

(

A1

BN

)

,
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wobei die Koeffizienten gewählt werden als

A1 6= 0 , BN = 0 , AN = S11A1 , B1 = S21A1

für eine ausschließlich von links einlaufende und nach rechts auslaufende Welle
und als

A1 = 0 , BN 6= 0 , AN = S12BN , B1 = S22BN

für eine ausschließlich von rechts einlaufende und nach links auslaufende Welle.
Die zugehörigen (asymptotischen) Darstellungen der Wellenfunktionen der beiden
betrachteten Fälle lauten damit

φ1(x) =

{

A′1e
ik1x +B′1e

−ik1x , x→ −∞
A′NeikNx , x→ +∞

=







A′1
(

eik1x + S21e
−ik1x

)

, x→ −∞
A′1
√

k1

kN
S11e

ikN x , x→ +∞

und

φ2(x) =

{

B′1e
−ik1x , x→ −∞

A′NeikNx +B′Ne−ikNx , x→ +∞

=







B′N
√

kN

k1
S22e

−ik1x , x→ −∞
B′N

(

S12e
ikNx + e−ikNx

)

, x→ +∞
.

Zur Bestimmung (der asymptotisch beitragenden Teile) des Überlapps zweier
Wellenfunktionen verschiedener Wellenzahlen betrachten wir zunächst die mit-
tels jeweils einer Exponentialfunktionen regularisierten (uneigentlichen) Integra-
le zweier Konstituentenwellen in den jeweiligen Raumgebieten. Für den rechten
Bereich ergibt sich

∫ ∞

xr

C1e
ik

(1)
N xC∗2e−ik

(2)
N xe−δx dx =

= C1C
∗
2

∫ ∞

xr

ei(k
(1)
N −k

(2)
N +iδ)x dx = C1C

∗
2

i

k
(1)
N − k

(2)
N + iδ

ei(k
(1)
N −k

(2)
N +iδ)xr

und für den linken Bereich
∫ xl

−∞
C1e

ik
(1)
1 xC∗2e−ik

(2)
1 xeδx dx =

= C1C
∗
2

∫ xl

−∞
ei(k

(1)
1 −k

(2)
1 −iδ)x dx = C1C

∗
2

(−i)

k
(1)
1 − k

(2)
1 − iδ

ei(k
(1)
1 −k

(2)
1 −iδ)xl .

Der (asymptotische) Überlapp bzw. das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen

φ1(k
(1)
1 , x) und φ2(k

(2)
1 , x) ist damit gegeben durch (C1 = A

′(1)
1 , C2 = B

′(2)
N )
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(∫ xl

−∞
+
∫ ∞

xr

)

φ1(k
(1)
1 , x)φ∗2(k

(2)
1 , x) dx =

=
∫ xl

−∞
C1

(

eik
(1)
1 x + S21(k

(1)
1 )e−ik

(1)
1 x
)

C∗2

√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
1

S∗22(k
(2)
1 )eik

(2)
1 xeδx dx

+
∫ ∞

xr

C1

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

S11(k
(1)
1 )eik

(1)
N xC∗2

(

S∗12(k
(2)
1 )e−ik

(2)
N x + eik

(2)
N x
)

e−δx dx

= C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
2

S∗22(k
(2)
1 )

(−i)

k
(1)
1 + k

(2)
1 − iδ

ei(k
(1)
1 +k

(2)
1 −iδ)xl

+ C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
2

S21(k
(1)
1 )S∗22(k

(2)
1 )

(−i)

k
(2)
1 − k

(1)
1 − iδ

ei(k
(2)
1 −k

(1)
1 −iδ)xl

+ C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

S11(k
(1)
1 )S∗12(k

(2)
1 )

i

k
(1)
N − k

(2)
N + iδ

ei(k
(1)
N −k

(2)
N +iδ)xr

+ C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

S11(k
(1)
1 )

i

k
(1)
N + k

(2)
N + iδ

ei(k
(1)
N

+k
(2)
N

+iδ)xr .

In diesem Ausdruck wird nun der Grenzwert δ → 0 ausgeführt, wobei die Terme
mit den Differenzen in Hauptwertintegral und δ-Distribution aufgespalten wer-
den:

I12 := C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
1

S∗22(k
(2)
1 )

(−i)

k
(1)
1 + k

(2)
1

ei(k
(2)
1 +k

(1)
1 )xl

+ C1C
∗
2S11(k

(1)
1 )

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

i

k
(1)
N + k

(2)
N

ei(k
(1)
N +k

(2)
N )xr

+ C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
1

S21(k
(1)
1 )S∗22(k

(2)
1 )

(

−i P
1

k
(2)
1 − k

(1)
1

ei(k
(2)
1 −k

(1)
1 )xl + πδ(k

(2)
1 − k

(1)
1 )

)

+ C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

S11(k
(1)
1 )S∗12(k

(2)
1 )

(

i P
1

k
(1)
N − k

(2)
N

ei(k
(1)
N
−k

(2)
N

)xr + πδ(k
(1)
N − k

(2)
N )

)

.

Die δ-Distribution bezüglich der Wellenzahlen in Region N wird in die bezüglich
Region 1 verwandelt,

δ(k
(1)
N − k

(2)
N ) = δ(k

(1)
1 − k

(2)
1 )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dk
(1)
N

dk
(1)
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1

= δ(k
(1)
1 − k

(2)
1 )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dk
(1)
1

dk
(1)
N

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

wobei für die auftretende Differentiation der Wellenzahlen gilt:
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h̄2(k(1)
n )2

2m
+ Vn = E(1) (n = 1, N) → k

(1)
1 =

√

(k
(1)
N )2 +

2m

h̄2 (VN − V1)

→ dk
(1)
1

dk
(1)
N

=
k

(1)
N

k
(1)
1

.

Für den Anteil mit δ-Distributionen des Ausdrucks I12 erhält man

C1C
∗
2πδ(k

(1)
1 − k

(2)
1 )







√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
1

S21(k
(1)
1 )S∗22(k

(2)
1 ) +

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

k
(1)
N

k
(1)
1

S11(k
(1)
1 )S∗12(k

(2)
1 )







= C1C
∗
2πδ(k

(1)
1 − k

(2)
1 )

√

√

√

√

k
(1)
N

k
(1)
1

(

S21(k
(1)
1 )S∗22(k

(1)
1 ) + S11(k

(1)
1 )S∗12(k

(1)
1 )

)

= 0

wegen der Unitarität (B.6) der Streumatrix S. Der Hauptwertanteil, der aus den
Wellenzahlen des rechten Bereichs gebildet wird, kann in einen entsprechenden
Term mit Wellenzahlen des ersten Bereichs umgeschrieben werden,

P
1

k
(2)
N − k

(1)
N

=
k

(2)
1 − k

(1)
1

k
(2)
N − k

(1)
N

P
1

k
(2)
1 − k

(1)
1

=
k

(2)
N + k

(1)
N

k
(2)
1 + k

(1)
1

P
1

k
(2)
1 − k

(1)
1

.

Damit ergibt sich für den Hauptwertanteil von I12 der Ausdruck

C1C
∗
2







√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
1

S21(k
(1)
1 )S∗22(k

(2)
1 ) P

−i

k
(2)
1 − k

(1)
1

ei(k
(2)
1 −k

(1)
1 )xl

+

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

S11(k
(1)
1 )S∗12(k

(2)
1 ) P

−i

k
(2)
N − k

(1)
N

ei(k
(1)
N −k

(2)
N )xr







= C1C
∗
2







√

√

√

√

k
(2)
N

k
(2)
1

S21(k
(1)
1 )S∗22(k

(2)
1 )ei(k

(2)
1 −k

(1)
1 )xl

+

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

k
(2)
N + k

(1)
N

k
(2)
1 + k

(1)
1

S11(k
(1)
1 )S∗12(k

(2)
1 )ei(k

(1)
N −k

(2)
N )xr





P
−i

k
(2)
1 − k

(1)
1

.

Die algebraischen Vorfaktoren in der letzten großen runden Klammer werden im
Grenzfall k

(2)
1 → k

(1)
1 gleich, und die Exponentialfunktionen streben gegen Eins.

Damit verbleibt wie für den Ausdruck mit den δ-Distributionen ein im Grenzwert
verschwindender Term aus der Unitaritätsrelation (B.6) der S-Matrix. Zusammen
mit dem singulären Hauptwertausdruck bleibt der Gesamtausdruck, der im Limes
in eine Wellenzahl-Ableitung der runden Klammer übergeht, endlich, womit er
keinen Beitrag zum Überlapp im Kontinuumsfall liefert. Die beiden Zustände
φ1(k

(1)
1 , x) und φ2(k

(2)
1 , x) sind damit orthogonal für alle k

(1)
1 , k

(2)
1 .
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Zur Normierung der Zustände betrachten wir den Überlapp zweier gleicharti-
ger Wellenfunktionen φ1(k

(1)
1 , x) und φ1(k

(2)
1 , x) mit verschiedenen Wellenzahlen

k
(1)
1 und k

(2)
1 im Außenbereich und Integrale mit geeigneten Regularisierungen

(C1 = A
′(1)
1 , C2 = A

′(2)
1 ):

(∫ xl

−∞
+
∫ ∞

xr

)

φ1(k
(1)
1 , x)φ∗1(k

(2)
1 , x) dx =

=
∫ xl

−∞
C1

(

eik
(1)
1 x + S21(k

(1)
1 )e−ik

(1)
1 x
)

C∗2

(

e−ik
(2)
1 x + S∗21(k

(2)
1 )eik

(2)
1 x
)

eδx dx

+
∫ ∞

xr

C1

√

√

√

√

k
(1)
1

k
(1)
N

S11(k
(1)
1 )eik

(1)
N xC∗2

√

√

√

√

k
(2)
1

k
(2)
N

S∗11(k
(2)
1 )e−ik

(2)
N xe−δx dx

= C1C
∗
2

(−i)

k
(1)
1 − k

(2)
1 − iδ

ei(k
(1)
1 −k

(2)
1 −iδ)xl

+ C1C
∗
2S21(k

(1)
1 )S∗21(k

(2)
1 )

(−i)

k
(2)
1 − k

(1)
1 − iδ

ei(k
(2)
1 −k

(1)
1 −iδ)xl

+ C1C
∗
2S21(k

(1)
1 )

i

k
(2)
1 + k

(1)
1 + iδ

e−i(k
(1)
1 +k

(2)
1 +iδ)xl

+ C1C
∗
2S
∗
21(k

(2)
1 )

−i

k
(2)
1 + k

(1)
1 − iδ

ei(k
(1)
1 +k

(2)
1 −iδ)xl

+ C1C
∗
2

√

√

√

√

k
(1)
1 k

(2)
1

k
(1)
N k

(2)
N

S11(k
(1)
1 )S∗11(k

(2)
1 )

i

k
(1)
N − k

(2)
N + iδ

ei(k
(1)
N
−k

(2)
N

+iδ)xr .

Im Grenzwert δ → 0 erhält man wie oben einen Ausdruck mit δ-Distributionen
und Hauptwertintegralen,

C1C
∗
2(−i) P

1

k
(1)
1 − k

(2)
1

ei(k
(1)
1 −k

(2)
1 )xl + C1C

∗
2πδ(k

(1)
1 − k

(2)
1 )

+ C1C
∗
2S21(k

(1)
1 )S∗21(k

(2)
1 )

(

(−i) P
1

k
(2)
1 − k

(1)
1

ei(k
(2)
1 −k

(1)
1 )xl + πδ(k

(2)
1 − k

(1)
1 )

)

+ C1C
∗
2S21(k

(1)
1 )

i

k
(2)
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=: I11 .

Mit den bereits für I12 benutzten Umformungen erhält man für die Terme von
I11, die δ-Distributionen enthalten (C1C

∗
2 → |A′1|2),
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Dabei wurde im letzten Schritt wieder (B.6) verwendet. Der Term mit den Haupt-
wertintegralen läßt sich ebenso entsprechend dem vorhergehenden für I12 behan-
deln,
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 .

Die algebraischen Vorfaktoren in der letzten großen runden Klammer streben
in diesem Fall im Grenzwert k

(2)
1 → k

(1)
1 wie die Exponentialfunktionen gegen

Eins. Wieder aufgrund von (B.6) verschwindet diese Klammer im betrachteten
Grenzwert, womit sich wegen der Hauptwertsingularität wieder die Ableitung
der Klammer als endlicher Term ergibt. Die Kontinuumsnormierung ist damit
gegeben durch |A′1|2 2πδ(k

(1)
1 − k

(2)
1 ).

B.2 Gebundene Zustände. Eigenwertsuche

Die Eigenwertsuche für eindimensionale Stufenpotentiale wurde zur Illustration
transformierter Potentiale exakt lösbarer Probleme in der inversen Spektraltheo-
rie entwickelt und in [61] beschrieben und angewendet. Bereits dort wurde es
nötig, alle Eigenwerte unabhängig von ihrer Verteilung bzw. Lage in einem vor-
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gegebenen Energieintervall ohne manuelle Intervention zu finden. Dieser Algorith-
mus wurde zur Berechnung der (ursprünglichen) Eigenwerte der Stufenpotentiale
einiger Bilder in [10] und [62] verwendet.

Die Randbedingung an der rechten Seite für Streuzustände mit nach rechts
auslaufender Welle (E > VN) oder die aus der Normierbarkeit für gebundene
Zustände (E < VN ) folgende lautet

ϕN(x) = ANeikN (x−xN−1) = ANe−κN (x−xN−1) , d. h.

(

AN

BN

)

=

(

1
0

)

.

Mit diesen Anfangswerten werden mittels der zuvor beschriebenen Transferma-
trixmethode die Koeffizienten in den einzelnen Bereichen berechnet. Die Eigen-
wertbedingung gebundener Zustände ist im Falle V1 <∞ durch das Verschwinden
des Koeffizienten der fallenden Exponentialfunktion

C(E) := A1(E) = 0 , d. h. ϕ1(x) = B1e
κN (x−x1)

bestimmt. Die Größe A1(E) ist eine (skalierte) Jost-Funktion.
Für den Fall unendlich hoher Wände V1 = VN = ∞ verschwindet die Wellen-

funktion am Rand. Für den rechten Rand gilt

ϕN(x) = 0 =: AN

(

e−κN (x−xN−1) − eκN (x−xN−1)
)

, AN = 1 ,

wobei aus rechentechnischen Gründen eine Größe κN =

∣

∣

∣

∣

√

2m(ṼN − E)/h̄

∣

∣

∣

∣

mit

ṼN > Emax eingeführt wird. Die Eigenwertbedingung ergibt sich dann aus dem
Verschwinden der Wellenfunktion am linken Rand,

C(E) := A1(E) +B1(E) = 0 .

Eine einfache Methode, die Nullstellen der Funktion C(E) zu bestimmen,
ist die äquidistante Auswertung der Funktion in einem vorgegebenen Energie-
intervall min(Vℓ, ℓ = 1, . . . , N) ≤ Emin < E < Emax ≤ min(V1, VN). Bei Fest-
stellung eines Vorzeichenwechsels wird eine Nullstelle in dem durch den letzten
Suchschritt vorgegebenen Intervall mit parabolischer Interpolation gesucht. Die-
ses Verfahren wird im Programm IQ [9] verwendet, wobei auch die Funktion
C(E) dargestellt werden kann. Die erforderliche Schrittweite ∆E und damit die
Zahl der Suchschritte (Emax − Emin)/∆E hängen dabei von dem (erwarteten)
kleinsten Energieabstand der Eigenfunktionen ab, wenn man an allen Lösungen
im vorgegebenen Energieintervall interessiert ist.

Intervalle, in denen sich jeweils genau eine Nullstelle der Funktion C(E) befin-
det, werden nun dadurch bestimmt, daß die Knoten der sogenannten Schießfunk-
tion ϕ(x), d. h. (hier) der Lösung der Differentialgleichung (B.1) mit einseitig
erfüllten Randbedingungen, mit den obigen Randbedingungen gezählt werden.
Die Zahl der Knoten wächst monoton mit der Energie, und bei einer Anzahl von
M Knoten (Nullstellen) gilt EM ≤ E < EM+1.
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Bestimmung der Zahl der Nullstellen der Schießfunktion

Die Zählung der Nullstellen (Knoten) NN erfolgt in einer Schleife über die Berei-
che konstanter Potentiale in Richtung wachsender Ortskoordinaten. Mit s1 bzw.
s2 werden die Vorzeichen der Funktion am linken bzw. rechten Intervallende des
jeweils betrachteten Intervalls bezeichnet. Im Falle V1 <∞ ist s1 = sign(B1(E))
anfänglich das asymptotische Vorzeichen der Funktion, das durch den exponen-
tiell fallenden Teil bestimmt wird.

Zu Beginn der Schleife werden zusammenhängende Bereiche mit E < Vℓ,
ℓ1 ≤ ℓ < ℓ2, zusammengefaßt, weil sich in einem solchen Intervall höchstens ein
Knoten befinden kann. Falls mindestens ein solcher Bereich existiert, ist s2 :=
sign(Aℓ2(E) + Bℓ2(E)) das Vorzeichen der Funktion am linken Intervallende des
nächsten Intervalls mit E > Vℓ2 . Gilt nun s1s2 < 0 oder s2 = 0 (die Funktion
verschwindet), so wird NN um Eins erhöht. Für das Intervall ℓ2 wird s1 := s2 und
s2 := sign(Aℓ2+1(E)+Bℓ2+1(E)) gesetzt. Mit rZ := (xℓ−xℓ−1)kℓ2/π ist nZ := ⌊rZ⌋
die Zahl der vollen Halbperioden der Winkelfunktion (Lösung in diesem Bereich),
um die NN vergrößert wird. Die Zahl NN der Nullstellen ist um Eins größer als
die der vollen Halbperioden, falls nZ ungerade und s1s2 > 0 oder nZ gerade und
s1s2 < 0 ist oder falls s2 = 0 gilt und gleichzeitig s1 6= 0 oder s1 = 0 und nZ = rZ.
Für ℓ2 < N − 1 wird s1 := s2 gesetzt und zum Beginn der Schleife gesprungen.

Als Variation zu NN wird der Wert N+
N definiert. Dieser unterscheidet sich

vom ersteren dadurch, daß eine erste Nullstelle der Funktion für den Fall E <
V (x) mit x < xℓ2 für den ersten Schritt oder in der Nähe von x1 für E >
V2 und V1 = ∞ nicht gezählt wird falls sie existiert. Schließlich wird eins zu
diesem Ergebnis hinzugezählt. Diese Behandlung liefert für numerisch gefundene
Energieeigenwerte die Zählung der Eigenfunktion im Spektrum.

Bestimmung der Eigenwerte

Bei vorgegebenen Emin und Emax ist NE = NN(Emax) − NN(Emin) die Zahl der
Eigenwerte in diesem Energieintervall, da NN(E) die Zahl der Eigenwerte an-
gibt, die sich unterhalb von E befinden. Ist NE > Nmax = 100, so wird Emax

dahingehend verkleinert, daß NE = 100 gilt.
In einem ersten, vorläufigen Schritt wird das Vorzeichen der Funktion C(E)

an den Stellen E(n) = Emin + n(Emax − Emin)/(2NE + 1), 0 ≤ n ≤ 2NE + 1,
berechnet. Ist C(E) an einer dieser Stellen null, so ist E(n) ein Eigenwert.
Gilt sign(C(E(n + 1))) sign(C(E(n))) < 0, so wird eine Nullstelle im Intervall
(E(n), E(n+ 1)) bestimmt. Die gefundenen Eigenwerte werden in einem Feld in
aufsteigender Reihenfolge gespeichert: E1, . . . , ENFND

. NFND bezeichnet die An-
zahl der bereits gefundenen Eigenwerte. Hier und im folgenden wird jeweils nach
dem Finden eines Eigenwertes geprüft ob NFND = NE gilt. Dieser erste Schritt
ist für das Verfahren nicht notwendig, kann es aber beschleunigen.
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Im zweiten Schritt werden die Eigenwerte systematisch gesucht, indem zuerst
der niedrigste, dann der höchste und anschließend die fehlenden ihrer Reihen-
folge entsprechend berechnet werden. Die Energieintervalle (Ea, Eb), in denen
sich nur je ein Eigenwert befindet, werden wie nachfolgend beschrieben durch
Intervallhalbierung berechnet. Die Zahl der möglichen Halbierungen wird auf
50 begrenzt; eine Überschreitung führt zum Abbruch der Suche. Es gilt dann
sign(C(Ea)) sign(C(Eb)) < 0, und der Eigenwert wird mittels Nullstellensuche
von C(E) ermittelt. Der so gefundene Wert E wird in die bereits bestehende
Liste der Eigenwerte eingefügt und NFND um Eins erhöht.

1. Falls in Schritt 1 Eigenwerte gefunden wurden (NFND > 0), wird N+
N (E1)

berechnet. Ist nun N+
N (E1) > NN(Emin)+1 oder wurden bisher keine Eigen-

werte gefunden, wird ein Intervall für E mit N+
N (E) = NN(Emin) + 1, d. h.

E ist der erste Eigenwert über Emin, wie folgt durch Intervallhalbierung
berechnet:

Ea := Emin; falls NFND > 0 dann Eb := E1, sonst Eb := Emax. (1) Ed :=
(Ea + Eb)/2; falls NN(Ed) = NN(Emin) dann Ea := Ed → (1); oder falls
N+

N (Ed) > NN(Emin) + 1 dann Eb := Ed → (1). Mit Eb := Ed ergibt sich
ein ein Intervall (Ea, Eb).

2. Falls N+
N (ENFND

) < NN(Emax) wird der Energieeigenwert mit der vorigen
Beziehung als Gleichheit gesucht, d. h. der Eigenwert direkt unterhalb von
Emax. Das Verfahren verläuft entsprechend dem für E1.

3. Zur Bestimmung des jeweils niedrigsten, fehlenden Eigenwertes wird zuerst
das Energieintervall mit Hilfe der Liste der bereits gefundenen und geord-
neten Eigenwerte eingeschränkt: nl := 1, nh := NFND; (2) falls nh > nl + 1
dann nin := (nl + nh)/2, falls N+

N (Enin
) > NN(Emin) + nin dann nh := nin

sonst nl := nin; → (2). Die Intervallhalbierung beginnt nun mit Ea :=
Enl

, Eb := Enh
, an deren Ende Enl

< Ea ≤ Eb < Enh
gelten muß. (3)

Ed := (Ea +Eb)/2. Falls NN(Ed) = NN(Emin) + nl + 1 dann Eb := Ed, falls
Ea = Enl

dann → (3); oder falls NN(Ed) > NN(Emin) + nl dann Eb := Ed

und → (3); sonst Ea := Ed, falls Eb = Enh
dann → (3).

B.3 Zerlegung gaußscher Wellenpakete

Wir betrachten ein unkorreliertes gaußsches Wellenpaket mit dem Anfangsorts-
erwartungswert x0, der Breite σx0 und dem mittleren Impuls h̄k0,

ψ0(x) =
1

4
√

2π
√
σx0

exp

(

−(x− x0)
2

4σ2
x0

+ ik0(x− x0)

)

. (B.7)

Zur Zerlegung eines solchen Anfangszustands in die Eigenfunktionen eines zu ei-
nem Stufenpotential gehörigen Hamilton-Operators müssen sämtliche Überlapp-
integrale in den relevanten Regionen des Potentials mit der obigen Funktion (B.7)
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berechnet werden. In der Region J eines Stufenpotentials ist die vollständige Zer-
legung einer Wellenfunktion durch

ψJ(x, t) =
NB
∑

n=1

(

α(J)
n eik

(J)
n (x−xJ−1) + β(J)

n e−ik
(J)
n (x−xJ−1)

)

e−iEn
h̄

t (B.8)

+
∫ ∞

kmin

dk
(

a(J)(k)eik(J)(k)(x−xJ−1) + b(J)(k)e−ik(J)(k)(x−xJ−1)
)

e−i
E(k)

h̄
t

gegeben. Dabei tragen sowohl die gebundenen Zustände (Anzahl NB) als auch
die Kontinuumszustände (k ≥ kmin) bei, und die Wellenzahl k wird bezüglich des
asymptotischen Potentialminimums bestimmt. Wir definieren durch

ϕi±(kl, x) = e±ikl(x−xl)Ail±

eine Konstituentenfunktion, durch die die Summanden repräsentiert werden kön-
nen, und berechnen deren Projektionen auf das anfängliche gaußsche Wellenpaket
(B.7):

Cil± :=
1

2π

∫ xlb

xla

ϕ∗i±(kl, x)ψ0(x) dx

=
1

2π
A∗il±

1
4
√

2π
√
σx0

∫ xlb

xla

exp

(

∓ik∗l (x− xl) −
(x− x0)

2

4σ2
x0

+ ik0(x− x0)

)

dx

=
1

2π
A∗il±

1
4
√

2π
√
σx0

exp

(

−ik0x0 ± ik∗l xl −
x2

0

4σ2
x0

)

×
∫ xlb

xla

exp

(

− x2

4σ2
x0

+

(

x0

2σ2
x0

+ i(k0 ∓ k∗l )

)

x

)

dx

=
A∗il±
2π

1
4
√

2π
√
σx0

exp



−ik0x0 ± ik∗l xl −
x2

0

4σ2
x0

+ σ2
x0

(

x0

2σ2
x0

+ i(k0 ∓ k∗l )

)2




×
∫ xlb

xla

exp

(

− 1

4σ2
x0

(

x− x0 − 2iσ2
x0

(k0 ∓ k∗l )
)2
)

dx

=
1

2π
A∗il±

1
4
√

2π
√
σx0

exp
(

±ik∗l (xl − x0) − σ2
x0(k0 ∓ k∗l )

2
)

×
∫ 1

2σx0
(xlb−x0−2iσ2

x0(k0∓k∗

l ))

1
2σx0

(xla−x0−2iσ2
x0(k0∓k∗

l
))

2σx0 exp(−ξ2) dξ

=
1

2π
A∗il±

4

√

π

2

√
σx0 exp

(

±ik∗l (xl − x0) − σ2
x0(k0 ∓ k∗l )

2
)

×
[

erf
(

1

2σx0
(xlb − x0 − 2iσ2

x0(k0 ∓ k∗l ))
)

− erf
(

1

2σx0
(xla − x0 − 2iσ2

x0(k0 ∓ k∗l ))
)]

.



166 Anhang B. Eindimensionale Stufenpotentiale

Die auftretenden Funktionen neben Exponentialfunktionen sind Fehlerfunktionen
mit komplexem Argument. Diese werden numerisch mittels der CERN-Biblio-
theksfunktion [20] ausgewertet. Die exakte Integration in den einzelnen Regionen
ist einer numerischen Integration vorzuziehen.

Diskretisierung

Zur Berechnung des Kontinuumsanteils zur Wellenfunktion ist das auftretende
Wellenzahlintegral in (B.8) geeignet zu diskretisieren. Ein allgemeiner, approxi-
mierender Ausdruck kann in der Form

ψJ(x, t) ≈
NB
∑

n=1

(

α(J)
n eik

(J)
n (x−xJ−1) + β(J)

n e−ik
(J)
n (x−xJ−1)

)

e−iEn
h̄

t

+
∑

ki

∆ki

(

a(J)(ki)e
ik(J)(ki)(x−xJ−1) + b(J)(ki)e

−ik(J)(ki)(x−xJ−1)
)

e−i
E(ki)

h̄
t

geschrieben werden. Betrachten wir die Phase φ = kx − Et/h̄ der beitragenden
Funktionen, so sollten bei geeignet beschränkten Koordinaten x und Zeiten t
die Phasendifferenzen zweier benachbarter Wellenzahlen nicht oberhalb oder in
der Größenordnung von 1 (oder π) liegen. Setzen wir x → ∆x und t → ∆t, so
können die beiden Terme der Phase unabhängig voneinander betrachtet werden.
Die Diskretisierungsbedingung lautet daher

∆k
∂φ

∂k
≪ π → ∆k∆x ≪ π ,

h̄k∆k∆t

m
≪ π .

Wendet man dies auf ein vorgegebenes Intervall [ku, ko] an und verwendet in
k äquidistante Schritte, so sollte die Anzahl der möglichen Summenterme im
Kontinuumsanteil durch die folgenden Relationen nach unten beschränkt werden
(k̄: mittlere Wellenzahl):

Nk =
ko − ku

∆k
→ Nk ≫ max

{

1

π
(ko − ku)∆x,

1

π
(ko − ku)

h̄k̄

m
∆t

}

.

B.4 Asymptotische Beiträge an Potentialstufen

Ebenso wie die Entwicklung von Funktionen mit geringer Differenzierbarkeits-
ordnung nach beliebig oft differenzierbaren Basisfunktionen zu einem langsamen
asymptotischen Abfall der Koeffizienten führt, vgl. z. B. die Fourier-Entwicklung,
kann dies im umgekehrten Fall, also bei Basisfunktionen mit wenigen existieren-
den Ableitungen und glatten zu entwickelnden Funktionen, vorkommen. Dieser
Fall tritt dann auf, wenn eine glatte Wellenfunktion, z. B. eine Gauß-Funktion, in
Eigenfunktionen von Stufenpotentialen entwickelt wird und die Wellenfunktion
an den Stufen signifikante Werte und Ableitungen besitzt.



B.4. Asymptotische Beiträge an Potentialstufen 167

Als einfaches Beispiel eines solchen Falles betrachten wir die Zerlegung trigo-
nometrischer Funktionen in die Eigenfunktionen eines tiefen Kastens der Breite
d, der eine Potentialstufe der Höhe V0 an der Position a, 0 < a < d, enthält:

V (x) =



















∞ , x < 0
0 , 0 ≤ x < a
V0 , a ≤ x ≤ d
∞ , x > d

.

Bezeichne k die Wellenzahl im Bereich V = 0. Dann gilt für die Wellenzahl k′ im
Bereich V = V0

k′2 = k2 − 2mV0

h̄2 , k′ = k

√

1 − 2mV0

(h̄k)2
,

und die Eigenfunktionen und deren Ableitungen lauten

ϕ(x) =

{

A sin kx , 0 ≤ x < a
B sin k′(d− x) , a ≤ x ≤ d

,

ϕ′(x) =

{

Ak cos kx , 0 ≤ x < a
−Bk′ cos k′(d− x) , a ≤ x ≤ d

,

wobei Stetigkeitsbedingungen an der Stelle a und eine daraus folgende Eigen-
wertgleichung gelten:

A sin ka = B sin k′(d− a)
Ak cos ka = −Bk′ cos k′(d− a)

,
1

k
tan ka = − 1

k′
tan k′(d− a) . (B.9)

Im Fall V0 = 0 wird aus der Eigenwertgleichung das übliche Ergebnis k = nπ/d
für die Wellenzahl reproduziert. Für den Fall V0 6= 0 machen wir einen Ansatz
mit einer Verschiebung δk, mit der dann die Wellenzahl k′ eine Verschiebung δk′

erfährt und die in der Potentialregion approximativ angegeben wird:

k =
nπ

d
+δk , k′ =

√

k2 − 2mV0

h̄2 =
nπ

d
+δk′ ≈ nπ

d
+δk−mdV0

nπh̄2 = k−mdV0

nπh̄2 .

In der Approximation für kleine V0 betrachten wir δk a und δk′ (d − a) als
Größen, die klein gegen Eins sind. Die Tangensfunktionen in der Eigenwertglei-
chung (B.9) werden unter Verwendung des Additionstheorems umgeformt, und
für kleine Argumente werden solche Funktionen durch diese ersetzt,

tan ka = tan
(

nπ

d
a + δk a

)

≈
tan

(

nπ
d
a
)

+ δk a

1 − δk a tan
(

nπ
d
a
) ,

tan k′(d− a) = tan
(

nπ

d
(d− a) + δk′ (d− a)

)

≈
tan

(

nπ
d

(d− a)
)

+ δk′ (d− a)

1 − δk′ (d− a) tan
(

nπ
d

(d− a)
) .
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Die approximative Eigenwertgleichung lautet damit

0 ≈ 1
nπ
d

+ δk

tan
(

nπ
d
a
)

+ δk a

1 − δk a tan
(

nπ
d
a
)

+
1

nπ
d

+ δk − mdV0

nπh̄2

tan
(

nπ
d

(d− a)
)

+
(

δk − mdV0

nπh̄2

)

(d− a)

1 −
(

δk − mdV0

nπh̄2

)

(d− a) tan
(

nπ
d

(d− a)
) .

Diese Gleichung wird mit dem Hauptnenner multipliziert und nach den verschie-
denen Ordnungen innerhalb der Approximation gruppiert und zu Null gesetzt.
Die 0. Ordnung spiegelt den ungestörten Fall wider,

0 =
nπ

d

[

tan
(

nπ

d
a
)

+ tan
(

nπ

d
(d− a)

)]

;

der Term ist proportional zu tannπ = 0. Die 1. Ordnung ergibt umgeformt

0 = nπ

[(

δk − mdV0

nπh̄2

d− a

d

)

(

1 − tan
(

nπ

d
a
)

tan
(

nπ

d
(d− a)

))

− mdV0

n2π2h̄2 tan
(

nπ

d
a
)

]

.

Die asymptotische Lösung, d. h. n → ∞, dieser Gleichung ergibt für die Wellen-
zahl k

δk =
mV0

nπh̄2 (d− a) , k =
nπ

d
+
mV0

nπh̄2 (d− a) .

Die Wellenzahl k′ im Potentialbereich sowie die Energie E(k) lauten in niedrigster
Ordnung

k′ ≈ nπ

d
− mV0

nπh̄2a , E(k) =
h̄2k2

2m
≈ h̄2

2m

n2π2

d2
+
d− a

d
V0 ,

in Übereinstimmung mit der niedrigsten Ordnung der Störungstheorie. Aus den
Stetigkeitsbedingungen (B.9) folgt mit den zuvor angegebenen Wellenzahlen für
den Koeffizienten B in Abhängigkeit von A

B = A
sin k′(d− a)

sin ka
≈ (−1)n+1A

in dieser Näherung. Das Normierungsintegral des Zustands folgt aus

N = A2
∫ a

0
sin2(kx) dx+B2

∫ d

a
sin2(k′(d− x)) dx

= A2

(

d

2
− 1

4k
sin(2ka) − 1

4k′
sin(2k′(d− a))

)

.



B.4. Asymptotische Beiträge an Potentialstufen 169

Mit den Approximationen

sin(2ka) ≈ sin
(

2nπ

d
a
)

+
2mV0

nπh̄2 a(d− a) cos
(

2nπ

d
a
)

,

sin(2k′(d− a)) ≈ − sin
(

2nπ

d
a
)

− 2mV0

nπh̄2 a(d− a) cos
(

2nπ

d
a
)

,

1

k
≈ 1

nπ
d

(

1 − mV0d

n2π2h̄2 (d− a)

)

,

1

k′
≈ 1

nπ
d

(

1 +
mV0d

n2π2h̄2a

)

erhält man den asymptotischen Normierungsfaktor zu

N ≈ A2d

2
,

die Abweichungen vom ungestörten System mit V0 = 0 gehen in der Normierung
mit höchstens ∼ 1/n2 ein.

Schließlich werden die Projektionen des ungestörten Zustands

ϕ(0)
n (x) = A(0)

n sin k(0)
n x , k(0)

n =
nπ

d
,

auf die obigen asymptotischen Basiszustände des Systems mit V0 6= 0 berechnet.
In den beiden Teilbereichen ergibt sich

a
(1)
n′n = A

(0)
n′ An

∫ a

0
sin

(

n′π

d
x

)

sin(knx) dx

= A
(0)
n′ An





sin
[(

n′π
d

− kn

)

a
]

2
(

n′π
d

− kn

) −
sin

[(

n′π
d

+ kn

)

a
]

2
(

n′π
d

+ kn

)



 ,

a
(2)
n′n = A

(0)
n′ Bn

∫ d

a
sin

(

n′π

d
x

)

sin(k′n(d− x)) dx

= (−1)n′+1A
(0)
n′ Bn





sin
[(

n′π
d

− k′n
)

(d− a)
]

2
(

n′π
d

− k′n
) −

sin
[(

n′π
d

+ k′n
)

(d− a)
]

2
(

n′π
d

+ k′n
)



 ,

mit den Abkürzungen Bn = (−1)n+1An, An′ ≈ A(0)
n =

√

2
d
, kn ≈ nπ

d
+ mV0

nπh̄2 (d−a),
k′n ≈ nπ

d
− mV0

nπh̄2a. Umformungen wie oben führen auf den Ausdruck

an′n ≈ 4mV0a(d− a)

n2π2h̄2 sin
n′πa

d
sin

nπa

d

für die asymptotischen Entwicklungskoeffizienten (n≫ n′), d. h. bei großen Quan-
tenzahlen fallen die Koeffizienten (bzw. deren Einhüllende) ab wie 1/n2, also wie
1/k2 oder 1/E. Dieses Verhalten ist allgemein zu erwarten, wenn das Potential
Sprungstellen besitzt, auch im Fall eines kontinuierlichen Spektrums.



Anhang C

Parametrische Oszillation
und Gauß-Pakete

Im Rahmen der Frage der Veränderbarkeit reiner Zustände und deren Wigner-
Funktionen durch Potentiale diskutieren wir hier den einfachen Fall der Änderung
der Parameter von gaußschen Wellenpaketen unter zeitveränderlichen Potential-
parametern eines harmonischen Oszillators.

C.1 Quantenmechanische Behandlung

Wir betrachten die Zeitentwicklung eines eindimensionalen gaußschen Wellen-
pakets unter dem Einfluß einer zeitabhängigen konstanten Kraft mit zeitlich
veränderlicher Oszillatorstärke. Die Hamilton-Funktion schreibt sich in diesem
Fall als

H =
p2

2m
−mxg(t) +

k + κ(t)

2
x2 .

Die klassischen Hamiltonschen Gleichungen lauten

∂H

∂p
=

p

m
= ẋ ,

∂H

∂x
= −mg(t) + (k + κ(t))x = −ṗ ,

woraus sich direkt die klassische Bewegungsgleichung

ẍ+
k + κ(t)

m
x− g(t) = 0

ergibt. Für die Schrödinger-Gleichung Ĥψ = ih̄ψ̇ wählen wir einen Ansatz in
Form der Gauß-Funktion

ψ(t, x) =
1

4
√

2π
√

σx(t)
exp

(

−(x− xs(t))
2

4σ2
x(t)

+ iϕ(t, x)

)

. (C.1)

Dies führt auf gekoppelte Differentialgleichungen für die eingesetzten Funktionen,
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− h̄2

2m





(

x− xs(t)

2σ2
x(t)

)2

−
(

∂ϕ(t, x)

∂x

)2

− 1

2σ2
x(t)



+
k + κ(t)

2
x2 −mxg(t)

= −h̄∂ϕ(t, x)

∂t
,

− h̄2

2m

[

−x− xs(t)

σ2
x(t)

∂ϕ(t, x)

∂x
+
∂2ϕ(t, x)

∂x2

]

= h̄

[

− σ̇x(t)

2σx(t)
+

(x− xs(t))
2

2σ3
x(t)

σ̇x(t) +
x− xs(t)

2σ2
x(t)

ẋs(t)

]

.

Für ϕ(t, x) bietet sich der im Ort x quadratische Ansatz

ϕ(t, x) = α(t)x2 + β(t)x+ γ(t)

an, woraus durch Koeffizientenvergleich die sechs gekoppelten gewöhnlichen Dif-
ferentialgleichungen

(1) − h̄2

2m

[

1

4σ4
x(t)

− 4α2(t)

]

+
k + κ(t)

2
= −h̄α̇(t) ,

(2) − h̄2

2m

[

− xs(t)

4σ4
x(t)

− 4α(t)β(t)

]

−mg(t) = −h̄β̇(t) ,

(3) − h̄2

2m

[

x2
s (t)

4σ4
x(t)

− β2(t) − 1

2σ2
x(t)

]

= −h̄γ̇(t) ,

(4) − h̄2

2m

[

−2α(t)

σ2
x(t)

]

= h̄

[

σ̇x(t)

2σ3
x(t)

]

,

(5) − h̄2

2m

[

− β(t)

σ2
x(t)

+
2α(t)xs(t)

σ2
x(t)

]

= h̄

[

−xs(t)σ̇x(t)

σ3
x(t)

+
ẋs(t)

2σ2
x(t)

]

,

(6) − h̄2

2m

[

β(t)xs(t)

σ2
x(t)

+ 2α(t)

]

= h̄

[

− σ̇x(t)

2σx(t)
+
x2

s(t)σ̇x(t)

2σ3
x(t)

− xs(t)ẋs(t)

2σ2
x(t)

]

folgen.
Mit den Gleichungen (4) und (5) können α(t) und β(t) durch die Parameter-

funktionen der Gauß-Funktion ersetzt werden,

α(t) =
m

2h̄

σ̇x(t)

σx(t)
, β(t) =

m

h̄

(

ẋs(t) −
σ̇x(t)

σx(t)
xs(t)

)

.

Gleichung (6) ist damit automatisch erfüllt. Aus Gleichung (3) ergibt sich die
Zeitableitung der globalen zeitabhängigen Phase γ(t) zu

γ̇(t) =
h̄

2m





x2
s (t)

4σ4
x(t)

− 1

2σ2
x(t)

− m2

h̄2

(

ẋs(t) −
σ̇x(t)

σx(t)
xs(t)

)2


 .
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Eine Differentialgleichung 2. Ordnung für die Breite σx(t) erhält man aus Glei-
chung (1),

σ̈x(t) +
k + κ(t)

m
σx(t) −

h̄2

4m2

1

σ3
x(t)

= 0 . (C.2)

Mit dieser ergibt sich schließlich unter Verwendung von Gleichung (2) die Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung

mẍs(t) + (k + κ(t))xs(t) −mg(t) = 0 (C.3)

für die Schwerpunktskoordinate des Wellenpakets, welche die Bewegung in klas-
sischer Form beschreibt.

Die Gleichung (C.2) für die Breite ist die der Radialkoordinate eines klassi-
schen Teilchens in einem Oszillatorpotential mit dem (klassischen) Bahndrehim-
puls h̄/2. Im Falle konstanter Oszillatorstärke (κ(t) = 0) kann sie direkt integriert
werden. Das erste Integral ergibt

cσ = σ̇2
x(t) +

k

m
σ2

x(t) +
h̄2

4m2

1

σ2
x(t)

= const , κ(t) = 0 .

Die zweite Integration (mit [26] 2.261) mit Umstellung nach σ2
x(t) unter Ver-

wendung der Bezeichnung ∆σ = h̄2k/m3 − c2σ < 0 liefert für die zeitabhängige,
periodisch mit doppelter Frequenz variierende Breite eines gequetschten Zustands

σ2
x(t) =

m

2k







cσ +
√

−∆σ sin



2

√

k

m
(t− t0) + arcsin

(

2k
m
σ2

x(t0) − cσ√
−∆σ

)











.

(C.4)

C.2 Wigner-Funktion

Die Wigner-Funktion (2.18) des Gauß-Pakets (C.1) ergibt sich zu

W (x, p, t) =

=
1

πh̄
exp







−(x− xs(t))
2

2σ2
x(t)

− 2σ2
x(t)

h̄2

[

p−m

(

σ̇x(t)

σx(t)
(x− xs(t)) + ẋs(t)

)]2






,

einer zweidimensionalen Gauß-Funktion, die im klassischen Phasenraum für gleich
gewählte Parameter eine identische Situation beschreibt. Die Verwendung der
Standardform der Gauß-Verteilung wie in Abschnitt 2.4 mit Orts- und Impuls-
breite σx(t), σp(t) und der Korrelation ρ(t),

W (x, p, t) =
1

πh̄
exp

(

−1

2

1

1 − ρ2(t)
B(x, p, t)

)

,
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B(x, p, t) =
(x− xs(t))

2

σ2
x(t)

− 2ρ(t)(x− xs(t))(p−mẋs(t))

σx(t)σp(t)
+

(p−mẋs(t))
2

σ2
p(t)

,

führt auf die Größen

σ2
p(t) =

h̄2

4σ2
x(t)

(

1 +
4m2

h̄2 σ2
x(t)σ̇

2
x(t)

)

, ρ(t) =
2m
h̄
σx(t)σ̇x(t)

√

1 + 4m2

h̄2 σ2
x(t)σ̇

2
x(t)

.

C.3 Änderung der Breite eines Pakets

Das Verhalten der Breite eines gaußschen Pakets wird durch die Differentialglei-
chung (C.2) beschrieben. Ein Paket habe anfänglich (t ≤ 0) konstante Breite,
befinde sich also in einem kohärenten Zustand. Damit gilt σ̇x(t) = 0 und folglich
σ2

x(t) = h̄/(2
√
km) = σ2

x(0).
In einem Zeitintervall 0 < t < tc werde die Oszillatorstärke um den konstanten

Wert κc auf kc = k + κc verändert. Mit diesen Parametern und Anfangswerten
lauten die Parameter der Lösung (C.4)

cσ =
h̄

2m

√

k

m

(

1 +
κc

k

)

, ∆σ = − h̄2

4m3

κ2
c

k
,

welche damit die Form

σ2
x(t) = σ2

x(0)







1 +
κc

2k



1 − cos



2

√

k + κc

m
t















(C.5)

annimmt.
Zum Zeitpunkt tc werde die Oszillatorstärke auf k′ geändert. Das weitere Ver-

halten der Breite wird durch ihren Wert und ihre Zeitableitung bei tc bestimmt.
Der Zustand wird für t ≥ tc kohärent, wenn σ2

x(tc) = h̄/(2
√
k′m) und σ̇x(tc) = 0

gilt, und letztere Bedingung wird erfüllt, wenn σ2
x(tc) hier ein Extremum der

Lösung (C.5) darstellt. Damit ist (z. B.)

σ2
x(tc) = σ2

x(0)
(

1 +
κc

k

)

, tc =
π

2

√

m

k + κc
; σ2

x(tc) =
h̄

2
√
k′m

.

Werden beispielsweise k und k′ vorgegeben, so ist

kc = k

√

k

k′
bzw. κc = k





√

k

k′
− 1





zu wählen.
Eine Variation der Breiten kohärenter Zustände wird hier über intermediäre

gequetschte Zustände erreicht. Die einzige Änderung der Breiten ausschließlich
über kohärente Zustände führt zu einer linearen Zeitabhängigkeit der Breite,
σx(t) = σx0+σ̇x0t, mit der variablen Oszillatorstärke k(t) = h̄2/(4mσ2

x(t)). Andere
als sprunghafte Übergänge in k können ebenfalls gewählt werden, wenn σ̇x(t) zum
betrachteten Endzeitpunkt der Variation in k verschwindet.



Zusammenfassung

Die Frage der Geschwindigkeit des Signaltransports ist für die Funktion moderner
elektronischer und optoelektronischer Bauelemente und Schaltkreise von besonde-
rer Bedeutung. In der wissenschaftlichen Literatur werden Phänomene instanta-
nen Signaltransports durch den Tunneleffekt in quantenmechanischen Vorgängen
und Überlichtgeschwindigkeiten bei der Ausbreitung von elektromagnetischen Si-
gnalen ohne scharfe Wellenfront durch Evaneszenz in dielektrischen Materialien
behauptet.

In dieser Arbeit wird eine auf einer genauen Analyse des Nachweises von Si-
gnalankunftszeiten beruhende Quantildefinition der Geschwindigkeit angegeben
– obige Behauptungen hingegen beziehen sich auf unphysikalische Geschwindig-
keitsdefinitionen. Sie stützt sich auf die Forderung, daß endliche Beträge der zum
Nachweis verwendeten physikalischen Größe in einem Detektor deponiert worden
sein müssen. Die physikalische Größe muß erhalten und durch eine positiv definite
Dichte beschrieben sein. Als Beispiele für solche Größen seien Wahrscheinlichkeit,
Energie, Masse, Ladungen eines Vorzeichens genannt.

Werden die Dichte und Stromdichte einer positiv definiten Erhaltungsgröße
mit ̺(t, ~r), ̺(t, ~r) ≥ 0, und ~j(t, ~r) beschrieben, die die Kontinuitätsgleichung

∂̺(t, ~r)

∂t
+ ~∇ ·~j(t, ~r) = 0

erfüllen, so ist die Quantilgeschwindigkeit des Signals durch

~v(t, ~r) =
~j(t, ~r)

̺(t, ~r)

gegeben. Die zugehörige Ankunftszeit t(~r) eines Signals am Ort ~r, welche auf einer
Anfangsfläche vorgegeben wird, ist dann durch die partielle Differentialgleichung

~j(t, ~r) · ~∇t(~r) = ̺(t, ~r)

bestimmt. Die zugehörigen Charakteristiken ~rc(t) werden durch die Hamilton–
Jacobi-Differentialgleichungen

d~rc(t)

dt
= ~v(t, ~rc(t))

beschrieben.
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Die so eingeführte Signaldefinition schließt als Grenzfall das von Arnold Som-
merfeld untersuchte elektromagnetische Signal mit scharfer Front in optischen
Medien mit anomaler Dispersion ein. Die in der Literatur gebräuchliche Definiti-
on der Gruppengeschwindigkeit erweist sich als eine nur in einer eingeschränkten
Menge von Systemen brauchbare Näherung. Wie schon von Wilhelm Wien be-
merkt, führt sie u. a. auf Überlichtgeschwindigkeiten in Medien mit anomaler
Dispersion.

Die Stromlinien bzw. Charakteristiken ~rc(t) transformieren eine Anfangsfläche
in der Zeit, wobei die durch die Flächen bis zum jeweiligen Zeitpunkt t(~r) geflos-
sene integrierte Menge der physikalischen Größe konstant bleibt. Die Übertra-
gung einer Segmentierung bzw. Parametrisierung der Anfangsfläche zu späteren
Zeiten auf die transformierte Fläche erfolgt entlang sogenannter Detektorver-
bindungskurven, die als zweiter Satz von Kurven (neben den Stromlinien) die
Flächen miteinander verbinden. Entlang dieser Kurven verlaufen die Flußröhren
der zeitintegrierten Stromdichte. Die Detektorverbindungskurven verlaufen im
allgemeinen nicht kausal, d. h. auch zeitinvertiert. Deren Lösung ist an die An-
kunftszeitfunktion t(~r) bzw. an die Stromlinien ~rc(t) gekoppelt.

Mit der in der Arbeit angegebenen Quantildefinition der Geschwindigkeit er-
halten die Bohmschen Trajektorien der Quantenmechanik eine wahrscheinlich-
keitstheoretische Interpretation als Quantiltrajektorien. Als Beispiele werden das
zweidimensionale gaußsche Wellenpaket der Quantenmechanik und die Abstrah-
lung von einem elektromagnetischen Dipol untersucht. Eine genaue Untersuchung
der Form der zugehörigen Trajektorien und Detektorverbindungskurven wird mit
erheblichem Rechenaufwand vorgenommen. Im Fall des quantenmechanischen
Gauß-Pakets ist die zum Nachweis benutzte physikalische Größe insbesondere die
Wahrscheinlichkeit, im Fall der Dipolabstrahlung die elektromagnetische Energie.

Über diese Untersuchung des Transports mit positiv definiter Dichte der Nach-
weisgröße hinaus wird dann die Wignersche Phasenraumdichte der Quantenme-
chanik untersucht. Sie ist zwar nicht positiv definit, jedoch verletzt sie die Definit-
heit nur in Phasenraumvolumina, die für eindimensionale Systeme kleiner als das
Plancksche Wirkungsquantum h sind. In diesen Bereichen tritt Signalausbreitung
mit Zeitinversion auf.

Dabei wird zunächst der klassische Phasenraum betrachtet, sowohl für Ha-
miltonsche Systeme wie auch in allgemeinerer Form. Die Bewegungsgleichungen
können im letzteren Fall über die Stromdichte definiert werden, welche die Ge-
schwindigkeit bestimmt.

Für die Quantenmechanik wird die zur Wigner-Verteilung gehörige Strom-
dichte sorgfältig diskutiert und begründet. Von der Vielzahl der möglichen Ei-
chungen der Stromdichte wird diejenige verwendet, die ẋ = p/m als eine Be-
wegungsgleichung beinhaltet. Die Lösung der Bewegungsgleichungen liefert die
Phasenraumtrajektorien bzw. Flußlinien in einer hydrodynamischen Interpreta-
tion.
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Die Wigner-Verteilungen und -Ströme werden zu einer Reihe von Beispie-
len numerisch berechnet, graphisch veranschaulicht und analysiert, insbesondere
bezüglich der Lagen negativer Bereiche. Anschließend werden die zu den Ver-
teilungen und Strömen gehörigen Trajektorien bestimmt und dargestellt. Die
Beispiele umfassen Eigenzustände und Wellenpakete im tiefen Kasten wie die
Streuung an repulsiver und attraktiver Einfachbarriere und die Streuung an ei-
ner repulsiven Doppelbarriere. Die Wellenpakete besitzen anfänglich gaußsche
Form. Sie werden in die Eigenfunktionen des jeweiligen Stufenpotentials zerlegt,
welche wiederum vorher numerisch bestimmt werden.

Für die Eigenzustände im tiefen Kasten werden die Trajektorien klassifiziert
und dabei unterschieden in solche, die nur in positiven Bereichen ähnlich klassi-
scher Phasenraumbahnen laufen, und solche, die nur quantenmechanisch möglich
sind. Die Abbildung eines kleinen Gebietes unter den Trajektorien nach einer Re-
flexion an einer Wand führt zu deutlichen Verzerrungen, wohingegen eine ähnliche
Abbildung mit den Trajektorien eines Wellenpakets ein fast klassisches Verhalten
zeigt.

Schließlich werden für die Streuung von Wellenpaketen an Potentialbarrieren
die jeweiligen Teile des ursprünglichen Pakets bestimmt, die nach der Streuung
im transmittierten oder reflektierten Teil verlaufen. Für Einfachbarrieren mit et-
wa zur Hälfte geteilten Phasenrauminhalten werden vornehmlich Teile mit großen
Impulsen transmittiert und mit kleinen reflektiert. Bei der Resonanzstreuung an
einer Doppelbarriere besteht der transmittierte Teil aus einem nicht klar abge-
grenzten Bereich aus dem hinteren Teil des ursprünglichen Pakets.
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