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Kurzfassung

In den letzten Jahrzehnten hat der Bereich der Strukturdynamik im Ingenieurwesen zu-

nehmend an Bedeutung gewonnen. Beispielsweise muss bei der Planung von Bauwerken

und Strukturen die Standsicherheit nicht nur hinsichtlich statischer sondern auch dyna-

mischer Einwirkungen nachgewiesen werden. Dabei sind insbesondere steigende Anforde-

rungen an neuartige Bauwerke und Strukturen im Ingenieurwesen zu nennen. Besonders

streng sind die Grenzwerte im Bereich der Mikro- und Nanotechnologie, bei denen bereits

Schwingungsamplituden von wenigen µm und sogar nm problematisch sein können. Auf-

grund dieser steigenden Anforderungen wird an der Entwicklung neuartiger Materialien

und Strukturen mit herausragenden elastodynamischen Eigenschaften geforscht. Dabei

sind insbesondere die phononischen Materialien und Strukturen sehr vielversprechend,

die sich durch eine periodische Anordnung von unterschiedlichen Materialien oder Geo-

metrien auszeichnen. Diese periodischen Materialien oder Strukturen weisen bestimmte

Frequenzbereiche auf, die in der Literatur häufig als Bandlücken oder Stop-Bänder be-

zeichnet werden, in denen sich akustische oder elastische Wellen nicht ausbreiten können.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der effizienten numerischen Simulation der elasti-

schen Wellenausbreitungsprobleme in zweidimensionalen (2D) phononischen Strukturen

mithilfe von Spektrale-Elemente-Methoden (SEM). Insbesondere soll in dieser Arbeit un-

tersucht werden, wie die Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen Materiali-

en und Strukturen gezielt auf vorgegebene Anforderungen, beispielsweise eine optimale

Schwingungsisolierung oder -dämpfung, abgestimmt werden können. Dabei werden sowohl

die schlanken als auch die dickwandigen 2D phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen un-

tersucht, die ein geringes Eigengewicht, eine hohe mechanische Tragfähigkeit und außer-

gewöhnliche Wellenausbreitungseigenschaften aufweisen. Die Beeinflussung der Wellen-

ausbreitungseigenschaften erfolgt dabei hauptsächlich durch passive und aktive Maßnah-

men. Die passiven Maßnahmen basieren überwiegend auf den Variationen bzw. Kombi-

nationen von geometrischen und materiellen Parametern, wobei die Lage der Knicke, die

Auslenkung, die Gitterkonstante, die Anordnung von Perforationen sowie die Steifigkeits-

und Massenverhältnisse die wesentlichen Einflussfaktoren darstellen. Als aktive Maßnah-

men können verteilte Einzelmassen, lokale Resonatoren und äußere Belastungen unter der

Ausnutzung der geometrischen Nichtlinearität gezielt eingesetzt werden.



Abstract

In recent decades, the field of structural dynamics has become increasingly important in

engineering. For example, in the design of buildings and structures, the stability must

be ensured not only with respect to static but also dynamic effects. In particular, there

are increasing requirements for new types of buildings and structures in engineering. The

limits are particularly strict in the field of micro- and nanotechnology, where vibration

amplitudes of just a few µm and even nm can be problematic. Due to these increasing

requirements, research is being conducted on the development of novel materials and

structures with outstanding elastodynamic properties. In particular, phononic materials

and structures are very promising, which are characterized by a periodic arrangement

of different materials or geometries. These periodic materials or structures have certain

frequency ranges, often referred to in the literature as band-gaps or stop-bands, where

acoustic or elastic waves cannot propagate.

The present work addresses the efficient numerical simulation of elastic wave propagation

problems in two-dimensional (2D) phononic structures using spectral element methods

(SEM). In particular, this work aims to investigate how the wave propagation properties

of phononic materials and structures can be specifically tuned to meet given requirements,

such as optimal vibration isolation or damping. Both slender and thick-walled 2D phononic

zig-zag lattice structures are investigated, which exhibit low self-weight, high mechanical

load-carrying capacity, and exceptional wave propagation properties. In this work, the

wave propagation characteristics are mainly affected by passive and active measures. The

passive measures are mainly based on the variations or combinations of geometrical and

material parameters, with the position of the kinks, the deflection, the lattice constant,

the arrangement of perforations and the stiffness and mass ratios being the main influ-

encing factors. Distributed single masses, local resonators and external loads can be used

selectively as active measures, taking advantage of the geometric nonlinearity.



Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand während meiner Tätigkeit als wissenschaftlicher Mitar-

beiter am Lehrstuhl für Baustatik der Universität Siegen unter der Leitung von Herrn

Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. mult. Chuanzeng Zhang. Ihm gilt mein außerordentlicher

Dank dafür, dass er mir die Gelegenheit gegeben hat am Lehrstuhl zu arbeiten und diese

Arbeit anzufertigen. Insbesondere seine Leidenschaft für die Forschung im Bereich der

phononischen Strukturen war für mich sehr inspirierend. Auch für die vielen fachlichen

Diskussionen und Anregungen sowie die stetigen Unterstützungen und Motivationen in
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i Imaginäre Einheit

k, k Wellenvektor, Wellenzahl

l Gitterkonstante

n Einheitsnormalenvektor

p Ordnung

t, t Dicke, Spannungsvektor, Kraftvektor

u, (u, v, w) Verschiebungsvektor

x, (x, y, z) Kartesische Koordinaten im Raum

Griechische Großbuchstaben und Operatoren

Γ Rand eines Gebiets, Punkt hoher Symmetrie in der Brillouin-Zone

∆ Laplace-Operator

ΛR, ΛL Transformationsmatrizen

Ω Gebiet

∇, ∇̃ Nabla-Operator, Matrizen-Differentialoperator

Seite iv



Abkürzungs- und Symbolverzeichnis

Griechische Kleinbuchstaben

δ Kronecker-Delta

ε, ε, ε2 Dehnung, Verzerrungstensor, l2-Fehler

λ, λx, λy Wellenlänge, Ausbreitungskonstanten

ν Querkontraktionszahl

ξ, (ξ1, ξ2, ξ3) Koordinaten im Referenzraum

ρ Massendichte

σ Spannungstensor

φk Formfunktion mit der Nummer k

ω Kreisfrequenz

Seite v



1 Einleitung

1.1 Motivation

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts gewinnen die Akustik und die Strukturdynamik im In-

genieurwesen zunehmend an Bedeutung. Im Bauwesen haben dabei anfänglich zahlreiche

Unglücke, bei denen Bauwerke durch dynamische Einwirkungen und mangelhafte Planung

eingestürzt sind, auf dramatische Weise die Relevanz der Baudynamik bei der Errichtung

von Bauwerken bewiesen. Ein bekanntes Beispiel ist die Tacoma-Narrows Brücke im Bun-

desstaat Washington, die im Jahr 1940 aufgrund von windinduzierten Torsionsschwin-

gungen einstürzte. Heutzutage wird daher bereits in der Planungsphase das dynamische

Verhalten von schwingungsanfälligen Bauwerken untersucht. Bei Bedarf können Schwin-

gungstilger angebracht oder ähnliche technische Vorkehrungen getroffen werden, um die

Standsicherheit hinsichtlich der dynamischen Einwirkungen zu gewährleisten. Neben den

Anforderungen an die Standsicherheit sind in den letzten Jahren jedoch auch die Anforde-

rungen an die Gebrauchstauglichkeit hinsichtlich dynamischer und akustischer Einwirkun-

gen gestiegen. Beispielhaft seien hier der Schallschutz in Wohngebäuden, der Schallschutz

vor Straßen- und Bahnverkehrslärm oder der Schutz vor Lärm und Erschütterungen durch

Baumaßnahmen genannt. Besonders streng sind die Anforderungen im Bereich der Mikro-

und Nanotechnologie, bei denen bereits Schwingungspegel von 0, 5−6µm/s problematisch

sein können [48].

Aufgrund dieser steigenden Anforderungen wird zunehmend an der Entwicklung neu-

artiger Materialien und Strukturen mit herausragenden akustischen und elastodynami-

schen Eigenschaften geforscht. Dabei sind insbesondere die phononischen Materialien und

Strukturen, beispielhaft in Abb. 1.1 dargestellt, sehr vielversprechend. Diese Strukturen

xy
z

(a) (b) (c)

Abbildung 1.1: Beispiele für phononische Strukturen: (a) 1D phononische Struktur, (b) 2D
phononische Struktur und (c) 3D phononische Struktur.
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Einleitung

zeichnen sich durch eine periodische Anordnung von unterschiedlichen Materialien oder

Geometrien aus [26,55]. In Abhängigkeit von der Periodizität wird, wie ebenfalls in Abb.

1.1 veranschaulicht, zwischen eindimensionalen (1D), zweidimensionalen (2D) und drei-

dimensionalen (3D) phononischen Strukturen unterschieden. Der Begriff eines
”
Phonons“

stammt dabei aus dem Bereich der Physik von kondensierter Materie und wird dort im

Kontext der Vibrationen von Atomen in einem Kristallgitter verwendet [55, 66]. Trotz

deutlicher Unterschiede in den geometrischen Dimensionen zwischen einem Atomgitter

und üblichen phononischen Materialien und Strukturen gibt es einen starken Zusammen-

hang hinsichtlich des Wellenausbreitungsverhaltens. Infolgedessen haben sich die Begrif-

fe
”
phononisches Material“ und

”
phononische Struktur“ auch für großskalige Systeme

etabliert [55]. Das steigende Forschungsinteresse an den phononischen Materialien und

Strukturen begründet sich in den einzigartigen akustischen und elastodynamischen Ei-

genschaften. Insbesondere weisen diese Strukturen bestimmte Frequenzbereiche auf, die

als Bandlücken oder Stop-Bänder bezeichnet werden, in denen sich elastische und akus-

tische Wellen nicht ausbreiten können. Entsprechend eignen sich diese Materialien und

Strukturen beispielsweise sehr gut zur selektiven Schall- und Schwingungsisolierung und

übertreffen die Dämpfungseigenschaften von herkömmlichen isolierenden Materialien in-

nerhalb des Frequenzbereiches einer Bandlücke zumeist sehr deutlich [84,119].

Im Rahmen dieser Arbeit soll untersucht werden, wie die Wellenausbreitungseigenschaften

von phononischen Materialien und Strukturen gezielt auf vorgegebene Anforderungen, bei-

spielsweise eine optimale Schall- und Schwingungsisolierung, abgestimmt werden können.

Dabei werden die sogenannten phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen untersucht, die

ein geringes Eigengewicht, eine hohe mechanische Tragfähigkeit und außergewöhnliche

Wellenausbreitungseigenschaften aufweisen. Die Simulation der Wellenausbreitungspro-

bleme in phononischen Materialien und Strukturen ist allerdings in der Regel sehr auf-

wendig. Aus diesem Grund erfolgt die numerische Simulation der Wellenausbreitungs-

probleme in dieser Arbeit mithilfe von effizienten Spektrale-Elemente-Methoden (SEM),

welche sich durch eine sehr hohe Genauigkeit bei einer gleichzeitig geringen Anzahl von

Freiheitsgraden auszeichnen.

1.2 Stand der Forschung

Die erste wissenschaftliche Arbeit zu 1D periodischen Strukturen geht bereits auf New-

ton im 17. Jahrhundert zurück, der mithilfe eines periodischen Feder-Masse-Systems

versuchte die Schallgeschwindigkeit in der Luft zu ermitteln [14]. Das gleiche System wur-

de im 18. Jahrhundert auch von John und Daniel Bernoulli untersucht, die nach-

wiesen, dass ein System aus N Massen durch die N Eigenmoden und die zugehörigen

Eigenfrequenzen charakterisiert ist und schufen somit die Grundlage des Prinzips der

Seite 2



Einleitung

Superposition [55]. Die ersten mathematischen Grundlagen zur Analyse von 1D periodi-

schen Strukturen anhand von analytischen Lösungen entwickelte Floquet im Jahr 1883,

wobei die Periodizität über bestimmte periodische Koeffizienten in den Differentialglei-

chungen berücksichtigt wurde [36, 135]. In den folgenden Jahren wurden ausschließlich

diskrete periodische Feder-Masse-Systeme untersucht. Die erste Veröffentlichung zu kon-

tinuierlichen periodischen Systemen stammte von Rayleigh aus dem Jahr 1887, der das

Wellenausbreitungsverhalten in einem Stab mit periodischer Änderung der Dichte entlang

der Stabachse untersuchte [86, 135]. Einen wesentlichen Beitrag zur mathematischen Be-

handlung von räumlichen periodischen Strukturen mittels periodischer Randbedingungen

lieferte Bloch, der die Ansätze von Floquet im Jahr 1928 auf den allgemeinen 3D Fall

erweiterte [12]. Mithilfe dieser sogenannten Bloch-Floquet-Randbedingungen sowie

der geometrischen Interpretation des Wellenausbreitungsverhaltens in periodischen Struk-

turen durch Brillouin (1946) [14] können die Dispersionskurven (auch Bandstrukturen

oder Dispersionsrelationen genannt) von periodischen Materialien und Strukturen anhand

von Einheitszellen bestimmt werden. Brillouin zeigte dabei, dass das Wellenausbrei-

tungsverhalten in periodischen Strukturen durch irreduzible Zonen im Raum der Wellen-

zahlen, die sogenannten Brillouin-Zonen, vollständig beschrieben werden kann [14,135].

In der Abb. 1.2 ist beispielhaft eine periodische Struktur bestehend aus Stahlzylindern

in einer Silikonmatrix (a) mit der zugehörigen repräsentativen Einheitszelle (b) und den

berechneten Dispersionskurven (c) dargestellt. Die Vorgehensweise zur Berechnung der

Dispersionskurven wird im Abschnitt 2.2 detailliert beschrieben.

In der Arbeit von Cremer und Leilich [21] wurde 1953 erstmals die Ausbreitung

von Biegewellen in 1D periodischen Balkensystemen untersucht. Es folgten Arbeiten von

Heckl [46, 47] und Ungar [150], die ebenfalls periodische Balken-, sowie Platten-, und

Trägerrostsysteme analysierten. Bis in die 1990er Jahre wurde die Forschung im Bereich

der elastischen periodischen Strukturen dann insbesondere durch die Arbeiten von Mead

(a) (b)

Einheitszelle

10 cm

10 cm

StahlSilikon

(c)

X

M

Γ 

Abbildung 1.2: (a) Phononische Struktur bestehend aus Stahlzylindern in einer Silikonmatrix.
(b) Zugehörige repräsentative Einheitszelle zur Bestimmung der Dispersionskurven. (c) Disper-
sionskurven der phononischen Struktur. Die eingebettete Abbildung zeigt die erste irreduzible
Brillouin-Zone.
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geprägt [93–98]. Eine besonders schnelle Entwicklung fand im Bereich der periodischen di-

elektrischen Materialien statt, die eine gezielte Beeinflussung des Ausbreitungsverhaltens

von elektromagnetischen Wellen erlauben. Wegweisend waren hier die Arbeiten von Ya-

blonovitch [172] und John [59], die im Jahr 1987 nahezu zeitgleich die ersten periodi-

schen dielektrischen Materialien entwickelten, die später als photonische Kristalle bezeich-

net wurden. Aufgrund der rasanten und vielversprechenden Entwicklung der photonischen

Kristalle wurde das Konzept erstmals ab 1992 von Sigalas und Economou [131, 132]

sowie Kushwaha et al. [73, 74] für die Beeinflussung der akustischen und elastischen

Wellenausbreitung vorgeschlagen. Sie untersuchten 2D ebene Strukturen bestehend aus

einer Matrix und periodisch angeordneten Einschlüssen, die mittlerweile als phononische

Kristalle bezeichnet werden. Beispielsweise untersuchten Sigalas und Economou [132]

einen phononischen Kristall bestehend aus periodisch angeordneten Goldzylindern in ei-

ner Berylliummatrix. Zeitnah folgten dann auch Arbeiten zu 3D phononischen Kristal-

len [30, 122, 134], sowie zu phononischen Kristallen bestehend aus unterschiedlichen Ma-

terialphasen (fest/fluid) [72,140]. Besonders bekannt ist die Arbeit von Mart́ınez-Sala

et al. [90], in der die erste experimentelle Messung der Schalldämpfung an einer periodi-

schen Skulptur, dargestellt in der Abb. 1.3a, durchgeführt wurde. Die Messung ergab eine

minimale Wellentransmission bei einer Frequenz von etwa 1, 67 kHz (in der Abb. 1.3b

mit der Ausbreitungsrichtung [100] markiert), die die Autoren die erste Bandlücke der

phononischen Struktur zuordneten [65, 90]. Die Berechnung der exakten Dispersionskur-

ven durch Kushwaha [71] zeigte jedoch, dass die Skulptur keine kompletten Bandlücken

aufweist und die geringe Wellentransmission auf ein lokales Minimum der phononischen

Zustandsdichte (engl.: phononic density of states) zurückzuführen ist.

Die ersten phononischen Kristalle mit kompletten Bandlücken, also Frequenzbereichen

in denen sich unabhängig von der Ausbreitungsrichtung, jedoch gegebenenfalls nur für
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Abbildung 1.3: Experimenteller Nachweis zur Schalldämpfung in einer phononischen Struktur
durch Mart́ınez-Sala et al. [90]. (a) Untersuchte phononische Skulptur von Eusebio Sempe-
re, Madrid (Photo entnommen aus [144]). (b) Messergebnisse der Schalldämpfung [90].
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bestimmte Polarisationsmoden [75], keine akustischen oder elastischen Wellen ausbreiten

können, wurden erstmals im Jahr 1998 in den Arbeiten von Montero de Espinosa et

al. [31] und Sánchez-Pérez et al. [140] präsentiert. Neben den kompletten Bandlücken

(engl.: complete band-gaps) wird noch zwischen richtungsabhängigen Bandlücken (engl.:

directional band-gaps) und vollständigen Bandlücken (engl.: full band-gaps)1 unterschie-

den. Bei den richtungsabhängigen Bandlücken ist die Ausbreitung von akustischen und

elastischen Wellen nur in bestimmten Richtungen unterbunden, während in vollständigen

Bandlücken unabhängig von der Ausbreitungsrichtung und der Polarisation der Wellen

keine Ausbreitung möglich ist [75]. Die Bandlücken können dabei generell durch zwei

unterschiedliche physikalische Mechanismen, die Bragg-Streuung bzw. -Beugung und

die lokale Resonanz, entstehen [75]. Der Mechanismus der Bragg-Streuung leitet sich

aus der Bragg-Gleichung ab, die die Interferenz von Wellen bei der Streuung an einem

periodischen Gitter beschreibt [13]. In Abhängigkeit der Gitterkonstante, der Geome-

trie und der Anordnung der Einschlüsse (engl.: scatterer), sowie der Materialparameter,

tritt in bestimmten Frequenzbereichen destruktive Interferenz auf und es können da-

durch Bandlücken entstehen. Dabei muss zur Entstehung breiter Bandlücken ein großer

Kontrast in den Materialeigenschaften (Dichte, Wellengeschwindigkeit) zwischen den Ein-

schlüssen und der Matrix vorliegen. Außerdem muss der Füllfaktor, also das Volumen-

oder Flächenverhältnis zwischen Einschluss und Matrix, ausreichend groß sein [65]. Der

zweite Mechanismus zur Entstehung von Bandlücken, die lokale Resonanz, wurde erstmals

im Jahr 2000 von Liu et al. [85] zur gezielten Beeinflussung des Wellenausbreitungsver-

haltens in phononischen Strukturen vorgeschlagen. Dabei untersuchten die Autoren einen

phononischen Kristall, der aus periodisch angeordneten und mit Silikon ummantelten Blei-

kugeln in einer Epoxidmatrix bestand. Bei derartigen Strukturen treten in bestimmten

Frequenzbereichen ausgeprägte Resonanzeffekte zwischen den schwingenden Einschlüssen

(Resonatoren) und den einfallenden Wellen auf. Im Gegensatz zu den Bragg-Bandlücken

muss zur Entstehung von Resonanz-Bandlücken die Periodizität der Struktur nicht streng

eingehalten werden. Außerdem können durch die lokale Resonanz Bandlücken im nied-

rigen Frequenzbereich mit einer zugehörigen Wellenlänge unterhalb der Gitterkonstante

erzielt werden [178]. Häufig werden diese Strukturen auch als Metamaterialien bezeich-

net, da in bestimmten Frequenzbereichen ein ungewöhnliches dynamisches Verhalten, wie

beispielsweise eine negative Brechung, eine negative Gruppengeschwindigkeit oder auch

eine negative effektive Masse, auftreten kann [55].

In der Praxis ist es generell schwierig phononische Materialien oder Strukturen mit ei-

ner perfekten Periodizität zu fertigen. Unregelmäßigkeiten in der Periodizität können zu

den sogenannten defekten oder ungeordneten Zuständen (engl.: defect/disordered states)

1Der Begriff wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet. Häufig wird auch der Begriff absolute
band-gaps verwendet, wie z. B. in [65].
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oder einer Lokalisierung von akustischen oder elastischen Wellen innerhalb der Struktur

führen [57,133,155]. Der gezielte Einbau von linienförmigen Defekten in eine phononische

Struktur, beispielsweise durch Entfernen von bestimmten Einschlüssen, kann aber auch

ausgenutzt werden um die akustischen und elastischen Wellen in eine bestimmte Richtung

umzuleiten (Wellenleiter) [117, 157]. Durch punktförmige Defekte können zusätzliche lo-

kale Resonanzeffekte auftreten, die beispielsweise zum Filtern bestimmter Frequenzen

genutzt werden können [117]. Das Wellenausbreitungsverhalten in Wellenleitern ist sehr

komplex und außergewöhnliche Phänomene wie die kanalisierten Spektren, die durch die

Interferenz von vor- und rücklaufenden Bloch-Wellen entstehen, sind Gegenstand der

jüngsten Forschung [157]. Ebenso sind Untersuchungen alternativer Mechanismen zur Wel-

lenleitung, wie beispielsweise die topologischen phononischen Wellenleiter [106, 107, 154],

hoch aktuell.

Neben der Lokalisierung von akustischen und elastischen Wellen infolge von Defekten in

einer phononischen Struktur kann auch eine Lokalisierung an Oberflächen oder Grenz-

flächen auftreten. Diese Oberflächenwellen, in der Literatur üblicherweise als SAW (engl.:

surface acoustic waves) bezeichnet, weisen eine hohe akustische Energiedichte in der Nähe

der Oberfläche auf, die mit steigendem Abstand von der Oberfläche exponentiell abnimmt.

Aufgrund dieser Eigenschaften sind die phononischen SAWs sehr vielversprechend, bei-

spielsweise im Bereich von Sensorsystemen [5, 77, 111, 127], und sind daher ebenfalls Ge-

genstand aktueller Forschungsarbeiten.

Ein weiterer wichtiger Forschungsbereich stellt die passive und aktive Beeinflussung der

Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen Materialien und Strukturen dar. Ei-

ne passive Beeinflussung kann beispielsweise durch eine Modifizierung der geometrischen

oder materiellen Parameter erfolgen [55, 65]. Ansätze für eine aktive Beeinflussung um-

fassen die Verwendung von piezoelektrischen Komponenten [51, 77], die Steuerung durch

Magnet- [124,160] oder Temperaturfelder [54,58], sowie die Steuerung durch eine elastische

Vordehnung [32].

1.3 Numerische Methoden zur Behandlung von Wel-

lenausbreitungsproblemen

Zur Charakterisierung des Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Materialien und

Strukturen können sowohl Dispersionskurven als auchWellentransmissionen herangezogen

werden. Zur Bestimmung der Dispersionskurven und Wellentransmissionen werden neben

den analytischen und experimentellen Methoden häufig numerische Methoden verwendet.

Dazu wurden bereits eine Vielzahl von unterschiedlichen numerischen Methoden entwi-

ckelt. Besonders verbreitet sind die Entwicklungsmethode nach ebenen Wellen (PWE

- engl.: plane wave expansion method), die Finite-Differenzen-Methode im Zeitbereich
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(FDTD - engl.: finite difference time domain method), die Mehrfachstreumethode (MS

- engl.: multiple scattering method), die Randelementemethode (BEM - engl.: boundary

element method) und die Finite-Elemente-Methode (FEM - engl.: finite element method),

wobei alle Methoden ihre jeweiligen Vor- und Nachteile aufweisen.

Die PWE-Methode ist insbesondere bei der Berechnung der Dispersionskurven von kon-

tinuierlichen Systemen sehr verbreitet und basiert auf einer Fourier-Reihenentwicklung

des gesuchten Wellenfeldes und der Materialeigenschaften. Bereits in den ersten Arbei-

ten zu phononischen Kristallen von Sigalas und Economou [132] oder Kushwaha et

al. [73] wurde die PWE-Methode zur Berechnung der Dispersionskurven verwendet. Die

PWE-Methode ist sehr effizient für die Berechnung der Dispersionskurven von phononi-

schen Kristallen, deren Matrix und Einschlüsse einen niedrigen Kontrast in den Materia-

leigenschaften besitzen. Hingegen eignet sich diese Methode nicht für phononische Kristal-

le, die aus unterschiedlichen Materialphasen bestehen, da die Übergangsbedingungen an

den Grenzschichten aufgrund der Kontinuität der Lösungen nicht erfüllt werden können

[55, 65]. Des Weiteren kann diese Methode nicht für die Berechnung von komplexeren

phononischen Strukturen eingesetzt werden.

Auch die FDTD-Methode genießt zur Berechnung der Wellenausbreitungseigenschaften

von phononischen Materialien und Strukturen eine große Beliebtheit, wobei die entspre-

chenden Wellengleichungen sowohl räumlich als auch zeitlich diskretisiert werden, um

schließlich die Lösung im Zeitbereich zu berechnen. Zur Bestimmung der Dispersionskur-

ven muss die Lösung anschließend mithilfe der Fast-Fourier-Transformation (FFT) vom

Zeit- in den Frequenzbereich transformiert werden [55, 65]. Der gebräuchlichste FDTD-

Ansatz, bei dem die Bloch-Floquet-Bedingungen direkt in die Wellengleichungen ein-

gebaut werden und somit die Berechnung einer Einheitszelle erlaubt, wurde von Tanaka

et al. [141] entwickelt. Im Gegensatz zur PWE-Methode kann die FDTD-Methode auch

für die Berechnung von periodischen Strukturen, die aus unterschiedlichen Materialpha-

sen bestehen, verwendet werden. Allerdings ist die FDTD-Methode, wie auch die PWE-

Methode, nicht für komplexere phononische Strukturen geeignet.

Die MS-Methode eignet sich, wie der Name der Methode schon andeutet, besonders gut

für phononische Strukturen, die aus Streuelementen (scatterer) und einer Matrix beste-

hen, also die typischen phononischen Kristalle [55]. Erstmals wurde die MS-Methode im

Jahr 1999 von Kafesaki und Economou [61] zur Bestimmung der Dispersionskurven ei-

nes phononischen Kompositmaterials eingesetzt. Im Gegensatz zu vielen anderen numeri-

schen Methoden können mit der MS-Methode auch Strukturen, die aus unterschiedlichen

Materialphasen mit einem sehr hohen Kontrast in den Materialeigenschaften bestehen,

mit einer hohen Genauigkeit analysiert werden [55]. Ähnlich wie die FDTD- und PWE-

Methode ist auch die MS-Methode nicht für phononische Materialien oder Strukturen mit

komplexer Geometrie geeignet und ihre Implementierung ist außerdem recht kompliziert.
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Bei der BEM wird nur der Rand (bzw. die Oberfläche im 3D Fall) der Struktur diskreti-

siert und die unbekannten Zustandsgrößen befinden sich ausschließlich auf diesem Rand.

Die Lösungen innerhalb der Struktur können, wenn die Zustandsgrößen auf dem Rand

berechnet wurden, mithilfe vonGreenschen Einflussfunktionen ermittelt werden. Im Ver-

gleich zu vielen anderen numerischen Methoden, wie beispielsweise der FEM, werden deut-

lich weniger Freiheitsgrade benötigt. Allerdings ergeben sich vollbesetzte, unsymmetrische

und indefinite Systemmatrizen, wodurch der Aufwand zum Lösen des Gleichungssystems

deutlich zunimmt und der Vorteil der vergleichsweise geringen Anzahl an Freiheitsgraden

teilweise kompensiert wird. Trotzdem ist die BEM in einigen Fällen, insbesondere bei

den klassischen phononischen Kristallen bestehend aus einer Matrix und periodisch ange-

ordneten Einschlüssen, sehr gut für die Bestimmung der Wellenausbreitungseigenschaften

geeignet [81,82].

Die FEM ist die am weitesten verbreitete numerische Methode im Ingenieurwesen und

wurde bereits im Jahr 1974 von Orris und Petyt [110] für die Berechnung der Disper-

sionskurven einer periodischen Struktur verwendet. Bei der FEM wird das Berechnungs-

gebiet in eine endliche Anzahl von Teilgebieten bzw. finiten Elementen unterteilt und die

gesuchte Lösung innerhalb eines Elements durch Formfunktionen approximiert [162]. Im

Gegensatz zu den finiten Differenzenverfahren ist dabei jedoch die schwache Formulierung

der Wellengleichung der Ausgangspunkt für die Diskretisierung [60]. Daraus resultiert ins-

besondere eine niedrigere Anforderung an die Glattheit der Lösung und damit einherge-

hend auch niedrigere Anforderungen bezüglich der Stetigkeit und Differenzierbarkeit der

Formfunktionen [49,60]. Üblicherweise werden lineare oder quadratische Formfunktionen

verwendet, wobei für ein zuverlässiges Ergebnis bei der Berechnung von Wellenausbrei-

tungsproblemen mit linearen Formfunktionen mindestens zehn Knoten und bei Verwen-

dung von quadratischen Formfunktionen mindestens sechs Knoten pro Wellenlänge erfor-

derlich sind [88]. Der wesentliche Vorteil der FEM gegenüber den zuvor erwähnten Metho-

den ist ihre sehr hohe geometrische Flexibilität, so können auch sehr komplexe Geometrien

durch eine entsprechend feine Vernetzung der Elemente abgebildet werden [55, 162]. Al-

lerdings kann ein sehr feines Netz, wie es beispielsweise bei Grenzschichten mit einer sehr

hohen akustischen Impedanz (z. B. fest/fluid) [178] oder bei Berechnungen im höheren

Frequenzbereich [119] erforderlich ist, die Effizienz der FEM erheblich reduzieren. Auch

bei höheren Anforderungen an die Genauigkeit können unter Umständen deutlich mehr

Freiheitsgrade notwendig sein, die wiederum die Größe des zu lösenden Gleichungssystems

und somit auch den Berechnungsaufwand erhöhen. Im Hinblick auf die Berechnung der

komplexen Dispersionskurven von phononischen Materialien und Strukturen kommt der

Größe des Gleichungssystems eine noch entscheidendere Rolle zu. Im Berechnungsablauf

sollten die sogenannten Slave-Freiheitsgrade (engl.: slave degrees of freedom) kondensiert

werden. Für die Kondensierung muss wiederum die entsprechende Untermatrix inver-
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tiert werden, wobei der Berechnungsaufwand für die Invertierung einer n× n-Matrix mit

etwa O (n3) exponentiell mit steigender Größe der Matrix zunimmt. Nach der Konden-

sation ergibt sich, je nach dem betrachteten Rand der Brillouin-Zone, eine reduzierte

quadratische oder quartische Eigenwertgleichung zur Bestimmung der komplexen Disper-

sionskurven. Auch hier steigt der Berechnungsaufwand exponentiell mit steigender Größe

des Gleichungssystems. Aus den oben genannten Gründen ist die FEM für die Berech-

nung der komplexen Dispersionskurven nicht besonders gut geeignet. Eine Möglichkeit,

die Vorteile der FEM beizubehalten und gleichzeitig die Berechnungseffizienz deutlich zu

erhöhen, stellt die Verwendung von den Spektrale-Elemente-Methoden (SEM - engl.: spec-

tral element methods) dar.

Der Begriff
”
Spektrale-Elemente-Methode“ wird für zwei grundsätzlich verschiedene Ver-

fahren verwendet, wobei jedoch beide Verfahren, analog zur FEM, auf einer Diskretisie-

rung des Gebietes in Elemente basieren [119]. Bei der SEM nach Doyle [29] werden

frequenzabhängige exakte dynamische Steifigkeitsmatrizen aus den jeweiligen zeitabhäng-

igen Wellengleichungen hergeleitet. Dazu werden die entsprechenden Wellengleichungen

zunächst mithilfe der Fourier-Transformation in den Frequenzbereich überführt. An-

schließend werden die Wellengleichungen im Frequenzbereich exakt gelöst und daraus

frequenzabhängige dynamische Formfunktionen hergeleitet. Mithilfe der Formfunktionen

kann schließlich die spektrale Elementmatrix, ähnlich zur Vorgehensweise in der FEM,

berechnet werden. Die spektrale Elementmatrix ist exakt und liefert bei analytischen

Berechnungen im Frequenzbereich exakte Ergebnisse [80]. Lediglich durch die numeri-

sche Lösung des Gleichungssystems können die Lösungen mit einem numerischen Fehler

behaftet sein. Somit ist es ausreichend ein Strukturelement, beispielsweise einen Stab

oder Balken, mit nur einem spektralen Element abzubilden. Eine feinere Diskretisierung

ist nur bei geometrischen oder materiellen Diskontinuitäten erforderlich [80]. Die SEM

nach Doyle weist also eine sehr hohe Genauigkeit selbst bei einer sehr geringen Anzahl

von verwendeten Freiheitsgraden auf. Der wesentliche Nachteil dieser Methode stellt die

Beschränkung auf sehr einfache Probleme dar, da für die Formulierung der spektralen

Elementmatrix die exakte Lösung der jeweiligen Wellengleichung benötigt wird.

Bei der SEM nach Patera [116] handelt es sich eigentlich um eine fortschrittliche FEM,

welche Formfunktionen hoher Ordnung und eine spezielle Nodalbasis verwendet. Der Na-

me
”
Spektrale-Elemente-Methode“ leitet sich bei dieser Formulierung aus dem spektralen

Konvergenzverhalten ab [119]. Im Vergleich zur FEM werden bei der SEM nach Patera

deutlich weniger Knoten pro Wellenlänge bei gleichen Anforderungen an die Genauigkeit

der Lösung benötigt. Folglich weist diese Methode deutliche Vorteile bei der Berechnung

der komplexen Dispersionskurven, aber auch bei der Transmissionsberechnung im höheren

Frequenzbereich, auf. Ein ausführlicher Überblick über den Stand der Forschung der SEM

wird im Unterabschnitt 3.1.2 gegeben.
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1.4 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der effizienten numerischen Simulation der Wellen-

ausbreitungsprobleme in verschiedensten phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen. Da-

bei wird zur Analyse von schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen die SEM

nach Doyle verwendet. Für 2D Strukturen, beispielsweise Platten- oder Schalentrag-

werke, ist diese Methode nur bedingt geeignet, da für die Herleitung der spektralen

Elementmatrizen die analytische Lösung der jeweiligen Bewegungsgleichungen benötigt

wird. Daher ist diese Methode bei derartigen Tragwerken auf sehr einfache Probleme be-

schränkt. Aus diesem Grund wird für die Analyse der 2D dickwandigen bzw. gedrungenen

phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen die SEM nach Patera verwendet, die die geo-

metrische Flexibilität der FEM beibehält und gleichzeitig deutlich weniger Freiheitsgrade

bei den gleichen Anforderungen an die Genauigkeit der Lösung benötigt. Auch wenn so-

wohl die SEM nach Doyle [34, 118, 167] als auch die SEM nach Patera [42, 119, 130]

bereits vereinzelt zur Behandlung der Wellenausbreitungsprobleme in phononischen Ma-

terialien und Strukturen eingesetzt wurden, gibt es nach Wissen des Autors bisher keine

Untersuchungen zur Effizienz der Verfahren hinsichtlich der Berechnung der komplexen

Dispersionskurven und der Wellentransmissionen. Daher ist es ein Ziel dieser Arbeit, diese

Lücke zu schließen.

Weiterhin soll in dieser Arbeit untersucht werden, wie die Wellenausbreitungseigenschaf-

ten von phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen gezielt auf vorgegebene Anforderun-

gen, beispielsweise eine optimale Schall- und Schwingungsisolierung, abgestimmt werden

können. Dabei werden insbesondere passive und aktive Maßnahmen zur Beeinflussung der

Wellenausbreitungseigenschaften vorgeschlagen und ausführlich untersucht.

Die Hauptziele dieser Arbeit können wie folgt zusammengefasst werden:

• Entwicklung eines numerischen Werkzeugs auf der Basis der SEM nach Doyle zur

Analyse der Wellenausbreitungseigenschaften von 2D schlanken phononischen Zick-

Zack-Gitterstrukturen.

• Analyse der Genauigkeit und Effizienz des entwickelten numerischen Werkzeugs auf

der Basis der SEM nach Doyle.

• Untersuchungen zur passiven und aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsver-

haltens in 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

• Entwicklung eines numerischen Werkzeugs auf der Basis der SEM nach Patera zur

Analyse der Wellenausbreitungseigenschaften von 2D dickwandigen phononischen

Zick-Zack-Gitterstrukturen.
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• Analyse der Genauigkeit und Effizienz des entwickelten numerischen Werkzeugs auf

der Basis der SEM nach Patera.

• Untersuchungen zur passiven und aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsver-

haltens in dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

Die vorliegende Arbeit umfasst insgesamt, einschließlich dieser Einleitung, sechs Kapitel.

Nach der Einleitung in diesem Kapitel werden in Kapitel 2 die wesentlichen theoreti-

schen Grundlagen dargestellt. Im ersten Teil des Kapitels werden die Grundgleichungen

der Elastodynamik hergeleitet, beginnend mit den Wellenausbreitungsproblemen in 3D

sowie 2D Kontinua und gefolgt von den Stab- und Balkenschwingungen. Im zweiten Teil

des Kapitels werden die Grundlagen der Wellenausbreitungsprobleme in phononischen

Materialien und Strukturen bereitgestellt.

Im Kapitel 3 werden die Grundlagen der SEM nach Doyle und der SEM nach Pate-

ra dargestellt. Im ersten Teil des Kapitels wird die Herleitung des spektralen Stabele-

ments sowie des Balkenelements nach der Theorie II. Ordnung für die SEM nach Doyle

erläutert. Im zweiten Teil des Kapitels werden die Grundlagen der SEM nach Patera be-

schrieben. Dabei werden die verwendeten Formfunktionen hergeleitet und die zugehörige

spezielle Knotenverteilung sowie die numerischen Vorteile erläutert. Im letzten Teil des

Kapitels werden für die beiden SEM-Varianten die Möglichkeiten zur Berücksichtigung

von endlichen fiktiven Berandungen dargelegt.

Mithilfe des entwickelten numerischen Werkzeugs auf der Basis der SEM nach Doyle

werden im Kapitel 4 2D schlanke phononische Zick-Zack-Gitterstrukturen analysiert.

Dabei wird zunächst die Vorgehensweise zur Bestimmung der Dispersionskurven erläutert

und die Effizienz und Genauigkeit des Verfahrens untersucht. Es folgen dann umfangreiche

Untersuchungen zur passiven und aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens

in 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen. Dabei werden die Einflüsse

der geometrischen Parameter, der Steifigkeitsverhältnisse, der diskreten Einzelmassen als

Resonatoren und der geometrischen Nichtlinearität untersucht.

Im Kapitel 5 erfolgt die Analyse von 2D dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitter-

strukturen mithilfe der SEM nach Patera. Auch hier wird zunächst die Vorgehensweise

zur Bestimmung der Dispersionkurven erläutert und die Effizienz und Genauigkeit des

Verfahrens untersucht. Anschließend folgen ausführliche Untersuchungen zur passiven und

aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens durch die Verwendung von Per-

forationen in den Zick-Zack-Armen, durch die Einführung von lokalen Resonatoren, und

durch die Staffelung von unterschiedlichen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

Abschließend werden die Ergebnisse dieser Arbeit im Kapitel 6 zusammengefasst und

ein Ausblick auf künftige Forschungsarbeiten gegeben.
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Im Anhang 6.2 wird zunächst die Fourier-Transformation zur Überführung von Dif-

ferentialgleichungen vom Zeit- in den Frequenzbereich beschrieben. Anschließend werden

die spektralen Formfunktionen und die spektrale Steifigkeitsmatrix des Balkenelements

nach der Theorie II. Ordnung angegeben. Zuletzt werden die Eigenwertgleichungen zur

Bestimmung der komplexen Dispersionskurven und die zugehörigen benötigten Koeffizi-

entenmatrizen dargestellt.
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2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen theoretischen Grundlagen dieser Arbeit dar-

gestellt. Im Abschnitt 2.1 werden zuerst die allgemeinen Fälle der Wellenausbreitung in

3D und 2D Kontinua erläutert und anschließend die für diese Arbeit wichtigen Grund-

gleichungen der Stab- und Balkenschwingungen hergeleitet. Im Abschnitt 2.2 werden die

Grundlagen der Wellenausbreitung in phononischen Strukturen beschrieben.

Die theoretischen Grundlagen in diesem Kapitel sind in zahlreichen Arbeiten ausführlich

beschrieben und werden hier nur zusammenfassend dargestellt. Für eine ausführlichere

Darstellung der Grundlagen der Kontinuumsmechanik wird auf Holzapfel [50], Be-

cker und Gross [10] oder Altenbach [3] verwiesen. Zur Thematik der Stab- und

Balkenschwingungen werden die Werke von Oñate [109], Gasch et al. [38] oder Gross

et al. [41] empfohlen. Eine vertiefte Beschreibung des Wellenausbreitungsverhaltens in

periodischen Materialien und Strukturen wird in den Arbeiten von Kittel [66], Ash-

croft [6], Laude [75], Deymier [26] und Khelif et al. [65] gegeben.

2.1 Grundgleichungen der Elastodynamik

2.1.1 Bewegungsgleichungen für ein 3D Kontinuum

Die Wellenausbreitung im 3D elastischen Kontinuum kann mithilfe der dynamischen

Gleichgewichtsgleichungen, der Kinematik und des Materialgesetzes beschrieben werden.

Dabei können die Gleichgewichtsgleichungen der linearen Elastizitätstheorie anhand der

Gleichgewichtsbetrachtungen an einem finiten Teilvolumen, wie in Abb. 2.1 dargestellt,

hergeleitet werden. Zur Vereinfachung wird zunächst der statische Fall, also unter Ver-

V

dV
dA

y, x2
x, x1

z, x3
fi

A

ni

ti

Abbildung 2.1: Finites Teilvolumen, an dem eine Volumenkraft fi und eine Oberflächenkraft
ti wirken.

13



Theoretische Grundlagen

nachlässigung der Trägheitskräfte, betrachtet. Die resultierenden Kräfte infolge der Volu-

menkraft fi und der Oberflächenkraft ti müssen im Gleichgewicht stehen, d.h.,∫
A

tidA+

∫
V

fidV = 0, i = 1, 2, 3, (2.1)

wobei A die Oberfläche und V das Volumen des Körpers ist. Für eine verkürzte Schreibwei-

se wird nachfolgend die Einsteinsche Summationskonvention verwendet, nach der über

doppelt auftretende Indizes in einer Gleichung aufsummiert wird. Mithilfe der Cauchy-

schen Formel kann bei gegebenem Spannungstensor σij jedem Normalenvektor ni ei-

ne Oberflächenkraft bzw. ein Spannungsvektor ti über die Beziehung ti = σijnj mit

i, j = 1, 2, 3 zugeordnet werden. Dabei sind σij die Komponenten des Cauchyschen

Spannungstensors

σ =

 σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 =

 σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

 , (2.2)

wobei die Hauptdiagonale die Normalspannungen und die Nebendiagonalen die Schub-

spannungen darstellen. Der Spannungstensor ist aufgrund des lokalen Momentengleich-

gewichts zudem symmetrisch und es gilt σij = σji. Mithilfe des Gaussschen Integralsat-

zes [174] kann nun das Oberflächenintegral aus Gl. (2.1) durch ein Volumenintegral ersetzt

werden und es ergibt sich daraus∫
V

(σij,j + fi) dV = 0, i, j = 1, 2, 3. (2.3)

Der Index nach dem Komma kennzeichnet dabei die Variable xj, nach der partiell diffe-

renziert wird, beispielsweise fi,j =
∂fi
∂xj

. Gleichung (2.3) kann nur erfüllt werden, wenn der

Integrand den Wert Null annimmt. Somit lauten die Gleichgewichtsgleichungen

σij,j + fi = 0, i, j = 1, 2, 3, (2.4)

oder ausführlich geschrieben

∂σxx

∂x
+

∂σxy

∂y
+

∂σxz

∂z
+ fx = 0,

∂σyx

∂x
+

∂σyy

∂y
+

∂σyz

∂z
+ fy = 0,

∂σzx

∂x
+

∂σzy

∂y
+

∂σzz

∂z
+ fz = 0.

(2.5)
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Der Spannungstensor σij ist durch das lineare Elastizitätsgesetz mit dem Verzerrungsten-

sor εkl über

σ = D : ε bzw. σij = Dijklεkl, i, j, k, l = 1, 2, 3, (2.6)

verknüpft. Der linearisierte Verzerrungstensor ε eines infinitesimalen Elements ist unter

Annahme kleiner Deformationen durch

ε =
1

2

(
(∇u)T +∇u

)
=

 ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 =

 εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

 (2.7)

gegeben, wobei u = [u v w]T der Verschiebungsvektor mit den Verschiebungskomponen-

ten u in x-Richtung, v in y-Richtung und w in z-Richtung ist. Meistens werden auf den

Nebendiagonalen anstelle der Verzerrungen εij die Gleitungen γij verwendet, wobei der

Zusammenhang εxy =
1
2
γxy, εxz =

1
2
γxz und εyz =

1
2
γyz besteht. Der Nabla-Operator ist

definiert als ∇ =
[

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

]T
. Ebenso wie der Spannungstensor ist auch der Verzerrungs-

tensor symmetrisch und es gilt εij = εji.

Der Elastizitätstensor Dijkl in Gl. (2.6) hat im allgemeinen Fall eines anisotropen Materi-

als 21 unabhängige Elastizitätskonstanten. In dieser Arbeit werden ausschließlich isotrope

Materialien betrachtet, für die sich die Anzahl der unabhängigen Konstanten auf 2 re-

duziert. Aufgrund der Symmetrie des Spannungs- und Verzerrungstensors ist auch der

Elastizitätstensor symmetrisch und es gilt

Dijkl = Djikl, Dijkl = Djilk, Dijkl = Dklij.

Mithilfe der Nyeschen Notation kann der Elastizitätstensor 4. Stufe zu einer Matrix

Dij (i, j = 1, 2, ..., 6) bzw. D, also einem Tensor 2. Stufe, mit

D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0

ν 1− ν ν 0 0 0

ν ν 1− ν 0 0 0

0 0 0 1−2ν
2

0 0

0 0 0 0 1−2ν
2

0

0 0 0 0 0 1−2ν
2


(2.8)

zusammengefasst werden. Dabei bezeichnet E den Elastizitätsmodul und ν die Poisson-

Zahl des Materials. Auch der Spannungs- und der Verzerrungstensor 2. Stufe können zu

den Vektoren σ und ε, also Tensoren 1. Stufe, mit

σ = [σxx σyy σzz σxy σxz σyz]
T und ε = [εxx εyy εzz γxy γxz γyz]

T (2.9)
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zusammengefasst werden. Für das Elastizitätsgesetz folgt somit die kompakte Schreibwei-

se

σ = Dε. (2.10)

Schließlich ergibt sich durch Einsetzen von Gl. (2.6) und Gl. (2.7) in Gl. (2.4) ein System

von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dabei werden die drei Gleichge-

wichtsgleichungen aus (2.5) mithilfe eines Matrizen-Differentialoperators

∇̃T =



∂

∂x
0 0

∂

∂y

∂

∂z
0

0
∂

∂y
0

∂

∂x
0

∂

∂z

0 0
∂

∂z
0

∂

∂x

∂

∂y


(2.11)

zusammengefasst zu

∇̃Tσ + f = 0. (2.12)

Diese Gleichung beschreibt die Gleichgewichtsbedingungen eines 3D Körpers infolge einer

statischen oder quasi-statischen äußeren Belastung. Im Fall einer dynamischen Beanspru-

chung wirken zusätzlich die Trägheitskräfte ρ∂2u
∂t2

mit der Massendichte ρ. Nachfolgend

wird die übliche Newtonsche Notation verwendet und die erste Zeitableitung einer Va-

riable durch d•
dt

= •̇, bzw. die zweite Zeitableitung durch d2•
dt2

= •̈, gekennzeichnet. Somit

ergeben sich die Bewegungsgleichungen für ein Kontinuum im Zeitbereich zu

∇̃Tσ + f = ρü. (2.13)

In dieser Arbeit werden insbesondere die Bewegungsgleichungen im Frequenzbereich be-

nötigt, die sich durch die Anwendung der Fourier-Transformation (s. Anhang A) auf

Gl. (2.13) herleiten als

∇̃Tσ + f = −ρω2u. (2.14)

Teilweise ist es sinnvoll die Gl. (2.14) mithilfe der kinematischen Beziehungen aus der Gl.

(2.7) und dem Elastizitätsgesetz aus der Gl. (2.10) in

µ∇2u+(λ+µ)∇(∇·u)+ f = −ρω2u, mit λ =
νE

(1− 2ν)(1 + ν)
und µ =

E

2(1 + ν)
(2.15)

zu überführen, wobei λ und µ die Lamé-Konstanten sind. Diese gekoppelten Verschie-

bungsdifferentialgleichungen 2. Ordnung werden auch als Navier-Lamésche Gleichungen

bezeichnet.
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2.1.2 Bewegungsgleichungen für ein 2D Kontinuum

Häufig sind ingenieurtechnische Problemstellungen unabhängig von einer der drei Raum-

richtungen und lassen sich in guter Näherung als 2D bzw. ebene Probleme behandeln.

Bei der Modellierung dieser ebenen Probleme wird in Abhängigkeit der getroffenen An-

nahmen zwischen dem ebenen Verzerrungszustand (EVZ) und dem ebenen Spannungs-

zustand (ESZ) unterschieden. Beim ebenen Verzerrungszustand wird unterstellt, dass die

Verschiebungskomponente in z-Richtung verschwindet und die übrigen Verschiebungs-

komponenten unabhängig von der z-Richtung sind. Folglich verschwinden auch sämtliche

Verzerrungskomponenten in z-Richtung, also εzz, εyz und εxz, und man spricht daher vom

ebenen Verzerrungszustand. Der EVZ kann in sehr guter Näherung zur Modellierung von

Bauteilen verwendet werden, deren Geometrie und Belastung invariant in z-Richtung sind

und bei denen gleichzeitig die Verschiebung w verhindert ist. Bauteile oder Bauwerke, die

eine sehr große Ausdehnung entlang der z-Achse aufweisen, wie der in Abb. 2.2a darge-

stellte Staudamm, können in sehr guter Näherung mithilfe des EVZ modelliert werden.

Hingegen kann der ebene Spannungszustand für Bauteile verwendet werden, deren Dicke

deutlich kleiner gegenüber den übrigen Abmessungen ist und die zudem nur in ihrer Ebene

belastet werden. Meistens liegen diese Bedingungen in Scheibenproblemen vor. Folglich

sind die Spannungskomponenten σzz, σyz und σxz an den Scheibenoberflächen gleich Null

und aufgrund der geringen Dicke sind sie auch im Scheibeninneren näherungsweise gleich

Null, es liegt also ein ebener Spannungszustand vor. Das im Bauwesen bekannteste Bei-

spiel für ein scheibenartiges Bauteil, welches entsprechend gut mit dem ESZ berechnet

werden kann, stellt die in Abb. 2.2b veranschaulichte dünne Wandstruktur dar.

y

x

z

(a) (b)

Abbildung 2.2: (a) Ein Staudamm als Beispiel für ein Bauwerk, welches in guter Näherung
mittels EVZ berechnet werden kann. (b) Eine Wand als Beispiel für ein scheibenartiges Bauteil,
welches in guter Näherung mittels ESZ berechnet werden kann. Die dunkelgrau dargestellten
Ebenen veranschaulichen beispielhaft die Modellierung als ebene Flächen.

Die Bewegungsgleichungen für 2D bzw. ebene Strukturen nach dem EVZ oder ESZ lassen

sich direkt aus den im Unterabschnitt 2.1.1 dargestellten Bewegungsgleichungen für das

3D Kontinuum herleiten. Im Rahmen dieser Arbeit wird allerdings nur der ESZ betrachtet,
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für den die wesentlichen Änderungen gegenüber dem 3D Fall nachfolgend zusammenge-

fasst sind.

Ebener Spannungszustand

Im ESZ eines isotropen Körpers sind die Komponenten σzz, σyz = σzy und σxz = σzx im

Spannungstensor Gl. (2.2) und somit auch in dem Vektor σ aus Gl. (2.9) gleich Null. Durch

Einsetzen in das Elastizitätsgesetz aus Gl. (2.10) und Auflösen nach den Verzerrungen

erhält man

εxx =
σxx − νσyy

E
, εyy =

σyy − νσxx

E
, εzz = −ν (σxx + σyy)

E
,

γxy =
2σxy (1 + ν)

E
und γxz = γyz = 0.

(2.16)

Folglich liegt im ESZ zwar ein ebenes Problem vor, es können jedoch in allen drei Raum-

richtungen Verzerrungen und Verschiebungen auftreten. Setzt man nun die Beziehung für

εzz aus Gl. (2.16) wieder in das Elastizitätsgesetz aus Gl. (2.10) ein, erhält man nach einer

Umformung  σxx

σyy

σxy

 =
E

1− ν2

 1 ν 0

ν 1 0

0 0 1−ν
2


 εxx

εyy

γxy

 . (2.17)

Der isotrope Elastizitätstensor DESZ für den ESZ ist also definiert durch

DESZ =
E

1− ν2

 1 ν 0

ν 1 0

0 0 1−ν
2

 . (2.18)

2.1.3 1D Stab- und Balkenschwingungen

Die Bewegungsgleichungen für 1D Stäbe und Balken können anhand der dynamischen

Gleichgewichtsbetrachtungen an einem infinitesimalen Element hergeleitet werden. Dabei

wird für die folgenden Herleitungen eine übliche Notation verwendet, nach der die erste

Ableitung einer Variable nach x durch d•
dx

= •′, die zweite Ableitung nach x durch d2•
dx2 = •′′

und so weiter ad infinitum, gekennzeichnet wird.

Stabschwingungen

Für die Herleitung der Differentialgleichung für 1D Stabschwingungen wird das in Abb.

2.3 dargestellte infinitesimale Stabelement mit der Massendichte ρ und der konstanten

Querschnittsfläche A betrachtet. Das Stabelement führt Longitudinalschwingungen in x-

Richtung mit der zeitabhängigen Verschiebung u = u(x, t) aus. An den Schnittufern des
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Elements wirkt die Normalkraft N und am rechten Schnittufer wirkt zusätzlich die infini-

tesimale Änderung der Normalkraft N ′dx. Im Schwerpunkt des Stabelements wirkt zudem

die d’Alembertsche Trägheitskraft ρA ·dx · ü. Durch eine äußere Streckenlast n = n(x, t)

wird das Stabelement zu Schwingungen angeregt. Es folgt das axiale Kräftegleichgewicht

ρAüdx = ndx−N + (N +N ′dx) ⇒ ρAü = n+N ′, (2.19)

wobei die Normalkraft N über das lineare Elastizitätsgesetz mit der Verschiebung u durch

N = EAu′ (2.20)

verknüpft ist. Ableiten von Gl. (2.20) nach x und Einsetzen in Gl. (2.19) liefern schließlich

die Bewegungsgleichung für longitudinale Stabschwingungen als

EAu′′ − ρAü = −n. (2.21)

dx

N N +N ′dxρA · dx · ü

x
ndx

Abbildung 2.3: Dynamisches Gleichgewicht am infinitesimalen Stabelement.

Balkenschwingungen

Aufgrund der Untersuchungen im Kapitel 4 zum Einfluss der geometrischen Nichtlinea-

rität auf das Wellenausbreitungsverhalten in phononischen Balkenstrukturen wird bei

der Herleitung der Bewegungsgleichung für 1D Balkenschwingungen die geometrische

Nichtlinearität für kleine Verformungen (Theorie II. Ordnung) berücksichtigt. Dabei kann

die Bewegungsgleichung für Balken nach Theorie II. Ordnung anhand der dynamischen

Gleichgewichtsbetrachtung an einem verformten infinitesimalen Balkenelement hergelei-

tet werden. An den Schnittufer wirken, wie in Abb. 2.4 veranschaulicht, die Transver-

salkraft T , die Longitudinalkraft S und das Biegemoment M . Am rechten Schnittufer

werden zusätzlich die infinitesimalen Änderungen der Schnittgrößen innerhalb des Bal-

kenelements berücksichtigt. Außerdem wird die d’Alembertsche Trägheitskraft ergänzt,

die sich aus dem Produkt der Massendichte ρ mit der Querschnittsfläche A, der infinite-

simalen Länge dx des Elements und der Beschleunigung ẅ ergibt. Dabei ist w = w(x, t)

die transversale Auslenkung in Abhängigkeit der Längskoordinate x und der Zeit t. Durch

eine äußere Streckenlast q = q(x, t) wird das Balkenelement zu Schwingungen angeregt.

Weiterhin wird angenommen, dass die Längskraft über die Balkenlänge konstant ist und

die Bernoulli-Theorie für schubstarre Balken gültig ist. Dementsprechend gilt für den
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Zusammenhang zwischen dem Biegemoment M und der transversalen Verschiebung w,

sowie zwischen der Verschiebung w und der Verdrehung θ

M = −EIw′′ und θ = −w′, (2.22)

wobei I das Flächenträgheitsmoment um die y-Achse ist. Aus den Gleichgewichtsbedin-

gungen
∑

S = 0,
∑

T = 0 und
∑

M = 0 folgt∑
S = 0 : S − (S + S ′dx) = 0 ⇒ S = konst., (2.23)∑
T = 0 : T − (T + T ′dx) + ρAẅdx− qdx = 0 ⇒ T ′ = ρAẅ − q, (2.24)∑
M = 0 : M − (M +M ′dx) + Tdx− Sw′dx− qdx

dx

2
= 0. (2.25)

Auflösen von Gl. (2.25) nach M ′ unter der Vernachlässigung des Produkts aus differenti-

ellen Größen und anschließendes Ableiten nach x liefern unter Berücksichtigung von Gl.

(2.24)

M ′′ = −Sw′′ + T ′ T ′=ρAẅ−q
=======⇒ M ′′ = −Sw′′ + ρAẅ − q. (2.26)

Aus dem Zusammenhang zwischen M und w aus Gl. (2.22) folgt unter der Annahme einer

konstanten Biegesteifigkeit EI und nach zweimaligem Ableiten nach x

EIw′′′′ +M ′′ = 0. (2.27)

Anschließendes Einsetzen von Gl. (2.26) in Gl. (2.27) liefert

EIw′′′′ − Sw′′ + ρAẅ = q. (2.28)

Gleichung (2.28) ist die Bewegungsgleichung zur Beschreibung von transversalen Balken-

schwingungen nach Theorie II. Ordnung unter Vernachlässigung der Einflüsse aus der

Dämpfung und der Drehträgheit.

x dx

w

E, ρ,A, I

ρA · dx · ẅ

θ

θ + θ′dx

w + w′dx

T

M

S
M +M ′dx

S + S ′dx
T + T ′dx

q

Abbildung 2.4: Dynamisches Gleichgewicht am verformten infinitesimalen Balkenelement.
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2.2 Wellenausbreitung in phononischen Strukturen

Die Wellenausbreitung in periodischen phononischen Materialien und Strukturen kann

typischerweise charakteristische Bandlücken (BL) aufweisen. Grundsätzlich können die

Bandlücken von phononischen Materialien und Strukturen durch zwei unterschiedliche

physikalische Mechanismen, die Bragg-Streuung und die lokale Resonanz, entstehen.

Dabei leitet sich der Mechanismus der Bragg-Streuung aus der Bragg-Gleichung ab,

die die Interferenz von Wellen bei der Streuung an einem Kristallgitter beschreibt [13]. Das

Wellenausbreitungsverhalten in phononischen Materialien und Strukturen wird also durch

das Wellenausbreitungsverhalten in kristallinen Strukturen bestimmt. Der Ausgangspunkt

für die Beschreibung der Symmetrieeigenschaften von kristallinen oder ähnlichen peri-

odisch aufgebauten Strukturen ist das Konzept der sogenannten Bravais-Gitter [26]. Im

Gegensatz zu den Bragg-Bandlücken muss die Periodizität der Struktur zur Entstehung

von Resonanz-Bandlücken nicht streng eingehalten werden. Dabei treten in bestimmten

Frequenzbereichen ausgeprägte Resonanzeffekte auf. Beispielsweise bei den klassischen

phononischen Kristallen zwischen den schwingenden Einschlüssen (Resonatoren) und den

einfallenden Wellen.

2.2.1 Geometrische Beschreibung von periodischen Gitterstruk-

turen

Allgemein ist ein Bravais-Gitter definiert als ein unendliches Feld mit diskreten Punk-

ten, die so angeordnet und ausgerichtet sind, dass das Feld immer genau gleich aussieht,

unabhängig davon welcher der Punkte betrachtet wird [6]. Mathematisch kann ein 2D

Bravais-Gitter somit durch eine Sammlung von Punkten mit den jeweiligen Ortsvekto-

ren

r = na1 +ma2, n,m ∈ Z, (2.29)

beschrieben werden, wobei a1 und a2 die Translationsvektoren des Bravais-Gitters sind

und das Gitter aufspannen. Im allgemeinen 3D Fall gibt es 14 verschiedene Bravais-Gitter

die wiederum 7 verschiedenen Kristallsystemen zugeordnet werden. Allerdings reduziert

sich die Anzahl der unterschiedlichen Bravais-Gitter im 2D Fall auf 5, wobei im Rah-

men dieser Arbeit nur das quadratische und das rechteckige Bravais-Gitter betrachtet

werden. Die im realen Raum definierten Bravais-Gitter werden häufig auch als direkte

Gitter (engl.: direct lattice) bezeichnet. Für die Beschreibung und Analyse der Wellen-

ausbreitung in kristallinen Strukturen ist jedoch insbesondere das reziproke Gitter (engl.:

reciprocal lattice) von besonderer Bedeutung. Dabei ergibt sich das reziproke Gitter durch

die Menge aller Wellenvektoren K = [k1, k2, ...], die ebene Wellen mit der Periodizität

des gegebenen Bravais-Gitters beschreiben [6]. Der reziproke Raum wird daher auch als
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Raum der Wellenvektoren oder k-Raum bezeichnet. Das reziproke 2D Gitter kann analog

zum direkten Gitter durch Translationsvektoren a1 und a2 beschrieben werden, die mit

den Translationsvektoren des direkten Gitters über

a1 = 2π
a2 × (a1 × a2)

|a1 × a2|2
, a2 = 2π

(a1 × a2)× a1

|a1 × a2|2
(2.30)

verknüpft sind. Auf eine ausführliche Beschreibung der Bravais-Gitter und der zugehöri-

gen reziproken Gitter wird in dieser Arbeit verzichtet und stattdessen wird auf die Werke

von Ashcroft [6] und Kittel [66] verwiesen.

In Abb. 2.5 ist beispielhaft ein quadratisches Bravais-Gitter (a) mit dem zugehörigen

reziproken Gitter (b) dargestellt. Dabei sind sowohl für das direkte als auch das reziproke

Gitter die durch die Translationsvektoren aufgespannten Einheitszellen in hellgrau mar-

kiert. Häufig gibt es verschiedene Möglichkeiten die Translationsvektoren und Einheitszel-

len eines Gitters festzulegen. Üblicherweise wird jedoch die Wigner-Seitz-Zelle als Ein-

heitszelle gewählt, die im reziproken Raum der ersten Brillouin-Zone entspricht [14,26].

Dabei ist die erste Brillouin-Zone die Menge aller Punkte im Raum der Wellenvekto-

ren, die vom Ursprung erreicht werden können ohne eine Bragg-Linie zu kreuzen. Als

Bragg-Linien werden wiederum alle Linien bezeichnet, welche die Linien, die einen be-

stimmten Punkt des Gitters mit allen anderen Punkten des reziproken Gitters verbinden,

halbieren [26]. Auf analoge Weise können auch höhere Brillouin-Zonen konstruiert wer-

den, so ergibt sich die n-te Brillouin-Zone durch die Menge aller Punkte, die vom

Ursprung durch Kreuzung von (n− 1) Bragg-Linien erreicht werden können. Die ersten

drei Brillouin-Zonen sowie die ersten Bragg-Linien des 2D quadratischen Bravais-

Gitters sind in Abb. 2.5b dargestellt.

Im Hinblick auf die Analyse des Wellenausbreitungsverhaltens in periodischen Strukturen

1
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2 2

2

3 3

3

3 3

3

3 3

Γ X

M

k1

k2
π
d

π
d

−π
d

−π
d

(b) (c)(a)

a1

a2
ζ1

ζ2

Ω

Ψ

d 2π/d

a1

a2

Abbildung 2.5: (a) Quadratisches Bravais-Gitter im realen Raum (direktes Gitter) mit der
Gitterkonstante d. (b) Zugehöriges reziprokes Gitter mit den ersten drei Brillouin-Zonen,
wobei die erste Brillouin-Zone der Wigner-Seitz-Zelle entspricht. Die Linien stellen die
verschiedenen Bragg-Linien des Gitters dar. (c) Die erste Brillouin-Zone und der irreduzible
Teil Ψ der ersten Brillouin-Zone (IBZ), der durch die hohen Symmetriepunkte Γ, X und M
aufgespannt wird.
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kommt dabei jedoch nur der ersten Brillouin-Zone eine große Bedeutung zu, da auf-

grund der Periodizität der Struktur sämtliche Eigenschaften innerhalb der ersten Bril-

louin-Zone beschrieben werden können [26]. Liegen zudem bestimmte Symmetrieeigen-

schaften in der Einheitzelle Ω des direkten Gitters vor, dann kann die erste Brillouin-

Zone reduziert werden. Dazu müssen alle Einflussparameter, beispielsweise der E-Modul

E, die Massendichte ρ oder auch die Geometrie der Einheitszelle, die entsprechende Sym-

metrieeigenschaft erfüllen. Zur Vereinfachung können die genannten unterschiedlichen

Einflussfaktoren in einem Parameter p zusammengefasst werden [27]. Weiterhin kann die

räumliche Änderung von p innerhalb von Ω durch die lokalen Koordinaten ζ1, ζ2, wie in

Abb. 2.5a dargestellt, beschrieben werden. Ist p(ζ1, ζ2) invariant unter den Transforma-

tionen

(ζ1, ζ2) 7→ (−ζ1, −ζ2) , (ζ1, ζ2) 7→ (−ζ1, ζ2) , (ζ1, ζ2) 7→ (ζ2, ζ1) ,

dann sind nachCox undDobson [20] auch alle ebenen Wellen, die durch die Wellenvekto-

ren k = [k1, k2]
T in der ersten Brillouin-Zone beschrieben werden, invariant gegenüber

den Transformationen

(k1, k2) 7→ (−k1, −k2) , (k1, k2) 7→ (−k1, k2) , (k1, k2) 7→ (k2, k1) ,

und die erste Brillouin-Zone kann auf den in Abb. 2.5c dargestellten dreieckförmigen

Bereich Ψ reduziert werden. Der Bereich Ψ wird auch als erste irreduzible Brillouin-

Zone (IBZ - engl.: irreducible Brillouin-zone) bezeichnet. Die Eckpunkte Γ, X und M der

IBZ sind dabei die sogenannten hohen Symmetriepunkte der Brillouin-Zone. Mithilfe

der IBZ kann eine effiziente Berechnung der Dispersionskurven von periodischen Materia-

lien und Strukturen erfolgen.

2.2.2 Mechanismen zur Entstehung von Bandlücken

Mechanismus der BRAGG-Streuung

Der Mechanismus derBragg-Streuung (Bragg-Mechanismus) zur Entstehung von Band-

lücken (BL) in phononischen Materialien und Strukturen leitet sich aus der im Jahr 1913

von W. L. Bragg und W. H. Bragg vorgeschlagenen Gleichung zur Beschreibung

der Beugung von Röntgenstrahlen an kristallinen Feststoffen ab [13], die heutzutage als

Bragg-Gleichung bekannt ist. Das Beugungsphänomen geht dabei auf die Streuung der

Röntgenstrahlen an den einzelnen Atomen des Kristallgitters zurück. W. L. Bragg und

W. H. Bragg interpretierten die Streuung als Reflexionen der Röntgenstrahlen in den

verschiedenen Gitterebenen des Kristalls [13]. Der Eindruck einer Reflexion entsteht al-
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lerdings nur auf makroskopischer Ebene, der dadurch auftritt, dass jedes Teilchen des

Gitters als Streuzentrum der einfallenden Röntgenstrahlen wirkt und entsprechend eine

Sekundärwelle emitiert [105]. Diese Sekundärwellen setzen sich nach Huygens zu einer

reflektierten Welle zusammen, wobei die reflektierten Wellen aller parallelen Gitterebenen

interferieren [91, 105]. Die Bragg-Gleichung beschreibt dabei die Bedingung, unter der

diese Wellen konstruktiv interferieren, wodurch makroskopisch der Eindruck einer Refle-

xion entsteht. Dazu muss der Gangunterschied 2δ zwischen den gebeugten Wellen zweier

Gitterebenen, wie in Abb. 2.6 dargestellt, einem ganzzahligen Vielfachen der Wellenlänge

λ entsprechen. Es muss also gelten

2δ = nλ, (2.31)

wobei n = 1, 2, 3, ... als Beugungsordnung bezeichnet wird. Der Gangunterschied δ kann

wiederum durch die Gitterkonstante d und den Bragg-Winkel θ über

δ = d sin(θ) (2.32)

ausgedrückt werden. Einsetzen von Gl. (2.32) in Gl. (2.31) liefert die Bragg-Gleichung

nλ = 2d sin(θ). (2.33)

Auch im Hinblick auf phononische Materialien und Strukturen beschreibt die Bragg-

Gleichung die Bedingung für eine Reflexion der einfallenden Welle. Erfüllt eine einfal-

lende Welle die Bragg-Gleichung kann diese sich folglich nicht in der Struktur aus-

breiten und es liegt eine Bandlücke vor. Derartige Bandlücken, die infolge der Bragg-

Streuung entstehen, werden auch als Bragg-Bandlücken (BG-BL) bezeichnet. Die erste

Bragg-Bandlücke ist dabei zugehörig zu der Beugungsordnung n = 1, die zweite Bragg-

Bandlücke ist zugehörig zu der Beugungsordnung n = 2, und so weiter ad infinitum. Bei-

spielsweise ergibt sich aus Gl. (2.33) für die Beugungsordnung n = 1 und eine senkrecht

zur Gitterebene einfallende Welle (θ = 90◦) eine Wellenlänge von

λ = 2d. (2.34)

d
θ

θ

δ δ

Abbildung 2.6: Beugungsgeometrie am Kristallgitter nach W. L. Bragg und W. H. Bragg.

Seite 24



Theoretische Grundlagen

Setzt man nun in Gl. (2.34) die Wellenlänge

λ =
cS
f

(2.35)

ein, wobei cS [m/s] die Wellengeschwindigkeit der jeweiligen Welle im Ausbreitungsme-

dium und f [Hz] die Frequenz ist, und löst man nach der Frequenz f auf, dann erhält

man

f =
cS
2d

. (2.36)

Die Frequenz, die sich aus Gl. (2.36) ergibt, wird auch als Bragg-Frequenz fB bezeichnet

und gibt ungefähr die Mittenfrequenz der ersten Bragg-Bandlücke an [62,65]. Es besteht

also ein inverser Zusammenhang zwischen der Mittenfrequenz fB der ersten Bandlücke

und der Gitterkonstante d. Bei gleichbleibenden Materialeigenschaften folgt daraus bei-

spielsweise, dass sich die Mittenfrequenz fB bei einer Verdopplung der Gitterkonstante d

ungefähr halbiert. Weiterhin muss zur Entstehung von Bandlücken, beispielsweise bei pho-

nonischen Kompositen bzw. Verbundwerkstoffen, ein ausreichend hoher Kontrast in den

Materialeigenschaften zwischen der Matrix und den Einschlüssen vorliegen und zudem der

sogenannte Füllfaktor, der das Verhältnis zwischen der Fläche der Einschlüsse und der Ge-

samtfläche bei 2D-Strukturen angibt, ausreichend groß sein. Insbesondere der Füllfaktor

beeinflusst auch die Mittenfrequenz der Bandlücken sowie die Breiten der Bandlücken [65].

Neben den bereits genannten Einflussfaktoren hat auch die Form der Einschlüsse einen

nennenswerten Einfluss, so ergeben sich beispielsweise unterschiedliche Mittenfrequenzen

und Breiten der Bandlücken bei Verwendung von quadratischen gegenüber runden Ein-

schlüssen [152]. Aufgrund der unterschiedlichen Einflussfaktoren auf die Entstehung und

Beschaffenheit der Bragg-Bandlücken kann über Gl. (2.36) nur die ungefähre Mittenfre-

quenz der ersten Bandlücke abgeschätzt werden. Dennoch offenbart sich in Gl. (2.36) die

praktische Einschränkung des Bragg-Mechanismus: Für die Entstehung von Bandlücken

im sehr niedrigen Frequenzbereich muss die Gitterkonstante d und damit auch die Ab-

messungen der gesamten phononischen Struktur unpraktisch groß werden. Der zweite

Mechanismus zur Entstehung von Bandlücken, die lokale Resonanz, weißt eine derartige

Einschränkung nicht direkt auf.

Mechanismus der lokalen Resonanz

Der Mechanismus der lokalen Resonanz (LR) weist im Vergleich zum Bragg-Mechanismus

zwei wesentliche Vorteile auf. Zum einen können Resonanz-Bandlücken (LR-BL) deut-

lich unterhalb der Bragg-Grenze nach Gl. (2.36) erzielt werden und zum anderen sind

die Resonanz-Bandlücken weniger sensitiv hinsichtlich Störungen oder Defekten in der

Periodizität der phononischen Struktur [22, 139]. Im Allgemeinen bestehen die lokal-

resonanten Materialien und Strukturen (engl.: locally resonant material/structure), wie
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in Abb. 2.7a veranschaulicht, aus einem harten Kern (z. B. Metall), der durch eine dünne

weiche Materialschicht (z. B. Silikon) umhüllt ist und in einer Matrix (z. B. Epoxid-

harz) eingebettet ist. Die dünne weiche Ummantelung des harten Kerns ermöglicht lokale

Resonanzeffekte zwischen dem Kern und der umgebenden Matrix, wodurch Resonanz-

Bandlücken in Frequenzbereichen entstehen können, die zwei Ordnungen unterhalb der

Bragg-Bandlücken liegen [65]. Dabei schwingt der Kern (Resonator) bei der Resonanz-

frequenz, wie in Abb. 2.7b veranschaulicht, in Gegenphase zu der sich in der Matrix

ausbreiteten Welle. Beide Wellenanteile interferieren destruktiv und es tritt eine teilweise

oder vollständige Auslöschung der sich in der Matrix ausbreitenden Welle auf, sodass also

eine Bandlücke vorliegt.

Analog zu den lokal-resonanten phononischen Kristallen können auch in anderen me-

chanischen Systemen Resonanz-Bandlücken auftreten. In Abb. 2.7c ist die Einheitszelle

eines 1D periodischen Feder-Masse-Systems mit einem Resonator dargestellt. Dabei ist

die Masse m1 der Einheitszelle über die Feder der Steifigkeit c1 mit den beidseitig be-

nachbarten Einheitszellen gekoppelt. Innerhalb der Masse m1 ist ein Resonator mit der

Federsteifigkeit cR und der Masse mR angebracht. Bei diesem einfachen System wird die

Resonanzfrequenz fR bzw. die Resonanzkreisfrequenz ωR bestimmt durch

fR =
ωR

2π
=

1

2π
·
√

cR
mR

, (2.37)

in deren Nähe die lokal-resonante Bandlücke entsteht [55]. Aus Gl. (2.37) wird deutlich,

dass die Entstehung von Resonanz-Bandlücken im Gegensatz zur Entstehung von Bragg-

Bandlücken unabhängig von den Dimensionen der phononischen Struktur (Gitterkonstan-

te d) ist. Somit können theoretisch selbst bei sehr kleinen Strukturen Bandlücken im sehr

niedrigen Frequenzbereich erzielt werden. Allerdings gibt es praktische Einschränkungen

(a)

StahlSilikon

(b)

Epoxid
m1

cR mR

c1

(c)

Abbildung 2.7: (a) 2D lokal-resonanter phononischer Kristall und die zugehörige Einheitszel-
le. (b) Schematisches Verschiebungsfeld einer Einheitszelle im Frequenzbereich einer Bandlücke.
Die Pfeile deuten die Bewegungsrichtung des Kerns bzw. die Ausbreitungsrichtung der Welle in
der Matrix an. (c) Einheitszelle eines 1D periodischen Feder-Masse-Systems mit einem Resona-
tor.
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hinsichtlich der Dichte und Steifigkeit der jeweiligen Komponenten, durch die indirekt eine

Abhängigkeit zwischen den geometrischen Dimensionen und der erreichbaren niedrigsten

Bandlücke entsteht.

Die lokal-resonanten phononischen Materialien und Strukturen werden auch als Metama-

terialien bezeichnet, da in bestimmten Frequenzbereichen außergewöhnliche Materialei-

genschaften, wie beispielsweise eine negative effektive Masse, eine negative effektive Stei-

figkeit oder eine negative Beugung, auftreten. Für eine detaillierte Beschreibung der Ei-

genschaften von Metamaterialien wird an dieser Stelle auf [33,52,53,79,148] verwiesen.

Gegenüberstellung der Mechanismen zur Entstehung von Bandlücken

In der Tab. 2.1 sind die wesentlichen Vor- und Nachteile des Bragg-Mechanismus und des

LR-Mechanismus zusammengefasst und gegenübergestellt. Beim Bragg-Mechanismus ist

insbesondere der Vorteil zu nennen, dass sehr breite Bandlücken erzielt werden können.

Allerdings können aufgrund der geometrischen Beschränkungen nur Bandlücken in ver-

gleichsweise hohen Frequenzbereichen entstehen. Durch den LR-Mechanismus können

zwar Bandlücken in sehr niedrigen Frequenzbereichen erzielt werden, allerdings beschränk-

en sich die Bandlücken auf die unmittelbare Nähe zur Resonanzfrequenz und sind ent-

sprechend sehr schmal.

Tabelle 2.1: Gegenüberstellung der Vor- und Nachteile des Bragg-Mechanismus und des LR-
Mechanismus.

Mechanismus Vorteile Nachteile

Bragg
Sehr breite BL BL im höheren Frequenzbereich

Große Anzahl an BL Strenge Periodizität notwendig

LR
BL im niedrigen Frequenzbereich Sehr schmale BL

Keine strenge Periodizität notwendig Benötigt schwere Resonatoren

2.2.3 Berechnung der Dispersionskurven

Zur Beschreibung des Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Materialien und

Strukturen einschließlich ihrer Bandlücken können die Dispersionsrelationen bzw. -kurven

herangezogen werden. Die Berechnung der Dispersionskurven von periodischen Materiali-

en und Strukturen erfolgt mithilfe des Bloch-Theorems [12], dem zufolge das Wellenfeld

in einem periodischen Medium ebenfalls periodisch ist. Dabei wird die Periodizität des

Wellenfeldes wiederum durch die Dispersionsrelation, also der Beziehung zwischen der

Frequenz f und dem Wellenvektor k, beschrieben [26]. Weiterhin impliziert das Bloch-

Theorem, dass die Änderung der Wellenamplitude zwischen zwei benachbarten Zellen
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unabhängig von den Positionen dieser Zellen ist, da diese Zellen ein repräsentativer Teil

eines unendlich ausgedehnten Gitters sind [55]. Folglich können die Wellenausbreitungs-

eigenschaften eines periodischen Mediums, zumindest für nicht dissipative Materialien,

vollständig durch die Analyse einer repräsentativen Einheitszelle ermittelt werden [55,65].

Über das Bloch-Theorem bzw. die periodischen Bloch-Floquet-Randbedingungen

sind die Verschiebungen uj einer beliebigen Zelle des Gitters mit den Verschiebungen u0

einer Referenzzelle über

uj = e ikru0 (2.38)

verknüpft, wobei r die Translation der Referenzzelle auf die Zelle j des Gitters nach Gl.

(2.29) angibt. Die genaue Vorgehensweise zur Berechnung der Dispersionskurven wird

im Folgenden anhand des in der Literatur bekannten [52, 53, 55] und in der Abb. 2.8

dargestellten 1D periodischen Feder-Masse-Systems mit Resonatoren erläutert. Die sich

periodisch wiederholende Einheitszelle besteht aus einer Masse m1, die über die Feder der

Steifigkeit c1 mit den beidseits angrenzenden Einheitszellen gekoppelt ist. Zusätzlich ist

an der Masse m1 ein Resonator mit der Federsteifigkeit cR und der Masse mR angebracht.

Somit besitzt die Referenzzelle n die zwei Freiheitsgrade un
1 und un

R die wiederum mit den

Freiheitsgraden der benachbarten Zellen nach Gl. (2.38) über

un−1 =

[
un−1
1

un−1
R

]
=

[
un
1

un
R

]
· e−ikd bzw. un+1 =

[
un+1
1

un+1
R

]
=

[
un
1

un
R

]
· e ikd (2.39)

verknüpft sind. Dabei reduziert sich der Wellenvektor k aus der Gl. (2.38) für den 1D Fall

auf die Wellenzahl k und der Gittertranslationsvektor r für die linke Zelle auf den skalaren

Wert −d sowie für die rechte Zelle auf den skalaren Wert +d, wobei d die Gitterkonstan-

te ist. Die Bewegungsgleichungen für die repräsentative Einheitszelle (Referenzzelle) n

können aus dem dynamischen Gleichgewicht abgeleitet werden als(
−ω2m1 + 2c1

)
un
1 − c1

(
un−1
1 + un+1

1

)
− cR (un

R − un
1 ) = 0,(

−ω2mR + cR
)
un
R − cRu

n
1 = 0.

(2.40)

c1

d

 

c1 c1

m1

cR
mR

m1

cR
mR

m1

cR
mR

m1

cR
mR

n-te Zelle (n+1)-te Zelle(n-1)-te Zelle

uR
n

u1
n

uRu1
n-1 n-1

uRu1
n+1 n+1

Abbildung 2.8: Ein 1D periodisches Feder-Masse-System mit Resonatoren. Die repräsentative
Einheitszelle ist durch eine rote gestrichelte Linie gekennzeichnet.
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Mithilfe der Guyan-Kondensation [44] kann der Freiheitsgrad uR des Resonators in der

Gl. (2.40) eliminiert werden und man erhält dann(
−ω2m1 + 2c1 −

c2R
cR − ω2mR

+ cR

)
un
1 − c1

(
un−1
1 + un+1

1

)
= 0. (2.41)

Die Freiheitsgrade un−1
1 und un+1

1 können schließlich mithilfe des Bloch-Theorems durch

un
1 nach Gl. (2.39) ausgedrückt werden. Somit folgt aus der Gl. (2.41) unter Berücksichti-

gung der Euler-Formel(
−ω2m1 + 2c1 −

c2R
cR − ω2mR

+ cR − 2c1 cos(kd)

)
un
1 = 0, (2.42)

wobei zur nichttrivialen Lösung der Gleichung der Klammerausdruck gleich Null sein

muss. Die nichttriviale Lösung entspricht der Dispersionsrelation des Systems, die sich

mit den Beziehungen

ω1 =

√
c1
m1

, ωR =

√
cR
mR

und γ =
mR

m1

in kompakter Form als

2 [1− cos(kd)]− ω2

ω2
1

(
1 +

γ

1− ω2/ω2
R

)
= 0 (2.43)

darstellen lässt. Aus Gl. (2.43) resultiert die Eigenwertgleichung zur Ermittlung der Di-

spersionskurven, wobei es zwei Möglichkeiten zur Lösung der Eigenwertgleichung gibt. Bei

der ersten Möglichkeit wird die Wellenzahl vorgegeben und nach der Eigenkreisfrequenz ω

aufgelöst, man erhält also eine Dispersionsrelation der Form ω(k). Dabei muss die Eigen-

wertgleichung für eine diskrete Anzahl von Wellenzahlen in der ersten Brillouin-Zone

gelöst werden. Für eine effiziente Berechnung wird die Berechnung üblicherweise auf die

Kanten der ersten irreduziblen Brillouin-Zone (IBZ) beschränkt. Im vorliegenden 1D

Fall reduziert sich die IBZ auf das Intervall k ∈ [0, π/d] bzw. die Kante Γ-X. Bei der

zweiten Möglichkeit zur Lösung der Eigenwertgleichung wird die Kreisfrequenz ω vorge-

geben und nach der Wellenzahl k aufgelöst, man erhält also eine Dispersionsrelation der

Form k(ω). Im Gegensatz zur ersten Möglichkeit können die Wellenzahlen hierbei auch

komplexe Werte annehmen. Dabei ist der Imaginärteil der Wellenzahl ein Indikator für

das Abklingverhalten der evaneszenten Wellen innerhalb der Bandlücken und ist inner-

halb des Frequenzbereichs einer Bandlücke betragsmäßig immer größer als Null [76,153].

Die zweite Möglichkeit liefert also komplexe Dispersionskurven, die auch als komplexe

Bandstruktur bezeichnet werden, wohingegen die erste Möglichkeit ausschließlich reelle

Dispersionskurven liefert, die auch als klassische Bandstruktur bezeichnet werden. Die
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zu den Eigenwerten zugehörigen Eigenformen werden auch als Bloch-Wellen bezeich-

net. Im Allgemeinen liefern die komplexen Dispersionskurven zusätzliche Informationen

zum Abklingverhalten der evaneszenten Bloch-Wellen, also zu den Eigenformen inner-

halb der Bandlücken. Dafür ist jedoch der Berechnungsaufwand im Vergleich zur ersten

Möglichkeit in der Regel deutlich höher.

In Abb. 2.9a sind beispielhaft die komplexen Dispersionskurven nach Gl. (2.43) des 1D

Feder-Masse-Systems mit Resonatoren für m1 = 1kg, mR = 2kg, c1 = 1000N/m und

cR = 125N/m dargestellt. Auf der linken Seite ist der Realteil der Wellenzahl ℜ(k) und
auf der rechten Seite der Imaginärteil der Wellenzahl ℑ(k) gegen die Frequenz f aufge-

tragen. Bei der k(ω)-Dispersionsrelation ist die Wellenzahl im Allgemeinen jedoch nicht

auf die erste Brillouin-Zone beschränkt. Während der Realteil aufgrund der durch die

Randbedingungen erzwungenen Periodizität auf die erste Brillouin-Zone beschränkt

bleibt, ist der Imaginärteil vollständig unbeschränkt [76]. Das in Abb. 2.9 dargestellte

Intervall des Imaginärteils der Wellenzahl ist entsprechend beliebig.

Das System weist zwei Bandlücken auf, wobei die erste Bandlücke eine Resonanz-Bandlücke

(LR-BL) ist. Die Abschätzung nach Gl. (2.37) für die Entstehung der Resonanz-Bandlücke

mit

fR =
1

2π

√
cR
mR

=
1

2π

√
125N/m

2 kg
= 1, 26Hz

bestätigt sich in diesem Beispiel. Allerdings tritt die Frequenz von fR = 1, 26Hz nicht

in der Mitte der Bandlücke, sondern am unteren Rand auf. Aus Abb. 2.9a wird deutlich,

dass der Imaginärteil zum unteren Rand der Bandlücke hin spitz zuläuft und bei der

Resonanzfrequenz ein lokales Maximum aufweist. Die evaneszenten Bloch-Wellen der

1

un
1

un
R

un
Run

1

un
Run

(a) (b)

(d)

(c)

1

2

3

BG-BL: 10,22 - ∞ Hz 

LR-BL: 1,24 - 2,18 Hz 

un
1=1,0 m

un
R=34,4 m

un
1=1,0 m

un
R=-0,5 m

un
1=1,0 m

un
R=0,0 m

Abbildung 2.9: (a) Komplexe Dispersionskurven des 1D Feder-Masse-Systems mit Resonato-
ren. (b) Zugehörige Eigenform zum Punkt 1 : Stelle X, Band 1. (c) Zugehörige Eigenform zum
Punkt 2 : Stelle Γ, Band 2. (d) Zugehörige Eigenform zum Punkt 3 : Stelle X, Band 3.
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ersten Bandlücke klingen folglich bei der Resonanzfrequenz am schnellsten ab. Die zweite

Bandlücke aus Abb. 2.9a ergibt sich infolge des Bragg-Mechanismus (BG-BL), wobei die

Bandlücke nach oben unbegrenzt ist, da das System nur zwei Freiheitsgrade und somit

auch nur zwei Bänder besitzt. Unter Vernachlässigung des Resonators kann die Einheits-

zelle aus Abb. 2.8 als diskrete Form eines Dehnstabs der Länge d aufgefasst werden. Für

den Zusammenhang zwischen der Federsteifigkeit c1 und der Dehnsteifigkeit EA, wobei

E der E-Modul und A die Querschnittsfläche ist, sowie für den Zusammenhang zwischen

der Masse m1 und der Massendichte ρ, gilt

c1 =
EA

d
bzw. m1 = ρdA.

Somit ergibt sich die Wellengeschwindigkeit cS im periodischen Feder-Masse-System als

cS =

√
E

ρ
=

√
c1d2

m1

= d ·
√

c1
m1

,

wobei sich der Einfluss der Querschnittsfläche A aufhebt. Einsetzen der Schallgeschwindig-

keit in die Bragg-Bedingung nach Gl. (2.36) liefert als Abschätzung für die Entstehung

der Bragg-Bandlücke

fB =
cS
2d

=
d ·

√
c1m

−1
1

2d
=

1

2
·
√

c1
m1

=
1

2

√
1000N/m

1 kg
= 15, 81Hz.

In diesem Beispiel ergibt sich über die Bragg-Frequenz also nur eine Abschätzung über

die Größenordnung des unteren Randes der Bragg-Bandlücke. Der Imaginärteil der Wel-

lenzahl nimmt ab dem unteren Rand der Bragg-Bandlücke kontinuierlich zu. Folglich

klingen die Bloch-Wellen innerhalb dieser Bandlücke mit steigender Frequenz schneller

ab.

In der Abb. 2.9a sind außerdem die begrenzenden Stellen der Bandlücken durch drei Punk-

te markiert. Die begrenzenden Stellen der ersten Bandlücke sind dabei durch den Punkt

1 am unteren Rand mit der zugehörigen Eigenform in Abb. 2.9b, und den Punkt 2

am oberen Rand mit der zugehörigen Eigenform in Abb. 2.9c, gekennzeichnet. Die zweite

Bandlücke ist nur am unteren Rand begrenzt, wobei die entsprechende Stelle durch den

Punkt 3 markiert ist und die zugehörige Eigenform in Abb. 2.9d dargestellt ist. Die Ei-

genformen sind dabei auf die Verschiebung un
1 = 1, 0m normiert und die rote gestrichelte

Linie markiert die Ausgangsposition der Einheitszelle. Bei der Eigenform aus der Abb.

2.9b weist der Resonator eine deutlich größere Auslenkung als die Masse m1 auf, wobei

der Resonator und die Masse m1 in Phase schwingen. Hingegen schwingt der Resonator

bei der Eigenform aus der Abb. 2.9c in Gegenphase zur Masse m1. In diesem Fall ist

die Auslenkung des Resonators betragsmäßig halb so groß wie die Auslenkung der Mas-
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se m1. Die Auswertung weiterer Eigenformen, die hier nicht detailliert dargestellt sind,

zeigt, dass der Resonator bis zur Resonanzfrequenz, also f < fR = 1, 26Hz, in Phase zur

Masse m1 schwingt und für f ≥ fR = 1, 26Hz in Gegenphase zur Masse m1 schwingt.

Dieses Verhalten ist charakteristisch für LR-Bandlücken. Bei der Eigenform aus der Abb.

2.9d weist der Resonator hingegen keine Auslenkung auf, da die zugehörige Frequenz von

f = 10, 22Hz deutlich über der Resonanzfrequenz des Resonators liegt.

Insbesondere bei der Interpretation des Imaginärteils von komplexen Bandstrukturen ist

zu beachten, dass die Berechnung nur für eine unendlich ausgedehnte Struktur gültig ist.

Bei realen Strukturen mit endlicher Ausdehnung unterliegt das Wellenausbreitungsverhal-

ten anderen Einflüssen, die durch eine Berechnung einer Einheitszelle nicht berücksichtigt

werden können. Daher ist zur Beschreibung des Wellenausbreitungsverhaltens von peri-

odischen Strukturen neben den Dispersionskurven auch die Berechnung der Wellentrans-

mission in einer endlich ausgedehnten Struktur sinnvoll.

2.2.4 Berechnung der Wellentransmission

Die Berechnung der Wellentransmission erfolgt im Gegensatz zur Berechnung der Di-

spersionskurven an einem endlich ausgedehnten System. In Abb. 2.10 ist das System zur

Berechnung der Wellentransmission des 1D periodischen Feder-Masse-Systems aus Abb.

2.8, bestehend aus N Einheitszellen, schematisch dargestellt. Das System wird am linken

Rand durch eine vorgegebene zeitharmonische Verschiebung u0
1 = u0e

iωt angeregt, wobei

u0 die Amplitude ist und im Folgenden als u0 = 1m gewählt wird. Die Wellentransmission

T (ω) wird durch die Verschiebung uN
1 am rechten Rand über

T (ω) = 10 log10

(
uN
1 (ω)

u0

)
(2.44)

bestimmt. Die Berechnung der Verschiebung uN
1 erfolgt im Frequenzbereich, wobei das

Gleichungssystem (
K− ω2

iM
)
u = f (2.45)

c1 c1 c1

m1

cR
mR

m1

cR
mR

m1

cR
mR

N-te Zelle1. Zelle

u1
N

2. Zelle

u1
0

Abbildung 2.10: Ein endlich ausgedehntes 1D System bestehend aus N Einheitszellen zur
Ermittlung der Wellentransmission. Das System wird am linken Rand durch die vorgegebene
Verschiebung u01 angeregt. Die Wellentransmission wird am rechten Rand durch die Verschiebung
uN1 bestimmt.
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für eine endliche Anzahl von diskreten Frequenzen ωi gelöst werden muss. Die Steifigkeits-

matrix K und die Massenmatrix M ergeben sich über die übliche Vorgehensweise für den

Zusammenbau von Systemmatrizen (s. z. B. [162]) und werden hier nicht näher erläutert.

Der Lastvektor f im Frequenzbereich ergibt sich aus der vorgegebenen Verschiebung u0
1.

Zur Ermittlung von f muss die vorgegebene zeitharmonische Verschiebung u0
1 = u0e

iωt

mit der ersten Spalte der dynamischen Steifigkeitsmatrix Kdyn = K− ω2
iM multipliziert

und auf die rechte Seite des Gleichungssystems gebracht werden.

In Abb. 2.11 sind die komplexen Dispersionskurven und die Wellentransmission für N =

20 Einheitszellen des 1D periodischen Feder-Masse-Systems dargestellt. Die Wellentrans-

mission fällt innerhalb der Bandlücken erwartungsgemäß sehr gering aus, wobei ein direk-

ter Zusammenhang zwischen dem Imaginärteil der Wellenzahl ℑ(k) und der Wellentrans-

mission erkennbar ist. Dabei ist die Wellentransmission desto geringer bzw. die Dämpfung

desto größer, je größer der Imaginärteil der Wellenzahl ist. Dieser Zusammenhang wird

auch aus Abb. 2.12 deutlich, in der die Verschiebungen der Knoten n = 0 − 20 für (a)

f = 6, 0Hz und ℑ(k) = 0, (b) f = 10, 3Hz und ℑ(k) = 0, 25 sowie (c) f = 12, 0Hz

und ℑ(k) = 1, 18 dargestellt sind. Die Frequenz aus (a) mit f = 6, 0Hz befindet sich

außerhalb der Bandlücken und die Welle mit dieser Frequenz kann sich entsprechend oh-

ne Dämpfung in der Struktur ausbreiten. Hingegen befindet sich die Frequenz aus (b)

mit f = 10, 3Hz in der Nähe des unteren Randes der zweiten Bandlücke mit einem ver-

gleichsweise geringen Imaginärteil der Wellenzahl von ℑ(k) = 0, 25. In diesem Fall wird

die Welle entsprechend leicht gedämpft und klingt über die 20 Einheitszellen langsam auf

eine Amplitude von etwa uN
1 = 0 ab. Im Fall (c) mit der Frequenz f = 10, 3Hz ist der

Imaginärteil der Wellenzahl ℑ(k) = 1, 18 deutlich größer und die Welle klingt bereits nach

Abbildung 2.11: Komplexe Dispersionskurven und Transmissionsspektrum des 1D Feder-
Masse-Systems mit Resonatoren für m1 = 1kg, mR = 2kg, c1 = 1000N/m, cR = 125N/m
und N = 20.
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3−4 Einheitszellen vollständig ab. Insbesondere im Fall (b) wird deutlich, dass bei der Be-

rechnung der Wellentransmission eine ausreichend große Anzahl N an Einheitszellen ver-

wendet werden sollte. Bei einer zu geringen Anzahl an Einheitszellen können die Schwin-

gungsamplituden sonst am rechten Rand des Systems auch innerhalb einer Bandlücke noch

groß sein. Allerdings führt eine zu große Anzahl an Einheitszellen zu einem unnötig hohen

Rechenaufwand und sollte daher ebenfalls vermieden werden. Eine allgemeingültige Regel

für die Wahl der Anzahl an Einheitszellen existiert jedoch nicht, da die Wellentransmission

von vielen verschiedenen Faktoren (Frequenzbereich, Bloch-Moden, Randbedingungen,

etc.) abhängig ist. Bei den meisten numerischen und experimentellen Untersuchungen zur

Wellentransmission in phononischen Materialien und Strukturen (s. z. B. [34, 151, 173])

werden mindestens 8− 12 Einheitszellen in Richtung der Wellenausbreitung angeordnet.

(a) (b) (c)

Abbildung 2.12: Verschiebungen un1 der Knoten n = 0− 20 für (a) f = 6, 0Hz und ℑ(k) = 0,
(b) f = 10, 3Hz und ℑ(k) = 0, 25 sowie (c) f = 12, 0Hz und ℑ(k) = 1, 18.

Das obige Beispiel zeigt die Bedeutung der komplexen Dispersionskurven und der Wellen-

transmission zur Interpretation des Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Struk-

turen. In diesem einfachen Beispiel zeigt sich auch eine direkte Abhängigkeit zwischen dem

Imaginärteil der Wellenzahl ℑ(k) und dem Abklingverhalten der Wellen. Bei komplexe-

ren Strukturen können jedoch verschiedene Einflüsse, wie beispielsweise Reflexionen an

den Rändern des Berechnungsgebietes, die Ergebnisse der Transmissionsberechnung stark

beeinflussen. Aus diesem Grund werden bei Transmissionsberechnungen häufig absorbie-

rende, dämpfende oder ähnliche Randbedingungen oder auch Schichten an den Rändern

des Berechnungsgebietes angeordnet. Diese Maßnahmen zur Berücksichtigung von fikti-

ven Berandungen sind auch abhängig von der jeweils verwendeten numerischen Methode

und werden im Abschnitt 3.4 näher behandelt.
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3 Spektrale-Elemente-Methoden (SEM) zur

Behandlung von elastischenWellenausbrei-

tungsproblemen

In diesem Kapitel wird zunächst ein Überblick über die numerischen Methoden zur Lösung

von Randwertproblemen gegeben. Anschließend werden die Grundlagen und Prinzipien

der SEM nach Doyle sowie der SEM nach Patera dargestellt. Dabei werden die spek-

tralen Elementmatrizen nach Doyle für den Stab sowie den Euler-Bernoulli-Balken

hergeleitet. Außerdem wird die Vorgehensweise zur Diskretisierung und Lösung von Wel-

lengleichungen mithilfe der SEM nach Patera beschrieben.

3.1 Numerische Methoden für Randwertprobleme

Viele physikalische Vorgänge und Naturgesetze können mithilfe von gewöhnlichen oder

partiellen Differentialgleichungen beschrieben werden. Beispielhaft seien hier die Gleichun-

gen der Elastodynamik aus Kapitel 2, die Navier-Stokes-Gleichungen zur Beschreibung

der Strömung von linear-viskosen Newtonschen Flüssigkeiten und Gasen, oder auch die

Maxwell-Gleichungen zur Beschreibung der Phänomene des Elektromagnetismus ge-

nannt. Um eine eindeutige Lösung für eine Differentialgleichung zu erhalten, sind be-

stimmte Einschränkungen erforderlich. Werden dazu Bedingungen am Rand des betrach-

teten Gebietes gestellt, spricht man von einem Randwertproblem. Wenn hingegen die Zeit

t eine unabhängige Variable ist und Bedingungen zu einem bestimmten Zeitpunkt gestellt

werden, beispielsweise eine vorgegebene Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit

bei einem Schwingungsvorgang, dann spricht man von einem Anfangswertproblem. Wer-

den sowohl Rand- als auch Anfangsbedingungen gestellt, dann spricht man von einem

Anfangs-Randwertproblem [49]. Häufig ist es jedoch sinnvoll, dass ursprüngliche Anfangs-

Randwertproblem mithilfe der Fourier-Transformation (s. Anhang A) vom Zeitbereich

in den Frequenzbereich zu transformieren. Dadurch verschwinden die Abhängigkeiten von

der Zeit t und das ursprüngliche Anfangs-Randwertproblem wird in ein Randwertproblem

überführt. Zur Veinfachung der Darstellung wird im Folgenden die skalare Wellengleichung

als Beispiel betrachtet. Die skalare Wellengleichung im Zeitbereich ist gegeben durch

c2S∇2u(x, t)− ∂2u(x, t)

∂t2
= f(x, t) ∀ (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ). (3.1)
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Die Anwendung der Fourier-Transformation auf Gl. (3.1) liefert die Wellengleichung im

Frequenzbereich als

c2S∇2u(x)− ω2u(x) = f(x) ∀ x ∈ Ω. (3.2)

Dabei ist im 2D Fall u die skalare Verschiebung am Ort x = [x y]T im Gebiet Ω, cS die

Wellengeschwindigkeit, ω die Kreisfrequenz und f die Anregung. Aus Gl. (3.2) ergibt sich

ein Randwertproblem zur Bestimmung einer eindeutigen Lösung für u(x). Beispielsweise

seien für das in Abb. 3.1 dargestellte 2D Gebiet mit den Rändern ∂Ω = Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3

die Randbedingungen

u(x) = g1(x) ∀ x ∈ Γ1, (3.3)

∇u(x) · n = g2(x) ∀ x ∈ Γ2, (3.4)

αu(x) + β∇u(x) · n = g3(x) ∀ x ∈ Γ3, (3.5)

gegeben. Dabei ist n der Einheitsnormalenvektor mit n ⊥ Γ, und g1, g2 und g3 sind

vorgegebene Funktionen auf den Rändern Γ1, Γ2 bzw. Γ3. Bei Gl. (3.3) handelt es sich

um eine sogenannte Dirichlet-Randbedingung, die auch als wesentliche Randbedingung

bezeichnet wird, und bei der die Funktion u(x) auf dem Rand vorgegeben wird. Auf dem

Rand Γ2 ist mit Gl. (3.4) eine Neumann-Randbedingung vorgegeben, die häufig auch als

natürliche Randbedingung bezeichnet wird. Bei einer Neumann-Randbedingung wird die

Ω

Γ1 Γ3

Γ2

n

x, x1

y, x2

Abbildung 3.1: Ein Gebiet Ω mit den Rändern Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3.

Normalenableitung der Lösung ∂u(x)/∂n = ∇u(x) · n auf dem Rand festgelegt, wodurch

z. B. eine Kraft auf einem Rand vorgeschrieben werden kann. Eine gemischte Randbedin-

gung, wie sie am Rand Γ3 durch Gl. (3.5) vorgegeben ist, kombiniert mit den Gewich-

tungsfaktoren α und β die Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen. Dieser dritte

Typ von Randbedingungen wird als Robin-Randbedingung bezeichnet und dient z. B.

zur Formulierung einer Impedanzrandbedingung.

Für Gl. (3.2) ist also eine zweimal stetig differenzierbare Lösung gesucht die neben der

Wellengleichung auch die Randbedingungen der Gln. (3.3)-(3.5) erfüllt. In vielen Fällen

können selbst einfache Probleme, wie im obigen Beispiel, nur noch mithilfe von numeri-
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schen Methoden effizient gelöst werden. Weit verbreitete numerische Verfahren zur Lösung

von Randwertproblemen sind beispielsweise die finiten Differenzenverfahren, die Kollo-

kationsverfahren, die Randelementemethode und die Finite-Elemente-Methode (FEM).

Die Kollokations- und finite Differenzenverfahren sind vergleichsweise einfache Verfah-

ren zur Lösung von Wellengleichungen basierend auf ihren direkten Diskretisierungen

(starke Formulierung der Wellengleichung). Der größte Nachteil dieser Verfahren ist die

Beschränktheit auf vergleichsweise einfache Geometrien. Bei der Randelementemethode

wird, im Gegensatz zu den anderen genannten Verfahren, nur der Rand des Gebietes

diskretisiert. Zur Beschreibung der Eigenschaften innerhalb des Gebietes werden die Dif-

ferentialgleichungen zu Integralgleichungen umgewandelt. Dadurch ist die Randelemen-

temethode meistens nur für homogene Materialien vorteilhaft. Die FEM hat sich insbe-

sondere durch die große Flexibilität bewährt und stellt den Ausgangspunkt für die in

dieser Arbeit verwendeten Spektrale-Elemente-Methoden (SEM) dar. Die FEM geht auf

die Verfahren von B. G. Galerkin undW. Ritz zurück, welche mithilfe einer schwachen

Formulierung der Wellengleichung im folgenden Unterabschnitt erläutert werden.

3.1.1 Schwache Formulierung der Wellengleichung

Im Folgenden wird die Vorgehensweise der schwachen Formulierung der Wellengleichung

im Frequenzbereich nach Gl. (3.2) demonstriert. Die Multiplikation der Wellengleichung

(3.2) mit der Testfunktion v(x) liefert

c2S∇2u(x)v(x)− ω2u(x)v(x) = f(x)v(x) ∀ x ∈ Ω. (3.6)

Im nächsten Schritt werden beide Seiten integriert, es folgt

c2S

∫
Ω

∇2u(x)v(x)dA− ω2

∫
Ω

u(x)v(x)dA =

∫
Ω

f(x)v(x)dA. (3.7)

Dabei sei darauf hingewiesen, dass die zulässigen Testfunktionen die homogene Dirich-

let-Randbedingung (v(x) = 0, x ∈ Γ1) und gewisse Stetigkeitsanforderungen erfüllen

müssen [49,60]. Im letzten Schritt wird der erste Term aus Gl. (3.7) mithilfe des Green-

Gaussschen Theorems umgeformt. Für eine genaue Beschreibung der Umformung wird

auf [113, 174] verwiesen. Mit der verkürzten Schreibweise u = u(x) und v = v(x) ergibt

sich

c2S

∫
Ω

(
∇u

)T∇vdA− ω2

∫
Ω

uvdA−
∫
∂Ω

∇u · nvdS =

∫
Ω

fvdA. (3.8)
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Bei Gl. (3.8) handelt es sich um die schwache Formulierung der Wellengleichung (3.2),

wobei die gesuchte Lösung nun nicht mehr zweimal stetig differenzierbar sondern nur noch

einmal schwach differenzierbar sein muss.

RITZ-Verfahren, GALERKIN-Verfahren und FEM

Beim Verfahren von Ritz wird die Wellengleichung in eine äquivalente Variationsaufga-

be überführt und das Minimum des zugehörigen Funktionals gesucht. Dabei wird eine

Näherungslösung bestimmt, indem ein System linear unabhängiger globaler Ansatzfunk-

tionen mit zunächst unbekannten Koeffizienten für die gesuchte Lösung in das Funktio-

nal eingesetzt wird. Die Ansatzfunktionen müssen dabei die wesentlichen Dirichlet-

Randbedingungen erfüllen und differenzierbar sein. Schließlich können die unbekannten

Koeffizienten aus der Forderung der Minimierung des Funktionals bestimmt werden und

man erhält die gesuchte Näherungslösung [49, 60]. Die Genauigkeit der Näherungslösung

hängt dabei von der Anzahl und der Art bzw. dem Grad (z. B. Polynome p-ten Grades, tri-

gonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen, etc.) der gewählten Ansatzfunktionen

ab [60].

Beim Galerkin-Verfahren wird hingegen das Residuum einer durch die globalen Ansatz-

funktionen angenäherten Lösung der Wellengleichung minimiert. In diesem Fall müssen

die globalen Ansatzfunktionen sämtliche Randbedingungen erfüllen. Die unbekannten Ko-

effizienten der Ansatzfunktionen, die aus Testfunktionen vi aufgebaut sind, werden aus

der Forderung ermittelt, dass das innere Produkt des Residuums mit jeder Testfunktion

vi verschwindet. Der Grundgedanke von Galerkin war dabei, dass man genügende Test-

funktionen v1, v2, .. wählt um den ganzen Raum aufzuspannen, denn in diesem Fall ist

auch das Residuum orthogonal zum gesamten Raum und die ermittelte Näherungslösung

entspricht der gesuchten exakten Lösung [49]. Dazu müssten jedoch unendlich viele Test-

funktionen verwendet werden, sodass eine exakte Lösung im Allgemeinen nicht mithilfe

des Galerkin-Verfahrens ermittelt werden kann. Allerdings eignet sich das Verfahren

um eine Näherungslösung zu bestimmen, wobei jedoch ein großer Aufwand damit ver-

bunden ist die Integrale zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten zu lösen. Dieser

Aufwand kann reduziert werden, indem die betrachtete Wellengleichung in die schwache

Form überführt wird. Dadurch ergeben sich geringere Anforderungen an die Stetigkeiten

der verwendeten Ansatz- und Testfunktionen und somit an die Glattheit der gesuchten

Lösung.

Das Galerkin- und das Ritz-Verfahren sind eng verwandt und liefern bei Verwendung

derselben Ansatzfunktionen dieselbe Näherungslösung für eine gegebene Differentialglei-

chung [49]. Es bestehen lediglich geringe Unterschiede, beispielsweise kann das Ritz-

Verfahren nur auf selbstadjungierte Differentialgleichungen angewandt werden, während
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mithilfe desGalerkin-Verfahrens beliebige lineare Differentialgleichungen behandelt wer-

den können [49]. Die FEM geht auf die beiden beschriebenen Verfahren zurück, wobei

das Lösungsgebiet allerdings zuerst in eine endliche Anzahl von Teilbereichen, die soge-

nannten finiten Elemente, diskretisiert wird. Die Verschiebung u und die Testfunktion v

werden mithilfe von Ansatzfunktionen approximiert, die im Gegensatz zu den Ansatz-

funktionen beim Galerkin- oder Ritz-Verfahren, einen lokalen Träger haben und nur

in dem zugehörigen finiten Element von Null verschieden sind [60]. Aufgrund der oben

beschriebenen geringeren Anforderungen an die Stetigkeit der Ansatz- bzw. Testfunktio-

nen basieren alle klassischen FEM-Formulierungen auf der Lösung der schwachen Form

einer gegebenen Differentialgleichung. Üblicherweise werden für u und v dieselben An-

satzfunktionen verwendet, dann spricht man auch von Bubnov-Galerkin-FEM. Wer-

den hingegen unterschiedliche Ansatzfunktionen benutzt, dann ist der Begriff Petrov-

Galerkin-FEM gebräuchlich [123]. Aus dem ersten Term der Gl. (3.8) ergibt sich nach

der FE-Diskretisierung die Elementsteifigkeitsmatrix und aus dem zweiten Term die Ele-

mentmassenmatrix. Über den dritten Term der Gleichung können die Neumann- und

Robin-Randbedingungen der Gln. (3.4) und (3.5) eingearbeitet werden. Auf eine genaue

Darstellung der Einarbeitung dieser Randbedingungen wird an dieser Stelle verzichtet, da

in dieser Arbeit nur Dirichlet- und periodische Randbedingungen verwendet werden,

die nachträglich in das FE- bzw. SE-Gleichungssystem eingearbeitet werden können.

Es sei abschließend darauf hingewiesen, dass auch ein Forschungsgebiet zu starken FE-

Formulierungen (SFEM - engl.: strong formulation finite element method) existiert, bei-

spielhaft seien hier die Arbeiten von Tornabene et al. [146,147] und Fantuzzi et al. [35]

genannt.

3.1.2 Überblick über die spektralen Näherungsverfahren

Die FEM ist zwar eine sehr effektive und weitverbreitete Methode zur Behandlung von

Ingenieurproblemen mit komplexen Geometrien, allerdings ist die klassische FEM nicht

sehr effizient bei der Berechnung von Wellenausbreitungsproblemen. Unter Verwendung

von den üblichen linearen oder quadratischen Formfunktionen nimmt die Genauigkeit der

numerischen Lösung bei zunehmender Wellenzahl sehr schnell ab [9,45]. Der Fehler ergibt

sich infolge numerischer Dispersion, die die Änderung der Wellenlänge der numerischen

Lösung gegenüber der exakten Lösung beschreibt und abhängig von der Wellenzahl k,

der Elementgröße h und der Ordnung der Formfunktionen p ist [43, 78]. Der Fehler kann

a priori nach Ihlenburg und Babuška [56] für die Helmholtz-Gleichung, wie sie

beispielsweise durch Gl. (3.2) gegeben ist, über

ε ≤ C1

(
kh

2p

)p

+ C2k

(
kh

2p

)2p

(3.9)

Seite 39



Spektrale-Elemente-Methoden

abgeschätzt werden, wobei C1 und C2 Konstanten sind. Der erste Term beschreibt den

Approximationsfehler und kann einfach kontrolliert werden, indem die Elementgröße re-

ziprok proportional zur Wellenzahl verringert wird [63]. Der zweite Term wird als Pollu-

tion1-Fehler oder auch Pollution-Effekt bezeichnet und wächst mit steigender Wellenzahl

überproportional an [7, 56]. Beispielsweise steigt der Pollution-Fehler für p = 1 in der

Größenordnung O (k3h2). Die Elementgröße h muss folglich überproportional kleiner wer-

den, um bei steigender Wellenzahl einen konstanten Fehler zu erhalten. Dadurch erhöht

sich ebenfalls überproportional die Größe des FE-Gleichungssystems und damit auch der

Berechnungsaufwand.

Während der Pollution-Fehler für 1D Probleme vollständig vermieden werden kann, ist

dieser Fehler bei mehrdimensionalen Problemen unvermeidbar und dominiert den Ge-

samtfehler bei hohen Frequenzen bzw. Wellenzahlen [7]. Aus diesem Grund wurden in

zahlreichen Forschungsarbeiten verschiedene numerische Verfahren analysiert und weiter-

entwickelt, um den Einfluss der numerischen Dispersion bei der Berechnung von Wellen-

ausbreitungsproblemen zu minimieren. Als besonders vielversprechend stellten sich dabei

die p-FEM und die Spektrale-Elemente-Methoden (SEM) heraus.

Als SEM wird ein Verfahren bezeichnet, welches auf die Arbeit vonDoyle [29] zurückgeht.

Bei diesem Verfahren wird für ein gegebenes zeitabhängiges Problem eine exakte dynami-

sche Elementsteifigkeitsmatrix (spektrale Elementmatrix) im Frequenzbereich hergeleitet.

Für die Herleitung der spektralen Elementmatrix werden aus der exakten Lösung der je-

weiligen Bewegungsgleichungen die zugehörigen exakten frequenzabhängigen Formfunk-

tionen abgeleitet. Mithilfe dieser spektralen Formfunktionen kann, beispielsweise ana-

log zur Vorgehensweise bei der FEM, die spektrale Elementmatrix berechnet werden.

Die geometrische Diskretisierung des Berechnungsgebietes sowie die Assemblierung der

spektralen Elementmatrizen zur exakten globalen dynamischen Steifigkeitsmatrix erfolgt

ebenfalls analog zur FEM, jedoch mit dem wesentlichen Unterschied, dass man direkt

eine frequenzabhängige spektrale globale dynamische Steifigkeitsmatrix S(ω) erhält. In

dieser Matrix sind die Massenträgheitsanteile bereits implizit enthalten. Das zugehörige

Gleichungssystem hat somit im Allgemeinen die Form

S(ω)u = f.

Der wesentliche Vorteil der SEM nach Doyle liegt in der extrem hohen Genauigkeit bei

einer gleichzeitig sehr geringen Anzahl von Freiheitsgraden und liefert theoretisch sogar

exakte Lösungen im Frequenzbereich [80]. Dadurch ist die Methode besonders effizient für

die Behandlung von Problemen im Frequenzbereich, wenngleich indirekt auch numerische

Lösungen im Zeitbereich mithilfe der inversen Fourier-Transformation gewonnen werden

1engl. für Verschmutzung, in der deutschen Fachliteratur ist der englische Begriff gebräuchlich.
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können. Im Gegensatz zur FEM müssen die spektralen Elementmatrizen und somit auch

die globale spektrale dynamische Steifigkeitsmatrix für jede diskrete Frequenz neu be-

rechnet werden. Aufgrund der sehr geringen Anzahl von Freiheitsgraden ist der Aufwand

zur Berechnung dieser Matrizen jedoch verhältnismäßig gering, sodass sich insbesondere

im höheren Frequenzbereich enorme Vorteile gegenüber der FEM ergeben können. Der

größte Nachteil dieser Methode liegt in der Voraussetzung, dass für die jeweilige Problem-

stellung die exakte Lösung der Bewegungsgleichungen bekannt sein muss. Dadurch ist die

SEM nach Doyle hauptsächlich auf 1D und einfache 2D Wellenausbreitungsprobleme,

z. B. rechteckige Platten mit bestimmten Lagerungsbedingungen, beschränkt [80]. In die-

ser Arbeit wird die SEM nach Doyle ausschließlich für die Analyse von phononischen

Balkenstrukturen verwendet, da sich bei Verwendung von 1D Elementen keinerlei Ein-

schränkungen hinsichtlich möglicher Geometrien ergeben und gleichzeitig der Vorteil der

extrem hohen Genauigkeit ausgenutzt werden kann. Die SEM nach Doyle wurde bereits

von einigen Autoren zur Analyse der Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen

Balkenstrukturen angewendet, wobei insbesondere die Arbeiten der Forschungsgruppe

von Wu und Li [161, 166, 168–170] zu nennen sind. In den genannten Arbeiten wurden

beispielsweise hierarchische Strukturen, Kagome-Gitter und piezoelektrische quadratische

Gitter mithilfe von spektralen Stab- und Balkenelementen untersucht. Dabei verwiesen

die Autoren insbesondere auf die hohe Effizienz der SEM nach Doyle zur Berechnung

der Wellentransmission im Frequenzbereich. Die Dispersionskurven wurden von den Au-

toren hingegen in keiner der genannten Arbeiten berechnet. In der Arbeit von Xiao et

al. [171] wurden die komplexen Dispersionskurven und die Wellentransmission eines 1D

Balkensystems mit Resonatoren mithilfe der SEM nach Doyle analysiert und Parameter-

studien durchgeführt. Die Autoren verweisen, allerdings ohne detaillierte Untersuchungen

anzugeben, auf die extrem hohe Genauigkeit und Effizienz der SEM.

Bei der p-FEM handelt es sich um eine FEM-Variante, bei der die Genauigkeit nicht

wie üblich durch eine Verringerung der Elementgröße, sondern durch die Steigerung des

Polynomgrades p der verwendeten Formfunktionen (auch als Elementordnung bezeichnet)

verbessert wird. Dabei wird meistens anstelle einer nodalen Basis eine hierarchische Basis

zur Konstruktion der Formfunktionen verwendet [121]. Ainsworth [1] stellt mit der

Ungleichung

p+
1

2
>

kh

2
+ C(kh)1/3 (3.10)

einen konkreten Vorschlag zur Wahl von der Elementordnung p und Elementgröße h zur

effektiven Verringerung des Pollution-Fehlers auf, wobei C eine Konstante ist und zu

Eins gesetzt werden kann. Aus Gl. (3.10) geht hervor, dass der Fehler super-exponentiell

mit steigender Ordnung p abnimmt. Allerdings muss, wie auch aus Gl. (3.9) hervorgeht,

zusätzlich die Bedingung 2p > kh erfüllt sein, sonst nimmt der Fehler sogar mit steigen-
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der Elementordnung p zu. Untersuchungen zum Dispersionsverhalten der p-FEM finden

sich beispielsweise in den Arbeiten von Dey et al. [24, 25]. Dabei haben die Autoren die

Genauigkeit der klassischen FEM, die in dem Zusammenhang auch als h-FEM bezeichnet

wird, und der p-FEM ausführlich untersucht und verglichen. Die Autoren konnten zeigen,

dass eine Erhöhung des Polynomgrades der Formfunktionen (p-refinement) bei der p-FEM

gegenüber der Reduzierung der Elementgröße (h-refinement) bei der klassischen FEM zu

einem deutlich geringeren Fehler bei der gleichen Anzahl von Freiheitsgraden führt. In

der Arbeit von Lieu et al. [83], in der die p-FEM mit der diskontinuierlichen Galer-

kin-Methode (DGM - engl.: discontinous Galerkin method) verglichen wird, zeigt sich die

Notwendigkeit einer Knotenkondensation bei der Verwendung der p-FEM zur Reduktion

der Freiheitsgrade. Durch die Kondensation kann die Berechnungszeit zur Lösung des li-

nearen Gleichungssystems reduziert und die Kondition des Gleichungssystems verbessert

werden. Außerdem zeigte die Arbeit, dass die DGM trotz Verwendung von wellenbasier-

ten Formfunktionen aufgrund der inhärent schlechten Kondition des Gleichungssystems

bestenfalls gleichwertige Ergebnisse im Vergleich zur p-FEM liefert. Der wesentliche Nach-

teil der p-FEM stellt laut Willberg et al. [163] die aufwändige Rückrechnung in eine

physikalische Lösung dar, wie sie bei der klassischen FEM aufgrund der physikalischen

Bedeutung der Stützknoten nicht erforderlich ist [119]. Ein Verfahren, das die Vorteile

der p-FEM und der klassischen FEM vereint, stellt ein ebenfalls als SEM bezeichnetes

Verfahren dar, welches auf die Arbeit von Patera [116] zurückgeht.

Bei der SEM2 nach Patera [116] handelt es sich um eine weiter entwickelte Variante der

FEM, bei der Formfunktionen hoher Ordnung und eine spezielle Nodalbasis verwendet

werden. Der Name der Methode leitet sich aus den spektralen Konvergenzeigenschaften

ab, wobei die Lösung schneller als jede Potenz von 1/p konvergiert [2,17,149]. Der Aufbau

des Gleichungssystems ist analog zur FEM und führt zu

Ku− ω2Mu = f

im Frequenzbereich. Dabei ist K die Steifigkeitsmatrix, M die Massenmatrix, ω die Kreis-

frequenz, u der Vektor der Knotenverschiebungen und f die Anregung. In dieser Arbeit

wird die bekannteste SEM-Variante unter Verwendung von Lagrange-Formfunktionen

mit einem Polynomgrad p ≥ 3 und der sogenanntenGauss-Legendre-Lobatto-Nodal-

basis (GLL-Nodalbasis) verwendet. Durch die Verwendung von Formfunktionen höherer

Ordnung ergibt sich im Vergleich zur klassischen h-FEM, analog zur p-FEM, ein deut-

lich verbessertes Konvergenzverhalten und durch die Verwendung der GLL-Nodalbasis

ergibt sich zudem eine wesentliche Verbesserung der Kondition des Gleichungssystems

2Die Namensgebung der Methode ist in der Literatur nicht einheitlich, häufig wird diese Methode
auch Spectral Finite Element Method (SFEM) genannt, s. z. B. [42,115].
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im Vergleich zur p-FEM. Ausführliche Analysen des Konvergenzverhaltens, sowie des

Dispersions- und Dissipationsverhaltens der SEM nach Patera finden sich in den Ar-

beiten von Ainsworth und Wajid [2], Canuto et al. [17] und Wirasaet et al. [164].

Die SEM nach Patera wurde bereits in zahlreichen Arbeiten verwendet und erfreut sich

beispielsweise in der Seismologie einer großen Beliebtheit [67–69, 128, 129]. Aufgrund der

üblicherweise großskaligen und einfachen Geometrie der numerischen Modelle in der Seis-

mologie ergibt sich der Vorteil, dass die Elementgröße sehr groß gewählt werden kann und

die Effizienz der SEM nicht durch eine feine geometrische Diskretisierung reduziert wird.

In den Arbeiten von Perras [119] und Perras et al. [120] wurde auf Basis der SEM ein

virtuelles Messlabor zur Untersuchung von multifunktionalen Wandstrukturen entwickelt.

Dabei zeigte sich ebenfalls eine sehr hohe Genauigkeit und Effizienz der SEM für Pro-

bleme der Akustik, Elastodynamik und Fluid-Struktur-Interaktion. Nach bestem Wissen

des Autors wurde die SEM nach Patera erstmals von Guaŕın-Zapata und Gomez [42]

für die Analyse von phononischen Kristallen verwendet. Die Autoren untersuchten ver-

schiedene 2D phononische Kristalle und verglichen die Effizienz und Genauigkeit der SEM

mit der FEM bei der Berechnung der klassischen Dispersionskurven. Dabei ergaben sich

erwartungsgemäß besonders im höheren Frequenzbereich wesentliche Vorteile hinsichtlich

der Genauigkeit und Effizienz bei der SEM im Vergleich zur FEM. In der Arbeit von Shi

et al. [130] wurden die klassischen Dispersionskurven von verschiedenen 3D phononischen

Kristallen mithilfe der SEM berechnet und die Effizienz mit einer FEM-Berechnung ver-

glichen. Die Autoren zeigten dabei, dass sich das spektrale Konvergenzverhalten auch bei

der Berechnung der klassischen Dispersionskurven einstellt. Außerdem ergab sich bei allen

Berechnungen eine höhere Genauigkeit bei gleichzeitig deutlich weniger Freiheitsgraden

im Vergleich zur FEM-Referenzlösung. Auch in jüngsten Arbeiten wurde die SEM nach

Patera, beispielsweise zur Berechnung der Wellenausbreitung in geschichteten phononi-

schen Platten mit Interface-Delaminationen [156], verwendet.

Nachfolgend wird zuerst die Herleitung der spektralen Elementmatrizen nach Doyle und

anschließend die Vorgehensweise der SEM nach Patera erläutert. Für einen ausführlichen

Vergleich der beiden SEM-Varianten wird auf die Arbeit von Palacz [115] und für eine

detaillierte Übersicht über die spektralen Näherungsverfahren auf die Arbeit von Canuto

et al. [17] verwiesen. Außerdem sei angemerkt, dass einige der spektralen Methoden auf

den starken Formulierungen der Wellengleichungen basieren, wobei beispielsweise für die

spektralen Kollokationsmethoden auf die Arbeit von Ankay [4] verwiesen wird.
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3.2 Spektrale-Elemente-Methode nach Doyle

Grundsätzlich können die spektralen Elementmatrizen nach Doyle auf unterschiedlichen

Wegen hergeleitet werden. In der Arbeit von Lee [80] finden sich die Herleitungen auf

Basis der Kraft-Weg-Beziehung, der Variationsmethode und der Zustandsvektorgleichung.

Nachfolgend erfolgen die Herleitungen der spektralen Stab- und Balkenelementmatrizen

mithilfe der Galerkin-Methode und entsprechen im Wesentlichen den Herleitungen mit-

tels der Variationsmethode aus der Arbeit von Lee [80].

3.2.1 Spektrale Elementmatrix für Stäbe

Der Ausgangspunkt für die Herleitung der spektralen Elementmatrix für Stäbe ist die

Wellengleichung bzw. Bewegungsgleichung für freie Stabschwingungen (äußere Belastung

n = 0) nach Gl. (2.21). Mithilfe der Fourier-Transformation bzw. der Annahme einer

zeitharmonischen Schwingung u(x, t) = u(x)eiωt ergibt sich die Bewegungsgleichung im

Frequenzbereich zu

EAu′′(x) + ω2ρAu(x) = 0, (3.11)

mit dem E-Modul E, der Querschnittsfläche A, der Massendichte ρ und der longitudina-

len Verschiebung u(x). Die Multiplikation von Gl. (3.11) mit der Testfunktion v(x) und

anschließende Integration über die Stablänge l liefert mit den verkürzten Schreibweisen

u =̂ u(x) und v =̂ v(x)
l∫

0

(
EAu′′v + ω2ρAuv

)
dx = 0. (3.12)

Nach Umformung des ersten Terms von Gl. (3.12) mittels partieller Integration ergibt sich

die schwache Form der Bewegungsgleichung zu

−
l∫

0

EAu′v′dx+

l∫
0

ω2ρAuvdx+ EAu′v
∣∣∣l
0
= 0, (3.13)

wobei über den dritten Term mithilfe der Beziehung für die Normalkraft N = EAu′

die Kraftrandbedingungen am linken und rechten Rand des Stabes vorgegeben werden

könnten. Für die folgenden Betrachtungen hat dieser Term allerdings keine Relevanz.

Im nächsten Schritt müssen die spektralen Formfunktionen hergeleitet werden. Dazu wird

für die Verschiebung u der Ansatz

u(x) = ae−ik(ω)x (3.14)
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gemacht. Einsetzen des Ansatzes aus Gl. (3.14) in Gl. (3.11) liefert die Dispersionsrelation

k2 − k2
L = 0 mit kL = ω

√
ρA

EA
, (3.15)

wobei kL die Wellenzahl für die longitudinale Wellenmode ist. Die Dispersionsrelation hat

die Nullstellen k1 = −k2 = kL und die allgemeine Lösung von Gl. (3.11) ist somit durch

u(x) = a1e
−ikLx + a2e

ikLx = eS(x, ω)aS, (3.16)

mit eS(x, ω) =
[
e−ikLx eikLx

]
und aS = [a1 a2]

T , (3.17)

gegeben. Die Knotenverschiebungen dS des Stabelements können mithilfe von Gl. (3.16)

durch

dS =

[
u(0)

u(l)

]
=

[
u1

u2

]
=

[
eS(0, ω)

eS(l, ω)

]
aS = HS(ω)aS (3.18)

ausgedrückt werden, wobei

HS(ω) =

[
1 1

e−ikLl eikLl

]
. (3.19)

In Abb. 3.2 ist die zugehörige Vorzeichenkonvention des Stabelements dargestellt. Das

Verschiebungsfeld des spektralen Stabelements kann nun in Abhängigkeit der Knotenver-

schiebungen dS über

u(x) = NS(x, ω)dS (3.20)

mit den spektralen Formfunktionen

NS = eS(x, ω)H
−1
S (ω) =

[
csc(kLl) sin(kL(l − x)) csc(kLl) sin(kLx)

]
(3.21)

berechnet werden. Im letzten Schritt wird der Ansatz von Gl. (3.20) für die Verschiebung

u und die Testfunktion v in die Integralausdrücke von Gl. (3.13) eingesetzt, woraus sich

schließlich die spektrale Elementmatrix des Stabs als

SS(ω) =

l∫
0

EAN′T
S N′

Sdx− ω2

l∫
0

ρANT
SNSdx = EAkL

[
cot(kLl) − csc(kLl)

− csc(kLl) cot(kLl)

]
(3.22)

x

u1 u2

N2N1
N(x)

l

Abbildung 3.2: Vorzeichenkonvention vom Stabelement.
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ergibt. Dabei wurde die Annahme getroffen, dass die Querschnitts- und Materialeigen-

schaften konstant über die Stablänge sind.

3.2.2 Spektrale Elementmatrix für Balken nach Theorie II. Ord-

nung

Nachfolgend wird das spektrale Euler-Bernoulli-Balkenelement nach Theorie II. Ord-

nung hergeleitet, welches nach bestemWissen des Autors in dieser kompakten Form bisher

nicht in der Literatur bekannt ist. Allerdings haben bereits einzelne Autoren spektrale

Steifigkeitsmatrizen für Balken unter Berücksichtigung von axialen Kräften hergeleitet.

Beispielsweise haben Banerjee und Fisher [8] die spektrale Steifigkeitsmatrix für ein

gekoppeltes Biege-Torsions-Problem unter Berücksichtigung von axialen Kräften hergelei-

tet. Außerdem haben Capron und Williams [18] eine exakte dynamische Steifigkeits-

matrix für den Timoshenko-Balken unter Berücksichtigung einer axialen Belastung und

einer elastischen Bettung angegeben.

Der Ausgangspunkt für die Herleitung ist die Biegewellengleichung bzw. Bewegungsglei-

chung für freie Balkenschwingungen (äußere Belastung q = 0) nach Gl. (2.28), die unter

der Annahme einer zeitharmonischen Schwingung im Frequenzbereich durch

EIw′′′′(x)− Sw′′(x)− ω2ρAw(x) = 0 (3.23)

gegeben ist. Dabei ist E der E-Modul, I das Flächenträgheitsmoment, A die Querschnitts-

fläche, ρ die Massendichte, S die Stabnormalkraft und w(x) die transversale Verschiebung.

Die Multiplikation von Gl. (3.23) mit der Testfunktion v(x) und anschließende Integration

über die Balkenlänge l liefert mit den verkürzten Schreibweisen w =̂w(x) und v =̂ v(x)

l∫
0

(
EIw′′′′v − Sw′′v − ω2ρAwv

)
dx = 0. (3.24)

In diesem Fall muss der erste Term von Gl. (3.24) durch zweifache und der zweite Term

durch einfache partielle Integration umgeformt werden und es ergibt sich die schwache

Form der Bewegungsgleichung zu

l∫
0

EIw′′v′′dx+

l∫
0

Sw′v′dx−
l∫

0

ω2ρAwvdx+EIw′′′v
∣∣∣l
0
−EIw′′v′

∣∣∣l
0
−Sw′v

∣∣∣l
0
= 0, (3.25)

wobei über die letzten drei Terme die Kraftrandbedingungen am linken und rechten Rand

des Balkens vorgegeben werden können. Analog zum Stabelement haben diese Terme für
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die folgenden Betrachtungen keine Relevanz.

Für die Herleitung der spektralen Formfunktionen wird für die Verschiebung w, analog

zum Stabelement, der Ansatz

w(x) = ae−ik(ω)x (3.26)

gemacht. Einsetzen des Ansatzes aus der Gl. (3.26) in die Gl. (3.23) liefert zunächst

EIk4 + Sk2 − ω2ρA = 0, (3.27)

woraus nach einer Umformung die Dispersionsrelation

k4 ± 2λ2k2 − k4
B = 0, mit λ =

√
|S|
2EI

und kB =
√
ω

(
ρA

EI

)1/4

(3.28)

folgt. Dabei ist λ der Knickbeiwert und kB die Wellenzahl für die Biegewellenmode nach

Theorie I. Ordnung. Das Vorzeichen vor dem zweiten Term der Gl. (3.28) ist positiv

wenn S eine Zugkraft ist, und entsprechend negativ wenn S eine Druckkraft ist. Die vier

Nullstellen der Dispersionsrelation ergeben sich für eine Druckkraft S zu

k1 = −k2 =

√
λ2 +

√
k4
B + λ4, k3 = −k4 = i

√
−λ2 +

√
k4
B + λ4, (3.29)

und für eine Zugkraft S zu

k1 = −k2 =

√
−λ2 +

√
k4
B + λ4, k3 = −k4 = i

√
λ2 +

√
k4
B + λ4. (3.30)

Für eine kürzere Schreibweise werden die Wurzelterme für eine Druckkraft S mittels

kλ1 =

√
λ2 +

√
k4
B + λ4 und kλ2 =

√
−λ2 +

√
k4
B + λ4, (3.31)

beziehungsweise für eine Zugkraft S mittels

kλ1 =

√
−λ2 +

√
k4
B + λ4 und kλ2 =

√
λ2 +

√
k4
B + λ4, (3.32)

zusammengefasst. Dabei können kλ1 und kλ2 als Wellenzahlen für die Biegewellenmoden

nach Theorie II. Ordnung aufgefasst werden. Die allgemeine Lösung von der Gl. (3.23) ist

somit durch

w(x) = a1e
−ikλ1x + a2e

−kλ2x + a3e
ikλ1x + a4e

kλ2x = eIIB (x, ω)aB, (3.33)
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mit

eIIB (x, ω) =
[
e−ikλ1x e−kλ2x eikλ1x ekλ2x

]
und aB = [a1 a2 a3 a4]

T , (3.34)

gegeben. Folglich können die Knotenfreiheitsgrade dII
B über

dII
B =


w (0)

−w′(0)

w (l)

−w′(l)

 =


w1

θ1

w2

θ2

 =


eIIB (0, ω)

−
(
eIIB

)′
(0, ω)

eIIB (l, ω)

−
(
eIIB

)′
(l, ω)

 aB = HII
B (ω)aB (3.35)

ausgedrückt werden, wobei die zugehörige Vorzeichenkonvention in der Abb. 3.3 darge-

stellt ist. Aus Gl. (3.35) folgt zudem

HII
B (ω) =


1 1 1 1

ikλ1 kλ2 −ikλ1 −kλ2

e−ikλ1l e−kλ2l eikλ1l ekλ2l

ikλ1e
−ikλ1l kλ2e

−kλ2l −ikλ1e
ikλ1l −kλ2e

kλ2l

 . (3.36)

Das Verschiebungsfeld des spektralen Balkenelements nach Theorie II. Ordnung kann nun

in Abhängigkeit der Knotenverschiebungen und -verdrehungen dII
B über die Beziehung

w(x) = NII
B (x, ω)dII

B (3.37)

berechnet werden. Die spektralen Formfunktionen ergeben sich durch

NII
B = eIIB (x, ω)

(
HII

B

)−1
(ω) =

[
φII
B1 φII

B2 φII
B3 φII

B4

]
, (3.38)

wobei diese aufgrund des Umfangs an dieser Stelle nicht ausführlich aufgelistet und statt-

dessen im Anhang B angegeben werden.

Der Ansatz von Gl. (3.37) wird im letzten Schritt für die Verschiebung w und die Test-

funktion v in die Integralausdrücke von Gl. (3.25) eingesetzt, woraus sich schließlich die

x

θ1 θ2

M2M1

l

w1 w2

T1 T2

S1 S2

Abbildung 3.3: Vorzeichenkonvention vom Euler-Bernoulli-Balkenelement.
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spektrale Elementmatrix des Euler-Bernoulli-Balkens nach Theorie II. Ordnung als

SII
B (ω) =EI

l∫
0

[(
NII

B

)′′]T (
NII

B

)′′
dx+ S

l∫
0

[(
NII

B

)′]T (
NII

B

)′
dx

− ω2ρA

l∫
0

(
NII

B

)T (
NII

B

)
dx

(3.39)

ergibt. Die spektrale Elementmatrix SII
B (ω) hat dabei die Form

SII
B =


sIIB11 sIIB12 sIIB13 sIIB14

sIIB21 sIIB22 sIIB23 sIIB24

sIIB31 sIIB32 sIIB33 sIIB34

sIIB41 sIIB42 sIIB43 sIIB44

 , (3.40)

wobei die Einträge der Matrix, analog zu den Formfunktionen, einen großen Umfang auf-

weisen und daher an dieser Stelle nicht ausführlich aufgeführt werden. Stattdessen werden

sie im Anhang C aufgelistet. Dabei sei darauf hingewiesen, dass für eine Druckkraft die

Wellenzahlen nach der Gl. (3.31) sowie die Stabkraft S mit einem negativen Vorzeichen

einzusetzen sind. Für eine Zugkraft müssen entsprechend die Wellenzahlen nach der Gl.

(3.32) verwendet werden. Zudem gilt in diesem Fall für die Stabkraft S das positive Vor-

zeichen. Die spektrale Elementmatrix nach Theorie I. Ordnung erhält man direkt aus

SII
B (ω), indem man λ = 0 bzw. S = 0 einsetzt. Außerdem sei angemerkt, dass mit der

hergeleiteten spektralen Elementmatrix SII
B (ω) auch die statischen Knicklasten eines Sys-

tems bestimmt werden können. Dazu muss entsprechend ω = 0 eingesetzt werden und ein

Eigenwertproblem für die Stabkraft S gelöst werden.

Transformation des erweiterten spektralen Balkenelements

Schließlich können die spektralen Elementmatrizen des Stabs und Balkens nach Theorie II.

Ordnung zu einer 6× 6 erweiterten spektralen Euler-Bernoulli-Balkenelementmatrix

nach Theorie II. Ordnung SII
EB(ω) mit den Knoten n1 und n2 sowie den zugehörigen

Knotenfreiheitsgraden [u1 w1 θ1 u2 w2 θ2]
T zusammengefasst werden. Im allgemeinen Fall

liegt das Balkenelement schräg im Raum und muss dann vom lokalen (x̃, ỹ, z̃) ins globale

(x, y, z) Koordinatensystem über

SII
EB,g(ω) = TSII

EB,l(ω)T
T (3.41)

transformiert werden, wobei SII
EB,g(ω) die spektrale Elementmatrix im globalen Koordi-
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natensystem, SII
EB,l(ω) die spektrale Elementmatrix im lokalen Koordinatensystem und

T =



cos(α) − sin(α) 0 0 0 0

sin(α) cos(α) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos(α) − sin(α) 0

0 0 0 sin(α) cos(α) 0

0 0 0 0 0 1


x

y

z

αn1

n2
x̃

z̃

ỹ

(3.42)

die Transformationsmatrix ist. Die Assemblierung der spektralen Elementmatrizen zur

globalen spektralen dynamischen Steifigkeitsmatrix erfolgt analog zur FEM, wobei für eine

ausführliche Darstellung auf [60, 162] verwiesen wird. Alle nachfolgenden Berechnungen

mit der SEM nach Doyle erfolgen mittels eines im Rahmen dieser Arbeit entwickelten

Matlab3-Programms.

Beispiel zur Validierung

Zur Validierung der zuvor hergeleiteten spektralen Elementmatrix des Euler-Bernoul-

li-Balkens nach Theorie II. Ordnung werden nachfolgend die ersten beiden Eigenfrequen-

zen f1 und f2 des in der Abb. 3.4 dargestellten Kragträgers berechnet und mit einer

FEM-Referenzlösung verglichen. Dabei beträgt die Länge des Kragträgers l = 8m, die

Biegesteifigkeit EI = 200000 kNm2 und die längenbezogene Masse m = ρA = 300 kg/m.

Die erste kritische Knicklast ergibt sich aus dem ersten Euler-Fall zu Fkrit,1 = 771, 06 kN.

In der Tab. 3.1 sind die Ergebnisse für die ersten beiden Eigenfrequenzen aus der SEM-

Berechnung und einer FEM-Referenzberechnung für unterschiedliche Stabkräfte S ge-

genübergestellt. Es wird deutlich, dass die Eigenfrequenzen der SEM- und der FEM-

Berechnungen für alle untersuchten Fälle bis zur mindestens vierten Nachkommastelle

übereinstimmen. Die FEM-Lösungen basieren dabei auf einer Unterteilung des Krag-

trägers in 100 finite Euler-Bernoulli-Balkenelemente, um Fehler infolge einer gro-

ben Diskretisierung zu minimieren. Bei den SEM-Berechnungen ist es hingegen ausrei-

chend, den Kragträger mittels eines einzigen spektralen Elements zu modellieren. Das Va-

lidierungsbeispiel zeigt somit, dass die hergeleitete spektrale Elementmatrix des Euler-

Bernoulli-Balkens sowohl für Druck- als auch Zugkräfte gültig ist und genaue Ergeb-

l
F

EI, m

Abbildung 3.4: Kragträger mit der Länge l = 8m, der Biegesteifigkeit EI = 20000 kNm2 und
der längenbezogenen Masse m = ρA = 300 kg/m.

3Software des Unternehmens MathWorks zur Lösung mathematischer Probleme.
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nisse liefert. Ebenso wird die erste Eigenfrequenz erwartungsgemäß gleich Null, wenn die

Druckkraft im Balken der ersten Knicklast entspricht.

Tabelle 3.1: Gegenüberstellung der SEM- und FEM-Berechnungen für die Eigenfrequenzen f1
und f2 für unterschiedliche Stabkräfte S.

S SEM FEM

[kN] f1 [Hz] f2 [Hz] f1 [Hz] f2 [Hz]

300 2,6253 14,5935 2,6253 14,5935

0 2,2576 14,1481 2,2576 14,1481

-300 1,7908 13,6862 1,7908 13,6862

-Fkrit,1 0,0000 12,9249 0,0000 12,9249

Abschließend sei darauf hingewiesen, dass das hergeleitete spektrale Euler-Bernoulli-

Balkenelement nach Theorie II. Ordnung auf der exakten analytischen Lösung basiert

und somit weiterführende Untersuchungen zur Genauigkeit und Konvergenz der Lösung

entfallen.

3.3 Spektrale-Elemente-Methode nach Patera

Nachfolgend wird die Vorgehensweise zur Formulierung von spektralen Elementen nach

Patera [116] erläutert. Aufgrund inhärenter Unterschiede zur herkömmlichen FEM wer-

den insbesondere die Interpolationsfunktionen und die numerische Quadratur ausführlich

behandelt. Dabei basieren die folgenden Ausführungen auf den Arbeiten von Perras

[119], Jung [60] und Pozrikidis [121].

3.3.1 Herleitung von spektralen Elementen

Die Herleitung von spektralen Elementen nach Patera erfolgt ganz analog zur FEM. Da-

bei wird das Berechnungsgebiet in eine endliche Anzahl von Teilgebieten, die sogenannten

finiten Elemente, unterteilt und mithilfe von lokalen Ansatzfunktionen bzw. Formfunktio-

nen eine Näherungslösung für die gegebene Problemstellung bestimmt. Die Verträglichkeit

zwischen den angrenzenden finiten Elementen wird über problemabhängige Stetigkeitsbe-

dingungen an die Ansatzfunktionen gewährleistet.

Der Ausgangspunkt für die FE-Diskretisierung ist die schwache Formulierung einer ge-

gebenen Differentialgleichung. Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur Herleitung der

Elementmatrizen anhand des ebenen Spannungszustand (ESZ) erläutert. Die schwache

Formulierung der elastischen Wellengleichungen bzw. der Bewegungsgleichungen (2.14)
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kann mithilfe der im Unterabschnitt 3.1.1 beschriebenen Vorgehensweise als∫
Ω

(
∇̃v

)T

σ dA− ω2

∫
Ω

vTρu dA−
∫
Γ

vT t dS −
∫
Ω

vT f dA = 0 (3.43)

erhalten werden. Die Verschiebungen u = [u v]T sowie die Verzerrungen ε = [εxx εyy γxy]
T

werden nun über die Formfunktionen N und die zugehörigen Knotenverschiebungen u

durch

u = Nu und ε = ∇̃Nu (3.44)

approximiert, wobei der Matrizen-Differentialoperator ∇̃ für den ESZ durch

∇̃ =



0
∂

∂x

∂

∂y
0

∂

∂x

∂

∂y


(3.45)

gegeben ist. Außerdem gilt für die Spannungen σ = [σxx σyy σxy]
T und die Verzerrun-

gen ε der Zusammenhang aus Gl. (2.17). Nach dem Bubnov-Galerkin-Ansatz werden

dieselben Formfunktionen auch für die Testfunktionen v verwendet. Einsetzen des An-

satzes aus Gl. (3.44) in Gl. (3.43) liefert unter Berücksichtigung von Gl. (2.17) und dem

Elastizitätstensor DESZ aus Gl. (2.18) schließlich∫
Ω

(
∇̃N

)T
DESZ∇̃N dA


︸ ︷︷ ︸

Steifigkeitsmatrix

u− ω2

ρ

∫
Ω

NTN dA


︸ ︷︷ ︸

Massenmatrix

u =

∫
Γ

NT t dS

︸ ︷︷ ︸
Lastvektor fR

+

∫
Ω

NT f dA

︸ ︷︷ ︸
Lastvektor fF

,

wobei der Elementlastvektor fE = fR+fF , der sich aus dem Elementrandlastvektor fR und

dem Elementflächenlastvektor fF zusammensetzt, für diese Arbeit keine Relevanz hat. Die

Elementsteifigkeitsmatrix KE und die Elementmassenmatrix ME ergeben sich somit als

KE =

∫
Ω

(
∇̃N

)T
DESZ∇̃N dA, ME = ρ

∫
Ω

NTNdA. (3.46)

Für eine effiziente Berechnung werden sowohl in der FEM als auch in der SEM die

Formfunktionen auf einem Element im Referenzraum ΩR definiert. Das hat insbeson-

dere den Vorteil, dass die Formfunktionen nicht für jedes Element neu berechnet werden

müssen, allerdings müssen dafür die Elemente vom Realraum in den Referenzraum trans-
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formiert werden. Der Realraum verwendet das (x1, x2)-Koordinatensystem, in dem die

Problemstellung und die physikalischen Größen definiert sind. Hingegen wird der Raum

der natürlichen Koordinaten ξ = [ξ1, ξ2]
T , in welchem die Formfunktionen definiert wer-

den, als Referenzraum bezeichnet. Durch die Definition der Formfunktionen im Referenz-

raum werden die Elementmatrizen durch

KE =

∫
ΩE

BTDESZB det(J)dA und ME = ρ

∫
ΩE

NTN det(J)dA (3.47)

gegeben, wobei J die Jacobi-Matrix undB die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix ist. Die

Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix B ergibt sich in Abhängigkeit des Matrizen-Differenti-

aloperators ∇̃ aus der Gl. (3.45) als

B = ∇̃N. (3.48)

Aufgrund der Definition der Formfunktionen im Referenzraum müssen die partiellen Ab-

leitungen im Matrizen-Differentialoperator ∇̃ mittels
∂

∂x

∂

∂y

 =
(
JT

)−1


∂

∂ξ1
∂

∂ξ2

 , (3.49)

transformiert werden, wobei die Jacobi-Matrix J die Form

J =


∂x

∂ξ1

∂x

∂ξ2
∂y

∂ξ1

∂y

∂ξ2

 (3.50)

besitzt. Die Matrix N enthält die Formfunktionen φ1, φ2, ..., φ(p+1)2 und hat im allgemei-

nen Fall die Größe nDoF × nDoF · (p+ 1)2, wobei nDoF die Anzahl der Freiheitsgrade pro

Knoten bezeichnet. Im vorliegenden Fall mit zwei Freiheitsgraden pro Knoten hat man

N =

[
φ1 0 φ2 0 ... φ(p+1)2 0

0 φ1 0 φ2 ... 0 φ(p+1)2

]
. (3.51)

In dieser Arbeit werden bei der SEM nach Patera ausschließlich quadrilaterale Elemente

(bilineare Viereckselemente) verwendet. Die verschiedenen viereckigen Elementtypen sind

in Abb. 3.5 dargestellt, wobei das rechteckige Element einen Sonderfall der quadrilateralen

Elemente darstellt und bei strukturierten Netzen zur Anwendung kommt. Die isoparame-
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trischen Elemente weisen im Allgemeinen eine krummlinige Berandung auf und eignen

sich entsprechend für die Diskretisierung von komplexen Geometrien, beispielsweise mit

runden oder kreisförmigen Berandungen. Allerdings ist die Vernetzung mit isoparametri-

schen Elementen aufwendig und daher in den meisten kommerziellen FE-Programmen und

Netzgeneratoren nicht implementiert. In dieser Arbeit wird der Open-Source Netzgene-

rator Gmsh (abrufbar unter https://gmsh.info), entwickelt von C. Geuzaine und J.-F.

Remacle [40], für die Erstellung der Elementgeometrien verwendet. Die Elementgeome-

trien werden dabei durch die Masterknoten, in der Abb. 3.5 durch die roten Quadrate

gekennzeichnet, festgelegt. Alle zusätzlichen Interpolationsknoten, auch als Slaveknoten

bezeichnet und in der Abb. 3.5 durch rote Kreise markiert, werden anschließend innerhalb

des in dieser Arbeit entwickelten SEM-Programms in Matlab automatisch hinzugefügt.

n3n1

n4

n2

n5 n6

n7 n9n8

n3
n1

n4

n2

n5 n6

n7
n9

n8

n3
n1

n4

n2

n5
n6

n7
n9

n8

Rechteckig Quadrilateral Isoparametrisch

Abbildung 3.5: Verschiedene viereckige quadratische Elemente mit geradlinigen und krumm-
linigen Berandungen [119]. Die roten Quadrate markieren die formbestimmenden Knoten (Mas-
terknoten) und die roten Kreise markieren die zusätzlichen Interpolationsknoten (Slaveknoten).

Bei quadrilateralen Elementen kann die Transformation der Masterknoten, im Realraum

als nα,x und im Referenzraum als nα,ξ bezeichnet, mithilfe der Transformationsbeziehun-

gen

xT (ξ) =

[
xT (ξ)

yT (ξ)

]
=

4∑
α=1

[
xα

yα

]
φ1,α(ξ) (3.52)

erfolgen. Dabei bezeichnet α die Nummer der dem Masterknoten mit den Realraum-

Koordinaten (xα, yα) zugehörigen Formfunktion φα. Die Transformation eines quadrila-

teralen Elements vom Realraum in den Referenzraum ist in der Abb. 3.6 veranschaulicht.

Bei den Formfunktionen φα handelt es sich um lineare Lagrange-Polynome, die im

Referenzraum ξ1 ∈ [0; 1], ξ2 ∈ [0; 1] durch

φ1 = (1− ξ1) (1− ξ2) , φ2 = ξ1 (1− ξ2) , φ3 = (1− ξ1) ξ2, φ4 = ξ1ξ2 (3.53)

definiert sind. Mithilfe der Transformationsbeziehungen aus Gl. (3.52) kann die Jaco-

bi-Matrix aufgestellt werden. Dazu wird die Gl. (3.52) für xi in die Jacobi-Matrix von

Gl. (3.50) eingesetzt und nach der Koordinate ξi abgeleitet. Mithilfe der Jacobi-Matrix

können die Elementsteifigkeits- und Elementmassenmatrizen sowohl bei der FEM als auch
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bei der SEM nach Patera berechnet werden. Die wesentlichen Unterschiede zwischen

der FEM und der SEM nach Patera liegen in der Verwendung unterschiedlicher Form-

funktionen φi und unterschiedlicher numerischer Integrationverfahren zur Berechnung

der Elementmatrizen. Die anschließende Assemblierung der Elementmatrizen zu globa-

len Steifigkeits- und Massenmatrizen erfolgt bei der SEM nach Patera wiederum analog

zur FEM.

x, x1

y, x2
n1,x

n2,x

n3,x

n4,x

ξ1

ξ2

n3,ξ

n1,ξ

n4,ξ

n2,ξ

1

1

0
0

Realraum Referenzraum

Abbildung 3.6: Transformation eines Elements vom Realraum in den Referenzraum [119].

3.3.2 Interpolationsfunktionen

Bei der SEM nach Patera werden als Formfunktionen Lagrange-Interpolationspoly-

nome verwendet, die im 1D Fall in Abhängigkeit der natürlichen Koordinate ξ durch

LAp,β (ξ) =

p+1∏
α = 1
α ̸= β

ξ − ξα
ξβ − ξα

(3.54)

berechnet werden können. Das Lagrange-Polynom vom Grad p wird aus den Stütz-

stellen α und β konstruiert. Die Positionen der Stützstellen α und β in ξ-Richtung

sind entsprechend ξα und ξβ. Im Zusammenhang mit der FEM bzw. SEM werden die

Stützstellen häufig auch als Knoten oder Nodes4 bezeichnet. Eine wesentliche Eigenschaft

der Lagrange-Polynome ist die sogenannte kardinale Interpolationseigenschaft

LAp,β (ξα) = δαβ =

{
1 falls α = β

0 falls α ̸= β
, (3.55)

wobei δαβ das Kronecker-Delta ist [121]. Die Lagrange-Polynome nehmen also an der

Stützstelle β den Wert Eins und an allen anderen Stützstellen den Wert Null an. Diese

Eigenschaft hat zur Folge, dass die Lösung des SE-Gleichungssystems einer physikalischen

Lösung an den entsprechenden Stützstellen entspricht. Im Rahmen der in dieser Arbeit

4engl. Begriff für
”
Knoten“, der teilweise auch in der deutschsprachigen Literatur verwendet wird.
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verwendeten SE-Formulierungen sind die physikalischen Lösungen die Knotenverschie-

bungen u. Finite und spektrale Elemente mit diesen Eigenschaften werden als Elemente

mit einer nodalen Basis oder als knotenbasierte Elemente bezeichnet. Bei hierarchischen

Elementen ist die kardinale Interpolationseigenschaft beispielsweise nicht gegeben und die

Lösung des Gleichungssystems entspricht im Allgemeinen keiner physikalischen Lösung.

Dadurch ist eine aufwendige Rückrechnung zu einer physikalischen Lösung in diesem Fall

zwingend erforderlich.

Äquidistante Nodalbasis

Auch in der FEM werden häufig Lagrange-Polynome als Formfunktionen verwendet,

wobei die Stützstellen bzw. die Knoten zur Konstruktion der Formfunktionen in der Regel

äquidistant verteilt sind. Nachfolgend wird eine äquidistante Knotenverteilung basierend

auf dem englischen Begriff evenly distributed als ED-Knotenverteilung bezeichnet. Die

über diese Stützstellen konstruierten Lagrange-Formfunktionen bilden entsprechend die

ED-Nodalbasis.

In der Abb. 3.7 sind die Lagrange-Formfunktionen mit einer ED-Knotenverteilung bei-

spielhaft für die Ordnung p = 4 dargestellt. Bei Verwendung der ED-Knotenverteilung

tritt bei steigender Polynomordnung p der sogenannte Runge-Effekt auf. Der Runge-

Effekt beschreibt Oszillationen an den Rändern des Definitionsintervalls der Formfunk-

tionen, welche die Genauigkeit der Interpolation beeinflussen können. In dieser Arbeit

werden die Formfunktionen mit φn bezeichnet, wobei n dem Knoten entspricht, an dem

die Formfunktion den Wert Eins annimmt. Die Nummerierung der Knoten erfolgt im 1D

Fall beginnend bei ξ = 0 in aufsteigender Reihenfolge bis ξ = 1. In Abb. 3.7 tritt der

Runge-Effekt bei den Formfunktionen φ2 und φ4 bereits auf, bei denen die Amplituden

im Randbereich den Wert Eins übersteigen.

Mit zunehmender Ordnung p der Formfunktionen nimmt dieser Effekt weiter zu, wie aus

den in Abb. 3.8 dargestellten Lagrange-Formfunktionen mit der Ordnung p = 10 und

Abbildung 3.7: Lagrange-Formfunktionen für p = 4 und ED-Knotenverteilung.
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einer ED-Knotenverteilung deutlich wird. In diesem Fall zeigen sich in den Randberei-

chen des Definitionsintervalls der Formfunktionen bereits sehr starke Oszillationen mit

Amplituden von φmax ≥ 5. Als Folge dieser Runge-Oszillationen verschlechtert sich die

Kondition des FE-Gleichungssystems bei Verwendung von Lagrange-Formfunktionen

mit steigender Ordnung p überproportional. Die Kondition des Gleichungssystems kann

wiederum den numerischen Fehler beim Lösen des Gleichungssystems negativ beeinflus-

sen. Der Runge-Effekt kann allerdings vermieden werden, indem die Stützstellen nicht

äquidistant verteilt werden. Eine Möglichkeit zur Anordnung der Stützstellen stellt die

sogenannte Gauss-Legendre-Lobatto-Knotenverteilung dar.

Abbildung 3.8: Lagrange-Formfunktionen für p = 10 und ED-Knotenverteilung.

GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Nodalbasis

Bei der Gauss-Legendre-Lobatto Nodalbasis, nachfolgend als GLL-Nodalbasis be-

zeichnet, werden zur Konstruktion der Lagrange-Formfunktionen die inneren p−1 Kno-

ten auf den Nullstellen der Lobatto-Funktion LOp−1 angeordnet. Die beiden äußeren

Knoten werden auf den Rändern des Definitionsintervalls angeordnet. Die Lobatto-

Funktion LOn(ξ) kann über

LOn(ξ) =
dLn+1(ξ)

dξ
(3.56)

bestimmt werden. Dabei ist Ln(ξ) das Legendre-Polynom, welches wiederum über

Ln(ξ) =

⌊n/2⌋∑
k=0

(−1)k
(2n− 2k)!

(n− 2k)!(n− k)!k!2n
ξn−2k,

mit der Gauss-Klammer ⌊n/2⌋ =

{
n
2

falls n gerade
n−1
2

falls n ungerade
,

(3.57)

ermittelt werden kann. Die aus den Nullstellen der Lobatto-Funktion berechneten Stütz-

stellen werden als Gauss-Legendre-Lobatto-Stützstellen (bzw. GLL-Knotenverteil-
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ung) bezeichnet. Bei der in dieser Arbeit verwendeten SEM-Variante nach Patera wird

die GLL-Knotenverteilung zur Konstruktion der Lagrange-Formfunktionen verwendet.

In der Tab. 3.2 sind die GLL-Stützstellen für die Polynomgrade p = 1 bis p = 5 und das

Definitionsintervall ξ ∈ [−1; 1] angegeben.

Tabelle 3.2: GLL-Stützstellen zur Konstruktion der Lagrange-Polynome.

Gauss-Legendre-Lobatto Stützstellen ξi,GLL

Ordnung Stützstellen

p = 1 ξ1 = −1 ξ2 = −ξ1

p = 2 ξ1 = −1 ξ2 = 0 ξ3 = −ξ1

p = 3 ξ1 = −1 ξ2 = − 1√
5

ξ3 = −ξ2 ξ4 = −ξ1

p = 4 ξ1 = −1 ξ2 = −
√

3
7 ξ3 = 0 ξ4 = −ξ2 ξ5 = −ξ1

p = 5 ξ1 = −1 ξ2 ≈ −0, 7651 ξ3 ≈ −0, 2852 ξ4 = −ξ3 ξ5 = −ξ2 ξ6 = −ξ1

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die GLL-Knotenverteilung bei der SEM nach Pate-

ra am häufigsten verwendet wird, jedoch in der ursprünglichen Arbeit von Patera [116]

die sogenanntenChebychev-Gauss-Lobatto-Stützstellen (CGL-Knotenverteilung) zur

Konstruktion der Formfunktionen verwendet wurden. Während die maximalen Funk-

tionswerte der GLL-Formfunktionen auf Eins beschränkt sind, ist dies bei den CGL-

Formfunktionen nicht der Fall und es können in der Nähe der Ränder des Definitionsinter-

valls geringfügig größere Werte als Eins auftreten. Vermutlich haben sich unter Anderem

aus diesem Grund die GLL-Formfunktionen bei der SEM nach Patera gegenüber den

CGL-Formfunktionen durchgesetzt. In der Abb. 3.9 sind die Lagrange-Formfunktionen

für die Ordnung p = 10 und eine GLL-Knotenverteilung dargestellt. Es zeigt sich, dass

durch die Verwendung der GLL-Knotenverteilung der Runge-Effekt vollständig vermie-

den wird und die Maximalwerte der Formfunktionen auf Eins begrenzt sind.

Abbildung 3.9: Lagrange-Formfunktionen für p = 10 und GLL-Knotenverteilung.
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LAGRANGE-Formfunktionen im 2D Fall

Die 2D Lagrange-Formfunktionen φn können für quadrilaterale Elemente über das Pro-

dukt der 1D Lagrange-Formfunktionen φi und φj mittels φn(ξ1, ξ2) = φi(ξ1)φj(ξ2)

berechnet werden. Insgesamt müssen bei einem quadrilateralen Element also (p + 1)2

Formfunktionen berechnet werden. In Abb. 3.10 ist die Vorgehensweise an einem Ele-

ment der Ordnung p = 4 anhand der Formfunktion φ13 veranschaulicht. Dabei erfolgt

die Nummerierung der Knoten in dieser Arbeit, wie ebenfalls in Abb. 3.10 dargestellt,

zeilenweise in die positiven Richtungen der natürlichen Koordinaten. Die 2D Lagrange-

Formfunktionen φ13 gehört somit zum Knoten in der Elementmitte und ergibt sich aus

dem Produkt der Formfunktionen φ3(ξ1) und φ3(ξ2), die jeweils aus Gl. (3.54) berechnet

werden können.

1
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9 10

4 5

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

i, ξ1

j, ξ2

1 2 3 4 5
1

2

3

4

5

ϕ3(ξ1)

ϕ3(ξ2)

ϕ13(ξ1, ξ2) = ϕ3(ξ1)ϕ3(ξ2)

Abbildung 3.10: Konstruktion der 2D Lagrange-Formfunktionen am Beispiel der Formfunk-
tion φ13 eines Elements mit der Ordnung p = 4 und einer GLL-Knotenverteilung.

In Abb. 3.11a ist die Formfunktion φ13 für die ED-Knotenverteilung und in Abb. 3.11b

für die GLL-Knotenverteilung dargestellt. Analog zu den 1D Lagrange-Formfunktionen

tritt auch bei den 2D Lagrange-Formfunktionen der Runge-Effekt bei Verwendung

einer ED-Knotenverteilung auf. In Abb. 3.12a ist für die Elementordnung p = 10 die

Abbildung 3.11: 2D Lagrange-Formfunktion φ13 für p = 4 und bei einer (a) ED-Knoten-
verteilung und (b) GLL-Knotenverteilung.
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Formfunktion φ61, zugehörig zum Knoten in der Elementmitte, bei einer ED-Knotenver-

teilung abgebildet. Im Vergleich zum 1D Fall ist der Runge-Effekt im 2D Fall noch

ausgeprägter und es treten maximale Amplituden von φ61,max ≥ 35 auf. Wird hingegen

die GLL-Knotenverteilung verwendet, dann kann der Runge-Effekt auch im 2D Fall, wie

in Abb. 3.12b veranschaulicht, vollständig vermieden werden. Die maximale Amplitude

ist analog zum 1D Fall auf Eins beschränkt.

Abbildung 3.12: 2D Lagrange-Formfunktion φ61 für p = 10 und bei einer (a) einer ED-
Knoten-verteilung und (b) GLL-Knotenverteilung.

3.3.3 Numerische Integration

Für die Berechnung der Elementmatrizen werden sowohl in der FEM als auch in der

SEM nach Patera die auftretenden Integrale mithilfe von numerischen Integrationsver-

fahren ausgewertet. Von den zahlreichen existierenden numerischen Integrationsverfahren

hat sich in der FEM insbesondere die numerische Quadratur nach Gauss-Legendre

durchgesetzt. Der Begriff Quadratur wird dabei für numerische Integrationsverfahren ver-

wendet, bei denen bekannte Funktionswerte des Integranden herangezogen werden [174].

Die Quadratur nach Gauss-Legendre kann auch für die Berechnung der Elementma-

trizen bei der SEM nach Patera eingesetzt werden, allerdings wird bei der SEM in der

Regel die Quadratur nach Lobatto bevorzugt [121]. Beide Quadraturverfahren werden

im Folgenden kurz beschrieben und ihre jeweiligen Vor- und Nachteile werden aufgezeigt.

Numerische Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE

Die grundlegende Idee von Gauss bestand darin, die Integrationsstützstellen und In-

tegrationsgewichte so zu wählen, dass die resultierende Quadraturformel die maximale

Genauigkeit besitzt [174]. Basierend auf der Idee von Gauss haben sich die weiterentwi-

ckelten Quadraturverfahren nach Gauss-Legendre, Gauss-Chebychev und Gauss-

Laguerre in der Anwendung etabliert. Bei der Gauss-Legendre-Quadratur (GL-

Quadratur) wird der Integrand durch die Lagrange-Polynome LAp,i(ξ) approximiert

und die sich ergebende Näherungsfunktion exakt integriert. Die Quadraturformel für eine
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Funktion f(ξ) mit ξ ∈ [0; 1] lautet

1∫
0

f(ξ)dξ ≃
1∫

0

n∑
i=1

f (ξi)LAp,i(ξ)dξ =

n=p+1∑
i=1

wif (ξi) , (3.58)

wobei n die Anzahl der Stützstellen ξi ist [119]. Die Stützstellen ξi sind die Nullstellen

des Legendre-Polynoms Ln und werden als Gauss-Punkte bezeichnet. Aus den daraus

definierten Lagrange-Interpolationspolynomen können die Integrationsgewichte wi über

wi =

1∫
0

LAp,i(ξ)dξ (3.59)

berechnet werden. Der wesentliche Vorteil bei der GL-Quadratur liegt in der hohen Ge-

nauigkeit mit einem Exaktheitsgrad von (2n− 1). Polynome bis zum Grad m = (2n− 1)

können somit exakt integriert werden. Daraus folgt für die Anwendung der SEM nach

Patera, dass sowohl die Elementsteifigkeitsmatrix mit m = 2(p − 1), als auch die Ele-

mentmassenmatrix mit m = 2p, exakt berechnet werden können. In der Tab. 3.3 sind die

Integrationsstützstellen ξi und Integrationsgewichte wi der GL-Quadratur für Element-

ordnungen bis p = 3 dargestellt.

Tabelle 3.3: Integrationsstützstellen und Integrationsgewichte für die Gauss-Legendre-
Quadratur im Intervall ξ ∈ [0; 1] [119].

Ordnung Stützstellen Gewichte

p = 1 ξ1 =
1
2 −

√
3
6 ξ2 =

1
2 +

√
3
6 w1 =

1
2 w2 = w1

p = 2 ξ1 =
1
2 −

√
15
10 ξ3 =

1
2 +

√
15
10 w1 =

5
18 w3 = w1

ξ2 =
1
2 w2 =

4
9

p = 3 ξ1 ≈ 0, 0694 ξ3 = 1− ξ2 w1 ≈ 0, 1739 w3 = w2

ξ2 ≈ 0, 3300 ξ4 = 1− ξ1 w2 ≈ 0, 3261 w4 = w1

Numerische Quadratur nach LOBATTO

Grundsätzlich läuft die numerische Quadratur nach Lobatto (Lob-Quadratur) analog

zur Gauss-Legendre-Quadratur ab. Der einzige Unterschied liegt in der Verwendung

unterschiedlicher Stützstellen, so werden bei der Lob-Quadratur die GLL-Stützstellen zur

Konstruktion der Lagrange-Polynome verwendet. Durch die Integration der Lagran-

ge-Polynome über das Integrationsintervall können wiederum die Integrationsgewichte

bestimmt werden. In der Tab. 3.4 sind die Stützstellen und Integrationsgewichte der

Lob-Quadratur für Elementordnungen bis p = 3 dargestellt. Die Verwendung der GLL-
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Stützstellen hat zur Folge, dass der Exaktheitsgrad der Lob-Quadratur lediglich (2n− 3)

beträgt. Dadurch können die bei der Berechnung der Massenmatrix vorkommenden Po-

lynome mit dem Grad m = 2p nicht exakt integriert werden. Allerdings ergibt sich bei

der Verwendung der Lob-Quadratur in Kombination mit einer GLL-Verteilung der Ele-

mentknoten der wesentliche Vorteil, dass die Massenmatrix nur auf der Hauptdiagonale

Tabelle 3.4: Integrationsstützstellen und Integrationsgewichte für die Lobatto-Quadratur im
Intervall ξ ∈ [0; 1] [119].

Ordnung Stützstellen Gewichte

p = 1 ξ1 = 0 ξ2 = 1 w1 =
1
2 w2 = w1

p = 2 ξ1 = 0 ξ3 = 1 w1 =
1
6 w3 = w1

ξ2 =
1
2 w2 =

2
3

p = 3 ξ1 = 0 ξ3 =
1
2 +

√
5

10 w1 =
1
12 w3 = w2

ξ2 =
1
2 −

√
5

10 ξ4 = 1 w2 =
5
12 w4 = w1

mit von Null verschiedenen Werten belegt ist. In der Abb. 3.13 ist der prinzipielle Aufbau

der Systemmassenmatrix der 2D skalaren Wellengleichung 3.2 für ein rechteckiges Gebiet

unter Verwendung einer GLL-Knotenverteilung für die GL- und die Lob-Quadratur ge-

genübergestellt. Aufgrund der damit einhergehenden und teilweise enormen Steigerung

der Berechnungseffizienz ist die Lob-Quadratur bei der SEM das am meisten verwende-

te numerische Integrationsverfahren zur Berechnung der Elementmatrizen. Bei Berech-

nungen im Zeitbereich können beispielsweise durch die diagonale Massenmatrix explizite

Zeitintegrationsverfahren verwendet werden, wodurch das aufwendige Lösen des Glei-

chungssystems für jeden Zeitschritt entfällt. Wenngleich die Vorteile bei Berechnungen

im Frequenzbereich etwas geringer ausfallen, ergibt sich auch hier der Vorteil, dass die

Anzahl von Matrizen-Operationen zur Assemblierung der dynamischen Steifigkeitsmatrix

niedriger wird.

(a) Gauss-Legendre-Quadratur (b) Lobatto-Quadratur

Abbildung 3.13: Prinzipieller Aufbau der Systemmassenmatrix der 2D skalaren Wellenglei-
chung 3.2 für ein rechteckiges Gebiet bei den unterschiedlichen Quadraturverfahren mit einer
GLL-Knotenverteilung.
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Numerische Integration im 2D Fall

Für die numerische Berechnung von Doppelintegralen wird zuerst das innere Integral und

anschließend das äußere Integral mithilfe der GL- oder Lob-Quadratur ausgewertet. Die

Funktion f (ξ1, ξ2) kann somit näherungsweise mittels

1∫
0

1∫
0

f (ξ1, ξ2) dξ1dξ2 ≃
n1∑
i=1

n2∑
i=j

wiwjf (ξ1,i, ξ2,j) (3.60)

über das Referenzelement integriert werden. Dabei ist n1 die Anzahl der Stützstellen ξ1,i

in ξ1-Richtung und n2 die Anzahl der Stützstellen ξ2,j in ξ2-Richtung. In der Abb. 3.14

sind die Stützstellen der GL- und der Lob-Quadratur im 2D Fall am Referenzelement ge-

genübergestellt. Die Integrationsgewichte wi und wj werden bei der Berechnung üblicher-

weise zu einem Integrationsgewicht wij zusammengefasst. Für die Quadraturverfahren gilt

im 2D Fall der gleiche Exaktheitsgrad wie im 1D Fall.

ξ1

ξ2

(a) Gauss-Legendre-Stützstellen

ξ1

ξ2

(b) Lobatto-Stützstellen

Abbildung 3.14: Vergleich der GL- und der Lob-Stützstellen im 2D Fall.

3.4 Berücksichtigung von fiktiven Berandungen

Die FEM und SEM werden meistens für die numerische Simulation von Wellenausbrei-

tungsproblemen in berandeten Gebieten herangezogen. Bei der Behandlung von Wel-

lenausbreitungsproblemen in unberandeten Gebieten bedarf es allerdings meistens einer

Einführung von fiktiven Rändern im betrachteten unberandeten Gebiet, um die FEM

oder SEM ohne spezielle Unendlich-Elemente (infinite elements) direkt anzuwenden. Die-

se Vorgehensweise verursacht leider zusätzliche Wellenreflexionen an den fiktiven Rändern,

welche in Wirklichkeit gar nicht auftreten. Um bei der numerischen Simulation der Wellen-

ausbreitungsprobleme in unberandeten Gebieten diese physikalisch unsinnigen Wellenre-

flexionen an den fiktiven Rändern zu minimieren, ist die Verwendung von absorbierenden

oder nicht-reflektierenden Rändern zweckmäßig.

Bei der SEM nachDoyle können zur Berücksichtigung der fiktiven Berandungen von Bal-

kenstrukturen die sogenannten Throw-off -Elemente hergeleitet werden. Bei den Throw-

off-Elementen handelt es sich um spektrale Stab- bzw. Balkenelemente mit nur einem
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Knoten. Die Herleitung dieser Elemente basiert auf der Annahme, dass der zweite Kno-

ten im Unendlichen liegt und im Grunde abgeworfen (dt. für throw-off ) wird. Dadurch

leiten die Throw-off-Elemente die Schwingungsenergie als Energieleiter aus dem System

heraus und verhindern somit Reflexionen an den fiktiven Rändern [29].

Bei der FEM und den finiten Differenzenverfahren haben sich in den letzten Jahren die so-

genannten Perfectly Matched Layers5 (PMLs) als besonders effizient erwiesen. Die PMLs

stellen eine zusätzliche Schicht an den fiktiven Rändern des Berechnungsgebietes dar, wo-

bei die einfallenden Wellen innerhalb der PMLs allmählich gedämpft werden. Dadurch

besitzen die eventuellen Reflexionen an den freien Rändern der PMLs nur noch sehr

niedrige Amplituden und beeinflussen das Berechnungsergebnis somit kaum nennenswert.

In dieser Arbeit werden die PMLs bei den Transmissionsberechnungen im Rahmen der

SEM nach Patera verwendet. Im Folgenden werden die beiden Vorgehensweisen zur

Berücksichtigung von fiktiven Berandungen, beginnend mit den Throw-off-Elementen,

beschrieben.

3.4.1 Throw-off-Elemente

Die Throw-off-Elemente (TO-Elemente) basieren auf der Betrachtung von Elementen mit

einer unendlichen Länge, wodurch Reflexionen am Fernrand x = l = ∞ keine Auswirkun-

gen auf die Schwingungen im Nahfeld von dem Knoten bei x = 0 haben. Bei der Herleitung

der Throw-off-Elemente werden daher die nach links laufenden Wellen der exakten Lösung

beim Aufstellen der Formfunktionen vernachlässigt. Aufgrund der unendlichen Länge der

Throw-off-Elemente kann die Herleitung allerdings nicht über die schwache Formulierung

der Wellengleichung erfolgen. Die nachfolgenden Herleitungen der Throw-off-Elemente für

den Stab und den Euler-Bernoulli-Balken aus der Arbeit von Doyle [29] basieren

auf der Kraft-Verschiebungs-Beziehung.

Throw-off-Element des Stabs

Unter Vernachlässigung der nach links laufenden Welle ergibt sich aus Gl. (3.16) die

allgemeine Lösung zu

u(x) = a1e
−ikLx, (3.61)

wobei in diesem Fall die Exponentialfunktion der Formfunktion φS,To und der unbekannte

Koeffizient a1 der Knotenverschiebung dS,To = u1 entspricht. Es gilt somit

u(x) = φS,Tou1 = e−ikLxu1. (3.62)

5Bedeutet ins Deutsche frei übersetzt
”
perfekt angepasste Schicht“. In der Literatur wird allerdings

fast ausschließlich der englische Begriff verwendet.
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Über den Zusammenhang zwischen der Normalkraft N(x) und der Dehnung ε(x) = u′(x)

aus Gl. (2.20) ergibt sich die Knotenkraft N1 als

N1 = −N(0) = −EAu′(0) = EAikLu1 (3.63)

und die spektrale dynamische Steifigkeit des Throw-off-Elements lautet demnach

SS,To(ω) = EAikL. (3.64)

Throw-off-Element des Balkens nach Theorie II. Ordnung

Analog zum Throw-off-Stabelement werden auch in diesem Fall die nach links laufenden

Wellen nicht berücksichtigt, sodass aus Gl. (3.33)

w(x) = a1e
−ikλ1x + a2e

−kλ2x = eIIB,To(x, ω)aB,To (3.65)

folgt, mit

eIIB,To(x, ω) =
[
e−ikλ1x e−kλ2x

]
und aB,To = [a1 a2]

T . (3.66)

Die Knotenverschiebungen und Knotenverdrehungen dII
B,To des Throw-off-Balkenelements

können mithilfe von Gl. (3.65) durch

dII
B,To =

[
w (0)

−w′(0)

]
=

[
w1

θ1

]
=

[
eIIB,To(0, ω)

−
(
eIIB,To

)′
(0, ω)

]
aB,To = HII

B,To(ω)aB,To (3.67)

ausgedrückt werden, wobei die Matrix HII
B,To durch

HII
B,To(ω) =

[
1 1

ikλ1 kλ2

]
(3.68)

gegeben ist. Das Verschiebungsfeld des spektralen Throw-off-Balkenelements kann nun in

Abhängigkeit der Knotenverschiebungen dII
B,To über

w(x) = NII
B,To(x, ω)d

II
B,To (3.69)

mit den spektralen Formfunktionen

NII
B,To = eIIB,To(x, ω)

(
HII

B,To

)−1
(ω) =

[
φII
B1,T o φII

B2,T o

]
,

φII
B1,T o =

(
ikλ1e

−kλ2x − kλ2e
−ikλ1x

)
(ikλ1 − kλ2)

−1 ,

φII
B2,T o =

(
e−ikλ1x − e−kλ2x

)
(ikλ1 − kλ2)

−1

(3.70)
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ausgedrückt werden. Aus den Zusammenhängen zwischen der Verschiebung w(x) und

dem Biegemoment M mit M(x) = −EIw′′(x) sowie der Transversalkraft T mit T (x) =

−EIw′′′(x) + Sw′(x) folgt für die Knotenschnittgößen M1 = −M(0) und T1 = −T (0)[
T1

M1

]
= EI

[(
φII
B1,T o

)′′′
(0)− S

EI

(
φII
B1,T o

)′
(0)

(
φII
B2,T o

)′′′
(0)− S

EI

(
φII
B2,T o

)′
(0)(

φII
B1,T o

)′′
(0)

(
φII
B2,T o

)′′
(0)

]
︸ ︷︷ ︸

SII
B,To(ω)

[
w1

θ1

]
.

(3.71)

Die spektrale Throw-off-Balkenelementmatrix nach Theorie II. Ordnung ist folglich gege-

ben durch

SII
B,To(ω) = EI

[
−kλ1kλ2 (kλ1 − ikλ2) −ikλ1kλ2

−ikλ1kλ2 ikλ1 + kλ2

]
. (3.72)

3.4.2 Perfectly Matched Layers (PMLs)

Die erste PML-Formulierung geht auf die Arbeit von Berenger [11] zurück, wobei die

PMLs zur Berücksichtigung von fiktiven Berandungen bei der Simulation von elektro-

magnetischen Wellen für die Maxwell-Gleichungen hergeleitet wurden. Bei der PML-

Formulierung von Berenger handelt es sich um eine sogenannte split-field (dt.: Feldzer-

legung) PML-Formulierung, bei der das physikalische Feld, in diesem Fall das elektroma-

gnetische Feld, in zwei unphysikalische Felder innerhalb der PML-Domäne zerlegt wird.

Später haben sich allerdings die einachsialen PMLs bzw. UPMLs (engl.: uniaxial PMLs)

durchgesetzt, bei denen die PMLs auf Basis der jeweiligen physikalischen Wellengleichung

und einem künstlichen anisotropen absorbierenden Material formuliert werden [126]. Die

Arbeiten von Chew und Weedon [19], sowie Teixeira und Chew [142] zeigten, dass

sowohl die split-field PMLs als auch die UPMLs über eine analytische Erweiterung der je-

weiligen Wellengleichung in den komplexen Koordinatenraum hergeleitet werden können.

Die Transformation der Wellengleichung in den komplexen Koordinatenraum kann mit-

hilfe
∂

∂x
→ 1

λ(x)

∂

∂x
(3.73)

erfolgen, wobei λ(x) die komplexe Koordinaten-Streckungsfunktion (engl.: coordinate-

stretching function) ist. Für die Wahl der Streckungsfunktion und der zugehörigen Pa-

rameter existieren verschiedene Ansätze, wobei die am weitesten verbreiteten Ansätze

in der Arbeit von Fontara et al. [37] gegenübergestellt sind. In dieser Arbeit wird die

frequenzabhängige Streckungsfunktion

λ(x) = 1 + f(x)− i
f(x)

α0

mit α0 =
b · ω
cS

und f(x) = f0

(
x

Lp

)m

(3.74)
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für PML-Formulierungen im Frequenzbereich verwendet. Dabei ist cS die Wellengeschwin-

digkeit, b die charakteristische Breite, ω die Kreisfrequenz, Lp die Dicke der jeweiligen

PML-Schicht, f0 ein PML-Parameter zur Kontrolle des Absorptionsgrades und m ein

PML-Parameter zur Beeinflussung der Streckungsrate. Mithilfe von Gl. (3.74) ergibt sich

die gestreckte Koordinate x̂ in der PML-Schicht als

x̂ = λ(x)x, (3.75)

wobei die Streckungsfunktion λ(x) aus Gl. (3.74) hauptsächlich durch die Funktion f(x)

beeinflusst wird. Zur Veranschaulichung ist in der Abb. 3.15 die Funktion f(x) für ver-

schiedene Polynomgrade m und in Abhängigkeit der Dicke Lp der PML-Schicht sowie des

Parameters f0 dargestellt. Basierend auf der Arbeit von Fontara et al. [37] werden in

dieser Arbeit die PML-Parameter als f0 = 10 und m = 1 gewählt. Außerdem wird die

charakteristische Breite b, die in der Arbeit von Fontara der halben Fundamentbreite

entspricht, vereinfachend zu b = 1m gesetzt. Eine Vielzahl von Untersuchungen hat ge-

zeigt, dass mit den PML-Parametern nach Fontara et al. [37] eine effektive Reduzierung

der Reflexionen an den fiktiven Rändern des Berechnungsgebietes bei Transmissionsbe-

rechnungen mit der SEM nach Patera erzielt werden kann. Allerdings bewiesen Kausel

und de Oliveira Barbosa [64], dass die Streckungsfunktion eine reine mathematische

Konstruktion ohne physikalischen Hintergrund ist und somit auch keine allgemeingültige

Regel zur optimalen Wahl der PML-Parameter existiert.

Physikalisches Berechnungsgebiet PML-Schicht

f0

x
Lp

f(x) für m = 1

f(x) für m = 2

f(x) für m = 3

Abbildung 3.15: Funktionen f(x) für verschiedene Polynomgrade.

Die Implementierung der PMLs in der SEM nach Patera verläuft analog zur FEM, wobei

die Formulierung der PML-Elementmatrizen direkt über eine komplexe Koordinatenstre-

ckung oder alternativ über eine äquivalente Modifikation der Materialparameter erfolgen

kann. Bei einer Berücksichtigung über die Modifikation der Materialparameter können die

Elementsteifigkeitsmatrix KPML
E und die Elementmassenmatrix MPML

E für den ESZ über

KPML
E =

∫
ΩE

λ1λ2B̂
T
DESZB̂ det(J)dA, MPML

E = ρ

∫
ΩE

λ1λ2N
TN det(J)dA (3.76)
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berechnet werden, wobei λ1 die Streckungsfunktion für die globale x-Richtung und λ2 die

Streckungsfunktion für die globale y-Richtung ist. Bei dem Matrizen-Differentialoperator

∇̃ zur Bestimmung der Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix B müssen die partiellen Ablei-

tungen nach den physikalischen Koordinaten mit dem Kehrwert der jeweils zugehörigen

Streckungsfunktion multipliziert werden. Dementsprechend folgt für den ESZ

B̂ = ∇̃PMLN, ∇̃T
PML =


1

λ1

∂

∂x
0

1

λ2

∂

∂y

0
1

λ2

∂

∂y

1

λ1

∂

∂x

 , (3.77)

wobei für die Unterscheidung zu der Ableitungsmatrix B der physikalischen Elemente für

die Ableitungsmatrix der PML-Elemente die Schreibweise B̂ verwendet wird. Die Stre-

ckungsfunktionen λ1 und λ2, und damit auch die Ableitungsmatrix B̂, sind im globalen

Koordinatensystem des Berechnungsgebiets definiert. Dadurch sind die Elementsteifigkeits-

und Elementmassenmatrizen eines PML-Elements, im Gegensatz zu den Elementmatrizen

eines physikalischen Elements im Berechnungsgebiet, abhängig von den absoluten Posi-

tionen der Elementknoten im globalen Koordinatensystem.

Das grundsätzliche Prinzip der PMLs wird im Folgenden für den 1D Fall demonstriert

und zudem werden Besonderheiten im Zusammenhang mit phononischen Strukturen auf-

gezeigt. Dabei sei darauf hingewiesen, dass die Dicke der PML-Schicht normalerweise

deutlich geringer als die Breite des Berechnungsgebiets ist. Aus Gründen der Anschau-

lichkeit ist die Dicke der PML-Schicht aber nachfolgend dicker als die Breite des physi-

kalischen Berechnungsgebiets. In der Abb. 3.16 ist dazu zunächst die Ausbreitung einer

skalaren Welle der Form e ikx̂ mit k = 2π dargestellt. Die Abb. 3.16a zeigt die gestreckte x̂-

Koordinate, wobei der Imaginärteil im ganzen abgebildeten Definitionsbereich gleich Null

ist und der Realteil der realen Koordinate x entspricht. Folglich liegt in diesem Beispiel

keine Koordinatenstreckung vor und die Welle breitet sich, wie in der Abb. 3.16b ersicht-

lich ist, ohne Dämpfung aus. Liegt am rechten Rand eine spannungsfreie Randbedingung

Abbildung 3.16: (a) Komplexe x − x̂-Ebene. (b) Ausbreitung einer skalaren Welle der Form
e ikx̂ mit k = 2π entlang der realen x-Achse.
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vor, dann treten entsprechend Reflexionen an diesem Rand auf. Mithilfe von PMLs- bzw.

einer Koordinatenstreckung können die Amplituden am freien Rand, wie in der Abb.

3.17 veranschaulicht, stark reduziert und damit der Einfluss von Reflexionen minimiert

werden. Dazu wird der Imaginärteil der Streckungssfunktion ab x > 4, wie in der Abb.

3.17a dargestellt, linear gesteigert. Somit befindet sich links von x = 4 das physikalische

Berechnungsgebiet und rechts von x = 4 die PML-Schicht. Außerhalb der PML-Schicht

gilt x̂ = x. Aus dem zugehörigen Verlauf der Welle entlang der realen x-Achse in der

Abb. 3.17b wird deutlich, dass die Welle innerhalb der PML-Schicht graduell gedämpft

wird und am rechten Rand nur noch eine sehr geringe Amplitude aufweist. Eine nach

links laufende reflektierte Welle würde wiederum weiter gedämpft, sodass die Amplitude

der reflektierten Welle beim Eintritt ins physikalische Berechnungsgebiet noch geringer

ausfällt.

Abbildung 3.17: (a) Komplexe x− x̂−Ebene mit linear steigendem Imaginärteil ab x > 4.
(b) Ausbreitung einer skalaren Welle der Form e ikx̂ mit k = 2π entlang der realen x-Achse.

Phononische Strukturen weisen die Besonderheit auf, dass innerhalb der Bandlücken eva-

neszente Wellen mit einem komplexen oder rein imaginären Wellenvektor auftreten. Der

imaginäre Wellenvektor wirkt sich, wie in der Abb. 3.18 veranschaulicht, erheblich auf

das Wellenausbreitungsverhalten innerhalb der PML-Schicht aus. Während die Welle mit

einer Wellenzahl k = 0, 02πi außerhalb der PML-Schicht langsam abklingt, tritt innerhalb

Abbildung 3.18: (a) Komplexe x− x̂−Ebene mit linear steigendem Imaginärteil ab x > 4. (b)
Ausbreitung einer evaneszenten skalaren Welle der Form e ikx̂ mit k = 0, 02πi entlang der realen
x-Achse.
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der PML-Schicht ein stark oszillierendes Verhalten auf und die Welle klingt weiterhin

nur langsam ab. Der Imaginärteil der Streckungssfunktion hat bei Wellen mit einem ima-

ginären Wellenvektor keinen Einfluss auf das Abklingverhalten, stattdessen wird durch

die Steigung ∂ℑ(x)/∂ℜ(x) die Frequenz der Oszillationen innerhalb der PML-Schicht

beeinflusst. Dabei nimmt die Frequenz mit zunehmender Steigung proportional zu. Da-

mit auch evaneszente Wellen innerhalb der PML-Schicht stärker gedämpft werden, ist eine

zusätzliche Streckung des Realteils der jeweiligen Koordinate mittels der Streckungssfunk-

tion erforderlich. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit die Streckungssfunktion nach

Gl. (3.74), bei der über den mittleren Term auch der Realteil der Koordinate mit f(x)

gestreckt wird, verwendet. In der Abb. 3.19 ist veranschaulicht, wie sich die zusätzliche

Streckung des Realteils auf die Ausbreitung der Welle mit k = 0, 02πi auswirkt. Dabei

wird der Realteil, wie in Abb. 3.19a dargestellt, ab x > 4 mit dem Faktor 4 gestreckt. Im

Vergleich zu der Abb. 3.18b wird aus der Abb. 3.19b deutlich, dass nun auch die evanes-

zente Welle innerhalb der PML-Schicht stärker gedämpft wird und am rechten Rand nur

noch eine niedrige Amplitude aufweist.

Abbildung 3.19: (a) Komplexe x− x̂−Ebene mit linear steigendem Imaginärteil ab x > 4 und
zusätzlicher Streckung des Realteils. (b) Ausbreitung einer evaneszenten Welle der Form e ikx̂

mit k = 0, 02πi entlang der realen x-Achse.

Abschließend sei darauf hingewiesen, dass bei Metamaterialien mit einem negativen Bre-

chungsindex die sogenannten
”
backward-wave-Lösungen“, also rückwärts laufende Wellen,

bei denen Gruppen- und Phasengeschwindigkeiten entgegengesetzt sind, auftreten können.

Bei diesen Materialien und Strukturen weist der Wellenvektor in bestimmten Frequenzbe-

reichen ein negatives Vorzeichen auf. Das hat zur Folge, dass die Amplituden der Wellen

innerhalb der PML-Schicht exponentiell zunehmen anstatt abzuklingen. Ist der betreffen-

de Frequenzbereich bekannt, dann kann die PML-Formulierung für diesen Frequenzbereich

angepasst werden. Allerdings versagt die PML-Formulierung vollständig, wenn bei einer

Frequenz gleichzeitig vorwärts und rückwärts laufende Wellen auftreten [23]. Ein weiteres

Problem ergibt sich, wenn die PML-Schicht mit einer periodischen Struktur, wie in der

Abb. 3.20 veranschaulicht, überlappt. Da die PML-Formulierung auf einer analytischen

Erweiterung der jeweiligen Wellengleichung in den komplexen Koordinatenraum basiert,
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müssen auch die Materialparameter senkrecht zum Rand durch eine analytische Funktion

beschrieben werden können. Diese Voraussetzung ist jedoch bei phononischen Struktu-

ren nicht gegeben, sodass unter Umständen Reflexionen an den Grenzschichten auftreten

können [112].

x, x1

y, x2
PMLy

PMLy

PMLx

PMLxy

PMLx

PMLxy

PMLxyPMLxy

Überlappung

Abbildung 3.20: Überlappung von PMLs mit einer periodischen Struktur. Die Indizes x, y und
xy geben jeweils die Richtungen der Koordinatenstreckung für die PMLs an.
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4 Analyse von 2D schlanken phononischen

Zick-Zack-Gitterstrukturen

In diesem Kapitel wird zunächst die Bestimmung der Dispersionskurven und der Wellen-

transmission von phononischen Gitterstrukturen mithilfe der SEM nach Doyle erläutert.

Dabei werden insbesondere die Vor- und Nachteile im Vergleich zu einer FEM-Berechnung

aufgezeigt. Anschließend erfolgen umfangreiche Untersuchungen zur Beeinflussung des

Wellenausbreitungsverhaltens in phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

4.1 Beschreibung der Problemstellung

Gitterstrukturen weisen im Vergleich zu herkömmlichen Strukturen ein vergleichsweise ge-

ringes Eigengewicht bei einer gleichzeitig hohen Tragfähigkeit auf und erfreuen sich insbe-

sondere im Leichtbau einer hohen Beliebtheit [143]. Die zunehmende Beliebtheit ist nicht

zuletzt auch neuen Fertigungstechniken zu verdanken, wie beispielsweise der additiven Fer-

tigung (3D Druck), wodurch 3D Gitterstrukturen, wie die in der Abb. 4.1a dargestellte 3D

Sandwich-Gitterstruktur, einfach gefertigt werden können. Während bereits umfangreiche

Literatur zu den statischen Eigenschaften von Gitterstrukturen existiert, ist über die dyna-

mischen Eigenschaften noch verhältnismäßig wenig bekannt [138]. Periodische Gitterstruk-

turen können analog zu phononischen Kristallen Bandlücken aufweisen und werden in

diesem Zusammenhang auch als phononische Gitterstrukturen bezeichnet. Die Wellenaus-

breitungseigenschaften von phononischen Gitterstrukturen wurden bereits in einigen Ar-

beiten untersucht und die Existenz von Bandlücken wurde auch experimentell nachgewie-

sen [92,171]. Beispielsweise entwickelten Matlack et al. [92] eine 3D phononische Gitter-

(a) (b)

Abbildung 4.1: (a) 3D Sandwich-Gitterstruktur. (b) Schwingungsdämpfende Gitterstruk-
tur in einer Rakete (Zukunftsvision), Grafik: 3Dsculptor/Shutterstock/Jung-Chew Tse, ETH
Zürich.
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struktur, die durch eine Kombination des Bragg-Mechanismus und der lokalen Reso-

nanz sehr breite Bandlücken im niedrigen Frequenzbereich aufweist. Durch das gleich-

zeitig geringe Eigengewicht könnten derartige Strukturen in der Zukunft zur Schwin-

gungsdämpfung in der Luft- und Raumfahrt, wie in der Abb. 4.1b veranschaulicht, oder

ähnlichen Anwendungsgebieten bei denen ein geringes Eigengewicht ein wichtiges Krite-

rium ist, verwendet werden.

In den meisten Arbeiten zu phononischen Gitterstrukturen werden Strukturen mit einfa-

chen Geometrien untersucht, wobei die Bandlücken insbesondere durch die Verwendung

von unterschiedlichen Materialien oder zusätzlichen Resonatoren erzielt werden. Eine der

ersten und bekanntesten Arbeiten stammt von Martinsson und Movchan [89], die

unter Anderem ein quadratisches Gitter aus Balkenelementen mit der in der Abb. 4.2a

dargestellten Einheitszelle untersuchten und zeigten, dass bei Verwendung von konstanten

Material- und Querschnittseigenschaften keine Bandlücken auftreten. Wird hingegen für

den linken und den oberen Balken ein Material mit einem Viertel der Dichte der übrigen

Balken verwendet, dann ergeben sich mehrere komplette Bandlücken [89]. Bei anderen

Gittertopologien können auch bei homogenen Material- und Querschnittseigenschaften

komplette Bandlücken erzielt werden. In der Arbeit von Phani et al. [138] wurden die

dynamischen Eigenschaften einer hexagonalen Wabenstruktur, eines Kagomé-Gitters,

einer dreieckförmigen Wabenstruktur und eines quadratischen Gitters untersucht. Die

Autoren zeigten, dass bei einem ausreichend großen Schlankheitsgrad in der hexagona-

len und der dreickförmigen Wabenenstruktur komplette Bandlücken entstehen. Dabei ist

der Schlankheitsgrad ein Maß für das Verhältnis zwischen der Dicke und der Länge der

Zellwände. Das Kagomé-Gitter und das quadratische Gitter wiesen hingegen unabhängig

vom betrachteten Schlankheitsgrad keine kompletten Bandlücken auf.

Weitere mögliche Gittertopologien, bei denen auch bei homogenen Material- und Quer-

schnittseigenschaften Bandlücken erzielt werden können, stellen die Zick-Zack-Gitter-

strukturen und die sinusförmigen Gitterstrukturen dar. In der Abb. 4.2b ist beispielhaft

l

l a1

a2

l

a1

a2

l

a1

a2

WW

(a) (b) (c)

Abbildung 4.2: Einheitszellen von einer (a) periodischen quadratischen Gitterstruktur, (b)
periodischen Zick-Zack-Gitterstruktur und (c) periodischen sinusförmigen Gitterstruktur.

Seite 73



Analyse von 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

die Einheitszelle einer Zick-Zack-Gitterstruktur und in der Abb. 4.2c die Einheitszelle

einer sinusförmigen Gitterstruktur dargestellt. In den Arbeiten von Smith et al. [136]

und Gaspar et al. [39] wurden die statischen Eigenschaften, insbesondere das auxeti-

sche Verhalten, von Zick-Zack-Gitterstrukturen untersucht. Die Wellenausbreitungseigen-

schaften von Zick-Zack-Gitterstrukturen wurden erstmals in den Arbeiten von Wang et

al. [158, 159] untersucht und die Existenz von kompletten Bandlücken wurde bewiesen.

Dabei analysierten die Autoren in [158] die in der Abb. 4.3 dargestellten verschiedenen

Zick-Zack-Gittergeometrien und zeigten, dass beim 2D antimetrischen Zick-Zack-Gitter

mit der in der Abb. 4.3b dargestellten Einheitszelle die niedrigsten Bandlücken erzielt

werden können. Das untersuchte 2D symmetrische Zick-Zack-Gitter mit der in der Abb.

4.3d dargestellten Einheitszelle weist hingegen im höheren Frequenzbereich eine breitere

komplette Bandlücke auf. Die 1D Zick-Zack-Gitter mit den zugehörigen Einheitszellen in

den Abbn. 4.3a und 4.3c weisen nur richtungsabhängige und im symmetrischen Fall eine

sehr schmale komplette Bandlücke auf. Anhand des 2D antimetrischen Zick-Zack-Gitters

untersuchten die Autoren beispielhaft auch die Einflüsse des geometrischen Parameters

W , des Füllfaktors f , der Armlänge l/2 sowie der Knickabstände 2b auf die Entstehung

von Bandlücken. Außerdem untersuchten die Autoren in [159] das Schwingungsverhalten

senkrecht zur Gitterebene und zeigten, dass auch in diesem Fall breite Bandlücken erzielt

werden können, wenn die Auslenkung W ebenfalls senkrecht zur Gitterebene angeord-

net wird. Danach zeigten Zhao und Wang [177], dass Zick-Zack-Gitter einen negativen

Brechungsindex aufweisen können, wobei die Zick-Zack-Arme der untersuchten Struktur

mittig an einen Kreisring angeschlossen sind. Schließlich lieferten Yang et al. [173] auch

den experimentellen Nachweis von Bandlücken in Zick-Zack-Gitterstrukturen.

Insgesamt ist über die Einflussfaktoren auf das Wellenausbreitungsverhalten in Zick-Zack-

Gitterstrukturen noch sehr wenig bekannt. Aus diesem Grund werden in diesem Kapitel

umfangreiche Parameterstudien zur Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens in

Zick-Zack-Gittern durchgeführt. Dabei werden neben den Einflüssen der geometrischen

Parameter auch die Einflüsse der Steifigkeitsverhältnisse der Zick-Zack-Arme, der dis-

kreten Massen, sowie der geometrischen Nichtlinearität untersucht. Außerdem wird mit

l

l

l l

W

(a) (b) (c)

W W

l

(d)

W
b b b b

b b

Abbildung 4.3: Die verschiedenen Zick-Zack-Einheitszellen aus [158]: (a) 1D antimetrisch, (b)
2D antimetrisch, (c) 1D symmetrisch und (d) 2D symmetrisch.
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dem in dieser Arbeit entwickelten Programm auf Basis der SEM nach Doyle ein effizi-

entes Werkzeug zur Berechnung der Wellenausbreitungseigenschaften bereitgestellt. Die

bisherigen Arbeiten verwendeten zur Berechnung der Wellenausbreitungseigenschaften

der Zick-Zack-Gitterstrukturen das kommerzielle FEM-Programm Comsol Mutliphy-

sics mit 2D Elementen und einer entsprechend hohen Anzahl von Freiheitsgraden im

Vergleich zu einer Modellierung mit 1D Balkenelementen. Vermutlich erfolgte die Mo-

dellierung mit 2D Elementen, da die periodischen Bloch-Floquet-Randbedingungen

für 1D Balkenelemente zum Zeitpunkt der Anfertigung dieser Arbeit nicht in Comsol

Mutliphysics, und nach bestem Wissen des Autors auch nicht in anderen kommerziellen

FEM-Programmen, implementiert sind.

Neben den Zick-Zack-Gitterstrukturen können auch bei sinusförmigen Gitterstrukturen

komplette Bandlücken auftreten [103]. Bei letzteren weisen die Arme der Einheitszel-

le, wie in der Abb. 4.2c dargestellt, keinen diskreten Knick sondern eine kontinuierliche

Krümmung auf. Allerdings ergeben sich bei gleichen Material- und Querschnittseigen-

schaften, sowie bei der gleichen Gitterkonstante l und gleichem geometrischen Parameter

W in beiden Fällen vergleichbare Wellenausbreitungseigenschaften. In der Abb. 4.4 ist

die Entstehung der Bandlücken in Abhängigkeit des Parameters W für eine sinusförmige

Einheitszelle nach Abb. 4.2c und eine Zick-Zack-Einheitszelle nach 4.2b gegenübergestellt.

Dabei beträgt die Gitterkonstante l = 100mm und die Querschnittseigenschaften sind

A = 15mm2 sowie Iy = 10mm4. Die Materialparameter werden gewählt als E = 30GPa

und ρ = 3000 kg/m3. Aus der Abb. 4.4 wird deutlich, dass die Entstehung der ersten und

zweiten Bandlücke in Abhängigkeit des Parameters W bei beiden Gittervarianten ähnlich

erfolgt. Insbesondere bei der ersten Bandlücke gibt es keinen nennenswerten Unterschied

zwischen den beiden Gittervarianten. Allerdings ergibt sich beim Zick-Zack-Gitter eine

Abbildung 4.4: Entstehung von Bandlücken in Abhängigkeit des geometrischen Parameters
W für sinusförmige und Zick-Zack-Gitter [103].
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breitere zweite Bandlücke, die jedoch im Vergleich zum sinusförmigen Gitter erst bei ei-

nem höheren Wert von W entsteht. Ab der dritten Bandlücke zeigt sich ein deutlicher

Unterschied zwischen den beiden Gittervarianten. Insgesamt ergibt sich im niedrigeren

Frequenzbereich aufgrund der breiteren zweiten Bandlücke ein etwas vorteilhafteres Ver-

halten bei dem Zick-Zack-Gitter. Aus diesem Grund wird sich bei der Analyse der ver-

schiedenen Einflussfaktoren auf die Entstehung von Bandlücken in diesem Kapitel nur auf

die Zick-Zack-Gitterstrukturen konzentriert.

4.2 Bestimmung der Dispersionskurven

4.2.1 Einheitszelle und periodische Randbedingungen

Die Berechnung der Dispersionskurven erfolgt, wie im Abschnitt 2.2 beschrieben, anhand

einer Einheitszelle mit periodischen Bloch-Floquet-Randbedingungen. In der Abb.

4.5a ist beispielhaft die Einheitszelle eines phononischen Zick-Zack-Gitters mit einer Dis-

kretisierung in 8 spektrale Elemente und 9 Knoten dargestellt. Aufgrund der exakten

Elementmatrizen bei der SEM nach Doyle ist die Diskretisierung einer Gitterstruktur in

mehrere Elemente nur bei geometrischen Unstetigkeiten, wie beispielsweise an den Knicks-

tellen des Zick-Zack-Gitters, und bei Querschnitts- und Materialänderungen erforderlich.

Für den Einbau der Bloch-Floquet-Randbedingungen in das SE-Gleichungssystem

müssen Eingangs- und Ausgangsknoten definiert werden. Bei der Einheitszelle aus der

Abb. 4.5a können die Knoten 1 und 6 als Eingangsknoten und die Knoten 5 und 9 als

Ausgangsknoten festgelegt werden. Für die Eingangs- und Ausgangsknoten gelten dann

die folgenden periodischen Bloch-Floquet-Randbedingungen[
u5

u9

]
=

[
u1λx

u6λy

]
, (4.1)

l1

l2a1

a2

W

(a) (b)
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Ψ
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Abbildung 4.5: (a) Einheitszelle eines phononischen Zick-Zack-Gitters mit einer Diskretisie-
rung in 8 Elemente und 9 Knoten. (b) Zugehörige erste irreduzible Brillouin-Zone Ψ.
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wobei ui die Vektoren der Knotenverschiebungen sind. Die Ausbreitungskonstanten λx =

exp (ikxl1) und λy = exp (ikyl2) ergeben sich in Abhängigkeit der Wellenzahlen kx in x-

Richtung und ky in y-Richtung. Die Freiheitsgrade der internen Knoten 2 − 4, 7 und 8

können mittels der Guyan-Kondensation [44] aus dem Gleichungssystem eliminiert wer-

den. Dies ist insbesondere bei der Berechnung der komplexen Dispersionskurven sinnvoll,

da die Größe des Gleichungssystems einen exponentiellen Einfluss auf die Berechnungs-

zeit hat. Allerdings hat die Knotenkondensation den Nachteil, dass aufgrund der fehlenden

Informationen zu den internen Knotendeformationen nicht die vollständigen Eigenmoden

ermittelt werden können. Für das kondensierte SE-Gleichungssystem können die Rand-

bedingungen mittels

S̃g,kond(ω, λx, λy) = ΛT
LSg,kond(ω)ΛR (4.2)

eingebaut werden, wobei Sg,kond(ω) die kondensierte globale spektrale Systemsteifigkeits-

matrix ist und

ΛR =


I 0

λxI 0

0 I

0 λyI

 , ΛL =


I 0

λ−1
x I 0

0 I

0 λ−1
y I

 . (4.3)

Die Größen der Einheitsmatrix I und der Nullmatrix 0 hängen dabei von der Anzahl der

Knotenfreiheitsgraden ab und haben im vorliegenden Fall jeweils die Größe 3× 3.

Die Dispersionskurven der Einheitszelle können nun durch die Lösung des Eigenwertpro-

blems

det
(
S̃g,kond (ω, λx, λy)

) !
= 0 (4.4)

bestimmt werden. Dabei kann das Eigenwertproblem entweder nach der Eigenkreisfre-

quenz ω oder nach den Ausbreitungskonstanten λx und λy aufgelöst werden. Im ersten

Fall bleibt die Eigenkreisfrequenz unbekannt und das Eigenwertproblem muss für gegebene

Wellenzahlen kx und ky (und damit λx und λy) in der ersten Brillouin-Zone, dargestellt

in der Abb. 4.5b, gelöst werden. Dabei ist es ausreichend den Wellenvektor k = (kx ky)
T

entlang der Kanten der ersten irreduziblen Brillouin-Zone (IBZ) Ψ, die durch die hohen

Symmetriepunkte Γ, X und M aufgespannt wird, zu variieren. Allerdings ergibt sich bei

der SEM nach Doyle dabei eine transzendente charakteristische Gleichung, die im Allge-

meinen sehr aufwendig zu lösen ist. Im zweiten Fall wird das Eigenwertproblem nach den

Ausbreitungskonstanten λx und λy für gegebene diskrete Kreisfrequenzen ωn aufgelöst.

Dadurch können die Wellenzahlen komplexe Werte annehmen, die wertvolle Informatio-

nen über das evaneszente Verhalten der Bloch-Wellen liefern. In diesem Fall kann die

IBZ verwendet werden, um eine Beziehung zwischen λx und λy vorzugeben. Dadurch er-

gibt sich in der Γ−X-Richtung sowie in der X−M-Richtung ein quadratisches und in der

M−Γ-Richtung ein quartisches Eigenwertproblem.
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4.2.2 Lösung des Eigenwertproblems

Die Vorgehensweisen zur Lösung der oben beschriebenen Eigenwertprobleme unterschei-

den sich sehr deutlich und werden daher nachfolgend ausführlich erläutert. Außerdem

werden die wesentlichen Vor- und Nachteile im Vergleich zu einer FEM-Berechnung auf-

gezeigt. Dabei basieren die nachfolgenden Untersuchungen auf der Einheitszelle aus der

Abb. 4.5a mit den Abmessungen l = l1 = l2 = 100mm, einem konstanten quadratischen

Querschnitt aus Aluminium mit den Seitenlängen a = 2mm und einer maximalen Auslen-

kung der Zick-Zack-Arme von W = 10mm. Außerdem beschränken sich die nachfolgenden

Untersuchungen auf die Theorie I. Ordnung (Stabkraft S = 0). In der Tab. 4.1 sind die

Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften ausführlich aufgelistet.

Tabelle 4.1: Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften der Einheitszelle in der Abb.
4.5a.

l1 = l2 b1 = b2 W A I E ρ S

[mm] [mm] [mm]
[
mm2

] [
mm4

] [
GPa

] [
kg/m3] [

N
]

100 25 10 4 1, 33 70 2700 0

Lösung der transzendenten Eigenwertgleichung

Die zuvor beschriebene erste Möglichkeit zur Formulierung des Eigenwertproblems liefert

die konventionellen Dispersionskurven ω(k). In diesem Fall sind die Kreisfrequenzen ωi

die zu ermittelnden Eigenwerte, wobei jedoch die spektrale Steifigkeitsmatrix Sg(ω) aus

transzendenten Funktionen in Abhängigkeit der Kreisfrequenz ω besteht. Somit erhält

man, bei vorgegebenen Ausbreitungskonstanten λx und λy, mit

det
(
S̃g(ω)

)
!
= 0 (4.5)

eine transzendente Eigenwertgleichung. Die vielen bekannten Algorithmen bzw. Verfahren

zur Lösung von linearen oder auch quadratischen Eigenwertproblemen können in diesem

Fall nicht verwendet werden. Es besteht aber die Möglichkeit, die Kreisfrequenz ω in

kleinen Schritten zu variieren, für jeden Schritt die Determinante der spektralen Stei-

figkeitsmatrix zu berechnen, und dann iterativ nach den diskreten Kreisfrequenzen ωi

zu suchen, für die die Determinante gemäß Gl. (4.5) verschwindet [80]. Dabei können

im Allgemeinen manche Eigenfrequenzen
”
übersehen“ werden, insbesondere dann, wenn

zwei Eigenfrequenzen sehr nah beieinander liegen. Abhilfe bietet hier die Verwendung

des Wittrick-Williams-Algorithmus [165], mit dem sichergestellt werden kann, dass

sämtliche Eigenfrequenzen in einem vorgegebenen Intervall bestimmt werden können.

In der Abb. 4.6a sind die aus der transzendenten Eigenwertgleichung ermittelten re-
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ellen Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-,

Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 dargestellt. Allerdings ist der

Aufwand zur Berechnung der reellen Dispersionskurven bei der SEM nach Doyle auf-

grund der zu lösenden transzendenten Eigenwertgleichung im Vergleich zur FEM er-

heblich höher. Bei der FEM muss lediglich eine lineare Eigenwertgleichung der Form

(Kg − ω2Mg) a = 0 gelöst werden, wobei Kg die globale Systemsteifigkeitsmatrix, Mg die

globale Systemmassenmatrix und a der zur jeweiligen Eigenfrequenz zugehörige Eigen-

vektor ist. Ein Effizienzvergleich zwischen der SEM nach Doyle und der FEM für die

Bestimmung der reellen Dispersionskurven kann durch die Auswertung der numerischen

Fehler für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden und den zugehörigen Berechnungs-

zeiten erfolgen. Der Fehler einer numerischen Näherungslösung fnum
n bezogen auf eine

Referenzlösung f ref
n kann im Allgemeinen mithilfe der relativen l2-Norm beschrieben wer-

den, wobei der Fehler ε2 für eine Anzahl von n = 1, 2, .., N Lösungswerten durch

ε2 =

√
N∑

n=1

(
fnum
n − f ref

n

)2

√
N∑

n=1

(
f ref
n

)2

· 100 (4.6)

bestimmt ist. In der Abb. 4.6b sind die maximalen ε2-Fehler der FEM-Berechnungen für

verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Dabei ergibt sich der maximale

ε2-Fehler aus dem Maximum der für jedes Band i = 1...10 der reellen Dispersions-

Abbildung 4.6: (a) Mittels der SEM berechnete reelle Dispersionskurven für die Einheitszelle
aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1.
(b) Maximale Fehler bei einer Berechnung der ersten 10 Bänder mittels FEM für verschiedene
Diskretisierungen. (c) Berechnungszeiten der FEM für verschiedene Diskretisierungen, sowie
Berechnungszeit der SEM.
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kurven ermittelten Fehler ε2,i. Als Referenzlösung zur Berechnung der ε2,i-Fehler dient,

aufgrund der exakten dynamischen Steifigkeitsmatrix und damit verbundenen quasi exak-

ten Lösung, eine SEM-Berechnung. Die SEM-Lösung kann lediglich durch die numerische

Berechnung der Eigenwerte mit Fehlern behaftet sein. In diesem Fall erfolgt die Berech-

nung mithilfe der Funktion fzero in Matlab, die eine Abbruchtoleranz zwischen zwei auf-

einander folgenden Iterationsschritten von 2, 2204e−16 aufweist und somit eine sehr hohe

Genauigkeit der berechneten Eigenwerte gewährleistet. Die Anzahl von Lösungswerten pro

Band entspricht der untersuchten Anzahl von diskreten Wellenvektoren auf den Rändern

der IBZ und beträgt in diesem Fall N = 35. Die Abb. 4.6b zeigt, dass der maximale Fehler

der FEM-Berechnungen mit steigender Anzahl an Freiheitsgraden sehr schnell abnimmt

und sich asymptotisch der SEM-Lösung nähert. Außerdem kann für den betrachteten

Frequenzbereich selbst mit einer groben Diskretisierung und einer entsprechend geringen

Anzahl von Freiheitsgraden eine hohe Genauigkeit mittels der FEM erreicht werden.

In der Abb. 4.6c sind die zugehörigen Berechnungszeiten zur Ermittlung der reellen Di-

spersionskurven aus der Abb. 4.6a für die FEM-Berechnungen mit unterschiedlichen An-

zahlen von Freiheitsgraden, sowie die Berechnungszeit mittels SEM für NDoF = 21 Frei-

heitsgrade dargestellt. Erwartungsgemäß sind die Berechnungszeiten bei der FEM, selbst

bei einer sehr großen Anzahl von Freiheitsgraden, deutlich geringer als die Berechnungs-

zeit der SEM von etwa 253 s. Die Berechnungen wurden dabei ohne die Kondensierung

der Systemsteifigkeits- und Massenmatrix durchgeführt. Unter Verwendung der Konden-

sierung fallen die Berechnungszeiten der FEM noch geringer im Vergleich zur SEM aus.

Zusammenfassend ist die SEM nach Doyle für die Berechnung der reellen Dispersions-

kurven nur bedingt geeignet und weist erst in hohen Frequenzbereichen einen Vorteil

gegenüber der FEM auf. Allerdings eignet sich die SEM aufgrund der sehr hohen Genau-

igkeit im Allgemeinen besonders gut als Referenzlösung zur Beurteilung der Genauigkeit

von anderen numerischen Verfahren, wie beispielsweise der FEM oder den finiten Diffe-

renzenverfahren.

Lösung der quadratischen/quartischen Eigenwertgleichung

Die zweite Möglichkeit zur Formulierung des Eigenwertproblems liefert die komplexen Di-

spersionskurven k(ω). In diesem Fall werden die diskreten Kreisfrequenzen ωn vorgegeben

und es wird nach den Ausbreitungskonstanten λx und λy gesucht. Dabei kann die erste

IBZ verwendet werden, um eine Beziehung zwischen λx und λy zu erhalten. In der Γ−X-

Richtung ist der Wellenvektor parallel zur kx-Achse und die Ausbreitungskonstante in der

y-Richtung beträgt λy = 1. Analog ist der Wellenvektor in der X−M-Richtung parallel

zur ky-Achse und die Ausbreitungskonstante in der x-Richtung beträgt λx = exp (iπl1).

Für die zuvor genannten Kanten der ersten IBZ reduziert sich das Eigenwertproblem nach

einer Umformung sowohl bei der SEM nach Doyle als auch bei der FEM jeweils auf eine
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quadratische Eigenwertgleichung der Form(
λ2S3 + λS4 + ST

3

)
a = 0. (4.7)

Dabei können die Koeffizientenmatrizen S3 und S4 aus der kondensierten globalen dyna-

mischen Steifigkeitsmatrix, Sg(ωn) bei der SEM nach Doyle bzw. Kg,dyn = Kg − ω2
nMg

bei der FEM, berechnet werden. Die Ermittlung der Koeffizientenmatrizen ist im Anhang

D dargestellt und basiert im Wesentlichen auf den Ausführungen von Veres et al. [153].

Zur effizienten Lösung der quadratischen Eigenwertgleichung wird in dieser Arbeit der

Lösungsalgorithmus von Tisseur und Meerbergen [145] verwendet, der auf einer Li-

nearisierung der jeweiligen quadratischen Eigenwertgleichung beruht.

Für die dritte zu untersuchende Kante der ersten IBZ, also die M−Γ-Richtung, ergibt sich

hingegen eine quartische Eigenwertgleichung der Form(
λ4S1 + λ3S2 + λ2S3 + λST

2 + ST
1

)
a = 0, (4.8)

wobei bei einer quadratischen Einheitszelle für die Ausbreitungskonstanten der Zusam-

menhang λx = λy = λ gilt. Auch in diesem Fall können die Koeffzientenmatrizen S1, S2

und S3 aus der kondensierten globalen dynamischen Steifigkeitsmatrix berechnet werden,

wobei die Vorgehensweise ebenfalls im Anhang D beschrieben wird. Es sei jedoch ange-

merkt, dass die Koeffizientenmatrizen abhängig von der Beziehung zwischen λx und λy

sind und sich somit für jede betrachtete Kante der ersten IBZ unterscheiden.

In der Abb. 4.7 sind die komplexen Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb.

4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 darge-

stellt. Die linke Seite der Abb. 4.7 zeigt die Realteile der Wellenvektoren, wobei die roten

Punkte die rein reellen Wellenvektoren darstellen und die blauen Punkte die Realteile

von komplexen Wellenvektoren repräsentieren. Diese komplexen Wellenvektoren können

nicht durch das klassische ω(k)-Eigenwertproblem ermittelt werden. Zusätzliche komplexe

Wellenvektoren, die bei den hohen Symmetriepunkten Γ, X und M als vertikale Linien er-

scheinen, werden aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht angegeben. Die rechte Seite von

der Abb. 4.7 zeigt die Imaginärteile der Wellenvektoren. In diesem Fall repräsentieren die

roten Punkte die rein imaginären Wellenvektoren und die blauen Punkte stellen die kom-

plexen Wellenvektoren dar. Das Wellenausbreitungsverhalten innerhalb der Bandlücken

hängt insbesondere von dem kleinsten imaginären Teil des Wellenvektors ab, da dieser die

am langsamsten abklingende Welle charakterisiert. Folglich trägt diese Welle die Ener-

gie am weitesten [171]. In einem Frequenzbereich, in dem keine Bandlücken vorhanden

sind, bildet der kleinste Imaginärteil, wie in der Abb. 4.7 dargestellt, eine gerade Linie

entlang der y-Achse. Dies bedeutet, dass sich in diesem Frequenzbereich mindestens eine

Welle durch die phononische Struktur ausbreiten kann ohne abzuklingen [101]. Nachfol-
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gend wird in dieser Arbeit bei den komplexen Dispersionskurven auf eine farbliche Un-

terscheidung zwischen den reellen, imaginären und komplexen Wellenvektoren verzichtet.

Außerdem werden beim Realteil der Wellenvektoren aus Gründen der Übersichtlichkeit

und der geringen Bedeutung für die Untersuchungen in dieser Arbeit nur die rein reellen

Wellenvektoren dargestellt.

Abbildung 4.7: Mittels der SEM berechnete komplexe Dispersionskurven für die Einheitszelle
aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab.
4.1. Links: Realteile der Wellenvektoren, wobei die roten Punkte die rein reellen Wellenvektoren
darstellen und die blauen Punkte die Realteile von komplexen Wellenvektoren repräsentieren.
Rechts: Imaginärteile der Wellenvektoren, wobei die roten Punkte die rein imaginären Wellen-
vektoren darstellen und die blauen Punkte die Imaginärteile von komplexen Wellenvektoren
repräsentieren.

Ein Effizienzvergleich zwischen der SEM nach Doyle und der FEM für die Bestimmung

der komplexen Dispersionskurven kann auch in diesem Fall durch eine Auswertung der

numerischen Fehler für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden und den zugehörigen

Berechnungszeiten erfolgen. Im Gegensatz zur Bestimmung der reellen Dispersionskur-

ven unterscheidet sich in diesem Fall die Vorgehensweise zur Berechnung der komplexen

Dispersionskurven bei der FEM und der SEM nach Doyle nur minimal. Der einzige

Unterschied besteht darin, dass bei der SEM für jede diskrete Kreisfrequenz ωn eine er-

neute Berechnung der spektralen Elementmatrizen und eine anschließende Assemblierung

zur globalen spektralen Steifigkeitsmatrix Sg(ω) erfolgen muss. Bei der FEM muss hinge-

gen für jede diskrete Kreisfrequenz ωn erneut die globale dynamische Steifigkeitsmatrix

Kg,dyn = Kg−ω2
nMg aufgestellt werden, wobei die Steifigkeitsmatrix Kg und die Massen-

matrix Mg konstant sind und nur einmal berechnet werden müssen. Die Vorgehensweise

zur Ermittlung der Koeffizientenmatrizen sowie die zu lösenden Eigenwertgleichungen aus
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den Gln. (4.7) und (4.8) sind bei der FEM und der SEM nach Doyle identisch.

In der Abb. 4.8 sind die ε2-Fehler von drei verschiedenen FEM-Berechnungen der kom-

plexen Dispersionskurven aus der Abb. 4.7 mit unterschiedlichen Anzahlen von Freiheits-

graden in Abhängigkeit der Frequenz f dargestellt. Die Berechnung der komplexen Di-

spersionskurven erfolgt dabei mit 1200 diskreten Frequenzen mit einer Schrittweite von

∆f = 10Hz. Um eine ausreichend hohe Anzahl von Eigenwerten für die Auswertung

des ε2-Fehlers zu gewährleisten, werden für jeden berechneten ε2-Fehler die ermittelten

Eigenwerte von 10 diskreten Frequenzschritten herangezogen. Analog zu der Fehleraus-

wertung bei der Berechnung der reellen Dispersionskurven wird auch in diesem Fall eine

SEM-Berechnung als Referenzlösung verwendet. Die Abb. 4.8 zeigt, dass die ε2-Fehler der

FEM-Berechnungen mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden kontinuierlich abnehmen.

Auch innerhalb der grau markierten Bandlücken, in denen nur komplexe und imaginäre

Eigenwerte bzw. Wellenzahlen auftreten, nehmen die ε2-Fehler ab. Außerdem zeigt sich,

dass die ε2-Fehler mit steigender Frequenz, unabhängig von der Anzahl von Freiheits-

graden, zunehmen. Allerdings treten, insbesondere bei einer geringen Anzahl von Frei-

heitsgraden, auch im niedrigeren Frequenzbereich vereinzelt größere Fehler auf. Es sei

ebenfalls angemerkt, dass vor Allem bei einer sehr hohen Anzahl von Freiheitsgraden

vereinzelte Eigenwerte von den verwendeten Lösungsalgorithmen nicht gefunden werden

können. Vermutlich liegt dies an der mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden zuneh-

mend schlechteren Kondition des Gleichungssystems. Aufgrund der sehr geringen Anzahl

von ein bis zwei fehlenden Eigenwerten ist zwar der Einfluss auf die Dispersionskurven

sehr gering, aber der Einfluss auf den lokalen ε2-Fehler bei der jeweiligen Frequenz sowie

den durchschnittlichen ε2-Fehler kann sehr hoch sein.

Abbildung 4.8: ε2-Fehler von drei verschiedenen FEM-Berechnungen der komplexen Dispersi-
onskurven aus der Abb. 4.7 mit unterschiedlichen Anzahlen von Freiheitsgraden in Abhängigkeit
der Frequenz f . Innerhalb der Bandlücken, die hellgrau markiert sind, existieren nur komplexe
und imaginäre Eigenwerte.
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In der Abb. 4.9a sind die durchschnittlichen ε2-Fehler der FEM-Berechnungen für ver-

schiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Der durchschnittliche ε2-Fehler stellt

dabei das arithmetische Mittel der über alle Frequenzen der Berechnungen ermittelten lo-

kalen ε2-Fehler dar. Die blaue Linie in der Abb. 4.9a zeigt den durchschnittlichen ε2-Fehler

in Abhängigkeit der Anzahl von Freiheitsgraden mit Berücksichtigung der sehr großen lo-

kalen Fehler infolge der fehlenden Eigenwerte, die als Ausreißer bezeichnet werden können.

Es wird deutlich, dass der ε2-Fehler in diesem Fall ab ungefähr 1200 Freiheitsgraden nur

noch unwesentlich mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden abnimmt und offensichtlich

der Einfluss der Ausreißer den durchschnittlichen ε2-Fehler dominiert. Werden die Aus-

reißer hingegen bei der Fehlerauswertung nicht berücksichtigt, ergibt sich die rote Linie

in der Abb. 4.9a für den durchschnittlichen ε2-Fehler. In diesem Fall nimmt der Fehler

kontinuierlich mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden ab und die FEM-Lösung nähert

sich asymptotisch der SEM-Referenzlösung.

In der Abb.4.9b sind die zugehörigen Berechnungszeiten zur Ermittlung der komplexen

Dispersionskurven für die FEM-Berechnungen mit unterschiedlichen Anzahlen von Frei-

heitsgraden, sowie die Berechnungszeit mittels der SEM für NDoF = 21 Freiheitsgrade

dargestellt. Erwartungsgemäß steigt die Berechnungszeit bei der FEM mit steigender An-

zahl von Freiheitsgraden exponentiell an und beträgt selbst bei einer vergleichsweise ge-

ringen Anzahl von Freiheitsgraden von NDoF = 483 bereits t = 53, 7 s. In diesem Fall

beträgt der durchschnittliche ε2-Fehler ohne Ausreißer noch ε2 = 3, 16%. Die Berech-

nung der komplexen Dispersionskurven mittels der SEM nach Doyle dauert hingegen

nur 4, 4 s und gewährleistet gleichzeitig eine sehr hohe Genauigkeit. Des Weiteren können,

zumindest bei den in dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen, stets alle Eigenwerte

mit der SEM nach Doyle ermittelt werden. Folglich weist die SEM nach Doyle bei der

Berechnung der komplexen Dispersionskurven erhebliche Vorteile im Vergleich zu einer ent-

Abbildung 4.9: (a) Durchschnittlicher Fehler ε2 der FEM-Berechnungen der komplexen Di-
spersionskurven aus der Abb. 4.7 für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Berech-
nungszeiten der FEM für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden, sowie Berechnungszeit der
SEM.
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sprechenden FEM-Berechnung auf. Insbesondere ist die SEM nach Doyle bei der Be-

rechnung der komplexen Dispersionskurven äußerst effizient und vereint die Vorteile einer

sehr kurzen Berechnungsdauer mit einer gleichzeitig sehr hohen Genauigkeit.

4.3 Bestimmung der Wellentransmission

Die Berechnung der Wellentransmission dient, wie bereits im Abschnitt 2.2 erläutert,

ebenfalls der Beurteilung des Wellenausbreitungsverhaltens in einer periodischen Struktur

und liefert ein Maß für das tatsächliche Dämpfungsvermögen. Für die Berechnung der

Wellentransmission in phononischen Gitterstrukturen wird in dieser Arbeit das in der

Abb. 4.10 dargestellte System verwendet. Dabei beträgt die Anzahl von Einheitszellen in

der x-Richtung pro Zeile Nt,x und die Anzahl von Einheitszellen in der y-Richtung pro

Spalte Nt,y. Das System wird durch vorgegebene zeitharmonische Verschiebungen u0e
iωt,

mit u0 = [u0 v0]
T , am linken Rand des Systems mit der Kreisfrequenz ω angeregt. Dabei ist

u0 die vorgegebene Verschiebung in der x-Richtung und v0 die vorgegebene Verschiebung

in der y-Richtung. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass mit dem dargestellten System im

Wesentlichen nur die Wellentransmission in der Γ−X-Richtung untersucht werden kann.

Die Berechnung der Systemantwort erfolgt im Frequenzbereich, wobei für jede diskrete

Frequenz ωn das Gleichungssystem

Sg(ωn)u = f (4.9)

gelöst werden muss. Der Lastvektor f kann ermittelt werden, indem die aus den vorgege-

x

y

Throw-off-Elemente

u0eiωt

nt,x = 1 nt,x = Nt,x

nt,y = 1

nt,y = Nt,y

Auswertung der Wellentransmission

Abbildung 4.10: System für die Berechnung der Wellentransmission in der Γ−X-Richtung
von phononischen Gitterstrukturen. Das System wird am linken Rand mit den vorgegebenen
zeitharmonischen Verschiebungen u0e

iωt angeregt. Die Auswertung der Wellentransmission er-
folgt in den letzten Nt,eval Spalten auf der rechten Seite, wobei der Auswertungsbereich hier
beispielhaft für Nt,eval = 2 rosa markiert ist. Am oberen, unteren und rechten Rand können
Throw-off-Elemente, angedeutet durch die dunkelgrauen Pfeile, verwendet werden.
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benen Verschiebungen resultierenden Kraftterme auf der linken Seite des Gleichungssys-

tems auf die rechte Seite des Gleichungssystems gebracht werden. Anschließend können die

entsprechenden Zeilen und Spalten der vorgegebenen Verschiebungen aus dem Gleichungs-

system eliminiert werden. Die genaue Vorgehensweise wird in vielen Standardwerken der

FEM (z. B. [60, 162]) detailliert beschrieben und daher in dieser Arbeit nicht näher aus-

geführt.

Die Auswertung der Wellentransmission erfolgt, wie ebenfalls in der Abb. 4.10 veranschau-

licht, in den letzten Nt,eval Spalten auf der rechten Seite des Systems. Dabei werden die

Verschiebungen ui(ωn) = [ui vi]
T für i = 1...Nt,eval,k, wobei Nt,eval,k die Anzahl von Kno-

ten innerhalb der letzten Nt,eval Spalten ist, für jede diskrete Kreisfrequenz ωn ausgewertet

und die Wellentransmission mittels

T (ωn) = 10 log

 1

Nt,eval,k

Nt,eval,k∑
i=1

|ui(ωn)|
|u0|

 (4.10)

berechnet. Um den Einfluss von Wellenreflexionen am oberen, unteren und rechten Rand

zu minimieren, können, wie ebenfalls in der Abb. 4.10 durch die dunkelgrauen Pfeile ange-

deutet wird, an diesen Rändern Throw-off-Elemente verwendet werden. Für eine verkürzte

Schreibweise werden die Throw-off-Elemente nachfolgend als TO-Elemente bezeichnet.

Randknoten an denen TO-Elemente angefügt sind, werden bei der Berechnung der Wel-

lentransmission nicht berücksichtigt, um unmittelbare Einflüsse der Knotenverschiebun-

gen der TO-Elemente auf die Auswertung der Wellentransmission auszuschließen. Da die

TO-Elemente eine Besonderheit der SEM nach Doyle darstellen, wird der Einfluss der

TO-Elemente auf die Berechnung der Wellentransmission im Folgenden näher untersucht.

Einfluss von Throw-off-Elementen auf die Transmissionsberechnung

In der Abb. 4.11 sind die komplexen Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb.

4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 sowie

das zugehörige Transmissionsspektrum dargestellt. Analog zum Unterabschnitt 4.2.2 be-

schränken sich die nachfolgenden Untersuchungen auf die Theorie I. Ordnung (Stabkraft

S = 0). Die Berechnung der Wellentransmission basiert auf dem System aus der Abb. 4.10

mit Nt,y = 6 Einheitszellen pro Spalte in der y-Richtung, Nt,x = 14 Einheitszellen pro

Zeile in der x-Richtung und einer Breite des Auswertungsbereichs von Nt,eval = 1. Die vor-

gegebenen Verschiebungen am linken Rand des Systems betragen u0 = [10 10]T cm. Die

rote Linie im Transmissionsspektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von

TO-Elementen und die blaue Linie entspricht einer Berechnung unter Verwendung von

TO-Elementen. Es wird in beiden Fällen deutlich, dass die Wellentransmission innerhalb

der drei Bandlücken auf −50 bis −80 dB stark abfällt und die Wellen in diesen Frequenz-
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bereichen sehr stark gedämpft werden. In der zweiten Bandlücke, die den größten mini-

malen Imaginärteil der drei Bandlücken aufweist, ist die Wellentransmission entsprechend

am geringsten und beträgt bei der Bandlückenmittenfrequenz T (fBL2,Mf ) = −78, 3 dB.

Beim Vergleich der ersten und der dritten Bandlücke zeigt sich, dass der einfache Zu-

sammenhang zwischen dem Imaginärteil des Wellenvektors und dem Rückgang der Wel-

lentransmission, wie für den 1D Fall im Unterabschnitt 2.2.3 beobachtet wurde, nicht

grundsätzlich auf den 2D Fall übertragen werden kann. Obwohl die kleinsten Imaginärteile

bei der ersten und dritten Bandlücke fast übereinstimmen, weist die erste Bandlücke bei

der Mittenfrequenz mit T (fBL1,Mf ) = −51, 4 dB eine deutlich höhere Wellentransmission

bei einer Berechnung mit TO-Elementen auf. Die Wellentransmission bei der Mittenfre-

quenz der dritten Bandlücke ist mit T (fBL3,Mf ) = −65, 7 dB dagegen erheblich geringer.

Die Ursachen für diese Differenzen können vielfältig sein, beispielsweise Einflüsse aus den

Randbedingungen, aus der Geometrie des Systems, aus den unterschiedlichen Bloch-

Moden, aus dem Verhältnis der Wellenlängen der jeweiligen Frequenzen oder aus der

Breite des Auswertebereichs.

Abbildung 4.11: Komplexe Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1, sowie das zugehörige
Transmissionsspektrum in der Γ−X-Richtung für Nt,x = 14 und Nt,y = 6. Die rote Linie im
Transmissionsspektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von TO-Elementen und
die blaue Linie entspricht einer Berechnung unter Verwendung von TO-Elementen.

Der Einfluss von TO-Elementen auf die Berechnung der Wellentransmission kann anhand

von den Verschiebungsfeldern veranschaulicht werden. Im Transmissionsspektrum aus der

Abb. 4.11 sind drei grüne Punkte markiert, wobei die Punkte 1 und 2 die Wellentrans-

missionen bei f = 7575Hz sowie f = 2830Hz für die Berechnung ohne Verwendung von
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TO-Elementen kennzeichnen. Der Punkt 3 kennzeichnet ebenfalls die Wellentransmissi-

on bei f = 2830Hz, allerdings für die Berechnung unter Verwendung von TO-Elementen.

In der Abb. 4.12 ist das Verschiebungsfeld für den Punkt 1 , der mit f = 7575Hz außer-

halb einer Bandlücke liegt, dargestellt. Es wird deutlich, dass sich die Wellen im System

ausbreiten können ohne abzuklingen und eine hohe Wellentransmission auftritt.

Abbildung 4.12: Verschiebungsfeld für den markierten Punkt 1 aus der Transmissionsbe-
rechnung in der Abb. 4.11, bei f = 7575Hz und ohne Verwendung von TO-Elementen.

Ein Vergleich der roten und blauen Linie in den Transmissionsspektren aus der Abb.

4.11 zeigt, dass der Einfluss von TO-Elementen auf die Wellentransmission für die meis-

ten Frequenzen relativ groß ist. Da die TO-Elemente als Energieleiter aufgefasst werden

können, die die Wellenenergie an den jeweiligen Rändern aus dem System leiten, fällt die

Wellentransmission für fast alle Frequenzen erwartungsgemäß geringer aus im Vergleich

zu der Berechnung ohne TO-Elemente. Dieser Einfluss kann verringert werden, indem

die Abmessungen des Systems zur Berechnung der Wellentransmission erhöht werden.

Insbesondere mit steigender Anzahl Nt,y von Einheitszellen pro Spalte in der y-Richtung

wird der Einfluss der TO-Elemente auf die Wellentransmission geringer. Lediglich in den

Fällen, bei denen sich ohne die Verwendung von den TO-Elementen ein wesentlicher Teil

der Wellen entlang der Ränder ausbreitet, ist der Unterschied der Wellentransmission im

Vergleich zu der Berechnung mit TO-Elementen sehr groß. Die Ursache wird bei der Be-

trachtung der Verschiebungsfelder für die Punkte 2 und 3 deutlich.

Der Punkt 2 liegt bei f = 2830Hz und somit innerhalb der ersten Bandlücke. Trotz-

dem weist die Berechnung ohne Verwendung von TO-Elementen eine außerordentlich

hohe Wellentransmission bei dieser Frequenz auf. Aus dem zugehörigen Verschiebungs-

feld, welches in der Abb. 4.13 dargestellt ist, wird deutlich, dass sich die Wellen nicht

im System ausbreiten können. Allerdings erfolgt eine Ausbreitung der Wellen entlang der

freien Ränder, welche als Oberflächenwellen (engl.: surface bzw. edge waves) bezeichnet
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werden. Diese Oberflächenwellen können entstehen, da das System für die Berechnung

der Wellentransmission, im Gegensatz zu einer Einheitszelle mit periodischen Bloch-

Floquet-Randbedingungen, nicht unendlich ausgedehnt ist und somit auch innerhalb

der Bandlücken Eigenfrequenzen aufweisen kann. Bei den zugehörigen Eigenmoden han-

delt es sich in der Regel um Randmoden (engl.: surface bzw. edge modes), also Eigenmoden

bei denen eine Ausbreitung der Schwingungen lediglich an den Rändern des Systems

Abbildung 4.13: Verschiebungsfeld für den markierten Punkt 2 aus der Transmissionsbe-
rechnung in der Abb. 4.11, bei f = 2830Hz und ohne Verwendung von TO-Elementen.

erfolgt. Diese Oberflächenmoden sind durch die Einführung von fiktiven Rändern verur-

sacht und kommen im betrachteten ursprünglichen System eigentlich gar nicht vor. Daraus

resultieren auch am rechten Rand sehr hohe Wellenamplituden und in der Folge eine hohe

Wellentransmission. Mithilfe der TO-Elemente kann eine Ausbreitung der Wellen entlang

der freien Ränder unterbunden werden. In der Abb. 4.14 ist das Verschiebungsfeld für den

Abbildung 4.14: Verschiebungsfeld für den markierten Punkt 3 aus der Transmissionsbe-
rechnung in der Abb. 4.11, bei f = 2830Hz und mit Verwendung von TO-Elementen.
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Punkt 3 , der einer Berechnung ebenfalls bei der Frequenz f = 2830Hz aber mit TO-

Elementen entspricht, dargestellt. Offensichtlich ist in diesem Fall die Ausbreitung der

Wellen entlang der freien Ränder durch die TO-Elemente unterbunden und die Wellen-

transmission ist, wie in der Abb. 4.11 ersichtlich ist, entsprechend gering. Die TO-Elemente

stellen somit eine gute Möglichkeit dar, den Einfluss von freien Rändern auf die Trans-

missionsberechnung zu minimieren. Dadurch wird die Entstehung von Oberflächenwellen

vermieden, die in Wirklichkeit auch nicht existieren. Außerdem wird die Anzahl der Frei-

heitsgrade durch die Verwendung von TO-Elementen nicht erhöht und somit auch nicht

die Berechnungsdauern negativ beeinflusst. Dieser Vorteil ist beispielsweise bei den in der

Literatur häufig verwendeten PMLs nicht gegeben, durch die die Anzahl von Freiheits-

graden bei einer Transmissionsberechnung häufig erheblich steigt.

Effizienz der SEM nach DOYLE bei der Transmissionsberechnung

Nun werden für einen Effizienzvergleich zwischen der SEM nach Doyle und der FEM bei

der Berechnung der Wellentransmission der numerische Fehler für verschiedene Anzahlen

von Freiheitsgraden und die zugehörigen Berechnungszeiten ausgewertet. Dabei erfolgen

die Berechnungen der Transmissionsspektren jeweils anhand des Systems aus der Abb.

4.10 mit Nt,y = 6 und Nt,x = 14. Zudem wird die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den

Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1 verwendet. In der

Abb. 4.15 sind die ε2-Fehler von drei Transmissionsberechnungen mittels der FEM mit un-

terschiedlichen Anzahlen von Freiheitsgraden in Abhängigkeit der Frequenz f dargestellt.

Die Berechnung der Wellentransmission erfolgt dabei mit 2400 diskreten Frequenzen mit

einer Schrittweite von ∆f = 5Hz. Um eine ausreichend hohe Anzahl von Lösungswerten

für die Auswertung des ε2-Fehlers zu gewährleisten, werden für jeden berechneten ε2-Feh-

Abbildung 4.15: ε2-Fehler von drei Transmissionsberechnungen mittels der FEM für unter-
schiedliche Anzahlen von Freiheitsgraden in Abhängigkeit der Frequenz f . Die Bandlücken sind
hellgrau markiert.
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ler die ermittelten Wellentransmissionen von 10 diskreten Frequenzschritten herangezo-

gen. Als Referenzlösung wird eine SEM-Berechnung ohne TO-Elemente verwendet, da bei

der FEM keine TO-Elemente verwendet werden können und somit eine Vergleichbarkeit

der Lösungen gewährleistet ist. Die Auswertung der Wellentransmission erfolgt sowohl bei

der FEM als auch bei der SEM am rechten Rand anhand der gemittelten resultierenden

Verschiebungen |ui|. Eine Auswertung der Wellentransmission in den letzten Nt,eval Spal-

ten auf der rechten Seite, wie in der Abb. 4.10 veranschaulicht, ist in diesem Fall nicht

zweckmäßig, da sonst die Anzahl von Knoten für die Auswertung der Wellentransmission

zwischen der FEM- und der SEM-Berechnung stark abweicht.

Die Abb. 4.15 zeigt, dass die ε2-Fehler der FEM-Berechnungen mit steigender Anzahl

von Freiheitsgraden kontinuierlich abnehmen. Dieses Verhalten ist ein Indikator für die

Konvergenz der FEM-Berechnungen. Des Weiteren nimmt der ε2-Fehler, unabhängig von

der Anzahl von Freiheitsgraden, mit steigender Frequenz zu. Innerhalb der Bandlücken,

die in der Abb. 4.15 hellgrau markiert sind, sinkt der ε2-Fehler hingegen jeweils ab.

Bei der Berechnung von Wellenausbreitungsproblemen verschlechtert sich die Konditi-

on der dynamischen Steifigkeitsmatrix in der Nähe von Eigenfrequenzen des Systems

und der numerische Fehler nimmt in der Regel deutlich zu. Der Rückgang des ε2-Fehler

innerhalb der Bandlücken ist darauf zurückzuführen, dass das System innerhalb der

Bandlücken nur die Randmoden und somit deutlich weniger Eigenfrequenzen aufweist.

Auf die zuvor beschriebenen Randmoden sind die lokalen höheren ε2-Fehler innerhalb der

Bandlücken zurückzuführen. Beispielsweise wird der Einfluss dieser Randmoden in der

ersten Bandlücke auch im Transmissionsspektrum in der Abb. 4.11 sowie dem Verschie-

bungsfeld in der Abb. 4.13 deutlich.

In der Abb. 4.16a sind die durchschnittlichen ε2-Fehler der Transmissionsberechnungen

mittels der FEM für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Der durch-

Abbildung 4.16: (a) Durchschnittlicher Fehler ε2 der Transmissionsberechnungen mittels der
FEM für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Berechnungszeiten der FEM für ver-
schiedene Anzahlen von Freiheitsgraden, sowie Berechnungszeit der SEM.
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schnittliche ε2-Fehler stellt dabei das arithmetische Mittel der über alle Frequenzen der

Berechnungen ermittelten lokalen ε2-Fehler dar. Die blaue Linie in der Abb. 4.16a zeigt

den durchschnittlichen ε2-Fehler in Abhängigkeit der Anzahl von Freiheitsgraden mit

Berücksichtigung der sehr hohen lokalen Fehler infolge einer schlechten Kondition des

Gleichungssystems bei einer Wellenausbreitung in der Nähe von Eigenfrequenzen. Dabei

können die sehr hohen lokalen Fehler als Ausreißer bezeichnet werden. Werden die Aus-

reißer hingegen bei der Fehlerauswertung nicht berücksichtigt, ergibt sich die rote Linie

in der Abb. 4.16a für den durchschnittlichen ε2-Fehler. In diesem Fall nimmt der Fehler

kontinuierlich mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden ab und die FEM-Lösung konver-

giert asymptotisch zu der SEM-Referenzlösung. Allerdings ist der durchschnittliche Fehler

selbst bei einer hohen Anzahl von Freiheitsgraden vergleichsweise hoch und beträgt bei-

spielsweise bei NDoF = 403008 immer noch ε2 = 4, 47%.

In der Abb. 4.16b sind die zugehörigen Berechnungszeiten zur Ermittlung der Transmissi-

onsspektren bei der FEM mit unterschiedlichen Anzahlen von Freiheitsgraden, sowie die

Berechnungszeit mittels der SEM für NDoF = 1824 Freiheitsgrade dargestellt. Die Berech-

nungszeit bei der FEM nimmt in diesem Fall mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden

fast linear zu und beträgt beispielsweise bei der Berechnung mit NDoF = 403008 Frei-

heitsgraden t = 855, 9 s. Die Berechnung des Transmissionsspektrums mittels der SEM

nach Doyle dauert hingegen nur 24, 7 s und gewährleistet gleichzeitig eine sehr hohe

Genauigkeit. Im Vergleich zu einer FEM-Berechnung besitzt die SEM nach Doyle bei

der Berechnung der Wellentransmission somit erhebliche Vorteile, insbesondere eine sehr

kurze Berechnungsdauer und gleichzeitig eine sehr hohe Genauigkeit.

Zusammenfassung der Vor- und Nachteile der SEM nach DOYLE

In der Tab. 4.2 sind die wesentlichen Vor- und Nachteile der SEM nach Doyle im Ver-

gleich zur FEM bei der Dispersions- und Transmissionsberechnung zusammengefasst.

Tabelle 4.2: Vor- und Nachteile der SEM nach Doyle im Vergleich zur FEM bei der
Dispersions- und Transmissionsberechnung.

Dispersion
Transmission

reell komplex

GE RW GE RW GE RW TO

SEM nach Doyle + − + + + + +

FEM − + − − − − −
+ : Vorteilhaft, − : Nachteilhaft, GE: Genauigkeit, RW: Rechenaufwand

TO: Verwendung von TO-Elementen möglich
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4.4 Beeinflussung der Wellenausbreitung in Zick-

Zack-Gitterstrukturen

In diesem Abschnitt erfolgen umfangreiche Untersuchungen zur Beeinflussung der elas-

tischen Wellenausbreitung in Zick-Zack-Gitterstrukturen. Zuerst wird die Beeinflussung

durch die geometrischen Parameter analysiert, wobei zunächst die Auswirkungen aus einer

Skalierung der geometrischen Dimensionen untersucht werden. Es wird aufgezeigt, dass

über eine Skalierung der geometrischen Parameter die in dieser Arbeit gewonnenen Er-

kenntnisse zur Beeinflussung der elastischen Wellenausbreitung in Zick-Zack-Gitterstruk-

turen auf beliebige Frequenzbereiche übertragen werden können. Anschließend folgen

die Analysen zur gezielten Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften durch die

Steifigkeits- und Massenverhältnisse sowie die Einführung von diskreten Einzelmassen als

lokale Resonatoren. Zuletzt werden die Auswirkungen der geometrischen Nichtlinearität

auf die Entstehung von Bandlücken dargestellt und Möglichkeiten für eine aktive Steue-

rung der Bandlücken durch das Aufbringen von externen Kräften vorgestellt.

Die nachfolgenden Untersuchungen basieren auf der in der Abb. 4.17a dargestellten Ein-

heitszelle mit den Gitterkonstanten l1 in der x-Richtung und l2 in der y-Richtung. Die

Zick-Zack-Geometrie wird durch die Lage der Knicke mit b1 und b2 sowie der Auslenkung

W beschrieben. Außerdem wird für die inneren Arme, wie in der Abb. 4.17b dargestellt,

der quadratische Querschnitt Q1 mit den Kantenlängen a1, dem E-Modul E1 und der Mas-

sendichte ρ1 gewählt. Für die äußeren Arme wird hingegen der quadratische Querschnitt

Q2 mit den Kantenlängen a2, dem E-Modul E2 und der Massendichte ρ2 verwendet. Die

Untersuchungen beschränken sich zunächst auf den geometrisch linearen Fall (S = 0). Im

Unterabschnitt 4.4.4 werden schließlich die Einflüsse der geometrischen Nichtlinearität

(S ̸= 0) auf das Wellenausbreitungsverhalten analysiert.

l1

l2a1

a2

W

(a) (b)

x

y
a1

a1b1

b2

Q2

Q1

Querschnitt Q1

E1, ρ1

a2

a2

Querschnitt Q2

E2, ρ2

Abbildung 4.17: (a) Einheitszelle einer phononischen Zick-Zack-Gitterstruktur mit unter-
schiedlichen Querschnitten und Materialeigenschaften für die äußeren und inneren Arme. (b)
Quadratische Querschnitte Q1 und Q2 mit den zugehörigen Abmessungen und Materialeigen-
schaften.
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4.4.1 Beeinflussung durch die geometrischen Parameter

Für die Untersuchungen zur Beeinflussung der elastischen Wellenausbreitung durch eine

Variation der geometrischen Parameter werden für die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 die

konstanten Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3 für alle Strukturelemente verwendet.

Außerdem werden die geometrischen Parameter aus der Tab. 4.3 als Ausgangsparameter

P0 mit

P0 ∈ [l1,0, l2,0, b1,0, b2,0, W0, a1,0, a2,0, S0] (4.11)

für die nachfolgenden Untersuchungen verwendet. Da zunächst keine Änderungen der Stei-

figkeiten innerhalb der Einheitszelle berücksichtigt werden, besitzen alle Strukturelemente

die gleichen quadratischen Abmessungen mit den Kantenlängen a1,0 = a2,0. Außerdem be-

schränken sich die Untersuchungen zunächst auf den geometrisch linearen Fall (S0 = 0).

Tabelle 4.3: Ausgangsparameter für die Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften
der Einheitszelle aus der Abb. 4.17.

l1,0 l2,0 b1,0 b2,0 W0 a1,0 = a2,0 E1 = E2 ρ1 = ρ2 S0

[mm] [mm] [mm] [mm]
[
mm

] [
mm

] [
MPa

] [
kg/m3] [N]

100 100 25 25 10 2 70000 2700 0

Einflüsse einer Skalierung der geometrischen Dimensionen

Die Zusammenhänge zwischen einer Skalierung der geometrischen Parameter und einer

damit verbundenen Änderung der Bandlückenrandfrequenzen sind von großer Bedeu-

tung. Sind diese Zusammenhänge bekannt, können die Bandlückenrandfrequenzen und

die Bandlückenbreiten einer Einheitszelle bei gegebenen Abmessungen optimiert werden

und anschließend durch eine Skalierung der geometrischen Parameter auf nahezu beliebige

Frequenzbereiche übertragen werden. Nachfolgend werden die Änderungen der geometri-

schen Parameter P durch den Skalierungsfaktor αgeo über P = αgeoP0 beschrieben. Dabei

beschränken sich die Untersuchungen auf quadratische Einheitszellen mit der Gitterkon-

stante l = l1 = l2 bzw. l0 = l1,0 = l2,0. Beispielweise ergibt sich für l = αgeol0 mit αgeo = 10

eine skalierte Gitterkonstante von l = 1000mm.

In der Abb. 4.18a ist der Einfluss des Skalierungsfaktors αgeo bei einer Skalierung der

Gitterkonstante l = αgeol0 und der Auslenkung W = αgeoW0 auf die Randfrequenzen

der ersten drei Bandlücken dargestellt. Die übrigen Geometrie-, Querschnitts-, und Ma-

terialeigenschaften sind konstant und entsprechen den Ausgangswerten aus der Tab. 4.3.

Es wird deutlich, dass die Randfrequenzen für alle drei Bandlücken überproportional

schnell mit steigendem Skalierungsfaktor abfallen und sich asymptotisch der Nullfre-

quenz nähern. Zudem nehmen die Bandlückenbreiten mit steigendem Skalierungsfaktor
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ab. Während beispielsweise die Breite der ersten Bandlücke bei αgeo = 1 noch ∆fB,1 =

919, 4Hz beträgt, fällt die Breite für αgeo = 9 auf ∆fB,1 = 11, 4Hz ab. Aus der Bragg-

Gleichung (2.36) folgt, dass im Allgemeinen ein reziproker Zusammenhang zwischen der

Bragg-Frequenz und der Gitterkonstante besteht. Aus diesem Grund sind in der Abb.

4.18b die reziproken Bandlückenrandfrequenzen gegen den Skalierungsfaktor αgeo aufge-

tragen. Offensichtlich besteht bei einer gleichzeitigen Skalierung der Gitterkonstante l

und der Auslenkung W kein reziproker Zusammenhang zwischen dem Skalierungsfaktor

und den Bandlückenrandfrequenzen. Aus den exponentiellen Steigerungen der reziproken

Bandlückenrandfrequenzen lässt sich schließen, dass die Bandlückenrandfrequenzen mit

zunehmendem Skalierungsfaktor, und damit auch mit zunehmender Gitterkonstante l,

schneller abfallen als es nach der Bragg-Gleichung der Fall ist.

Abbildung 4.18: (a) Einfluss des Skalierungsfaktors αgeo auf die Bandlückenrandfrequenzen
bei einer Skalierung von l = αgeol0 und W = αgeoW0. (b) Einfluss des Skalierungsfaktors αgeo

auf die reziproken Bandlückenrandfrequenzen.

In der Abb. 4.19a ist der Einfluss des Skalierungsfaktors αgeo bei einer Skalierung der

Gitterkonstante l = αgeol0, der Auslenkung W = αgeoW0 und der Querschnittsabmes-

sung a = αgeoa0 auf die Randfrequenzen der ersten drei Bandlücken dargestellt. Die

übrigen Geometrie-, Querschnitts-, und Materialeigenschaften sind auch in diesem Fall

konstant und entsprechen den Ausgangswerten aus der Tab. 4.3. Durch die zusätzliche

Skalierung des Querschnitts mit a = αgeoa0 nehmen in diesem Fall auch die Steifigkeiten

der Zick-Zack-Arme mit steigendem Skalierungsfaktor zu. Die Abb. 4.19a zeigt, dass die

Bandlückenrandfrequenzen im Vergleich zu der Abb. 4.18a weniger schnell mit steigen-

dem Skalierungsfaktor abfallen. Auch die Bandlückenbreiten nehmen im Vergleich zu der

Abb. 4.18a mit steigendem Skalierungsfaktor weniger stark ab. Beispielsweise beträgt die

Breite der ersten Bandlücke bei αgeo = 9 noch ∆fB,1 = 102, 2Hz. Die geringer ausge-

prägte Abnahme der Bandlückenrandfrequenzen mit steigendem Skalierungsfaktor zeigt
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sich auch bei dem in der Abb. 4.19b dargestellten Zusammenhang zwischen den rezi-

proken Bandlückenrandfrequenzen und dem Skalierungsfaktors αgeo. In Übereinstimmung

mit der Bragg-Gleichung ergibt sich in diesem Fall ein linearer Zusammenhang zwischen

den reziproken Bandlückenfrequenzen und dem Skalierungsfaktor αgeo.

Bei phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen können somit vorgegebene Anforderungen

an die Frequenzbereiche der Bandlücken erfüllt werden, indem eine geeignete Einheitszelle

durch eine Skalierung von bekannten Einheitszellen ermittelt wird. Der dazu erforderli-

che Skalierungsfaktor kann über die Bragg-Gleichung abgeschätzt werden, wobei an-

schließend alle geometrischen Parameter sowie die Querschnittsabmessungen mit diesem

Faktor skaliert werden müssen. Außerdem können die Ergebnisse der folgenden Para-

meterstudien, die anhand von ausgewählten geometrischen Parametern erfolgen, mithilfe

der Bragg-Gleichung durch eine geeignete Skalierung der geometrischen Parameter auf

nahezu beliebige Frequenzbereiche übertragen werden.

Abbildung 4.19: (a) Einfluss des Skalierungsfaktors αgeo auf die Bandlückenrandfrequenzen bei
einer Skalierung von l = αgeol0, W = αgeoW0 und a = αgeoa0. (b) Einfluss des Skalierungsfaktors
αgeo auf die reziproken Bandlückenrandfrequenzen.

Abschließend sei angemerkt, dass eine Skalierung der geometrischen Parameter keinen

nennenswerten Einfluss auf die Imaginärteile der Wellenvektoren bei einer Berechnung

der komplexen Dispersionskurven hat. Beispielsweise variieren die kleinsten Imaginärteile

bei der Mittenfrequenz der ersten Bandlücke für die unterschiedlichen Skalierungsfaktoren

nur zwischen 0, 16993 und 1, 7030.

Einflüsse der Auslenkung W

Ein wesentlicher Parameter zur Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften in

Zick-Zack-Gitterstrukturen ist die Auslenkung W der Zick-Zack-Arme [101–103]. In der

Abb. 4.20 ist der Einfluss der Auslenkung W auf die Randfrequenzen der ersten vier
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Bandlücken dargestellt, wobei W zwischen W = 0mm und W = 50mm variiert wird.

Andere Werte von W > 50mm sind bei der gewählten Einheitszelle nicht möglich, da die

Auslenkung der Zick-Zack-Arme sonst die Abmessungen der Einheitszelle überschreiten

würde. Es zeigt sich, dass die Gitterstruktur ohne eine Auslenkung der Zick-Zack-Arme,

also mit W = 0mm, keine Bandlücken aufweist. Ab einer Auslenkung von W = 1, 5mm

öffnet sich die erste Bandlücke, die zunächst nur eine geringe Breite von ∆fBL1 = 131, 9Hz

besitzt. Bis zu einer Auslenkung von W = 4, 0mm nimmt die Breite der ersten Bandlücke

mit steigender Auslenkung zu und weist bei W = 4, 0mm die maximale Breite von

∆fBL1 = 1003, 7Hz auf. Ab W = 4, 0mm nimmt die Breite der Bandlücke mit steigen-

der Auslenkung W wieder kontinuierlich ab. Auch die Bandlückenmittenfrequenzen fallen

mit zunehmender Auslenkung ab. Die maximale Bandlückenmittenfrequenz fBL1,Mf =

3544, 4Hz ergibt sich bei W = 2, 0mm und fällt bis W = 50, 0mm kontinuierlich auf

fBL1,Mf = 526, 0Hz ab. Bei der zweiten bis vierten Bandlücke sind ähnliche Zusam-

menhänge zwischen der Auslenkung W und der Entwicklung der Bandlücken zu beobach-

ten. In allen Fällen nehmen die Bandlückenmittenfrequenzen mit steigender Auslenkung

W kontinuierlich ab. Außerdem sind die Bandlückenbreiten jeweils zu Beginn sehr schmal

und nehmen mit steigender Auslenkung zunächst schnell zu. Ab einem gewissen Wert der

Auslenkung nehmen die Bandlückenbreiten, wie bereits für die erste Bandlücke erläutert,

wieder ab. Im Gegensatz zur ersten, dritten und vierten Bandlücke tritt die maximale

Bandlückenbreite bei der zweiten Bandlücke erst bei einer vergleichsweise hohen Auslen-

kung vonW = 14, 0mm auf. Weiterhin ist auffällig, dass sich die vierte Bandlücke bei einer

kleineren Auslenkung als die dritte Bandlücke öffnet und somit für W = 6, 0 − 8, 0mm

die dritte Bandlücke wird.

Abbildung 4.20: Einfluss der Auslenkung W auf die Bandlückenrandfrequenzen der ersten
vier Bandlücken. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3.
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Insgesamt zeigt sich, dass über eine Steuerung der Auslenkung W die Bandlücken einer

Zick-Zack-Gitterstruktur über einen großen Frequenzbereich an vorgegebene Anforderun-

gen angepasst werden können. Beispielsweise können über eine Variation der Auslenkung

W die Bandlückenmittenfrequenz der vierten Bandlücke zwischen fBL4,Mf = 2600, 6Hz

und fBL4,Mf = 10847Hz variiert werden.

Eine Variation der Auslenkung W hat neben den Einflüssen auf die Bandlückenrandfre-

quenzen auch Einflüsse auf die imaginären Bänder der komplexen Dispersionskurven sowie

die Transmissionseigenschaften der jeweiligen Zick-Zack-Gitterstruktur. In der Abb. 4.21a

sind die kleinsten Imaginärteile der komplexen Dispersionskurven bei den Bandlückenmit-

tenfrequenzen der ersten vier Bandlücken in Abhängigkeit der Auslenkung W dargestellt.

Auffällig ist hierbei, dass analog zu den Bandlückenbreiten in der Abb. 4.20 auch die

kleinsten Imaginärteile bei den Bandlückenmittenfrequenzen nach der Öffnung der jewei-

ligen Bandlücke mit steigender Auslenkung W sehr schnell anwachsen. Ab einem gewissen

Wert der Auslenkung, beispielsweise bei der ersten Bandlücke beiW = 4, 0mm, nimmt die

Steigung dann wieder ab, wobei dieser Effekt bei den vier Bandlücken sehr unterschied-

lich ausgeprägt ist. Während bei der ersten und dritten Bandlücke die Imaginärteile sogar

wieder abfallen und jeweils ein deutlicher Knick in den Verläufen zu erkennen ist, nimmt

die Steigung bei der zweiten und vierten Bandlücke langsamer und stetig ab.

In der Abb. 4.21b sind die zugehörigen Wellentransmissionen bei den Bandlückenmitten-

frequenzen aus einer Transmissionsberechnung mit Nt,x = 14 Einheitszellen in der x-

Richtung, Nt,y = 6 Einheitszellen in der y-Richtung und einer Breite des Auswertungsbe-

reichs von Nt,eval = 4 Einheitszellen in Abhängigkeit der Auslenkung W dargestellt. Es

wird deutlich, dass die qualitativen Verläufe der kleinsten Imaginärteile der komplexen

Dispersionskurven aus der Abb. 4.21a sehr gut mit den zugehörigen Wellentransmissionen

Abbildung 4.21: (a) Einfluss der Auslenkung W auf die kleinsten Imaginärteile ℑ(k(fBL,Mf ))
des Wellenvektors k bei den Bandlückenmittenfrequenzen fBL,Mf . (b) Zugehörige Wellen-
transmissionen T (fBL,Mf ) aus einer Transmissionsberechnung mit Nt,x = 14, Nt,y = 6 und
Nt,eval = 4.
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aus der Abb. 4.21b übereinstimmen. Beispielsweise zeigt sich im Allgemeinen, dass die

Wellentransmission in den Bandlücken desto geringer ausfällt, je größer der kleinste Ima-

ginärteil ist. Bei der ersten und der dritten Bandlücke wird allerdings deutlich, dass die

Wellentransmissionen in der dritten Bandlücke bei einem vergleichbaren kleinsten Ima-

ginärteil geringer ausfallen wie in der ersten Bandlücke. Dies liegt daran, dass jedes Band

für eine bestimmte Frequenz auch eine bestimmte Bloch-Mode und Wellenlänge besitzt

und somit anhand des kleinsten Imaginärteils kein Vergleich des Abklingverhaltens der

Wellen von unterschiedlichen Bändern und Frequenzen möglich ist. Mithilfe des kleinsten

Imaginärteils kann folglich nur das Abklingverhalten für eine festgelegte Bloch-Mode

analysiert werden. Außerdem hängt die Transmissionsberechnung, wie in Abschnitt 4.3

erläutert, von vielen Faktoren ab, die sich je nach Frequenzbereich und Wellenlänge un-

terschiedlich auswirken können und ist daher häufig ungenau.

Besonders auffällig, wie bereits zuvor angemerkt, sind die ausgeprägten Knicke bzw. Un-

stetigkeiten in den Verläufen der kleinsten Imaginärteile der Wellenvektoren sowie der

Wellentransmissionen bei der ersten und dritten Bandlücke. Die Ursachen für diese Un-

stetigkeiten liegen in der Änderung des maßgebenden imaginären Bandes innerhalb der

Bandlücken. Zur Veranschaulichung sind in der Abb. 4.21a die kleinsten Imaginärteile bei

der Bandlückenmittenfrequenz der ersten Bandlücke mit dem Punkt 1 bei W = 3mm

bzw. mit dem Punkt 2 bei W = 4mm gekennzeichnet. In der Abb. 4.22 sind die zum

Punkt 1 zugehörigen komplexen Dispersionskurven sowie das Transmissionsspektrum

für W = 3mm dargestellt. Dabei ist das für den kleinsten Imaginärteil bei der Band-

[1/m][1/m]

Abbildung 4.22: Komplexe Dispersionskurven für den Punkt 1 aus der Abb. 4.21 mit W =
3mm, sowie das zugehörige Transmissionsspektrum in der Γ−X-Richtung für Nt,x = 14, Nt,y = 6
und Nt,eval = 4. Das blaue Band bei den Imaginärteilen der komplexen Dispersionskurven ist
maßgebend für den kleinsten Imaginärteil bei der Bandlückenmittenfrequenz.
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lückenmittenfrequenz maßgebende imaginäre Band des Wellenvektors, welches in diesem

Fall die reellen Bänder 4 und 5 an der Stelle X verbindet, in blau dargestellt. Mit zuneh-

mender AuslenkungW verschieben sich die imaginären Bänder und ein anderes Band kann

für den kleinsten Imaginärteil des Wellenvektors innerhalb der Bandlücken maßgebend

werden. Beispielsweise wird in der ersten Bandlücke ab W = 4mm das imaginäre Band,

welches die reellen Bänder 4 und 5 im Punkt M verbindet, für den kleinsten Imaginärteil

bei der Bandlückenmittenfrequenz maßgebend. Zur Veranschaulichung sind in der Abb.

4.23 die zum Punkt 2 zugehörigen komplexen Dispersionskurven und das Transmissi-

onsspektrum für W = 4mm dargestellt, wobei das maßgebende Band für den kleinsten

Imaginärteil bei der Mittenfrequenz der ersten Bandlücke blau hervorgehoben ist. Bei ei-

nem Vergleich der maßgebenden Bänder aus den Abbn. 4.22 und 4.23 wird deutlich, dass

die Bänder unterschiedliche Formen aufweisen. Während das maßgebende (blaue) Band

in der Abb. 4.22 einen flachen Verlauf aufweist, läuft das maßgebende (blaue) Band in

der Abb. 4.23 vergleichsweise spitz zu. Diese unterschiedlichen Formen zeigen sich auch

bei den Transmissionsspektren, so ist der Verlauf der Wellentransmission in der ersten

Bandlücke in der Abb. 4.22 ebenfalls flach und der Verlauf der Wellentransmission in der

Abb. 4.23 spitz.

Die Änderung des maßgebenden Bandes für den kleinsten Imaginärteil in den Bandlücken

ist im Allgemeinen auch mit einer anderen Ausbreitungsrichtung der elastischen Wellen

verbunden. Im vorliegenden Beispiel ist das maßgebende Band für W = 3mm mit einer

Ausbreitung der elastischen Wellen in der x- und y-Richtung (Stelle M) und das maßge-

RBL

RBL

[1/m][1/m]

Abbildung 4.23: Komplexe Dispersionskurven für den Punkt 2 aus der Abb. 4.21 mit W =
4mm, sowie das zugehörige Transmissionsspektrum in der Γ−X-Richtung für Nt,x = 14, Nt,y = 6
und Nt,eval = 4. Das blaue Band bei den Imaginärteilen der komplexen Dispersionskurven ist
maßgebend für den kleinsten Imaginärteil bei der Bandlückenmittenfrequenz.
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bende Band für W = 4mm mit einer Ausbreitung der elastischen Wellen in der x-

Richtung (Stelle X) assoziiert. Infolge dieser Änderungen können Diskrepanzen zwischen

den Verläufen des kleinsten Imaginärteils des Wellenvektors und den Wellentransmissio-

nen auftreten. Dies wird beispielsweise bei den Verläufen der vierten Bandlücke in den

Abbn. 4.21a und 4.21b deutlich. Während der Verlauf des kleinsten Imaginärteils bei

W = 31mm einen Knick aufweist, ist ein derartiger Knick im Verlauf der Wellentrans-

mission nicht zu beobachten. Diese Abweichungen sind durch das System zur Berechnung

der Wellentransmission bedingt, mit dem nicht alle möglichen Ausbreitungsrichtungen

aus der Dispersionsrelation berücksichtigt werden können.

Abschließend sei der Vollständigkeit halber angemerkt, dass die geringen Wellentrans-

missionen im Bereich von etwa 4000 − 5300Hz in den Abbn. 4.22 und 4.23 auf rich-

tungsabhängige Bandlücken (RBL) zurückzuführen sind. In der Abb. 4.23 sind die rich-

tungsabhängigen Bandlücken zur Veranschaulichung hellgrau markiert. Die RBLs ent-

stehen insbesondere bei Systemen mit unterschiedlichen Gitterkonstanten in den x- und

y-Richtungen und werden bei den folgenden Untersuchungen zu den Einflüssen aus dem

Verhältnis der Gitterkonstanten näher betrachtet.

Einflüsse aus dem Verhältnis der Gitterkonstanten l1 und l2

Bei unterschiedlichen Gitterkonstanten l1 in der x-Richtung und l2 in der y-Richtung, wie

in der Abb. 4.24a veranschaulicht, wird die Rotationssymmetrie der Einheitszelle gebro-

chen. Aus diesem Grund kann die erste IBZ nicht auf den dreieckförmigen irreduziblen Teil

Ψ, wie in der Abb. 4.5b dargestellt, reduziert werden. Stattdessen müssen zusätzlich die

Ränder Γ−Y und Y−M untersucht werden und es ergibt sich die in der Abb. 4.24b darge-

stellte erste IBZ. Analog zu den Rändern Γ−X und X−M muss auch für die Ränder Γ−Y

und Y−M jeweils eine quadratische Eigenwertgleichung nach Gl. (4.7) zur Bestimmung

der komplexen Dispersionskurven gelöst werden. Dabei gilt für die Ausbreitungskonstan-

ten in der Γ−Y-Richtung λx = 1 und in der Y−M-Richtung λy = exp(iπ). Die zugehörigen

Koeffizientenmatrizen S3 und S4 können dem Anhang D entnommen werden.

l1

l2a1

a2

W

(a) (b)

kx

ky

Γ X

M

x

y

2π
l2

2π
l1

Ψ

b1

b2

Y

Abbildung 4.24: (a) Einheitszelle eines rechteckigen phononischen Zick-Zack-Gitters. (b) Zu-
gehörige erste IBZ Ψ.
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Die Untersuchungen zum Einfluss aus dem Verhältnis der Gitterkonstanten basieren auf

der Einheitszelle aus der Abb. 4.24a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Material-

daten aus der Tab. 4.3, wobei die Gitterkonstante in der y-Richtung l2 = 100mm kon-

stant ist und lediglich die Gitterkonstante l1 variiert wird. In der Abb. 4.25 sind die

Bandlückenrandfrequenzen aller Bandlücken, die innerhalb der ersten 10 Bänder auftre-

ten, in Abhängigkeit von dem Verhältnis l1/l2 der Gitterkonstanten dargestellt. Dabei

sind die Bandlücken, die den ersten vier Bandlücken bei l1/l2 = 1 entsprechen, hervorge-

hoben. Bei diesen vier Bandlücken zeigt sich, dass sich die Bandlücken mit abnehmendem

Verhältnis l1/l2 < 1 in einen höheren Frequenzbereich verschieben. Hingegen nehmen die

unteren Randfrequenzen der ersten drei Bandlücken mit steigendem Verhältnis l1/l2 > 1

nur leicht ab und bleiben nahezu konstant. Lediglich bei der vierten Bandlücke sinkt die

untere Bandlückenrandfrequenz für l1/l2 > 1 deutlich ab. Außerdem weisen die ersten

drei Bandlücken bei l1/l2 = 1 die maximale Breite auf, wohingegen die maximale Breite

der vierten Bandlücke bei l1/l2 = 0, 95 auftritt. Mit zunehmendem bzw. abnehmendem

Verhältnis l1/l2 nehmen die Bandlückenbreiten bei allen vier Bandlücken schnell ab und

die Bandlücken schließen sich letztlich vollständig. Für l1/l2 < 0, 85 sowie l1/l2 > 1, 15

entstehen neue Bandlücken, die in der Abb. 4.25 hellgrau dargestellt sind, welche durch

andere Bänder begrenzt und mit anderen Wellenausbreitungsrichtungen verbunden sind

als die ersten vier Bandlücken bei l1/l2 = 1. Dabei sind die Bandlücken für l1/l2 > 1, 15

sehr schmal und kompakt im niedrigeren Frequenzbereich, wohingegen die Bandlücken

für l1/l2 < 0, 85 breiter sind und weiter auseinander liegen. Allerdings zeigt sich, dass we-

der für l1/l2 < 0, 85 noch für l1/l2 > 1, 15 Bandlücken in einem nennenswert niedrigeren

Frequenzbereich als der Frequenzbereich der ersten Bandlücke bei l1/l2 = 1 erzielt werden

Abbildung 4.25: Einfluss aus dem Verhältnis der Gitterkonstanten l1/l2 auf die
Bandlückenrandfrequenzen innerhalb der ersten 10 Bänder. Die Berechnungen basieren auf der
Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften
aus der Tab. 4.3.
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können. Die einzige Ausnahme stellt die erste Bandlücke für l1/l2 > 1, 85 dar, die eine

niedrigste untere Bandlückenrandfrequenz von 900Hz bei l1/l2 = 2 aufweist. Allerdings ist

diese Bandlücke mit einer Breite von ∆fBL1 = 76Hz sehr schmal. Mit einer vergleichbaren

quadratischen Einheitszelle mit l1 = l2 = 200mm kann eine erste Bandlücke in einem

Frequenzbereich von 698 − 948Hz erzielt werden, die damit sowohl in einem niedrigeren

Frequenzbereich liegt als auch mit ∆fBL1 = 250Hz deutlich breiter ist. Zusammenfassend

können also durch die Verwendung unterschiedlicher Gitterkonstanten in den x- und y-

Richtungen keine Verbesserungen hinsichtlich breiter kompletter Bandlücken im niedrigen

Frequenzbereich erzielt werden.

Außerdem zeigt sich, dass auch das Dämpfungsverhalten innerhalb der Bandlücken durch

die Verwendung unterschiedlicher Gitterkonstanten nicht nennenswert verbessert werden

kann. Dies wird in den Abbn. 4.26a und 4.26b deutlich, in denen die kleinsten Imaginärteile

des Wellenvektors bei den Bandlückenmittenfrequenzen, die den ersten vier Bandlücken

bei l1/l2 = 1 entsprechen, sowie die zugehörigen Wellentransmissionen in Abhängigkeit

vom Verhältnis der Gitterkonstanten l1/l2 dargestellt sind.

Aus der Abb. 4.26a kann entnommen werden, dass die maximalen Imaginärteile bei der

zweiten und dritten Bandlücke bei l1/l2 = 1 auftreten und die Imaginärteile für l1/l2 > 1

bzw. l1/l2 < 1 schnell abfallen. Bei der ersten und vierten Bandlücke treten die maximalen

Imaginärteile hingegen bei l1/l2 = 1, 15 bzw. l1/l2 = 1, 05 auf, allerdings sind sie nur

geringfügig größer gegenüber den Imaginärteilen bei l1/l2 = 1. Es zeigt sich zudem, dass

die Verläufe der zugehörigen Wellentransmissionen bei den Bandlückenmittenfrequenzen

aus der Abb. 4.26b qualitativ sehr gut mit den Verläufen der kleinsten Imaginärteile aus

der Abb. 4.26a übereinstimmen. Eine deutliche Abweichung der qualitativen Verläufe ist

nur bei der vierten Bandlücke für l1/l2 < 1 zu beobachten. Bei allen vier Bandlücken ist

Abbildung 4.26: (a) Einfluss aus dem Verhältnis der Gitterkonstanten l1/l2 auf die kleinsten
Imaginärteile ℑ(k(fBL,Mf )) des Wellenvektors k bei den Bandlückenmittenfrequenzen fBL,Mf .
(b) Zugehörige Wellentransmissionen T (fBL,Mf ) aus einer Transmissionsberechnung mit Nt,x =
14, Nt,y = 6 und Nt,eval = 4.
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die Wellentransmission bei l1/l2 = 1 minimal oder zumindest nahe dem globalen Mini-

mum.

Durch die Verwendung unterschiedlicher Gitterkonstanten in den x- und y-Richtungen

können zwar keine Verbesserungen hinsichtlich breiter kompletter Bandlücken im niedri-

gen Frequenzbereich oder ein verbessertes Dämpfungsverhalten erzielt werden, es können

jedoch breite richtungsabhängige Bandlücken entstehen. Zur Veranschaulichung sind in

der Abb. 4.27 die komplexen Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum für l1/l2 =

1, 2 dargestellt. Die richtungsabhängigen Bandlücken (RBL), die im betrachteten Fre-

quenzbereich auftreten, sind in den reellen Dispersionskurven hellrot und hellgrau mar-

kiert. Dabei sind die RBLs in der Γ−X-Richtung mit einer Strichpunktlinie umrandet

und farblich (hellrot) von den anderen RBLs abgegrenzt, da nur diese einen wesentlichen

Einfluss auf die Transmissionsberechnung in der Γ−X-Richtung aufweisen. Im Gegensatz

zu den kompletten Bandlücken ist der kleinste Imaginärteil der komplexen Dispersions-

kurven innerhalb der richtungsabhängigen Bandlücken gleich Null, da in mindestens einer

Richtung eine elastische Wellenausbreitung ohne Dämpfung möglich ist. Im Transmissi-

onsspektrum zeigt sich dennoch ein deutlicher Rückgang der Wellentransmission innerhalb

der RBLs in der Γ−X-Richtung, wobei auch hier die Frequenzbereiche der RBLs in der

Γ−X-Richtung hellrot markiert und mit einer Strichpunktlinie umrandet sind. Die kom-

pletten Bandlücken sind hingegen dunkelgrau markiert und mit einer durchgezogenen Li-

nie umrandet. Bei einem Vergleich der reellen Dispersionskurven und dem Transmissions-

1. BL: 2020 - 2513 Hz

2. BL: 4464 - 4941 Hz

3. BL: 5929 - 6454 Hz

4. BL: 7948 - 8986 Hz

5. BL: 11253 - 12137 Hz
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Abbildung 4.27: Komplexe Dispersionskurven für l1/l2 = 1, 2 sowie das zugehörige Trans-
missionsspektrum in der Γ−X-Richtung für Nt,x = 14, Nt,y = 6 und Nt,eval = 4. Die rich-
tungsabhängigen Bandlücken (RBLs) sind hellrot und hellgrau markiert. Die RBLs in der Γ−X-
Richtung sind mit einer Strichpunktlinie umrandet und die zugehörigen Frequenzbereiche sind
auch im Transmissionsspektrum hervorgehoben.
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spektrum zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den RBLs in der Γ−X-

Richtung und einem Rückgang der Wellentransmission in den zugehörigen Frequenzbe-

reichen. Weiterhin zeigt sich bei den reellen Dispersionskurven, dass auch in den anderen

Richtungen eine Vielzahl von RBLs auftreten, die allerdings mit dem System für die Trans-

missionsberechnung in der Abb. 4.10 nicht erfasst werden können. Dazu muss das System

für die Transmissionsberechnung in der Abb. 4.10 leicht modifiziert werden. Beispielsweise

könnte die Wellentransmission in der Γ−Y-Richtung ermittelt werden, indem das System

bzw. die Einheitszelle bei der Berechnung der Wellentransmission um 90◦ gedreht wird.

Die RBLs können neben einer gezielten richtungsabhängigen Schwingungs- und Vibra-

tionsisolierung vielfältige Anwendungen, beispielsweise als Wellenleiter, haben. Zur Ver-

anschaulichung ist in der Abb. 4.28 das Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Ver-

wendung von TO-Elementen für f = 4035Hz und l1/l2 = 1, 2 dargestellt. Dabei wird

das System am Knoten in der Mitte (roter Pfeil) durch vorgegebene Verschiebungen

u0 = [10 10]T cm angeregt. Die Frequenz von f = 4035Hz liegt in einer RBL in der

Γ−X-Richtung und ist in der Abb. 4.27 mit der Linie 1 gekennzeichnet. Entsprechend

können sich die Wellen, wie die Abb. 4.28 zeigt, nicht in der x-Richtung ausbreiten und

ihre Ausbreitung erfolgt ausschließlich entlang der y-Richtung. Analog dazu können sich

beispielsweise elastische Wellen mit einer Frequenz, die in einer RBL in der Γ−Y-Richtung

liegt, nicht in der y-Richtung ausbreiten. Zum Beispiel liegt die Frequenz f = 5400Hz in

einer RBL in der Γ−Y-Richtung und ist in der Abb. 4.27 mit der Linie 2 gekennzeichnet.

In der Abb. 4.29 ist das zugehörige Verschiebungsfeld im Frequenzbereich dargestellt, wo-

bei auch in diesem Fall die Anregung durch vorgegebene Verschiebungen u0 = [10 10]T cm

am Knoten in der Mitte des Systems (roter Pfeil) erfolgt. Aus der Abb. 4.29 wird deutlich,

Abbildung 4.28: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
für f = 4035Hz und l1/l2 = 1, 2 bei einer Anregung in der Mitte des Systems (roter Pfeil) durch
vorgegebene Verschiebungen von u0 = [10 10]T cm.
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dass sich die Wellen aufgrund der RBL in der Γ−Y-Richtung nur entlang der x-Achse

ausbreiten können. Aufgrund dieser Eigenschaften eignen sich RBLs beispielsweise als

Wellenleiter bzw. Energieleiter, da eine Energiedämpfung infolge einer räumlichen Wel-

lenausbreitung unterbunden oder minimiert werden kann.

Abbildung 4.29: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
für f = 5400Hz und l1/l2 = 1, 2 bei einer Anregung in der Mitte des Systems (roter Pfeil) durch
vorgegebene Verschiebungen von u0 = [10 10]T cm.

Einflüsse der Lagen b1 und b2 der Zick-Zack-Knicke

Die Wellenausbreitungseigenschaften in phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen kön-

nen neben der Auslenkung W und den Gitterkonstanten (l1, l2) auch durch die geometri-

schen Parameter (b1, b2) beeinflusst werden. Dabei beschreibt b1, wie in der Abb. 4.24a

veranschaulicht, die Lage der Zick-Zack-Knicke in der x-Richtung und b2 die Lage der Zick-

Zack-Knicke in der y-Richtung. Zunächst wird der rotationssymmetrische Sonderfall mit

b = b1 = b2 untersucht, wobei die Ausgangsparameter für die Geometrie,- Querschnitts-,

und Materialeigenschaften der Tab. 4.3 entnommen werden können. Entsprechend gilt für

die Gitterkonstanten l = l1 = l2 und die Berechnung der Dispersionskurven kann anhand

der dreieckförmigen ersten IBZ aus der Abb. 4.5b erfolgen.

In der Abb. 4.30 sind die Bandlückenrandfrequenzen für den Frequenzbereich von 0 bis

14 kHz in Abhängigkeit der Lage der Zick-Zack-Knicke dargestellt. Dabei wird die La-

ge der Knicke durch das Verhältnis 2b/l beschrieben, wobei 2b/l = 0, 5 einem Knick in

der Mitte der Zick-Zack-Arme, 2b/l = 0 einem Knick in der Mitte der Einheitszelle und

2b/l = 1 einem Knick an den äußeren Enden der Arme entspricht. Die bisherigen Untersu-

chungen basieren auf mittig (also bei 2b/l = 0, 5) angeordneten Knicken, und aus diesem

Grund ist diese Lage in der Abb. 4.30 mit einer gestrichelten Linie gekennzeichnet. Aus
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der Abb. 4.30 wird deutlich, dass für 2b/l < 0, 5 keine Verbesserungen der Wellenausbrei-

tungseigenschaften hinsichtlich breiter Bandlücken im niedrigen Frequenzbereich erzielt

werden können. Stattdessen nehmen die Breiten der ersten und zweiten Bandlücke bis

2b/l = 0, 3 bzw. 2b/l = 0, 33 kontinuierlich ab und die Bandlücken schließen sich letztlich

vollständig. Weitere Bandlücken treten außerdem erst in einem höheren Frequenzbereich

auf.

Für 2b/l > 0, 5 nimmt die Breite der ersten Bandlücke hingegen bis 2b/l = 0, 82 kon-

tinuierlich zu und gleichzeitig verschiebt sich die untere Randfrequenz linear in einen

niedrigeren Frequenzbereich. Ab 2b/l > 0, 8 nimmt die Breite der ersten Bandlücke wie-

der ab, allerdings fällt die untere Randfrequenz weiterhin linear ab, sodass eine möglichst

niedrige untere Begrenzung der ersten Bandlücke für 2b/l → 1, 0 erreicht wird. Es sei

jedoch darauf hingewiesen, dass der Fall 2b/l = 1, 0 nicht untersucht werden kann, da

sonst die abgeknickten Arme auf den Rändern der Einheitszelle liegen und numerische

Probleme auftreten. Die untere Randfrequenz für 2b/l = 0, 5 beträgt fBL,Uf = 2125Hz

und sinkt bis 2b/l = 0, 98 auf fBL,Uf = 1501Hz ab. Allerdings ist die Breite der ersten

Bandlücke bei 2b/l = 0, 98 mit ∆fBL,1 = 1091Hz deutlich kleiner als die maximale Breite

von ∆fBL,1 = 1798Hz bei 2b/l = 0, 82. Zudem ist der Abstand zwischen der ersten und der

zweiten Bandlücke bei 2b/l = 0, 82 minimal, sodass für diese Lage der Zick-Zack-Knicke

das optimale Verhalten hinsichtlich breiter und eng beieinander liegender Bandlücken im

niedrigen Frequenzbereich erzielt werden kann.

Einen besonders großen Einfluss hat die Lage der Zick-Zack-Knicke auf die dritte Band-

lücke, die bei 2b/l = 0, 6 eine minimale Breite von ∆fBL,1 = 117Hz aufweist. Sowohl

Abbildung 4.30: Einfluss der Lage der Zick-Zack-Knicke b = b1 = b2 auf die Bandlückenrand-
frequenzen innerhalb der ersten 10 Bänder. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus
der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3.
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für 2b/l > 0, 6 als auch für 2b/l < 0, 6 nimmt die Breite der dritten Bandlücke schnell

zu. Allerdings ergibt sich für 2b/l > 0, 6 ein besseres Verhalten hinsichtlich einer brei-

ten Bandlücke in einem möglichst niedrigen Frequenzbereich. Bei 2b/l = 0, 98 besitzt die

dritte Bandlücke die maximale Breite von ∆fBL,1 = 4059Hz. Gleichzeitig sinkt die untere

Bandlückenrandfrequenz für 2b/l > 0, 6 von fBL,Uf = 8247Hz auf fBL,Uf = 4583Hz ab.

Des Weiteren treten auch eine vierte und fünfte Bandlücke im betrachteten Frequenzbe-

reich ab 2b/l > 0, 88 auf. Zusammenfassend ergibt sich also für 2b/l → 1, 0 das beste

Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich vieler breiter Bandlücken in einem möglichst

niedrigen Frequenzbereich.

In der Abb. 4.31a ist der Einfluss der Lage der Zick-Zack-Knicke auf die kleinsten Ima-

ginärteile des Wellenvektors bei den Bandlückenmittenfrequenzen und in der Abb. 4.31b

sind die zugehörigen Wellentransmissionen für die ersten drei Bandlücken dargestellt. Bei

allen drei Bandlücken zeigt sich eine gute Übereinstimmung zwischen den qualitativen

Verläufen der kleinsten Imaginärteile des komplexen Wellenvektors und der Wellentrans-

mission. Somit bestätigt sich auch in diesem Fall, dass der Imaginärteil des komplexen

Wellenvektors ein sehr guter Indikator für das Dämpfungsverhalten einer phononischen

Struktur ist. Die erste Bandlücke weist bei 2b/l = 0, 82 neben der größten Breite auch

den größten Imaginärteil und die geringste Wellentransmission auf. Bei der zweiten und

dritten Bandlücke tritt der größte Imaginärteil bzw. die geringste Wellentransmission

hingegen für 2b/l → 1, 0 auf. Somit zeigt sich auch in der Abb. 4.31, dass die Lage der

Zick-Zack-Knicke für eine möglichst breite erste Bandlücke mit gleichzeitig der geringsten

Wellentransmission bei 2b/l = 0, 82 liegt. Für 2b/l → 1, 0 ergibt sich bei der zweiten und

dritten Bandlücke die geringste Wellentransmission und zudem die niedrigsten unteren

Randfrequenzen der ersten drei Bandlücken.

Abbildung 4.31: (a) Einfluss der Lage der Zick-Zack-Knicke b = b1 = b2 auf die kleinsten
Imaginärteile ℑ(k(fBL,Mf )) des Wellenvektors k bei den Bandlückenmittenfrequenzen fBL,Mf .
(b) Zugehörige Wellentransmissionen T (fBL,Mf ) für Nt,x = 14, Nt,y = 6 und Nt,eval = 4.
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Durch unterschiedliche Lagen der Zick-Zack-Knicke, also b1 ̸= b2, können keine nennens-

werten Verbesserungen hinsichtlich breiter kompletter Bandlücken im niedrigen Frequenz-

bereich erzielt werden. Aufgrund der gebrochenen Symmetrieeigenschaften der Einheits-

zelle können jedoch, wie bereits bei der Verwendung von unterschiedlichen Gitterkonstan-

ten in den x- und y-Richtungen erläutert, breite RBLs entstehen. Die Untersuchungen

in dieser Arbeit fokussieren sich jedoch auf die kompletten Bandlücken, daher wird auf

eine ausführliche Analyse der Einflüsse aus den Lagen der Zick-Zack-Knicke für den Fall

b1 ̸= b2 verzichtet.

Zu den geometrischen Parametern gehören eigentlich auch die Querschnittsabmessungen

a1 und a2. Da sie aber über das Flächenträgheitsmoment I in die Steifigkeit und über

die Querschnittsfläche A in die Masse des jeweiligen Querschnitts eingehen, werden ihre

Einflüsse nicht hier, sondern im nachfolgenden Unterabschnitt 4.4.2 untersucht.

4.4.2 Beeinflussung durch die Steifigkeits- und Massenverhält-

nisse

Eine weitere Möglichkeit, die Wellenausbreitungseigenschaften von phononischen Zick-

Zack-Gitterstrukturen zu beeinflussen ist, wie in der Abb. 4.17 veranschaulicht, die Ver-

wendung von unterschiedlichen Steifigkeiten oder Massen für die inneren und äußeren Ar-

me. Die Verwendung von unterschiedlichen Steifigkeiten und Massen kann beispielsweise

zu verstärkten lokalen Resonanzeffekten, zu breiteren Bandlücken oder zu Bandlücken in

einem niedrigeren Frequenzbereich führen [101].

Die Biegesteifigkeit EI eines Gitters kann auf drei unterschiedlichen Wegen kontrolliert

bzw. variiert werden, nämlich,

• Änderung der Querschnittsabmessungen a1 und a2 und somit der Trägheitsmomente

I1 und I2 bei festgehaltenem Materialparameter E,

• Änderung des Materialparameters E bei festgehaltenen Querschnittsabmessungen

a1 und a2,

• Gleichzeitige Änderungen der Querschnittsabmessungen (a1, a2) und des Material-

parameters E.

Da die letzte Möglichkeit in der Praxis selten verwendet wird, werden nur die ersten

beiden Möglichkeiten im Folgenden näher untersucht.

Einflüsse aus unterschiedlichen Querschnittsabmessungen a1 und a2

Zunächst werden unterschiedliche quadratische Querschnitte für die inneren Arme (Quer-

schnitt Q1) mit den Kantenlängen a1 und für die äußeren Arme (Querschnitt Q2) mit
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den Kantenlängen a2, wie ebenfalls in der Abb. 4.17 dargestellt, untersucht. Die übrigen

Geometrie- und Materialeigenschaften sind konstant und können der Tab. 4.3 entnommen

werden. In der Abb. 4.32 sind die Einflüsse der Querschnittsabmessungen a1 und a2 auf

die Randfrequenzen der ersten zwei Bandlücken dargestellt. Dabei sind zwei unterschied-

liche Fälle für das Verhältnis der Querschnittsabmessungen untersucht. Im ersten Fall,

für den die Bandlücken rot dargestellt sind, sind die Abmessungen der äußeren Arme

konstant mit a2 = akonst. = 2mm und lediglich die Abmessungen ai = a1 der inne-

ren Arme werden variiert. Beim zweiten Fall, für den die Bandlücken blau dargestellt

sind, sind hingegen die Abmessungen der inneren Arme konstant a1 = akonst. = 2mm

und die Abmessungen ai = a2 der äußeren Arme werden variiert. Während die Verläufe

der Bandlückenrandfrequenzen für ai/akonst > 1 in beiden Fällen sehr ähnlich sind, sind

für ai/akonst < 1 deutlichere Unterschiede erkennbar, wobei jedoch in beiden Fällen für

ai/akonst < 1 ein verbessertes Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich eines niedrige-

ren Frequenzbereichs der Bandlücken erzielt werden kann. Allerdings nimmt die Breite

der ersten Bandlücke im zweiten Fall für ai/akonst. < 0, 7 schnell ab und die Bandlücke

schließt sich bei ai/akonst. = 0, 35 vollständig. Hingegen nimmt die Breite im ersten Fall

für ai/akonst. < 0, 7 wieder kontinuierlich zu, was auf einen zusätzlichen Effekt aus lokaler

Resonanz der steiferen äußeren Arme zurückzuführen ist. Dieser Effekt tritt aufgrund der

großen Steifigkeitsunterschiede zwischen den inneren und äußeren Armen auf, wodurch

die äußeren Arme nahezu wie starre Massen wirken, die elastisch an die inneren Arme

angeschlossen sind.

Zur Veranschaulichung sind in der Abb. 4.33a die reellen Dispersionskurven für den ersten

Fall und ai/akonst = 0, 3 dargestellt, wobei die erste Bandlücke am unteren Rand durch

Abbildung 4.32: Einfluss der Querschnittsabmessungen a1 und a2 auf die Randfrequenzen der
ersten zwei Bandlücken. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit
den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3.
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das vierte Band an der Stelle X und am oberen Rand durch das fünfte Band an der Stelle

M begrenzt ist. Die zugehörige vierte Eigenform an der Stelle X sowie die fünfte Eigenform

an der Stelle M sind in der Abb. 4.33b dargestellt. Bei der vierten Eigenform an der Stelle

X, die in der Abb. 4.33b unten angegeben ist, zeigt sich deutlich, dass die äußeren Arme

lediglich Starrkörperbewegungen aufweisen und sich nicht verformen. In diesem Fall wir-

ken die äußeren Arme wie starre Massen, die elastisch an die inneren Arme angeschlossen

sind und praktisch als Resonatoren agieren. Hingegen treten bei der fünften Eigenform

an der Stelle M, die in der Abb. 4.33b oben dargestellt ist, geringe Verkrümmungen in

den äußeren Armen auf und das resonatorartige Verhalten ist weniger ausgeprägt. Das

starrkörperähnliche und resonatorartige Verhalten der äußeren Arme nimmt dabei mit

abnehmendem Verhältnis a1/a2 zu. Allerdings darf das Steifigkeitsverhältnis im Hinblick

auf reale Strukturen aus anderen mechanischen Gründen nicht zu klein bzw. zu groß wer-

den, da die dünneren Querschnitte sonst leicht versagen können. Bei der ersten Bandlücke

zeigt sich, dass durch die Überlagerung der Effekte der Bragg-Streuung und der lokalen

Resonanz sehr breite Bandlücken im niedrigen Frequenzbereich erzielt werden können.

Derartige Bandlücken werden auch als hybride Bandlücken [28,175] bezeichnet.

(a) (b)

a1 a2(Hybride BL)

(BG-BL)

Abbildung 4.33: (a) Reelle Dispersionkurven für a1/a2 = 0, 3 (Fall 1). (b) Begrenzende Eigen-
formen der ersten Bandlücke: unten vierte Eigenform an der Stelle X und oben fünfte Eigenform
an der Stelle M.

Bei den Verläufen der zweiten Bandlücke in der Abb. 4.32 ist auffällig, dass die obe-

ren Bandlückenrandfrequenzen in beiden Fällen für ai/akonst = 0, 35 − 1, 7 vollständig

übereinstimmen. Die unteren Bandlückenrandfrequenzen weichen für ai/akonst = 0, 5−1, 7

auch nur geringfügig voneinander ab. Ein deutlicher Unterschied zwischen den zwei Fällen
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ist für ai/akonst < 0, 5 zu beobachten, wobei die Breite der Bandlücke im ersten Fall

zunächst schneller abnimmt. Bei ai/akonst = 0, 35 weist der Verlauf der zweiten Bandlücke

im ersten Fall einen Knick auf und die Breite der Bandlücke nimmt für ai/akonst < 0, 35

wieder zu. Die Ursache für diese Unstetigkeit liegt in der Verschiebung des Bandes, das

die zweite und dritte Bandlücke für ai/akonst > 0, 35 trennt, wodurch sich diese beiden

Bandlücken für ai/akonst < 0, 35 zu einer breiteren Bandlücke zusammenschließen. Im

zweiten Fall tritt diese Erscheinung nicht auf und die Breite der Bandlücke nimmt stetig

mit abnehmendem Verhältnis ai/akonst < 0, 35 ab.

In der Abb. 4.34a sind die kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors und in der Abb. 4.34b

sind die zugehörigen Wellentransmissionen bei den Mittenfrequenzen der ersten beiden

Bandlücken dargestellt. Dabei beschränken sich die Untersuchungen auf den ersten Fall,

da bei diesem ein besseres Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich breiter Bandlücken

im niedrigen Frequenzbereich erzielt werden kann. Die sehr gute Übereinstimmung zwi-

schen den qualitativen Verläufen der kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors und den

zugehörigen Wellentransmissionen wird auch bei dieser Untersuchung deutlich. Für beide

Bandlücken ist ein Zusammenhang zwischen den Bandlückenbreiten (s. Abb. 4.32) und

den Verläufen der kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors bei den Bandlückenmitten-

frequenzen erkennbar, wobei der Imaginärteil des Wellenvektors mit zunehmender Breite

der Bandlücke steigt. Bei der ersten Bandlücke ist insbesondere die rasche Zunahme des

Imaginärteils des Wellenvektors bzw. Abnahme der Wellentransmission für ein abnehmen-

des Verhältnis a1/a2 ab ungefähr a1/a2 < 0, 5 auffällig. Die rasche Zunahme des kleinsten

Imaginärteils des Wellenvektors ist vermutlich ebenfalls auf den zusätzlichen Effekt aus

lokaler Resonanz zurückzuführen. Bei der zweiten Bandlücke tritt auch bei den Verläufen

der kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors und der Wellentransmission ein Knick bei

a1/a2 = 0, 35 auf, der auf den zuvor beschriebenen Zusammenschluss von zwei Bandlücken

Abbildung 4.34: (a) Einfluss der relativen Querschnittsabmessungen a1/a2 (Fall 1) auf die
kleinsten Imaginärteile ℑ(k(fBL,Mf )) des Wellenvektors k bei den Bandlückenmittenfrequenzen
fBL,Mf . (b) Zugehörige Wellentransmissionen T (fBL,Mf ) fürNt,x = 14,Nt,y = 6 undNt,eval = 4.
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zurückzuführen ist. Zusammenfassend zeigt sich, dass durch ein geringes Verhältnis a1/a2

< 0, 5 ein zusätzlicher Effekt durch die lokale Resonanz ausgenutzt werden kann, der letzt-

lich zu einer breiteren ersten Bandlücke im niedrigen Frequenzbereich führt, die zudem

ein sehr hohes Dämpfungsvermögen aufweist.

Einflüsse aus unterschiedlichen E-Moduln E1 und E2

Neben unterschiedlichen Querschnittsabmessungen können auch durch die Verwendung

unterschiedlicher Materialien aber gleichbleibender Querschnittsabmessungen die Steifig-

keitsverhältnisse zwischen den inneren und äußeren Armen der Zick-Zack-Gitterstrukturen

beeinflusst werden. In der Abb. 4.35 ist der Einfluss der E-Moduln E1 der inneren Arme

sowie E2 der äußeren Arme auf die Randfrequenzen der ersten drei Bandlücken darge-

stellt. Dabei sind die Bandlückenrandfrequenzen in der Abb. 4.35a in Abhängigkeit von

E2 für einen konstanten E-Modul E1 = 405GPa und in der Abb. 4.35b in Abhängigkeit

von E2 für einen konstanten E-Modul E1 = 1GPa dargestellt. Der in der Abb. 4.35a

dargestellte Fall entspricht einem sehr steifen
”
Kern“, bei dem der E-Modul der inne-

ren Arme mit E1 = 405GPa dem E-Modul von Wolfram entspricht. Hingegen ist in der

Abb. 4.35b der Grenzfall eines sehr weichen Kerns, bei dem der E-Modul der inneren

Arme mit E1 = 1GPa dem E-Modul von weichem Polyamid entspricht, dargestellt. Die

Geometrie- und Querschnittseigenschaften sowie die Massendichten sind konstant gehal-

ten und können der Tab. 4.3 entnommen werden. In der Abb. 4.35a zeigt sich, dass durch

die Verwendung von einem niedrigeren E-Modul E2 für die äußeren Arme Bandlücken

in einem niedrigeren Frequenzbereich erzielt werden können, wobei die ersten beiden

Bandlücken jedoch nur entstehen, wenn E2 nicht zu klein ist. Besonders ausgeprägt ist

der Einfluss von E2 auf die Randfrequenzen der dritten Bandlücke, die ab ungefähr

Abbildung 4.35: Einfluss der E-Moduln E1 und E2 auf die Randfrequenzen der ersten drei
Bandlücken. (a) E1 = konst. = 405GPa. (b) E1 = konst. = 1GPa. Die Berechnungen basieren
auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie- und Querschnittseigenschaften sowie
den Massendichten aus der Tab. 4.3.
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E2 < 75GPa sehr schnell abfallen. Die abnehmenden Frequenzbereiche der Bandlücken

bei sinkendem E-Modul können anhand der Eigenfrequenz eines Einmassenschwingers mit

ω =
√

c/m, wobei c die Federsteifigkeit und m die Masse ist, erklärt werden. Dabei zeigt

sich, dass mit abnehmender Steifigkeit c bzw. in diesem Fall E2 die Eigenfrequenzen mit

der Potenz 0, 5 abnehmen.

Für den Fall eines sehr weichen Kerns zeigt sich in der Abb. 4.35b ein deutlich anderes Ver-

halten der Bandlückenrandfrequenzen in Abhängigkeit des E-Moduls der äußeren Arme.

Zwar sinken auch in diesem Fall für kleine E2 die Bandlückenrandfrequenzen mit abneh-

mendem E2, aber für E2 > 75GPa ist der Frequenzbereich der ersten Bandlücke ungefähr

konstant. Bei der zweiten Bandlücke zeigt sich bei E2 > 110GPa ein ähnliches Verhalten

und die Bandlückenrandfrequenzen sind fast unabhängig von dem E-Modul der äußeren

Arme. Lediglich bei der dritten Bandlücke zeigt sich eine durchgehende Abhängigkeit

von E2, wobei jedoch auch in diesem Fall die untere Bandlückenrandfrequenz nahezu

konstant ist und nur die obere Bandlückenrandfrequenz mit steigendem E2 zunimmt.

Dieses Verhalten ist, wie bereits bei den Einflüssen der unterschiedlichen Querschnitts-

abmessungen, auf lokale Resonanzeffekte zurückzuführen. Ab einem gewissen E2 sind die

äußeren Arme im Vergleich zu den inneren Armen so steif, dass sie fast als Starrkörper

wirken, die über die inneren Arme elastisch miteinander verbunden sind. Dadurch hat

eine weitere Erhöhung der Steifigkeit der äußeren Arme keinen weiteren Einfluss auf die

Bandlückenrandfrequenzen. Die äußeren Arme agieren folglich wie lokale Resonatoren,

wobei deren Resonanzfrequenz nur durch die Steifigkeit der inneren Arme und die Massen-

dichten beider Arme beeinflusst wird. Da die Massendichten bei diesen Betrachtungen kon-

stant gehalten sind, sind auch die Resonanzfrequenzen und die Bandlückenrandfrequenzen

ab einer ausreichend großen Steifigkeit der äußeren Arme fast konstant.

Einflüsse aus unterschiedlichen Massendichten ρ1 und ρ2

Abgesehen von den Steifigkeitsverhältnissen zwischen den inneren und äußeren Armen

der Zick-Zack-Gitterstrukturen können auch unterschiedliche Massen bzw. Massendichten

einen Einfluss auf das Wellenausbreitungsverhalten haben. In der Abb. 4.36 ist der Einfluss

der Massendichten ρ1 und ρ2 der inneren Arme und äußeren Arme auf die Randfrequenzen

der ersten drei Bandlücken dargestellt. Dabei sind die Bandlückenrandfrequenzen in der

Abb. 4.36a in Abhängigkeit von ρ2 für eine konstante Massendichte ρ1 = 19300 kg/m3 und

in der Abb. 4.36b in Abhängigkeit von ρ2 für eine konstante Massendichte ρ1 = 400 kg/m3

dargestellt. Der in der Abb. 4.36a dargestellte Fall entspricht einem sehr massigen Kern,

bei dem die Massendichte der inneren Arme mit ρ1 = 19300 kg/m3 der Massendichte von

Wolfram entspricht. In der Abb. 4.36b ist hingegen der Fall eines sehr leichten Kerns,

bei dem die Massendichte der inneren Arme mit ρ1 = 400 kg/m3 der Massendichte von

Holz oder einem aufgeschäumten Kunststoff entspricht, dargestellt. Die Geometrie- und
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Querschnittseigenschaften sowie die E-Moduln sind konstant gehalten und können der

Tab. 4.3 entnommen werden.

Für den in der Abb. 4.36a dargestellten Fall eines massigen Kerns zeigt sich, dass eine

Variation der Massendichte ρ2 nur einen geringen Einfluss auf die untere Randfrequenz

der ersten Bandlücke hat. Beispielsweise sinkt die untere Bandlückenrandfrequenz von

fBL,1,Uf = 998Hz bei ρ2 = 4800 kg/m3 auf fBL,1,Uf = 795Hz bei ρ2 = 19300 kg/m3 ab.

Allerdings nimmt die Breite der Bandlücke überproportional ab, die ∆fBL,1 = 747Hz für

ρ2 = 4800 kg/m3 beträgt und für ρ2 = 19300 kg/m3 auf ∆fBL,1 = 344Hz abfällt. Bei

der zweiten und insbesondere der dritten Bandlücke ist der Einfluss der Massendichte ρ2

auf die Bandlückenrandfrequenzen stärker ausgeprägt und die Bandlückenrandfrequenzen

fallen mit steigender Massendichte ρ2 schneller ab. Außerdem nimmt die Breite der zwei-

ten Bandlücke, bzw. bei ρ2 > 5000 kg/m3 auch die Breite der dritten Bandlücke, mit

steigendem ρ2 zu. In den meisten Anwendungsfällen ist jedoch hauptsächlich die erste

Bandlücke von Interesse, wobei ein guter Kompromiss zwischen einer möglichst niedrigen

unteren Bandlückenrandfrequenz und einer möglichst großen Bandlückenbreite durch eine

Anpassung von ρ2 erreicht werden kann.

In der Abb. 4.36b zeigt sich, dass der Einfluss der Massendichte ρ2 bei einem leichten

Kern mit ρ1 = 400 kg/m3 auf die Bandlückenrandfrequenzen deutlich größer ist. So fal-

len die Frequenzbereiche aller drei Bandlücken für ρ2 = 19300 kg/m3 im Vergleich zu

ρ2 = 400 kg/m3 um etwa 2/3 ab. Allerdings ist die untere Randfrequenz der ersten

Bandlücke selbst bei ρ2 = 19300 kg/m3 mit fBL,1,Uf = 1181Hz deutlich höher als die

niedrigste untere Randfrequenz der ersten Bandlücke fBL,1,Uf = 795Hz für den Fall eines

massigen Kerns. Auch hinsichtlich der Bandlückenbreiten kann im Fall eines leichten Kerns

keine Verbesserung erzielt werden, sodass offensichtlich ein massiger Kern vorteilhaft ist.

Abbildung 4.36: Einfluss der Massendichten ρ1 und ρ2 auf die Randfrequenzen der ersten drei
Bandlücken. (a) ρ1 = konst. = 19300 kg/m3. (b) ρ1 = konst. = 400 kg/m3. Die Berechnungen
basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materi-
aleigenschaften aus der Tab. 4.3.
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4.4.3 Beeinflussung durch die diskreten Einzelmassen

Das Wellenausbreitungsverhalten einer bestehenden phononischen Zick-Zack-Gitterstruk-

tur kann auch durch die Anordnung von zusätzlichen Einzelmassen an geeigneten Stellen

der Gitterstruktur aktiv beeinflusst werden. Diaz et al. [27] zeigten, dass durch das An-

bringen von diskreten Einzelmassen die Dispersionskurven eines 1D periodischen Balken-

systems optimiert werden können. Dabei können sowohl die Frequenzbereiche als auch

die Breiten der Bandlücken beeinflusst werden. Auch bei 2D Balkengittersystemen, wie

den sinusförmigen oder den Zick-Zack-Gittern, können die Bandstrukturen durch das An-

bringen von zusätzlichen diskreten Einzelmassen optimiert werden. Für eine effektive und

gezielte Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften einer vorhandenen phononi-

schen Gitterstruktur durch diskrete Einzelmassen müssen zuerst die Dispersionskurven

des Ausgangssystems berechnet werden. Anhand der Dispersionskurven können für eine

bestimmte Bandlücke die Eigenformen bestimmt werden, die die Bandlücke nach unten

bzw. nach oben begrenzen. Mithilfe dieser Eigenformen können anschließend die optimalen

Positionen für die diskreten Einzelmassen ermittelt werden. Zur Veranschaulichung sind

in der Abb. 4.37a die reellen Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 4.17

mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3 dargestellt,

wobei jedoch abweichend von der Tab. 4.3 die Auslenkung W = 3mm beträgt.

(a) (b) (c)

(d) (e)1

2

3
4

0,2l 0,167l

Abbildung 4.37: (a) Reelle Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit
W = 3mm und den sonstigen Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der
Tab. 4.3. (b) Zugehörige Eigenform zum Punkt 1 : Stelle X, Band 4. (c) Zugehörige Eigenform
zum Punkt 2 : Stelle M, Band 5. (d) Zugehörige Eigenform zum Punkt 3 : Stelle M, Band 3.
(e) Zugehörige Eigenform zum Punkt 4 : Stelle M, Band 4.
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In der Abb. 4.37a zeigt sich, dass die erste Bandlücke am unteren Rand durch das vierte

Band an der Stelle X, das in der Abb. 4.37a als Punkt 1 markiert ist, und am oberen

Rand durch das fünfte Band an der Stelle M, das als Punkt 2 markiert ist, begrenzt wird.

Die zugehörige Eigenform für den Punkt 1 ist in der Abb. 4.37b und die zugehörige Ei-

genform für den Punkt 2 ist in der Abb. 4.37c dargestellt. Um die Bandlücke in einen

niedrigeren Frequenzbereich zu verschieben und gleichzeitig die Breite der Bandlücke zu

vergrößern, muss die Eigenfrequenz der Eigenform aus der Abb. 4.37b abgesenkt werden,

ohne gleichzeitig die Eigenfrequenz der Eigenform aus der Abb. 4.37c nennenswert herab-

zusetzen. Die Eigenfrequenz der Eigenform aus der Abb. 4.37b kann abgesenkt werden,

indem an den Stellen, an denen die Eigenform sehr große Verschiebungen aufweist, dis-

krete Einzelmassen angebracht werden. Dadurch wird die mitschwingende Masse bzw. die

Trägheit an diesen Stellen erhöht und somit die Eigenfrequenz verringert. Die maximalen

Verschiebungen sind in der Abb. 4.37b durch rote Pfeile gekennzeichnet und befinden sich

an den horizontalen Armen der Einheitszelle jeweils in einem Abstand von etwa 0, 2l von

den jeweiligen äußeren Rändern. Diese Stellen sind die besten Positionen für diskrete Ein-

zelmassen um die Eigenfrequenz effektiv zu verringern. Allerdings sind diese Stellen nicht

zwingend optimal um eine möglichst breite Bandlücke zu erzielen. Für eine möglichst

breite Bandlücke darf die Eigenfrequenz des Bandes, das die Bandlücke am oberen Rand

begrenzt, nicht nennenswert absinken. Dazu sollten die diskreten Einzelmassen an Po-

sitionen angebracht werden, an denen die zugehörige Eigenform, die die Bandlücke am

oberen Rand begrenzt, möglichst geringe Verschiebungen aufweist. In diesem Fall hat die

zugehörige Eigenform aus der Abb. 4.37c die geringsten Auslenkungen jeweils in einem Ab-

stand von etwa 0, 167l von den äußeren Rändern aller vier Arme der Einheitszelle. Somit

liegen die optimalen Positionen für die diskreten Einzelmassen auf den horizontalen Armen

bei einem Abstand zwischen 0, 167l und 0, 2l von den jeweiligen äußeren Rändern. Wird

die Eigenfrequenz am Punkt 1 allerdings zu weit verringert, dann wird die Bandlücke un-

ter Umständen durch die Bänder 3 und 4 an der Stelle M, die in der Abb. 4.37a als Punkte

3 und 4 markiert sind, begrenzt. Bei Betrachtung der zugehörigen Eigenform für den

Punkt 3 in der Abb. 4.37d zeigt sich, dass diese sehr ähnlich zur Eigenform aus der Abb.

4.37b ist und somit ihre Eigenfrequenz ebenfalls durch die diskreten Einzelmassen an den

horizontalen Armen abgesenkt wird. Die zugehörige Eigenform für den Punkt 4 in der

Abb. 4.37e ist identisch zur Eigenform am Punkt 3 , allerdings um 90◦ gedreht, sodass

die maximalen Verschiebungen dieser Eigenform an den vertikalen Armen auftreten. Um

die Eigenfrequenz für den Punkt 4 abzusenken müssen folglich diskrete Einzelmassen

an den vertikalen Armen der Einheitszelle angebracht werden. Aus diesem Grund werden

nachfolgend an allen vier Armen in einem Abstand von 0, 2l von den jeweiligen äußeren

Rändern diskrete Einzelmassen angebracht. Dadurch ergibt sich zusätzlich der Vorteil,

dass die Symmetrieeigenschaften der Einheitszelle beibehalten werden können und die
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Berechnung der Dispersionskurven weiterhin mit der ersten IBZ aus der Abb. 4.5b erfol-

gen kann. Die Berücksichtigung von diskreten Einzelmassen erfolgt bei der SEM analog

zur FEM, somit werden an den entsprechenden Positionen der zugehörigen Freiheitsgrade

in der spektralen Steifigkeitsmatrix die Trägheitsterme −ω2mdM,i hinzuaddiert.

In der Abb. 4.38a sind die reellen Dispersionskurven für die Einheitszelle dargestellt, bei

der an allen vier Armen in einem Abstand von 0, 2l von den jeweiligen äußeren Rändern

diskrete Einzelmassen mit mdM,i = 0, 5 g angebracht sind. Dabei sei darauf hingewiesen,

dass die vier Einzelmassen mit einer Gesamtmasse vonmdM = 2g fast dem Gesamtgewicht

der Einheitszelle ohne Einzelmassen mit mges = 2, 1756 g entsprechen. Bei einer realen

Struktur muss entsprechend sichergestellt werden, dass durch die zusätzlichen Massen

nicht die statische Tragfähigkeit der Struktur gefährdet wird.

Ein Vergleich von der Abb. 4.38a und der Abb. 4.37a zeigt, dass durch das Anbringen

der Einzelmassen sowohl die untere Randfrequenz der ersten Bandlücke von 3017Hz auf

1778Hz abgesenkt als auch gleichzeitig die Breite der ersten Bandlücke von ∆fBL =

998Hz auf ∆fBL = 1434Hz vergrößert werden kann. Durch das Anbringen der diskreten

Einzelmassen kann folglich eine wesentliche Verbesserung der Wellenausbreitungseigen-

schaften der Einheitszelle hinsichtlich einer niederfrequenten und breiten Bandlücke er-

(a)

1

2

34

(b) (c)

(d) (e)

Abbildung 4.38: (a) Reelle Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit
W = 3mm und diskreten Einzelmassen mdM,i = 0, 5 g in einem Abstand von 0, 2l von den
jeweiligen äußeren Rändern der Einheitszelle. Die sonstigen Geometrie-, Querschnitts- und Ma-
terialeigenschaften können der Tab. 4.3 entnommen werden. (b) Zugehörige Eigenform zum
Punkt 1 : Stelle X, Band 4. (c) Zugehörige Eigenform zum Punkt 2 : Stelle M, Band 5. (d)
Zugehörige Eigenform zum Punkt 3 : Stelle Γ, Band 5. (e) Zugehörige Eigenform zum Punkt
4 : Stelle X, Band 5.
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zielt werden. Aus der Abb. 4.38a wird auch deutlich, dass die Bandlücke am unteren Rand

weiterhin durch das vierte Band an der Stelle X begrenzt wird, die in der Abb. 4.38a als

Punkt 1 markiert ist, wobei die zugehörige Eigenfrequenz allerdings durch die diskreten

Einzelmassen deutlich gesunken ist. Am oberen Rand wird die Bandlücke hingegen nicht

mehr durch das fünfte Band an der Stelle M, markiert als Punkt 2 , sondern durch das

fünfte Band an der Stelle Γ begrenzt, das mit dem Punkt 3 gekennzeichnet ist. Die

Eigenform für den Punkt 1 ist in der Abb. 4.38b dargestellt, wobei sich die Eigenform

im Vergleich zur Eigenform ohne diskrete Einzelmassen aus der Abb. 4.37b nur geringfügig

geändert hat. Auch die Eigenform im Punkt 2 , dargestellt in der der Abb. 4.38c, hat

sich nur leicht geändert und erwartungsgemäß wird auch die zugehörige Eigenfrequenz nur

vergleichsweise geringfügig von 4015Hz auf 3820Hz abgesenkt. Allerdings ist die fünfte

Eigenfrequenz an der Stelle Γ, in der Abb. 4.38a als Punkt 3 markiert, sowie die fünfte

Eigenfrequenz an der Stelle X, die als Punkt 4 gekennzeichnet ist, deutlich abgefallen.

Die Eigenfrequenz im Punkt 3 ist dabei etwas niedriger und begrenzt somit die erste

Bandlücke am oberen Rand. Aus der zugehörigen Eigenform in der Abb. 4.38d wird

deutlich, dass die Ursache für den deutlichen Abfall der Eigenfrequenz darin liegt, dass

auch diese Eigenform große Verschiebungen an den Positionen der diskreten Einzelmassen

aufweist. Auch die Eigenform von Punkt 4 , dargestellt in der Abb. 4.38e, weist an den

vertikalen Armen große Verschiebungen an den Positionen der diskreten Einzelmassen

auf, wodurch die zugehörige Eigenfrequenz im Vergleich zur Einheitszelle ohne diskrete

Einzelmassen deutlich niedriger wird.

Neben den Positionen der Einzelmassen haben auch die Gewichte der diskreten Einzel-

massen einen wesentlichen Einfluss auf das Wellenausbreitungsverhalten der phononischen

Zick-Zack-Gitterstruktur. In der Abb. 4.39 sind daher die Randfrequenzen der ersten zwei

Bandlücken in Abhängigkeit der Gewichte der diskreten Einzelmassen mdM,i dargestellt.

Dabei werden die Massen zwischen mdM,i = 0g und mdM,i = 0, 5 g aus dem Beispiel der

Abb. 4.38 variiert. Die Positionen der Einzelmassen sowie die Geometrie-, Querschnitts-

und Materialeigenschaften entsprechen denen der Abb. 4.38. Es zeigt sich, dass sowohl

die untere Randfrequenz der ersten als auch die der zweiten Bandlücke mit zunehmender

Masse kontinuierlich absinken. Allerdings wird auch deutlich, dass die maximale Breite

der Bandlücken nicht bei den größten Einzelmassen auftritt. Bei der ersten Bandlücke

tritt die größte Breite beispielsweise bei mdM,i = 0, 275 g auf. Die Ursache wird durch die

Betrachtung der Eigenform aus der Abb. 4.38b für den Punkt 1 und der Eigenform aus

der Abb. 4.38d für den Punkt 3 offensichtlich. Während bei der Eigenform im Punkt 1

nur die diskreten Einzelmassen auf den horizontalen Armen einen wesentlichen Einfluss

auf die Eigenfrequenz haben, weisen bei der Eigenform im Punkt 3 alle vier Einzelmassen

eine große Verschiebung und damit einen großen Einfluss auf die Eigenfrequenz auf. So-

mit sinkt die Eigenfrequenz im Punkt 3 schneller als die Eigenfrequenz im Punkt 1 mit
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zunehmenden Gewichten der diskreten Einzelmassen. Da der Punkt 3 jedoch zunächst

nicht die erste Bandlücke am oberen Rand begrenzt (vgl. Abb. 4.37), nimmt die Breite

der ersten Bandlücke nur solange zu, bis die Gewichte der Einzelmassen so groß sind, dass

der Punkt 3 die erste Bandlücke am oberen Rand begrenzt. Bei der ersten Bandlücke

ist dies entsprechend ab mdM,i = 0, 275 g der Fall und für mdM,i > 0, 275 g sinkt dann

die obere Randfrequenz der ersten Bandlücke etwas schneller ab als die untere Rand-

frequenz, wodurch die Breite der Bandlücke geringfügig abnimmt. Auch bei der zweiten

Bandlücke zeigt sich ein ähnliches Verhalten, wobei die maximale Breite der Bandlücke

bei mdM,i = 0, 350 g auftritt.

Abbildung 4.39: Einfluss der diskreten Einzelmassen mdM,i auf die Randfrequenzen der ersten
zwei Bandlücken. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.3, jedoch mit der Auslen-
kung W = 3mm.

Abschließend sind in der Abb. 4.40a der Einfluss der diskreten Einzelmassen mdM,i auf

die kleinsten Imaginärteile ℑ(k(fBL,Mf )) des Wellenvektors und in der Abb. 4.40b die zu-

gehörigen Wellentransmissionen bei den Bandlückenmittenfrequenzen dargestellt. Auch

in diesem Fall zeigt sich eine gute Übereinstimmung zwischen den qualitativen Verläufen

der kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors und der zugehörigen Wellentransmissionen.

Besonders auffällig ist hierbei, dass die kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors bei der

ersten Bandlücke mit zunehmenden Massen mdM,i abnehmen, während sie bei der zwei-

ten Bandlücke zunehmen. Die Wellentransmissionen nehmen entsprechend bei der ersten

Bandlücke mit steigenden Massen zu und bei der zweiten Bandlücke ab. Die Ursache

für dieses gegensätzliche Verhalten der beiden Bandlücken in Abhängigkeit der diskreten

Einzelmassen mdM,i ist vermutlich auf die zwei unterschiedlichen Typen der Bandlücken

zurückzuführen, da die erste Bandlücke eine lokal-resonante bzw. hybride Bandlücke ist,

während die zweite Bandlücke eine Bragg-Bandlücke darstellt. Weiterhin kann für die

Seite 120



Analyse von 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

erste Bandlücke sowohl bei den kleinsten Imaginärteilen des Wellenvektors als auch bei

den Wellentransmissionen eine leichte Änderung der Steigung bei mdM,i = 0, 275 g, al-

so an der Stelle, an der sich der maßgebende Wellenvektor am oberen Rand der ersten

Bandlücke ändert, beobachtet werden.

Abbildung 4.40: (a) Einfluss der diskreten Einzelmassen mdM,i auf die kleinsten Imaginärteile
ℑ(k(fBL,Mf )) des Wellenvektors k bei den Bandlückenmittenfrequenzen fBL,Mf . (b) Zugehörige
Wellentransmissionen T (fBL,Mf ) für Nt,x = 14, Nt,y = 6 und Nt,eval = 4.

4.4.4 Beeinflussung durch die geometrische Nichtlinearität

Eine weitere Möglichkeit die Frequenzbereiche der Bandlücken von Zick-Zack-Gitterstruk-

turen aktiv zu beeinflussen stellt die Ausnutzung der Effekte aus der geometrischen Nicht-

linearität dar [99,104]. Dabei wird die Gitterstruktur, wie in der Abb. 4.41 veranschaulicht,

durch eine ein- oder zweiaxiale äußere Belastung beansprucht, wodurch die Frequenzberei-

che der Bandlücken gezielt verringert oder erhöht werden können. Im Allgemeinen können

unterschiedliche äußere Belastungen p1 in vertikaler Richtung und p2 in horizontaler Rich-

tung, wie ebenfalls in der Abb. 4.41 veranschaulicht, verwendet werden. Nachfolgend wer-

p2

p2

p1

p1

S1

S2

Abbildung 4.41: Beispiel für eine 2D Zick-Zack-Gitterstruktur unter einer zweiaxialen Belas-
tung p1 und p2.
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den jedoch nur die Fälle einer zweiaxialen Druck- bzw. Zugbelastung mit p1 = p2, durch

die alle Stabkräfte des Gitters die gleiche Stabkraft S aufweisen, sowie die Fälle ei-

ner einaxialen Druck- bzw. Zugbelastung mit p2 = 0, betrachtet. Aufgrund der Zick-

Zack-Geometrie sind die Stabkräfte von der Auslenkung W sowie den Gitterkonstanten

abhängig und die Stabkräfte müssen in Abhängigkeit der jeweiligen äußeren Belastung

durch eine statische Analyse ermittelt werden. Nachfolgend werden die Stabkräfte in den

vertikalen Armen, wie in der Abb. 4.41 dargestellt, als S1 und die Stabkräfte in den hori-

zontalen Armen als S2 bezeichnet. Beispielsweise hat die einaxiale Druckbelastung p1 für

die Einheitszelle aus der Abb. 4.17 mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigen-

schaften aus der Tab. 4.3 zur Folge, dass in den horizontalen Armen des Gitters Zugkräfte

auftreten, wobei für ein ausreichend großes Gitter S2 ≈ −0, 2S1 gilt. Aufgrund der un-

terschiedlichen Stabkräfte in den horizontalen und vertikalen Armen des Gitters muss die

rechteckige erste IBZ aus der Abb. 4.24b bei den Berechnungen der Dispersionskurven

verwendet werden.

In der Abb. 4.42a ist der Einfluss der Stabdruck- (rot) bzw. der Stabzugkräfte (blau) S1

auf die Randfrequenzen der ersten Bandlücke für den Fall einer zweiaxialen Belastung

mit S2 = S1 dargestellt. Dabei werden die Stabdruckkräfte bis |S1| = 130N untersucht,

die unterhalb der ersten lokalen Knicklast des Systems liegen, wodurch die Einflüsse der

geometrischen Nichtlinearität vollständig reversibel bleiben. Vereinfachend werden auch

die Stabzugkräfte nur bis |S1| = 130N untersucht, wenngleich bei Zugkräften kein Sta-

bilitätsversagen auftreten kann. Es zeigt sich, dass die Bandlückenrandfrequenzen durch

die zweiaxiale Druckbelastung nennenswert gesenkt werden können. Beispielsweise be-

trägt die untere Randfrequenz für S1 = 0N noch fBL,1,Uf = 2125Hz und kann mit der

Stabdruckkraft |S1| = 130N um 11, 2% auf fBL,1,Uf = 1887Hz gesenkt werden. Durch

eine zweiaxiale Zugbelastung werden die Randfrequenzen der ersten Bandlücke hingegen

Abbildung 4.42: (a) Einfluss der Stabdruck- (rot) bzw. der Stabzugkräfte (blau) S1 auf die
Randfrequenzen der ersten Bandlücke für eine zweiaxiale Belastung mit S1 = S2. (b) Einfluss der
Stabdruck- (rot) bzw. der Stabzugkräfte (blau) S1 auf die Randfrequenzen der ersten Bandlücke
für eine einaxiale Belastung mit S2 = −0, 2S1.
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deutlich angehoben und die untere Randfrequenz steigt mit der Stabzugkraft |S1| = 130N

um 10, 2% gegenüber dem unbelasteten System auf fBL,1,Uf = 2341Hz an. Außerdem

nimmt die Breite der ersten Bandlücke leicht um 46Hz zu.

Für den Fall einer einaxialen Belastung mit S2 = −0, 2S1 zeigt sich in der Abb. 4.42b, dass

die untere Randfrequenz nahezu unabhängig von der Belastung ist. Für die Stabdruck-

kraft |S1| = 130N fällt sie lediglich auf fBL,1,Uf = 2106Hz ab und für die Stabzugkraft

|S1| = 130N steigt sie nur auf fBL,1,Uf = 2153Hz an. Allerdings fällt die obere Rand-

frequenz deutlicher von fBL,1,Of = 3045Hz bei S1 = 0N auf fBL,1,Of = 2909Hz bei der

Stabdruckkraft |S1| = 130N ab. Hingegen nimmt die obere Randfrequenz bei der Stab-

zugkraft |S1| = 130N auf fBL,1,Of = 3130Hz zu. Hinsichtlich einer Bandlücke im niedrigen

Frequenzbereich erweist sich somit eine zweiaxiale Druckbelastung am effektivsten, wo-

hingegen eine möglichst breite erste Bandlücke durch eine einaxiale Zugbelastung erreicht

werden kann. Allerdings ist der Einfluss der einaxialen Zugbelastung auf die Breite der

ersten Bandlücke eher gering.

Zuletzt sei darauf hingewiesen, dass neben den dargestellten reinen Druck- bzw. Zugbe-

lastungen auch weitere Kombinationen möglich sind. Beispielsweise kann eine Druckkraft

in der vertikalen Richtung und eine Zugkraft in der horizontalen Richtung aufgebracht

werden. Allerdings konnten in weiteren Untersuchungen weder Bandlücken in niedrigeren

Frequenzbereichen noch breitere Bandlücken erzielt werden. Aus diesem Grund wird auf

eine ausführliche Darstellung von weiteren Belastungskombinationen verzichtet.

Hinsichtlich der Wellenfilterung bestimmter Frequenzen eignet sich somit die zweiaxiale

Druck- oder Zugbelastung am Besten, da sowohl die untere als auch die obere Rand-

frequenz der Bandlücke beeinflusst werden können. Allerdings eignet sich die zweiaxiale

Druckbelastung im Vergleich zu der zweiaxialen Zugbelastung besser für die Filterung im

Abbildung 4.43: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
für f = 2000Hz und |S| = 0N bei einer Anregung am linken Rand des Systems durch die
vorgegebenen Verschiebungen von u0 = [10 10]T cm.
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niedrigen Frequenzbereich. Zur Veranschaulichung der Wellenfilterung einer bestimmten

Frequenz ist in der Abb. 4.42a die Frequenz f = 2000Hz durch eine gestrichelte Linie mar-

kiert. Diese Frequenz liegt bis zu der Stabdruckkraft |S1| = 67N außerhalb der Bandlücke

und für die Stabdruckkräfte |S1| > 67N innerhalb der Bandlücke. In der Abb. 4.43 ist

das Verschiebungsfeld im Frequenzbereich für die Frequenz f = 2000Hz und |S1| = 0N

dargestellt, wobei das System am linken Rand durch die vorgegebenen Verschiebungen

u0 = [10 10]T cm angeregt wird. Es ist dabei offensichtlich, dass sich die elastischen Wel-

len im ganzen System ausbreiten können ohne abzuklingen. Im Vergleich dazu können

sich die elastischen Wellen in dem System mit der Stabdruckkraft |S1| = 130N, wie in

der Abb. 4.44 dargestellt, nicht ausbreiten und die Wellen klingen sehr schnell ab. Das

Beispiel zeigt, dass durch eine Steuerung der äußeren Belastung die Frequenzbereiche der

Bandlücken aktiv beeinflusst werden können und damit ein on-off -Schalter für bestimm-

te Frequenzen realisiert werden kann. Dabei kann der Schalter entweder auf den unteren

Rand oder den oberen Rand der Bandlücke abgestimmt werden. Bei einer Abstimmung

auf den unteren Rand für eine Druckbelastung, wie im vorliegenden Beispiel, liegt der

zu filternde Frequenzbereich im unbelasteten System außerhalb der Bandlücke und die

Wellen können sich ausbreiten. Die Ausgangskonfiguration des Schalters ist somit off.

Durch das Aufbringen der äußeren Druckbelastung liegt der zu filternde Frequenzbereich

dann innerhalb der Bandlücke und die Wellen können sich nicht mehr ausbreiten. Die

Konfiguration des Schalters wechselt also auf on. Bei einer Abstimmung auf den oberen

Rand der Bandlücke liegt der zu filternde Frequenzbereich im unbelasteten System hin-

gegen innerhalb der Bandlücke und die Wellen können sich nicht ausbreiten. In diesem

Fall ist die Ausgangskonfiguration des Schalters on. Durch das Aufbringen der äußeren

Druckbelastung sinkt die obere Randfrequenz der Bandlücke ab und die Wellen können

Abbildung 4.44: Verschiebungsfeld im Frequenzbereich ohne Verwendung von TO-Elementen
für f = 2000Hz und die Stabdruckkraft |S| = 130N bei einer Anregung am linken Rand des
Systems durch die vorgegebenen Verschiebungen von u0 = [10 10]T cm.
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sich in dem abgestimmten Frequenzbereich ausbreiten. Der Schalter wechselt in diesem

Fall durch das Aufbringen der äußeren Druckbelastung auf off. Eine Abstimmung auf

den unteren Rand der Bandlücke kann somit beispielsweise als off-on-Schalter und eine

Abstimmung auf den oberen Rand der Bandlücke als on-off -Schalter bezeichnet werden.

Bei einer zweiaxialen Zugbelastung liegt hingegen der umgekehrte Fall vor und bei einer

Abstimmung auf den unteren Rand der Bandlücke ergibt sich ein on-off -Schalter bzw.

bei einer Abstimmung auf den oberen Rand der Bandlücke ergibt sich ein off-on-Schalter.

Da bei den einaxialen Belastungszuständen im Wesentlichen nur die obere Randfrequenz

der Bandlücke beeinflusst werden kann, eignet sich dieser nur als ein on-off -Schalter bei

einer Druckbelastung bzw. als ein off-on-Schalter bei einer Zugbelastung, wohingegen bei

den zweiaxialen Belastungszuständen beide Schaltertypen realisiert werden können.

Abschließend sei angemerkt, dass die äußere Belastung keinen nennenswerten Einfluss auf

die kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors in den Bandlücken oder die Wellentrans-

missionen hat. Zwar nehmen die kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors mit steigenden

Stabdruckkräften ab und die Wellentransmissionen nehmen entsprechend zu, allerdings

betragen die Änderungen nur maximal 5% und sind praktisch vernachlässigbar. Auf eine

ausführliche Darstellung der Einflüsse auf die kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors

und auf die Wellentransmissionen wird daher an dieser Stelle verzichtet.

4.4.5 Zusammenfassung der Erkenntnisse

In diesem Abschnitt werden sowohl passive als auch aktive Maßnahmen zur Beeinflussung

des Wellenausbreitungsverhaltens in 2D schlanken phononischen Zick-Zack-Gitterstruk-

turen untersucht. Als passive Maßnahmen können dabei die geometrischen und materiellen

Parameter adäquat gewählt werden. Zur aktiven Beeinflussung des Wellenausbreitungs-

verhaltens können Einzelmassen als lokale Resonatoren oder äußere Belastungen unter

der Ausnutzung geometrischer Nichtlinearität angebracht werden. In der Tab. 4.4 sind

die wesentlichen Erkenntnisse aus den Parameterstudien zusammengefasst. Dabei sind

in Abhängigkeit des jeweiligen Parameters die Kriterien für eine niederfrequente sowie

die Kriterien für eine breite erste Bandlücke angegeben. Es wird deutlich, dass sich die

Kriterien für eine niederfrequente Bandlücke und die Kriterien für eine breite Bandlücke

bei einigen Parametern widersprechen. Beispielsweise müssen die Gitterkonstante l oder

die Auslenkung W für eine niederfrequente erste Bandlücke möglichst groß gewählt wer-

den, wohingegen diese Parameter für eine breite Bandlücke klein sein müssen. Auch bei

der Wahl der Materialparameter zeigt sich ein derartiges Problem. Zwar sollte in jedem

Fall für die inneren Arme der E-Modul E1 sehr klein und die Massendichte ρ1 sehr groß

gewählt werden, jedoch tritt bei der Wahl für den E-Modul E2 und die Massendichte ρ2

der äußeren Arme ein Konflikt auf. So muss für eine möglichst niederfrequente Bandlücke

E2 sehr klein bzw. ρ2 sehr groß und für eine möglichst breite erste Bandlücke E2 groß
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bzw. ρ2 klein gewählt werden. Hingegen zeigt sich beim Verhältnis der Gitterkonstan-

ten l1/l2, dass zwar für ein großes Verhältnis l1/l2 der Frequenzbereich der Bandlücke

abgesenkt werden kann, aber der Einfluss so gering ist, dass das Verhältnis l1/l2 = 1, 0

für eine niederfrequente und breite Bandlücke als optimal betrachtet werden kann. Als

sehr effektiv erweist sich das Anbringen von diskreten Einzelmassen, wodurch sowohl der

Frequenzbereich der Bandlücke erheblich verringert als auch gleichzeitig die Breite der

Bandlücke vergrößert werden kann. Ein ähnlicher Effekt kann durch die Verwendung un-

terschiedlicher Querschnitte erzielt werden, wobei sich das Verhältnis der Abmessungen

a2/a1 ≤ 0, 3 als optimal erweist. Auch die Lage b der Zick-Zack-Knicke hat einen großen

Einfluss, wobei b für eine niederfrequente Bandlücke möglichst groß gewählt werden muss.

Für eine möglichst breite Bandlücke sollte das Verhältnis 2b/l ≈ 0, 8 betragen.

Tabelle 4.4: Kriterien für niederfrequente und breite Bandlücken.

Art Parameter Niederfrequente Bandlücken Breite Bandlücken

Passiv

Geometrie

l Möglichst groß Möglichst klein

W Möglichst groß Eher klein

l1/l2 Groß, geringer Einfluss l1/l2 = 1, 0

b Möglichst groß 2b/l ≈ 0, 8

a1, a2 a2/a1 ≤ 0, 3 a2/a1 ≤ 0, 3 oder
a2/a1 ≥ 1, 5

Material
E1, E2 E1 und E2 sehr klein E1 sehr klein, E2 groß

ρ1, ρ2 ρ1 und ρ2 sehr groß ρ1 sehr groß, ρ2 klein

Aktiv

Einzelmassen
(Resonatoren)

mdm,i Möglichst groß Individuell für jedes
System

Äußere Last
S1, S2 S1, S2 möglichst große

Druckkräfte
Einaxiale Zugbelastung
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5 Analyse von 2D dickwandigen phononi-

schen Zick-Zack-Gitterstrukturen

In diesem Kapitel werden 2D dickwandige bzw. gedrungene phononische Zick-Zack-Gitter-

strukturen mit Perforationen in den Zick-Zack-Armen untersucht. Außerdem werden zu-

sätzliche Varianten für lokale Resonatoren und die Möglichkeit einer Staffelung verschie-

dener Gitterstrukturen vorgestellt. Aufgrund der komplexeren Geometrien können die

exakten spektralen Elementmatrizen der SEM nach Doyle nicht mehr hergeleitet wer-

den. Aus diesem Grund erfolgen die Untersuchungen in diesem Kapitel mithilfe der SEM

nach Patera und 2D ESZ-Elementen. Dabei werden auch die wesentlichen Vorteile der

SEM nach Patera im Vergleich zu konventionellen FEM-Berechnungen aufgezeigt.

5.1 Beschreibung der Problemstellung

Neben den im Kapitel 4 beschriebenen Möglichkeiten zur Beeinflussung des elastischen

Wellenausbreitungsverhaltens in Zick-Zack-Gitterstrukturen können die Frequenzbereiche

der Bandlücken auch durch Perforationen in den dickwandigen Zick-Zack-Armen, wie in

der Abb. 5.1a beispielhaft veranschaulicht, beeinflusst werden [100]. Zhang et al. [176]

zeigten bereits, dass die Bandlücken einer Zick-Zack-Gitterstruktur durch kreisförmige

Perforationen manipuliert werden können. Allerdings untersuchten die Autoren ledig-

lich eine Einheitszelle mit jeweils einer kreisförmigen Perforation in den inneren Armen.

Ausführliche Parameterstudien mit mehreren Perforationen und unterschiedlichen Formen

sind nach Wissen des Autors bisher in der Literatur nicht bekannt. Weiterhin untersuchten

(a) (b)

Perforationen Resonatoren

Abbildung 5.1: (a) Einheitszelle einer dickwandigen Zick-Zack-Gitterstruktur mit Perforatio-
nen. (b) Einheitszelle einer dickwandigen Zick-Zack-Gitterstruktur mit Resonatoren. Die Reso-
natoren sind hier beispielhaft als Kragarme mit einer geringen Biegesteifigkeit und einer großen
Masse am freien Ende dargestellt.
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Zhao und Wang [177] eine Einheitszelle, bei der die Zick-Zack-Arme an einen Kreisring

angeschlossen sind und zeigten, dass in bestimmten Frequenzbereichen negative Beugungs-

bilder erzeugt werden können. Das Phänomen der negativen Beugung wird in dieser Arbeit

allerdings nicht näher betrachtet. In diesem Kapitel wird untersucht, wie sich verschiede-

ne Perforationen auf die Frequenzbereiche der Bandlücken sowie das Dämpfungsverhalten

der dickwandigen Zick-Zack-Gitterstrukturen auswirken. Dabei werden insbesondere die

Positionen sowie die Anzahl der Perforationen variiert und die Einflüsse auf das elas-

tische Wellenausbreitungsverhalten analysiert. Außerdem werden, wie in der Abb. 5.1b

veranschaulicht, verschiedene Möglichkeiten zur Ausnutzung des lokalen Resonanzeffekts

durch zusätzliche Massen erörtert. Abschließend wird die Möglichkeit einer Staffelung

von verschiedenen gitterartigen phononischen Strukturen mit unterschiedlichen Wellen-

ausbreitungseigenschaften vorgestellt.

Aufgrund der komplexeren Geometrie kann die Analyse bei den dickwandigen Zick-Zack-

Gitterstrukturen nicht mehr mithilfe von Balkenelementen der SEM nach Doyle erfolgen.

Stattdessen erfolgen die Untersuchungen in diesem Kapitel mithilfe der 2D spektralen Ele-

mente im ESZ nach Patera. Dabei werden auch die deutlichen Vorteile der SEM nach

Patera bei der Berechnung der Dispersionskurven und der Wellentransmissionen gezeigt.

5.2 Bestimmung der Dispersionskurven

5.2.1 Einheitszelle und periodische Randbedingungen

Die Bestimmung der Dispersionskurven erfolgt im 2D Fall unter Verwendung von ESZ-Ele-

menten im Wesentlichen analog zu der im Abschnitt 4.2 beschriebenen Vorgehensweise.

Allerdings weisen die Ränder der Einheitszelle, im Gegensatz zur Modellierung mit Bal-

kenelementen, mehrere Knoten auf und es muss, wie in der Abb. 5.2a dargestellt, eine

Partitionierung der Knotenfreiheitsgrade erfolgen. Dabei werden beispielsweise sämtliche

Knotenfreiheitsgrade auf dem Rand Γ1 mit u1 und auf dem Rand Γ2 mit u2, usw., zusam-

mengefasst. Für die Berücksichtigung der Bloch-Floquet-Randbedingungen müssen

die Eingangsränder Γ1 und Γ3, die in der Abb. 5.2a rot gekennzeichnet sind, mit den

Ausgangsrändern Γ2 und Γ4, die in der Abb. 5.2a blau gekennzeichnet sind, verknüpft

werden. Dazu ist es erforderlich, wie in der Abb. 5.2b beispielhaft für die Ränder Γ1 und

Γ2 veranschaulicht, die einzelnen Knoten auf den Rändern miteinander zu verknüpfen. Im

Allgemeinen können die Ränder unterschiedlich diskretisiert sein (nicht konforme Diskre-

tisierung) und der Rand Γ1 kann beispielsweise 5 und der Rand Γ2 nur 3 Knoten aufweisen.

In diesem Fall kann die Verträglichkeit der unterschiedlichen Diskretisierungen der Ränder

über eine Transformation des Eingangsrands auf den Ausgangsrand mit Wichtungsfak-

toren erfolgen [15]. Eine weitere verbreitete Möglichkeit stellt die ebenfalls in der Abb.
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5.2b veranschaulichte konforme Diskretisierung der Ränder dar [108, 114], die im Rah-

men dieser Arbeit verwendet wird. Bei der konformen Diskretisierung der Ränder wird

zuerst der Eingangsrand diskretisiert und diese Diskretisierung wird anschließend auf den

Ausgangsrand übertragen. Dadurch ergeben sich konforme Diskretisierungen der beiden

Ränder und der Knoten 1 vom Rand Γ1 kann beispielsweise direkt der periodischen Kopie

1 auf dem Rand Γ2 zugeordnet werden. Im Anschluss an die konforme Diskretisierung

der Ränder erfolgt die Vernetzung der Flächen mit quadrilateralen spektralen Elementen.

Der Einbau der Bloch-Floquet-Randbedingungen in das SE-Gleichungssystem kann

analog zum Abschnitt 4.2 mithilfe der Gln. (4.2) und (4.3) erfolgen. Dabei können auch

in diesem Fall zuerst die inneren Freiheitsgrade der Einheitszelle durch die dynamische

Kondensation aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Anstelle der globalen kon-

densierten spektralen Steifigkeitsmatrix Sg,kond nach Doyle muss in der Gl. (4.2) die

globale kondensierte dynamische Steifigkeitsmatrix Kg,kond,dyn = (Kg − ω2Mg)kond einge-

setzt werden.

l

l
a1

a2

W

x

y

(a) (b)

Γ1, u1

Γ3, u3

Γ4, u4

Γ2, u2
Γ1

Γ21

2

3

1

2

3

Konforme Diskretisierung

Abbildung 5.2: (a) Einheitszelle einer perforierten Zick-Zack-Gitterstruktur mit den Rändern
Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 und den zugehörigen partitionierten Freiheitsgraden u1, u2, u3, u4. (b) Sche-
matische Darstellung der konformen Diskretisierung. Die Diskretisierung vom Rand Γ2 mit den
Knoten 1, 2, 3 ist eine Kopie der Diskretisierung vom Rand Γ1 mit den Knoten 1, 2, 3.

5.2.2 Lösung des Eigenwertproblems

Bei der SEM nach Patera ergibt sich für die Bestimmung der reellen Dispersionskurven

eine lineare Eigenwertgleichung der Form (Kg(λx, λy)− ω2Mg(λx, λy)) a = 0, welche

für eine diskrete Anzahl von Ausbreitungskonstanten λx und λy innerhalb der ersten IBZ

gelöst werden muss. Für die Bestimmung der komplexen Dispersionskurven ergeben sich

hingegen, analog zu den Gln. (4.7) und (4.8) bei der SEM nach Doyle, quadratische Ei-

genwertgleichungen für die Ränder Γ−X und X−M der ersten IBZ sowie eine quartische

Eigenwertgleichung für den Rand M−Γ. Die Koeffizientenmatrizen zur Formulierung die-
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ser Eigenwertgleichungen können mithilfe des Anhangs D aus der globalen dynamischen

Steifigkeitsmatrix bestimmt werden.

Nachfolgend werden die wesentlichen Vor- und Nachteile der SEM nach Patera bei der

Berechnung der Dispersionskurven im Vergleich zu der FEM aufgezeigt. Damit bei den

Fehleranalysen die Einflüsse aus der Vernetzung, wie beispielsweise verzerrte Elemente mit

spitzen Winkeln, minimiert werden können, erfolgen die Untersuchungen an einer einfa-

chen homogenen quadratischen Einheitszelle aus Stahl mit den Kantenlänge l = 100mm

und der Dicke t = 2mm. Durch die einfache Geometrie können sämtliche Berechnungen

mit einem strukturierten Netz (mit ESZ-Elementen) durchgeführt werden und der Ein-

fluss aus der Vernetzung wird somit minimiert. In der Tab. 5.1 sind die Geometrie- und

Materialparameter zusammengefasst.

Tabelle 5.1: Geometrie- und Materialeigenschaften der quadratischen Einheitszelle aus Stahl.

l

l

E, ρ, ν l t E ρ ν

[mm] [mm]
[
GPa

] [
kg/m3] [

−
]

100 2 210 7850 0, 3

Lösung der linearen Eigenwertgleichung

Die ε2-Fehler der numerischen Näherungslösungen für die reellen Dispersionskurven kön-

nen mithilfe der Gl. (4.6) bestimmt werden. In der Abb. 5.3a sind die maximalen ε2-Fehler

der FEM-Berechnungen mit der Ordnung p = 2 sowie der SEM-Berechnungen der Ord-

nungen p = 4 und p = 6 für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden dargestellt. Für

die SEM-Berechnungen der Ordnung p = 6 sind die ε2-Fehler sowohl bei der Verwendung

Abbildung 5.3: (a) Maximale Fehler ε2 der FEM- und SEM-Berechnungen der ersten 40
Bänder der reellen Dispersionskurven für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Zu-
gehörige Berechnungszeiten der FEM und SEM für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden.
Die Berechnungen basieren auf der in der Tab. 5.1 angegebenen Einheitszelle.
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der numerischen Quadratur nach Gauss-Legendre (GL) als auch nach Lobatto (Lob)

angegeben. In den anderen dargestellten Fällen erfolgte die Ermittlung der Elementmatri-

zen ausschließlich mittels der GL-Quadratur. Die dargestellten maximalen ε2-Fehler er-

geben sich aus dem Maximum der für jedes Band i = 1...40 der reellen Dispersionskurven

ermittelten Fehler ε2,i. Im Gegensatz zu den Untersuchungen aus dem Abschnitt 4.2 liegt

jedoch keine exakte Referenzlösung für die Auswertung des Fehlers vor. Stattdessen wird

als Referenzlösung eine SEM-Berechnung mit der Elementordnung p = 8, NDoF = 33282

Freiheitsgraden und einer Ermittlung der Elementmatrizen mittels der GL-Quadratur

verwendet. Die Anzahl von Lösungswerten pro Band entspricht der untersuchten Anzahl

von diskreten Wellenvektoren auf den Rändern der ersten IBZ und beträgt in diesem Fall

N = 35. Die Abb. 5.3a zeigt, dass der maximale Fehler bei allen Berechnungen, bei denen

die Elementmatrizen mittels der GL-Quadratur bestimmt wurden, mit steigender An-

zahl von Freiheitsgraden kontinuierlich abnehmen. Dabei weisen die SEM-Berechnungen

allerdings eine deutlich höhere Genauigkeit als die FEM-Berechnungen auf, wobei die

Genauigkeit der SEM mit steigender Elementordnung p zunimmt. Weiterhin zeigt sich,

dass der ε2-Fehler bei der Verwendung der Lob-Quadratur ab einer gewissen Anzahl von

Freiheitsgraden nahezu konstant ist und bei weiter steigender Anzahl von Freiheitsgra-

den nicht mehr abnimmt. Dieses Verhalten begründet sich in dem intrinsischen Fehler,

der durch die nicht exakte Integration der Elementmassenmatrix auftritt und ab einer

bestimmten Anzahl von Freiheitsgraden den Gesamtfehler dominiert [121].

In der Abb. 5.3b sind die zugehörigen Berechnungszeiten zur Bestimmung der reellen Di-

spersionskurven dargestellt. Dabei zeigt sich, dass die Berechnungszeiten in allen Fällen

mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden ungefähr linear zunehmen. Außerdem wird

deutlich, dass die Berechnungszeiten der SEM mit steigender Elementordnung bei glei-

cher Anzahl von Freiheitsgraden zunehmen. Allerdings ist der Einfluss der Elementord-

nung auf die Berechnungszeiten der SEM vergleichsweise gering und variiert beispielsweise

für NDoF = 29282 zwischen t = 69 s für p = 4 und t = 79 s für p = 6 und GL-Integration.

Durch die Gegenüberstellung der ε2-Fehler aus der Abb. 5.3a und den zugehörigen Berech-

nungszeiten aus der Abb. 5.3b wird der Vorteil der SEM im Vergleich zur FEM deutlich.

Durch die hohe Genauigkeit der SEM im Vergleich zur FEM sind zur Einhaltung einer

bestimmten Fehlerschranke deutlich weniger Freiheitsgrade erforderlich, wodurch sich eine

erheblich kürzere Berechnungszeit ergibt. Beispielsweise kann mittels der SEM mit p = 6

und NDoF = 1250 bei einer Berechnungszeit von nur t = 2 s eine vergleichbare Genauigkeit

erreicht werden wie bei einer Berechnung mittels der FEM mit NDoF = 37538 und einer

Berechnungszeit von t = 94 s. Dies entspricht einer Reduktion der Berechnungszeit bei ei-

ner vergleichbaren Genauigkeit der numerischen Näherungslösung von 97, 9%. Allerdings

ergibt sich, anders als bei den Berechnungen im Zeitbereich [121], kein Vorteil durch die

Verwendung der Lob-Quadratur im Vergleich zur GL-Quadratur.
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Lösung der quadratischen/quartischen Eigenwertgleichung

Analog zur SEM nach Doyle ergeben sich zur Bestimmung der komplexen Dispersions-

kurven k(ω) quadratische Eigenwertgleichungen für die Ränder Γ−X und X−M der ersten

IBZ sowie eine quartische Eigenwertgleichung für den Rand M−Γ. Die Formulierungen

und die Lösung der quadratischen und quartischen Eigenwertgleichungen erfolgen daher

analog zum Unterabschnitt 4.2.2. In der Abb. 5.4a sind die ε2-Fehler bei der Berechnung

der komplexen Dispersionskurven mittels der FEM mit der Ordnung p = 2 sowie der

SEM der Ordnungen p = 4 und p = 6 für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden

dargestellt. Auch in diesem Fall sind für die SEM-Berechnungen der Ordnung p = 6 die

ε2-Fehler sowohl bei der Verwendung der GL-Quadratur als auch nach der Lob-Quadratur

angegeben. Aufgrund des sehr hohen Aufwands zur Berechnung der komplexen Disper-

sionskurven basiert die Berechnung der ε2-Fehler nach Gl. (4.6) auf der Auswertung der

Eigenwerte bei einer einzigen Frequenz von f = 10000Hz. Als Referenzlösung dient auch

in diesem Fall eine SEM-Berechnung mit der Elementordnung p = 8, NDoF = 33282

Freiheitsgraden und einer Ermittlung der Elementmatrizen mittels der GL-Quadratur.

In der Abb. 5.4a zeigt sich, analog zur Fehleranalyse bei der Berechnung der reellen Di-

spersionskurven in der Abb. 5.3a, dass die ε2-Fehler sowohl mit steigender Anzahl von

Freiheitsgraden als auch mit zunehmender Elementordnung abnehmen. Der ε2-Fehler bei

der Verwendung der Lob-Quadratur ist auch bei der Berechnung der komplexen Disper-

sionskurven ab einer gewissen Anzahl von Freiheitsgraden fast konstant und nimmt bei

weiter steigender Anzahl von Freiheitsgraden nicht mehr ab.

Bei den in der Abb. 5.4b dargestellten zugehörigen Berechnungszeiten zeigt sich, dass sie

in allen vier Fällen mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden exponentiell zunehmen.

Entgegen den Berechnungszeiten für die reellen Dispersionskurven zeigt sich in diesem

Abbildung 5.4: (a) Fehler ε2 der FEM- und SEM-Berechnungen für die komplexen Dispersi-
onskurven bei der Frequenz f = 10000Hz für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b)
Zugehörige Berechnungszeiten der FEM und SEM für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgra-
den. Die Berechnungen basieren auf der in der Tab. 5.1 angegebenen Einheitszelle.
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Fall bei der SEM auch ein erheblicher Einfluss der Elementordnung auf die Berechnungs-

zeiten. Dabei nimmt die Berechnungszeit mit steigender Elementordnung ebenfalls expo-

nentiell zu. Das Quadratur-Verfahren zur Ermittlung der Elementmatrizen hat hingegen

keinen nennenswerten Einfluss auf die Berechnungszeiten. Trotz der größeren Berech-

nungszeiten bei der Verwendung von Elementen höherer Ordnung ergibt sich auch bei

der Berechnung der komplexen Dispersionskurven ein wesentlicher Vorteil der SEM im

Vergleich zur FEM. Beispielsweise kann mittels der SEM mit p = 6 und NDoF = 1250 bei

einer Berechnungszeit von nur t = 3 s eine vergleichbare Genauigkeit erreicht werden wie

bei einer Berechnung mittels der FEM mit NDoF = 27378 und einer Berechnungszeit von

t = 1232 s. Dies entspricht einer Reduktion der Berechnungszeit bei einer vergleichbaren

Genauigkeit der numerischen Näherungslösung von 99, 8%. Wie bei der Berechnung der

reellen Dispersionskurven kann auch bei der Berechnung der komplexen Dispersionskurven

kein Vorteil durch die Verwendung der Lob-Quadratur im Vergleich zur GL-Quadratur

festgestellt werden.

5.3 Bestimmung der Wellentransmission

Die Bestimmung der Wellentransmission erfolgt im Wesentlichen analog zu der im Ab-

schnitt 4.3 beschriebenen Vorgehensweise, wobei jedoch für jede diskrete Frequenz ωn das

Gleichungssystem (
Kg − ω2

nMg

)
u = f (5.1)

x

y

u0eiωt

nt,x = 1 nt,x = Nt,x

nt,y = 1

nt,y = Nt,y

Auswertung der Wellentransmission

PMLy

PMLy

PMLx

PMLxy

PMLxy

Abbildung 5.5: System für die Berechnung der Wellentransmission in der Γ−X-Richtung von
phononischen Gitterstrukturen. Das System wird am linken Rand durch die vorgegebenen zeit-
harmonischen Verschiebungen u0e

iωt angeregt. Die Auswertung der Wellentransmission erfolgt
in den letzten Nt,eval Spalten auf der rechten Seite, wobei der Auswertungsbereich hier beispiel-
haft für Nt,eval = 2 rosa markiert ist. Am oberen, unteren und rechten Rand können PMLs, die
hellgrau markiert sind, berücksichtigt werden. Die abgebildeten Indizes bei den PMLs geben die
jeweilige Richtung der Koordinatenstreckung an.
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gelöst werden muss. Dabei ist Kg die globale Systemsteifigkeitsmatrix, Mg die globale Sy-

stemmassenmatrix und f der globale Lastvektor. Außerdem erfolgt die Berücksichtigung

der endlichen fiktiven Berandungen, wie in der Abb. 5.5 dargestellt, durch Perfectly Mat-

ched Layers (PMLs). Am oberen sowie unteren Rand basieren die PMLs auf einer Ko-

ordinatenstreckung in der y-Richtung und am rechten Rand auf einer Streckung in der

x-Richtung. In den oberen und unteren Ecken am rechten Rand muss hingegen eine Stre-

ckung in den x- und y-Richtungen erfolgen. Zur Veranschaulichung sind die jeweiligen

PML-Schichten in der Abb. 5.5 als PMLy, PMLx und PMLxy gekennzeichnet, wobei der

Index die Richtung(en) der Koordinatenstreckung angibt. Die Dicke der PML-Schichten

wird durch NPML ∈ N als Anzahl von Einheitszellen in Dickenrichtung angegeben und

beträgt nachfolgend, wenn nicht anders angegeben, NPML = 1. Die Auswertung der Wel-

lentransmission erfolgt in den letzten Nt,eval Spalten auf der rechten Seite des System

mittels der Gl. (4.10), wobei der Auswertungsbereich in der Abb. 5.5 beispielhaft für

Nt,eval = 2 rosa markiert ist.

Einfluss von PMLs auf die Transmissionsberechnung

In der Abb. 5.6 sind die komplexen Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum

für die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den Geometrie-, Querschnitts- und Materia-

leigenschaften aus der Tab. 4.1 dargestellt. Dabei wird die dünnwandige Einheitszelle aus

der Abb. 4.5a verwendet, um einen Vergleich zu der Berechnung mittels den exakten spek-

1. BL: 2169 - 3037 Hz

2. BL: 4563 - 6309 Hz

3. BL: 8078 - 9011 Hz

! X M !

<(k) [1/m]

0

2

4

6

8

f
[k

H
z]

0 1 2 3
=(k) [1/m]

-80 -60 -40 -20 0

Transmission [dB]

ohne PMLs
mit PMLs

Abbildung 5.6: Komplexe Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 4.5a mit den
Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 4.1, sowie das zugehörige
Transmissionsspektrum in der Γ−X-Richtung für Nt,x = 14 und Nt,y = 6. Die rote Linie im
Transmissionsspektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von PMLs und die blaue
Linie entspricht einer Berechnung unter Verwendung von PMLs.
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tralen Balkenelementen nach Doyle durchführen zu können. Bei den Frequenzbereichen

der Bandlücken zeigen sich gewisse Abweichungen zu der Abb. 4.11, bei der die komplexen

Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum für dieselbe Einheitszelle mittels den

exakten spektralen Balkenelementen nach Doyle berechnet wurden. Diese Abweichun-

gen nehmen bei einer feineren Diskretisierung oder steigenden Elementordnung ab, sodass

sich die Ergebnisse der Berechnung mittels der 2D spektralen ESZ-Elemente schließlich

der Berechnung mittels der exakten spektralen Balkenelemente annähern. Die Berechnung

der Wellentransmission basiert auf dem System aus der Abb. 5.5 mit Nt,y = 6 Einheitszel-

len pro Spalte in der y-Richtung, Nt,x = 14 Einheitszellen pro Zeile in der x-Richtung und

einer Breite des Auswertungsbereichs von Nt,eval = 1. Die vorgegebenen Verschiebungen

am linken Rand des Systems betragen u0 = [10 10]T cm. Die rote Linie im Transmissionss-

pektrum entspricht einer Berechnung ohne Verwendung von PMLs und die blaue Linie

entspricht einer Berechnung unter Verwendung von PMLs. Es wird deutlich, dass durch

die Verwendung der PMLs die Wellentransmissionsspitzen, die beispielsweise bei einer Be-

rechnung ohne PMLs in der ersten und dritten Bandlücke auftreten, vollständig vermieden

werden können. Diese Wellentransmissionsspitzen sind, wie im Abschnitt 4.3 erläutert, auf

eine Ausbreitung der elastischen Wellen entlang der freien Ränder zurückzuführen. Durch

die verwendete PMLs klingen neben den sich ausbreitenden Wellen auch die evaneszen-

ten Wellen innerhalb der Bandlücken so schnell ab, dass an den freien Rändern keine

nennenswerten Wellenamplituden auftreten.

Effizienz der SEM nach PATERA bei der Transmissionsberechnung

In der Abb. 5.7a sind die durchschnittlichen ε2-Fehler der Transmissionsberechnungen

mittels der SEM und FEM für verschiedene Elementordnungen und Anzahlen von Frei-

heitsgraden dargestellt. Damit der Einfluss aus der Vernetzung, wie bereits bei den Feh-

leranalysen bei der Bestimmung der Dispersionskurven, minimiert wird, basieren die Be-

rechnungen der Wellentransmissionen ebenfalls auf der quadratischen Einheitszelle mit

den Geometrie- und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.1. Dadurch können auch in die-

sem Fall sämtliche Berechnungen mit einem strukturierten Netz durchgeführt werden. Das

System für die Ermittlung der Wellentransmission besteht aus Nt,y = 2 Einheitszellen pro

Spalte in der y-Richtung, Nt,x = 8 Einheitszellen pro Zeile in der x-Richtung und einer

Breite des Auswertungsbereichs von Nt,eval = 2. Außerdem wird auf die Verwendung von

PMLs verzichtet, da diese für die Fehleranalysen nicht maßgebend sind aber zu erheblich

höheren Berechnungszeiten führen. Die Berechnung der Wellentransmission erfolgt für 500

diskrete Frequenzen mit einer Schrittweite von ∆f = 20Hz.

Der in der Abb. 5.7a dargestellte durchschnittliche ε2-Fehler stellt das arithmetische Mittel

der über alle Frequenzen ermittelten lokalen ε2-Fehler dar. Für die Auswertung der lokalen

ε2-Fehler werden die ermittelten Wellentransmissionen von 10 diskreten Frequenzschritten

Seite 135



Analyse von 2D dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

herangezogen. Als Referenzlösung dient eine SEM-Berechnung mit der Elementordnung

p = 8, NDoF = 463202 Freiheitsgraden und einer Ermittlung der Elementmatrizen mittels

der GL-Quadratur. Aus der Abb. 5.7a wird deutlich, dass der ε2-Fehler erwartungsgemäß

sowohl mit steigender Elementordnung als auch steigender Anzahl von Freiheitsgraden

abnimmt. Bei der FEM-Berechnung ist der Fehler jedoch selbst bei NDoF = 432914 Frei-

heitsgraden mit ε2 = 4, 44% immer noch sehr hoch. Dies liegt insbesondere daran, dass

der numerische Fehler bei den Transmissionsberechnungen in der Nähe von Eigenfrequen-

zen des jeweiligen Systems bei der FEM aufgrund der inhärent schlechten Kondition des

Gleichungssystems sehr hoch ist. Bei der SEM ist dieser Fehler aufgrund der besseren Kon-

dition des Gleichungssystems im Allgemeinen deutlich niedriger [119,121]. Beispielsweise

beträgt der ε2-Fehler bei einer Berechnung mittels der SEM mit p = 6, GL-Quadratur

und lediglich NDoF = 42194 Freiheitsgraden nur ε2 = 1, 77%.

In der Abb. 5.7b sind die zugehörigen Berechnungszeiten dargestellt, wobei die Berech-

nungszeiten unabhängig von der Elementordnung mit steigender Anzahl von Freiheitsgra-

den linear zunehmen. Außerdem wird deutlich, dass die Berechnungszeiten auch mit stei-

gender Elementordnung zunehmen, was auf die zunehmende Bandbreite der Systemsteifig-

keits- und Systemmassenmatrizen bei steigender Elementordnung zurückzuführen ist.

Trotz der größeren Berechnungszeiten bei der Verwendung von höheren Elementordnun-

gen ergibt sich ein wesentlicher Vorteil der SEM im Vergleich zur FEM bei der Berechnung

der Wellentransmission. Beispielsweise kann mittels der SEM mit p = 6, GL-Quadratur

und NDoF = 42194 bei einer Berechnungszeit von nur t = 434 s ein kleiner Fehler von

ε2 = 1, 77% erreicht werden. Hingegen ergibt sich bei einer Berechnung mittels der FEM

mit NDoF = 463202 und einer Berechnungszeit von t = 1197 s ein deutlich größerer Fehler

von ε2 = 4, 44%. Allerdings ergibt sich, wie auch bei der Berechnung der Dispersionskur-

ven, durch die Verwendung der Lob-Quadratur im Vergleich zur GL-Quadratur kein

Abbildung 5.7: (a) Durchschnittlicher Fehler ε2 der Transmissionsberechnungen mittels der
FEM und SEM für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden. (b) Berechnungszeiten der FEM
und SEM für verschiedene Anzahlen von Freiheitsgraden.

Seite 136



Analyse von 2D dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

Vorteil bei der Berechnung der Wellentransmission im Frequenzbereich. Neben den deut-

lich kürzeren Berechnungszeiten hat die SEM im Vergleich zur FEM bei einer vergleichba-

ren Genauigkeit der numerischen Näherungslösung den zusätzlichen Vorteil, dass aufgrund

der erheblich niedrigeren Anzahl von Freiheitsgraden im Allgemeinen deutlich weniger Ar-

beitsspeicher benötigt wird. Für die oben genannte SEM-Berechnung mit NDoF = 42194

ist beispielsweise nur 31, 5% des Arbeitsspeicherbedarfs gegenüber der FEM-Berechnung

mit NDoF = 463202 erforderlich.

5.4 Beeinflussung der Wellenausbreitung durch Per-

forationen

Nachfolgend wird die Beeinflussung der Wellenausbreitung durch Perforationen in den

dickwandigen Zick-Zack-Armen untersucht. Dabei wird sich auf rotationssymmetrische

Einheitszellen beschränkt. Dementsprechend kann die Geometrie der Zick-Zack-Arme und

der Perforationen, wie in der Abb. 5.8a veranschaulicht, anhand eines dickwandigen Zick-

Zack-Armes beschrieben werden. In der Abb. 5.8b sind kreisförmige Perforationen mit

dem Radius r1 auf den inneren Armen und r2 auf den äußeren Armen für die Lage des

Zick-Zack-Knicks b = 0, 25l dargestellt. Die Abstände der zunächst äquidistant auf der

Mittellinie des Querschnitts angeordneten Perforationen werden durch d1 für die inneren

Arme und d2 für die äußeren Arme angegeben. Die Querschnittshöhen senkrecht zur

Mittellinie betragen a1 für die inneren und a2 für die äußeren Arme, die sich jeweils aus den

vorgegebenen Parametern b,W und h ergeben. Bei den Untersuchungen im Unterabschnitt

4.4.1 zum Einfluss der Lage b der Zick-Zack-Knicke zeigte sich, dass für b = 0, 4l die brei-

l

W

x

y

(a) (b)

b

b = l/4

r1

d1
d1 d2

b = 0, 4l

(c)

npf,1 = 3 npf,2 = 1

hz x

y

a2
r2

a1

d2
d1d1d1 d2

Abbildung 5.8: (a) Einheitszelle einer rotationssymmetrischen dickwandigen Zick-Zack-
Gitterstruktur mit Perforationen. (b) Zick-Zack-Arm für b = 0, 25l. Der Radius der Perfora-
tionen auf den inneren Armen beträgt r1 und auf den äußeren Armen r2. (c) Zick-Zack-Arm
für b = 0, 4l. Der Abstand der Perforationen beträgt d1 auf den inneren Armen und d2 auf den
äußeren Armen. Die Anzahl von Perforationen beträgt npf,1 auf den inneren und npf,2 auf den
äußeren Armen.
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teste erste Bandlücke entsteht. Die Lage der Zick-Zack-Knicke hat jedoch, wie in der Abb.

5.8c veranschaulicht, einen wesentlichen Einfluss auf die mögliche Anordnung der Perfora-

tionen. Aus diesem Grund wird ebenfalls der Einfluss von kreisförmigen Perforationen für

die Lage der Zick-Zack-Knicke b = 0, 4l untersucht. Dabei gibt npf,1 die Anzahl der Per-

forationen in den inneren Armen sowie npf,2 die Anzahl der Perforationen in den äußeren

Armen an.

In den folgenden Untersuchungen werden für die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 die geo-

metrischen Parameter und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2 verwendet, wobei t die

Querschnittsdicke in der z-Richtung ist. Zuerst wird der Sonderfall von äquidistant an-

geordneten kreisförmigen Perforationen untersucht, wobei sowohl der Einfluss der Radien

als auch der Einfluss von unterschiedlichen Anzahlen von Perforationen in den inneren

und äußeren Armen untersucht werden. Basierend auf den Erkenntnissen aus diesen Un-

tersuchungen wird anschließend eine optimale Verteilung der Perforationen zur Erzielung

breiter und niederfrequenter Bandlücken vorgestellt. Die Berechnungen erfolgen mit 2D

spektralen ESZ-Elementen der Ordnung p = 4 unter Verwendung der GL-Quadratur.

Tabelle 5.2: Geometrie- und Materialeigenschaften der Einheitszelle aus der Abb. 5.8.

l [mm] W [mm] h [mm] t [mm] E
[
GPa

]
ρ
[
kg/m3] ν [− ]

100 10 6 2 70 2700 0, 34

5.4.1 Einflüsse der kreisförmigen Perforationen

Zunächst wird der Einfluss des Radius r der Perforationen auf die Dispersionskurven und

Wellentransmissionen untersucht. Basierend auf dieser Untersuchung werden anschließend

die verschiedenen Mechanismen, durch die die kreisförmigen Perforationen die Wellenaus-

breitungseigenschaften beeinflussen, identifiziert und erläutert.

Einfluss des Radius r der Perforationen

In der Abb. 5.9a sind die Bandlückenrandfrequenzen und in der Abb. 5.9b die zugehörigen

Breiten ∆fBL der ersten zwei Bandlücken in Abhängigkeit des Radius r der kreisförmigen

Perforationen dargestellt. Dabei ist jeweils eine Perforation mittig auf den inneren Armen

(npf,1 = 1, d1 = 1/8l) und den äußeren Armen (npf,2 = 1, d2 = 1/8l) angeordnet.

Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 für b = 0, 25l mit den

Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2. Bei der ersten

Bandlücke zeigt sich, dass die Perforationen bis zu einem Radius von etwa r = 1, 5mm

keinen nennenswerten Einfluss haben. Ab r > 1, 5mm nehmen jedoch die Randfrequenzen

der ersten Bandlücke schnell ab und die untere Randfrequenz fällt von fBL1,Uf = 6012Hz
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bei r = 1, 5mm auf fBL1,Uf = 4886Hz bei r = 2, 4mm ab. Bei der zweiten Bandlücke

ist der Einfluss der Perforationen noch ausgeprägter und die Bandlückenrandfrequenzen

nehmen bereits für r > 1, 0mm schnell ab. Beispielsweise fällt die untere Randfrequenz

von fBL2,Uf = 12257Hz bei r = 1, 0mm auf fBL2,Uf = 8841Hz bei r = 2, 4mm ab.

Durch die mittig angeordneten Perforationen kann folglich die untere Randfrequenz bei

der ersten Bandlücke um 18, 7% und bei der zweiten Bandlücke um 27, 9% verringert

werden.

Allerdings nimmt die Breite der ersten Bandlücke, wie in der Abb. 5.9b deutlich wird,

von r = 1, 5mm bis r = 2, 4mm um 402Hz kontinuierlich ab. Bei der zweiten Bandlücke

zeigt sich hingegen, dass die Breite der Bandlücke zwar bis r = 2, 0mm kontinuierlich

abnimmt, aber für r > 2, 0mm exponentiell zunimmt. Bei r = 2, 4mm ist die zweite

Bandlücke sogar etwa 40Hz breiter als im Fall r = 0mm.

Abbildung 5.9: (a) Einfluss des Radius r der Perforationen auf die Randfrequenzen der ersten
zwei Bandlücken. (b) Zugehörige Breiten ∆fBL der Bandlücken. Die Berechnungen basieren
auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 für b = 0, 25l mit den Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2. Es ist jeweils eine Perforation mittig auf den inneren
Armen (npf,1 = 1, d1 = 1/8l) und den äußeren Armen (npf,2 = 1, d2 = 1/8l) angeordnet.

In der Abb. 5.10a sind die kleinsten Imaginärteile des Wellenvektors und in der Abb. 5.10b

die zugehörigen Wellentransmissionen bei den Bandlückenmittenfrequenzen in Abhängig-

keit des Radius r dargestellt. Bei der ersten Bandlücke zeigt sich, dass der kleinste Ima-

ginärteil des Wellenvektors mit zunehmendem Radius r ansteigt, wobei die Steigung bis

ungefähr r = 1, 5mm sehr klein ist und für r > 1, 5mm deutlich zunimmt. Die Wel-

lentransmission nimmt bereits für r > 0mm mit steigendem Radius r deutlich ab und

fällt von −37, 6 dB bei r = 0mm auf −43, 0 dB bei r = 2, 4mm ab. Bei der zweiten

Bandlücke nimmt der kleinste Imaginärteil des Wellenvektors ebenfalls zunächst nur ge-

ringfügig mit steigendem Radius r zu und wächst dann ab r = 1, 75mm exponentiell an.

Die Wellentransmission bei der zweiten Bandlücke fällt hingegen bereits ab r = 1, 25mm
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deutlich und ab r = 2, 0mm rasant ab. Entsprechend ergibt sich ein erheblich besse-

res Dämpfungsverhalten in der zweiten Bandlücke, wobei die Wellentransmission von

−38, 1 dB bei r = 0mm auf −56, 7 dB bei r = 2, 4mm abfällt.

Abbildung 5.10: (a) Einfluss des Radius r der Perforationen auf die kleinsten Imaginärteile
ℑ(k(fBL,Mf )) des Wellenvektors k bei den Bandlückenmittenfrequenzen fBL,Mf . (b) Zugehörige
Wellentransmissionen T (fBL,Mf ) für Nt,x = 14, Nt,y = 6 und Nt,eval = 4.

Mechanismen zur Beeinflussung des Wellenausbreitungsverhaltens durch Per-

forationen

Insbesondere der rasante Abfall der Wellentransmission sowie die zunehmende Breite der

zweiten Bandlücke ab r = 2, 0mm bei einer gleichzeitigen Verschiebung der Bandlücke

in einen niedrigeren Frequenzbereich sind sehr vielversprechend. Aus diesem Grund wird

nachfolgend untersucht, durch welche Mechanismen die Perforationen die Wellenausbrei-

tungseigenschaften der dickwandigen Zick-Zack-Gitterstrukturen beeinflussen. Im An-

schluss wird durch die Ausnutzung dieser Mechanismen das Wellenausbreitungsverhalten

der Zick-Zack-Gitterstrukturen, insbesondere hinsichtlich einer breiten und niederfrequen-

ten ersten Bandlücke, optimiert. Um den Einfluss der Perforationen näher zu untersuchen

sind in der Abb. 5.11a zunächst die reellen Dispersionskurven für die Einheitszelle oh-

ne Perforationen (r = 0mm) dargestellt. Die begrenzenden Stellen der ersten Bandlücke

sind dabei durch den Punkt 1 am unteren Rand mit der zugehörigen Eigenform in Abb.

5.11b, und den Punkt 2 am oberen Rand mit der zugehörigen Eigenform in Abb. 5.11c,

gekennzeichnet. Die zweite Bandlücke wird durch den Punkt 3 am unteren Rand mit

der zugehörigen Eigenform in Abb. 5.11d, und den Punkt 4 am oberen Rand mit der

zugehörigen Eigenform in Abb. 5.11e, begrenzt. Dabei sei angemerkt, dass die zweite

Bandlücke am unteren Rand durch die Bänder 5 und 6 an der Stelle Γ begrenzt wird. In

der Abb. 5.11d ist die Eigenform des sechsten Bandes dargestellt, allerdings entspricht die

Eigenform des fünften Bandes an der Stelle Γ der um 90◦ rotierten sechsten Eigenform.
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Abbildung 5.11: (a) Reelle Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit r =
0mm. (b) Zugehörige Eigenform zum Punkt 1 : Stelle X, Band 4. (c) Zugehörige Eigenform
zum Punkt 2 : Stelle M, Band 5. (d) Zugehörige Eigenform zum Punkt 3 : Stelle Γ, Band 5/6.
(e) Zugehörige Eigenform zum Punkt 4 : Stelle Γ, Band 7. Die Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften sind in der Tab. 5.2 angegeben.

Die Abb. 5.12a zeigt die Dispersionskurven für den Fall, dass jeweils eine Perforati-

on mittig auf den inneren Armen (npf,1 = 1, d1 = 1/8l) und den äußeren Armen

(npf,2 = 1, d2 = 1/8l) mit r = 2mm angeordnet ist. Bei einem Vergleich mit den Dispersi-

onskurven aus der Abb. 5.11a wird deutlich, dass die Perforationen keinen nennenswerten

Einfluss auf die qualitativen Verläufe der Dispersionskurven haben. Zwar ändern sich die

Frequenzbereiche der Bandlücken, aber die Bandlücken werden weiterhin durch die glei-

chen Bänder, die auch hier durch die Punkte 1 - 4 gekennzeichnet sind, begrenzt. Die

zugehörige Eigenform zum Punkt 1 , die die erste Bandlücke am unteren Rand begrenzt,

ist in der Abb. 5.12b und die zugehörige Eigenform zum Punkt 2 , die die erste Bandlücke

am oberen Rand begrenzt, ist in der Abb. 5.12b dargestellt. Bei diesen Eigenformen sind

keine nennenswerte Unterschiede zu den entsprechenden Eigenformen aus den Abbn. 5.11b

und 5.12c ohne Perforationen festzustellen. Im Gegensatz dazu weisen die Eigenform in

der Abb. 5.12d vom Punkt 3 sowie die Eigenform in der Abb. 5.12e vom Punkt 4 , die

die zweite Bandlücke am unteren und oberen Rand begrenzen, deutliche Unterschiede zu

den entsprechenden Eigenformen aus den Abbn. 5.11d und 5.12e auf. Insbesondere bei

der Eigenform in der Abb. 5.12d ist auffällig, dass zwischen den Perforationen auf den

horizontalen Armen sehr hohe Verschiebungen auftreten (s. eingekreiste Bereiche), die

bei der Eigenform in der Abb. 5.11d ohne Perforationen nicht vorkommen. Diese lokal
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auftretenden hohen Verschiebungen sind wahrscheinlich auf die Bragg-Beugungseffekte

zurückzuführen, die durch die reflektierten Wellen an den Rändern der Perforationen

entstehen. Die Auswertung der Eigenformen für unterschiedliche Radien r zeigt, dass die-

ser Effekt mit zunehmendem Radius deutlich zunimmt. Auch bei der Eigenform in der

Abb. 5.12e (s. eingekreiste Bereiche) treten im Vergleich zur Eigenform in der Abb. 5.11e

größere Verschiebungen zwischen den Perforationen auf. Dieser Effekt tritt bei den Eigen-

formen aus den Abbn. 5.12b und 5.12c aufgrund der deutlich größeren Wellenlängen im

Bereich der ersten Bandlücke, die im Bereich der zweifachen Gitterkonstante liegen (s. Gl.

(2.34)), nicht auf. Dieser als Beugungsgrenze (engl.: diffraction limit) bekannte Effekt tritt

beispielsweise auch bei der Schädigungsdetektierung mittels Ultraschall auf [16, 137], bei

der die Wellenlänge der Ultraschallwelle ausreichend klein bzw. die Frequenz ausreichend

groß sein muss, um die Materialschädigungen auf mikrostruktureller Ebene detektieren

zu können.

Bei der Eigenform in der 5.12e ist ein weiterer Effekt, beispielsweise beim vergrößert dar-

gestellten Bereich der Perforation im rechten äußeren Arm, zu beobachten, bei dem im

Bereich um die Perforationen eine verstärkte Verformung infolge der geringen Steifigkeit

in diesem Bereich auftritt. Dies hat zur Folge, dass der steifere Armteil zwischen zwei Per-

Wellenvektor [1/m]

(a)

1

2

3

4

(d)

(c)(b)

(e)

Abbildung 5.12: (a) Reelle Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 5.8, wobei
jeweils eine Perforation mittig auf den inneren Armen (npf,1 = 1, d1 = 1/8l) und den äußeren
Armen (npf,2 = 1, d2 = 1/8l) mit r = 2mm angeordnet ist. (b) Zugehörige Eigenform zum
Punkt 1 : Stelle X, Band 4. (c) Zugehörige Eigenform zum Punkt 2 : Stelle M, Band 5. (d)
Zugehörige Eigenform zum Punkt 3 : Stelle Γ, Band 5/6. (e) Zugehörige Eigenform zum Punkt
4 : Stelle Γ, Band 7. Die Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften sind in der Tab.
5.2 angegeben.
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forationen wie ein lokaler Resonator agiert. Der abnehmende Frequenzbereich der ersten

Bandlücke bei zunehmendem Radius r ist in erster Linie auf die lokale Resonanz der

Armteile zwischen zwei benachbarten Perforationen zurückzuführen. Je größer die Perfo-

ration, desto kleiner ist die Steifigkeit des lokal-resonanten Systems (Resonators) zwischen

den zwei benachbarten Perforationen, desto niedriger ist die Resonanzfrequenz (Eigenfre-

quenz) des lokalen Resonators und damit auch der Frequenzbereich der ersten Bandlücke.

Wenngleich dieser Mechanismus einen positiven Effekt auf die Wellenausbreitungseigen-

schaften der dickwandigen Zick-Zack-Gitter-struktur hat, so ist zu beachten, dass bei

einem großen Verhältnis 2r/h die Tragfähigkeit einer Gitterstruktur unter Umständen

nicht mehr gegeben ist und im Einzelfall sorgfältig überprüft werden muss.

Zusammengefasst basiert die Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften in dick-

wandigen Zick-Zack-Gitterstrukturen durch kreisförmige Perforationen hauptsächlich auf

drei Mechanismen:

• Bragg-Beugung bzw. -Streuung infolge von Wellenreflexionen an den Rändern der

Perforationen.

• Lokale Resonanz im Bereich der Armteile zwischen zwei Perforationen bei einem

großen Verhältnis 2r/h.

• Überproportionale Reduktion der Steifigkeit (∝ r3) im Vergleich zur Masse (∝ r)

im Bereich der Perforationen.

Nachfolgend wird zuerst untersucht, wie durch die äquidistante Anordnung von mehre-

ren kreisförmigen Perforationen die Einflüsse aus den Bragg-Beugungseffekten sowie der

lokalen Resonanz weiter optimiert werden können. Anschließend wird eine optimale An-

ordnung der Perforationen mit Hinblick auf eine effektive Reduktion des Frequenzbereichs

der ersten Bandlücke durch die Ausnutzung beider Effekte vorgeschlagen.

5.4.2 Äquidistante Anordnung mehrerer kreisförmiger Perfora-

tionen

Im nächsten Schritt wird untersucht, wie sich eine äquidistante Anordnung mehrerer kreis-

förmiger Perforationen auf die Wellenausbreitungseigenschaften von dickwandigen Zick-

Zack-Gitterstrukturen auswirkt. Dabei wird die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 zuerst mit

der Lage b = 0, 25l und anschließend mit b = 0, 40l der Zick-Zack-Knicke analysiert.

Einheitszelle mit der Lage b = 0, 25l der Zick-Zack-Knicke

Für die nachfolgenden Untersuchungen ist der Radius der Perforationen konstant r =

2mm, da bei diesem Radius einerseits nennenswerte Einflüsse auf die Wellenausbrei-
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tungseigenschaften zu erwarten sind, aber andererseits die Steifigkeit für die meisten

praktischen Anwendungen nicht zu gering wird. Außerdem werden bei der Anordnung

der Perforationen drei verschiedene Fälle untersucht. Im Fall 1 (npf,i = npf,1 = npf,2) sind

auf den inneren und äußeren Armen die gleiche Anzahl von Perforationen angeordnet, im

Fall 2 (npf,i = npf,1, npf,1 = 0) sind hingegen nur auf den inneren Armen und im Fall

3 (npf,i = npf,2, npf,1 = 0) nur auf den äußeren Armen Perforationen angeordnet. Zur

Veranschaulichung sind die drei unterschiedlichen Fälle in der Abb. 5.13 für npf,i = 2

dargestellt.

npf,1 = npf,2 npf,1 npf,1 = 0

npf,2 = 0 npf,2

Fall 1 Fall 2 Fall 3

Abbildung 5.13: Unterschiedliche Anordnung der kreisförmigen Perforationen im Fall 1 mit
npf,i = npf,1 = npf,2, im Fall 2 mit npf,i = npf,1, npf,2 = 0 und im Fall 3 mit npf,1 = 0, npf,i =
npf,2. Die drei Fälle sind dabei beispielhaft für npf,i = 2 dargestellt.

In der Abb. 5.14a sind die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der ers-

ten Bandlücke ∆fBL1,Uf,rel bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen für die drei

Fälle und verschiedene Anzahlen der Perforationen dargestellt. Es zeigt sich, dass bis

zu npf,i = 3 der Fall 1 zu der größten Absenkung der unteren Randfrequenz der ers-

ten Bandlücke führt. Ab npf,i = 4 ergibt sich hingegen im Fall 2, also einer Anordnung

der Perforationen ausschließlich auf den inneren Armen, eine deutlichere Absenkung der

unteren Bandlückenrandfrequenz und beträgt beispielsweise 19, 3% bei npf,i = 5. Beson-

ders auffällig ist außerdem, dass für alle drei Fälle bei npf,i = 4 ein deutlicher Sprung in

der Steigung auftritt und für npf,i = 5 eine überproportional große Absenkung der unte-

ren Bandlückenrandfrequenz auftritt. Als Hauptursachen dafür sind einerseits die starke

überproportionale Reduzierung der Steifigkeit zur Masse aufgrund des geringen Abstands

der Perforationen von d1 = d2 = 4, 16mm und andererseits die lokale Resonanz der

nicht perforierten Armteile zu nennen. Die zugehörigen Breiten der ersten Bandlücke in

Abhängigkeit der Anzahl von Perforationen npf,i sind für alle drei Fälle in der Abb. 5.14b

dargestellt. Dabei zeigt sich, dass eine ausschließliche Anordnung der Perforationen auf

den inneren Armen (Fall 2) durchweg die breitesten Bandlücken liefert. Die Breite der

ersten Bandlücke kann im Fall 2 von ∆fBL1 = 2120Hz bei npf,i = 0 auf ∆fBL1 = 2648Hz

bei npf,i = 5 vergrößert werden. Das Zusammenwirken der Bragg-Beugung und der lo-
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kalen Resonanz bei npf,i = 5 zeigt sich auch bei den Breiten der ersten Bandlücke, wobei

dies jedoch nur im Fall 2 zu einer überproportionalen Zunahme der Bandlückenbreite

führt. In den Fällen 1 und 3 führt dies hingegen zu einer überproportionalen Abnahme

der Bandlückenbreite.

In der Abb. 5.14c sind die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der zwei-

ten Bandlücke für die drei untersuchten Fälle dargestellt. Es wird deutlich, dass bei der

zweiten Bandlücke der Fall 1 zu der deutlichsten Reduktion der unteren Bandlückenrand-

frequenz führt, wobei sie bis npf,i = 4 kontinuierlich und für npf,i = 5 überproportional

abfällt. Die Breiten der zweiten Bandlücke fallen, wie aus der Abb. 5.14d deutlich wird,

zunächst in allen drei Fällen mit steigender Anzahl von Perforationen ab und nehmen

dann für npf,i = 4 bzw. npf,i = 5 wieder erheblich zu. Im Fall 1 ergibt sich mit npf,i = 5

sogar eine Zunahme der Bandlückenbreite gegenüber der Einheitszelle ohne Perforationen.

Zusammenfassend ist für eine möglichst breite und niederfrequente erste Bandlücke der

Fall 2, bei dem der Effekt der lokalen Resonanz dominiert, mit einer ausschließlichen

Anordnung der Perforationen auf den inneren Armen zu bevorzugen. Für eine möglichst

breite und niederfrequente zweite Bandlücke ist hingegen der Fall 1, bei dem der Effekt

Abbildung 5.14: Einflüsse der Anzahlen von Perforationen npf,i für den Fall 1 mit npf,i =
npf,1 = npf,2, den Fall 2 mit npf,i = npf,1, npf,2 = 0 und den Fall 3 mit npf,i = npf,2, npf,1 = 0
auf: (a) die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der ersten Bandlücke ∆fBL1,Uf,rel

bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen, (b) die Breiten der ersten Bandlücke ∆fBL1,
(c) die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der zweiten Bandlücke ∆fBL2,Uf,rel

bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen und (d) die Breiten der zweiten Bandlücke
∆fBL2. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit b = 0, 25l, r =
2mm, d1 = l/(4(npf,1 + 1)), d2 = l/(4(npf,2 + 1)) und den Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2.
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der Bragg-Beugung dominiert, mit einer gleichmäßigen Verteilung der Perforationen auf

den inneren und den äußeren Armen vorteilhafter.

Einheitszelle mit der Lage b = 0, 40l der Zick-Zack-Knicke

Bei der Einheitszelle mit der Lage b = 0, 40l der Zick-Zack-Knicke ergeben sich bei einer

vorgegebenen Höhe h an den Rändern der Einheitszelle, wie in der Abb. 5.8 veranschau-

licht, unterschiedliche Querschnittshöhen a1 und a2 senkrecht zur Querschnittsmittellinie

für die inneren und äußeren Arme. Aus diesem Grund werden nachfolgend auch unter-

schiedliche Radien r1 = 2mm für die inneren Arme und r2 = r1 ·a2/a1 = 1, 458mm für die

äußeren Arme verwendet. In der Abb. 5.15a sind die relativen Absenkungen der unteren

Randfrequenz der ersten Bandlücke ∆fBL1,Uf,rel bezogen auf die Einheitszelle ohne Perfo-

rationen für verschiedene Anzahlen und Anordnungen der Perforationen dargestellt. Dabei

werden auch hier die drei zuvor beschriebenen Fälle für die Anordnung der Perforationen

untersucht. Aufgrund der kurzen Abmessungen der äußeren Arme können maximal 3 Per-

forationen auf den äußeren Armen berücksichtigt werden. Es wird deutlich, dass eine aus-

schließliche Anordnung der Perforationen auf den inneren Armen (Fall 2), wodurch bei der

Einheitszelle mit b = 0, 25l die größte Reduktion der unteren Bandlückenfrequenz erzielt

werden kann (vgl. Abb. 5.14a), in diesem Fall keinen nennenswerten Einfluss auf die erste

Bandlücke hat. Die Fälle 1 und 3, mit einer gleichmäßigen Anordnung der Perforationen

auf den inneren und äußeren Armen und einer ausschließlichen Anordnung auf den äußeren

Armen, liefern nahezu die gleichen Reduktionen der unteren Bandlückenrandfrequenz. Al-

lerdings kann maximal eine Reduktion von ∆fBL1,Uf,rel = 8, 3% erzielt werden, was deut-

lich unter der erreichbaren Reduktion aus der Abb. 5.14a liegt. In der Abb. 5.15b zeigt

sich, dass die Breiten der Bandlücken in den Fällen 1 und 3 mit zunehmender Anzahl von

Abbildung 5.15: Einflüsse der Anzahlen von Perforationen npf,i für den Fall 1 mit npf,i =
npf,1 = npf,2, den Fall 2 mit npf,i = npf,1, npf,2 = 0 und den Fall 3 mit npf,i = npf,2, npf,1 = 0
auf: (a) die relativen Absenkungen der unteren Randfrequenz der ersten Bandlücke ∆fBL1,Uf,rel

bezogen auf die Einheitszelle ohne Perforationen und (b) die Breiten der ersten Bandlücke
∆fBL1. Die Berechnungen basieren auf der Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit b = 0, 40l,
r1 = 2mm, r2 = 1, 458mm, d1 = l/(4(npf,1 + 1)), d2 = l/(4(npf,2 + 1)) und den Geometrie-,
Querschnitts- und Materialeigenschaften aus der Tab. 5.2.
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Perforationen abnimmt. Der Einfluss der Perforationen auf die zweite Bandlücke, der hier

nicht ausführlich dargestellt wird, fällt sogar noch geringer aus. So kann die untere Rand-

frequenz der zweiten Bandlücke maximal um ∆fBL2,Uf,rel = 3, 0% gesenkt werden. Dies

liegt daran, dass die zweite Bandlücke bei der vorliegenden Einheitszelle nur durch ein

Band von der ersten Bandlücke getrennt ist und ebenfalls in einem Frequenzbereich mit ge-

ringen Wellenlängen liegt. Dadurch kann auch die zweite Bandlücke nicht durch den zuvor

beschriebenen Mechanismus der Bragg-Beugungseffekte an den Rändern der Perforatio-

nen beeinflusst werden. Dieser Mechanismus führt allerdings bei der dritten Bandlücke

zu einer deutlichen Reduktion der Bandlückenrandfrequenzen. Auf eine ausführliche Dar-

stellung des Einflusses auf die zweite und dritte Bandlücke wird hier jedoch verzichtet.

Im Vergleich zur Einheitszelle mit b = 0, 25l (s. Abb. 5.14) kann die erste Bandlücke

bei der Einheitszelle mit b = 0, 40l durch die Anordnung von äquidistant angeordneten

Perforationen nur geringfügig beeinflusst werden. Dies liegt insbesondere daran, dass die

Perforationen die erste Bandlücke nur durch die Änderung der Steifigkeit und Masse be-

einflussen. Weiterführende Untersuchungen, die an dieser Stelle nicht detailliert dargestellt

werden, haben gezeigt, dass der Einfluss insbesondere in Abhängigkeit der Eigenformen,

die die Bandlücke am unteren und oberen Rand begrenzen, variiert. Da die Eigenformen,

die die erste Bandlücke begrenzen, bei den beiden Einheitszellen sehr unterschiedlich sind,

variiert auch der Einfluss der Perforationen auf die erste Bandlücke deutlich. Eine opti-

mierte Anordnung von Perforationen zur Beeinflussung der ersten Bandlücke kann daher

nur durch die Auswertung der begrenzenden Eigenformen erfolgen.

5.4.3 Optimierte Form und Anordnung der Perforationen

Die Optimierung der Anordnung von Perforationen in den dickwandigen Zick-Zack-Armen

hinsichtlich einer niederfrequenten und breiten ersten Bandlücke basiert auf der Auswer-

tung der Eigenformen, die die erste Bandlücke am oberen und unteren Rand begrenzen.

Da diese Eigenformen stark abhängig von der jeweiligen Geometrie, wie beispielsweise der

Gitterkonstante l, der Auslenkung W oder der Lage der Zick-Zack-Knicke b sind, müssen

die optimalen Formen und Positionen von den Perforationen für jede Einheitszelle indivi-

duell bestimmt werden. Nachfolgend wird beispielhaft an der Einheitszelle aus der Abb.

5.8 mit b = 0, 25l die Vorgehensweise zur Ermittlung der optimalen Formen und Positionen

von den Perforationen erläutert. Dazu sind in der Abb. 5.16a die reellen Dispersionskur-

ven der Einheitszelle ohne Perforationen dargestellt. Die begrenzenden Stellen der ersten

Bandlücke sind dabei durch den Punkt 1 am unteren Rand mit der zugehörigen Eigen-

form in Abb. 5.16b und den Punkt 2 am oberen Rand mit der zugehörigen Eigenform in

Abb. 5.16c gekennzeichnet. Für die optimale Anordnung der Perforationen kann letztlich

ähnlich zu der im Unterabschnitt 4.4.3 beschriebenen Vorgehensweise bei der Verwendung
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von diskreten Einzelmassen vorgegangen werden. Wird beispielsweise eine Perforation an

einer Stelle angeordnet, an der die Eigenform am unteren Rand der Bandlücke nur gerin-

ge Verschiebungen aufweist, dann hat die durch die Perforation reduzierte Masse keinen

nennenswerten Einfluss auf die zugehörige Frequenz dieser Eigenform. Dies liegt daran,

dass die Masse an dieser Stelle nicht mitschwingt und somit keinen Beitrag zur Trägheit

des Systems leistet. Allerdings wird gleichzeitig auch die Steifigkeit an der Stelle der Per-

foration reduziert. Dadurch, dass zwar die Steifigkeit abnimmt aber die mitschwingende

Masse für die jeweilige Eigenform ungefähr konstant bleibt, sinkt die zugehörige Frequenz

der Eigenform ab. Eine möglichst breite Bandlücke kann damit erreicht werden, indem die

Perforationen zudem möglichst an solchen Positionen angeordnet werden, an denen die

Eigenform, die die Bandlücke am oberen Rand begrenzt, große Verschiebungen aufweist.

Das hat zur Folge, dass die mitschwingende Masse für diese Eigenform nennenswert re-

duziert wird und die zugehörige Frequenz der Eigenform am oberen Rand der Bandlücke

nicht so stark abfällt wie die zugehörige Frequenz der Eigenform am unteren Rand der

Bandlücke.

Wellenvektor [1/m]

(a)

1

2

(b)

(c)

Abbildung 5.16: (a) Reelle Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 ohne Per-
forationen. (b) Zugehörige Eigenform zum Punkt 1 : Stelle X, Band 4. (c) Zugehörige Eigenform
zum Punkt 1 : Stelle M, Band 5. Die Geometrie-, Querschnitts- und Materialeigenschaften sind
in der Tab. 5.2 angegeben.

In der Abb. 5.17a sind bei der zugehörigen Eigenform zum Punkt 1 , die die Bandlücke am

unteren Rand begrenzt, die möglichen Positionen und Formen für die Perforationen durch

schwarze Linien gekennzeichnet. Dabei ist jeweils an den Rändern der Einheitszelle eine

ausgerundete viereckige Perforation und auf den inneren Armen eine kreisbogenförmige
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Perforation angeordnet. Die Positionen und die Geometrien der Perforationen werden an-

hand der Verschiebungen der horizontalen Arme der Einheitszelle festgelegt, da diese die

größten Verschiebungsamplituden aufweisen und für die Wellenausbreitung am relevan-

testen sind. Damit die Rotationssymmetrie der Einheitszelle beibehalten wird, werden die

Perforationen auch auf den vertikalen Armen der Einheitszelle angeordnet. Die Perfora-

tionen sind auch in der Abb. 5.17b bei der zugehörigen Eigenform zum Punkt 2 , die

die Bandlücke am oberen Rand begrenzt, gekennzeichnet. Dabei weist diese Eigenform

insbesondere an den Rändern, an denen die viereckigen Perforationen angeordnet werden,

sehr große Verschiebungen auf. Somit kann bei dieser Anordnung von Perforationen neben

einer deutlichen Absenkung der unteren Bandlückenrandfrequenz auch eine nennenswer-

te Verbreiterung der Bandlücke erwartet werden. In der Abb. 5.17c sind die gewählten

Abmessungen der Perforationen anhand des rechten Armes der Einheitszelle angegeben.

r = 6 mm

 25 mm  25 mm

 11 mm

 1
1,

7 
m

m  3,62 mm

 5 mm

r = 1,857 mm  4
 m

m
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m
m
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Abbildung 5.17: Markierung der gewählten Perforationen mit schwarzen Linien bei der (a)
zugehörigen Eigenform zum Punkt 1 : Stelle X, Band 4, und der (b) zugehörigen Eigenform
zum Punkt 1 : Stelle M, Band 5. (c) Optimierte Anordnung der Perforationen.

In der Abb. 5.18a sind die reellen Dispersionskurven und das Transmissionsspektrum

für die Einheitszelle mit den optimierten Perforationen dargestellt. Im Vergleich zu den

Dispersionskurven aus der Abb. 5.16a für die Einheitszelle ohne Perforationen wird deut-

lich, dass die untere Randfrequenz der ersten Bandlücke um ∆fBL1,Uf = 1660Hz bzw.

∆fBL1,Uf,rel = 27, 5% erheblich abgesenkt werden kann. Die obere Bandlückenrandfre-

quenz sinkt hingegen nur geringfügig ab, sodass die Breite der Bandlücke ebenfalls er-

heblich von ∆fBL1 = 2126Hz auf ∆fBL1 = 3622Hz ansteigt, was einer Zunahme von

70, 4% entspricht. Außerdem ergibt sich durch die Perforationen eine zusätzliche sehr
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schmale zweite Bandlücke, die von der ersten Bandlücke nur durch das sehr flach ver-

laufende fünfte Band getrennt ist. Im Transmissionsspektrum zeigt sich das hervorragen-

de Dämpfungsverhalten der Einheitszelle mit optimierten Perforationen, insbesondere in

der ersten Bandlücke, bei der die Wellentransmission für die Bandlückenmittenfrequenz

T (fBL1,Mf ) = −85, 6 dB beträgt. Bei der Einheitszelle ohne Perforation ist die Wellen-

transmission mit T (fBL1,Mf ) = −36, 6 dB deutlich größer.

In der Abb. 5.18b ist die zugehörige Eigenform zu dem in den Dispersionskurven mar-

kierten Punkt 1 , die die erste Bandlücke am unteren Rand begrenzt, dargestellt. Im

Vergleich zur Eigenform aus der Abb. 5.16b werden die Verschiebungen auf den inneren

Armen reduziert und es treten lediglich auf den äußeren horizontalen Armen nennenswer-

te Verschiebungen auf. Auch bei der Eigenform aus der Abb. 5.18c für den Punkt 2 , die

die erste Bandlücke am oberen Rand begrenzt, zeigen sich im Vergleich zur Eigenform aus

der Abb. 5.16c einige Änderungen. Beispielsweise sind die Verschiebungen in den Berei-

chen der kreisbogenförmigen Perforationen größer. Ein Vergleich der beiden begrenzenden

Eigenformen zeigt, dass durch eine weitere Vergrößerung der Perforationen, insbesondere

eine Verlängerung der ausgerundeten viereckigen Perforation auf den äußeren Armen der

Einheitszelle, keine weitere Zunahme der Bandlückenbreite zu erwarten ist. Dies liegt dar-

an, dass die Verschiebungen vor der Ausrundung bei der Eigenform aus der Abb. 5.18b

größer sind als bei der Eigenform aus der Abb. 5.18c. Somit fällt durch eine Ausdehnung

2

1

Wellenvektor [1/m]

(a) (b)

(c)

Transmission [dB]

Abbildung 5.18: (a) Reelle Dispersionskurven und zugehöriges Transmissionsspektrum in der
Γ−X-Richtung mit Nt,x = 14, Nt,y = 6 und Nt,eval = 4 für die Einheitszelle aus der Abb. 5.8 mit
den optimierten Perforationen aus der Abb. 5.17c. (b) Zugehörige Eigenform zum Punkt 1 :
Stelle X, Band 4. (c) Zugehörige Eigenform zum Punkt 2 : Stelle M, Band 5. Die Geometrie-,
Querschnitts- und Materialeigenschaften sind in der Tab. 5.2 angegeben.
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der Perforationen in diesem Bereich die zugehörige Frequenz zur Eigenform, die die

Bandlücke am oberen Rand begrenzt, schneller ab als die zugehörige Frequenz der Ei-

genform, die die Bandlücke am unteren Rand begrenzt. Folglich kann zwar durch eine

Vergrößerung der Perforationen die untere Bandlückenfrequenz weiter gesenkt werden (da

die Steifigkeit weiterhin überproportional zur Masse abnimmt) aber die Bandlückenbreite

nimmt wieder ab. Allerdings ist bei den hier gewählten Perforationen die Tragfähigkeit

einer Gitterstruktur zu überprüfen. Insbesondere an den Rändern der Einheitszelle ist die

Steifigkeit erheblich reduziert. Außerdem treten in der Nähe der Perforationen Spannungs-

konzentrationen auf, die ebenfalls bei der Auslegung einer realen Struktur zu berücksichti-

gen sind. Insgesamt kann jedoch durch die optimierte Form und Anordnung von Perfo-

rationen das Wellenausbreitungsverhalten hinsichtlich einer breiten und niederfrequenten

ersten Bandlücke mit einer herausragenden Dämpfungseigenschaft erzielt werden.

5.5 Beeinflussung der Wellenausbreitung durch die

lokalen Resonatoren

Durch die Ausnutzung des Mechanismus der lokalen Resonanz können, wie bereits im

Unterabschnitt 2.2.2 erläutert, lokal-resonante Bandlücken (LR-Bandlücken) in sehr nied-

rigen Frequenzbereichen deutlich unterhalb der Bragg-Bandlücken (BG-Bandlücken) er-

zielt werden. Bei phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen können LR-Bandlücken bei-

spielsweise durch das Anbringen von zusätzlichen Kragarmen mit großen Massen an den

freien Enden, wie in der Abb. 5.19a veranschaulicht, realisiert werden. Bei einer geeigne-

ten Wahl der Steifigkeiten der Kragarme sowie der Massen an den freien Enden können

diese als Resonatoren wirken und die Wellenausbreitungseigenschaften der Gitterstruktur

l

W

x

y

(a) (b)

b = l/4

hz

xR

r

x

y

lRE2, ρ2, ν2

E1, ρ1, ν1

aR

(c)

lR

mRE1, Iy

mR

cR

Abbildung 5.19: (a) Einheitszelle einer rotationssymmetrischen dickwandigen Zick-Zack-
Gitterstruktur mit Resonatoren. (b) Abmessungen eines Zick-Zack-Arms und des Resonators.
(c) Modellierung des Resonators als ein Kragträger mit einer Einzelmasse am freien Ende und
Vereinfachung als ein Einmassenschwinger.
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wesentlich beeinflussen. Nachfolgend wird für die in der Abb. 5.19a dargestellte rotati-

onssymmetrische Anordnung der Resonatoren untersucht, wie eine gezielte Abstimmung

der Resonatoren auf vorgegebene Anforderungen erfolgen kann. In der Abb. 5.19b sind

anhand des rechten Arms der Einheitszelle die Lage xR des Resonators und dessen Geo-

metrie (Länge lR, Querschnittshöhe aR) veranschaulicht. Der Kragarm besteht wie die

Zick-Zack-Gitterstruktur aus Aluminium, wobei die Materialeigenschaften E1, ρ1 und

ν1 sowie die sonstigen Geometrieeigenschaften der Zick-Zack-Gitterstruktur der Tab. 5.2

entnommen werden können. Die Masse am freien Ende des Kragarms wird durch eine

kreisförmige Scheibe mit dem Radius r aus Wolfram mit E2 = 360GPa, ρ2 = 19320 kg/m3

und ν2 = 0, 3 realisiert.

Konstruktion der Resonatoren

Wenn die Steifigkeit eines Resonators deutlich geringer ist als die Steifigkeit des Zick-

Zack-Arms, an den der Resonator angeschlossen ist, dann kann der Resonator, wie in

der Abb. 5.19c veranschaulicht, näherungsweise als ein starr eingespannter Kragträger

mit einer Einzelmasse am freien Ende modelliert werden. Für den Kragträger mit einem

rechteckigen Querschnitt kann die Ersatzfedersteifigkeit cR für Biegeschwingungen durch

cR =
3E1Iy
l3R

=
E1a

3
Rt

4l3R
(5.2)

bestimmt werden, wobei t die Querschnittsdicke nach Tab. 5.2 ist. Die mitschwingen-

de Masse des Resonators ergibt sich durch die Masse der Kreisscheibe am freien Ende

zuzüglich ungefähr einem Viertel der Gesamtmasse des Kragarms. Folglich beträgt die

mitschwingende Masse ungefähr

mR = πr2tρ2 +
1

4
(lR − r)aRtρ1. (5.3)

Mithilfe der Ersatzfedersteifigkeit sowie der mitschwingenden Masse kann der Resonator

näherungsweise als ein Einmassenschwinger vereinfacht und die Resonanzfrequenz (Ei-

genfrequenz) mittels

fR =
1

2π
·
√

cR
mR

=
1

2π
·

√
E1a3R

l3R(4πr
2ρ2 + (lR − r)aRρ1)

(5.4)

abgeschätzt werden. Bei der Gl. (5.4) handelt es sich um eine Abschätzung nach oben, da

die Steifigkeit des Resonators durch die Annahme einer starren Einspannung überschätzt

wird. Die tatsächliche Resonanzfrequenz wird daher stets unter der abgeschätzten Reso-

nanzfrequenz liegen.
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Einflüsse der Masse und der Steifigkeit der Resonatoren

Die Massen und Steifigkeiten der Resonatoren können durch verschiedene Parameter,

wie beispielsweise die Materialeigenschaften oder die Längen und Querschnittsdicken der

Kragarme beeinflusst werden. Für die nachfolgenden Untersuchungen wird die Masse ei-

nes Resonators über den Radius r der kreisförmigen Scheibe am freien Ende des Kragarms

und die Steifigkeit des Resonators über die Länge lR des Kragarms variiert. In der Abb.

5.20a ist der Einfluss der Länge lR bzw. der resultierenden Ersatzfedersteifigkeit cR auf

die Randfrequenzen der ersten LR-Bandlücke für die Einheitszelle aus der Abb. 5.19 mit

aR = 1, 5mm, r = 3, 5mm und xR = 30mm dargestellt. Die rot gestrichelte Linie gibt je-

weils die abgeschätzte Resonanzfrequenz nach Gl. (5.4) an. Erwartungsgemäß nehmen die

Bandlückenrandfrequenzen ungefähr ∝ √
cR mit der sinkenden Ersatzfedersteifigkeit ab.

Es wird ebenfalls deutlich, dass sich die Qualität der Abschätzung der Resonanzfrequenz

nach Gl. (5.4) mit zunehmender Länge lR bzw. abnehmender Federsteifigkeit cR kontinu-

ierlich verbessert. Dies liegt insbesondere daran, dass das Steifigkeitsverhältnis zwischen

dem Kragarm und dem Zick-Zack-Arm, an den der Kragarm angeschlossen ist, mit stei-

gender Kragarmlänge zunimmt und somit die Annahme der ideal-starren Einspannung

immer mehr zutreffend ist. In der Abb. 5.20b ist der Einfluss des Radius r der Kreis-

scheibe bzw. der Einfluss der Masse mR auf die Randfrequenzen der ersten LR-Bandlücke

dargestellt. Auch in diesem Fall nehmen die Randfrequenzen erwartungsgemäß ungefähr

∝
√
1/mR mit steigender Masse ab. Da die Kragarmlänge bei dieser Untersuchung kon-

stant lR = 20mm beträgt ist die Qualität der Abschätzung der Resonanzfrequenz fR

auch für kleine Massen bereits sehr gut. Mit steigender Masse nimmt die Qualität der

Abschätzung noch weiter zu und nähert sich der unteren Bandlückenrandfrequenz.

cR [kN/m]
354 23133244

mR [g]
0,3 2,51,81,0

Abbildung 5.20: (a) Einfluss der Länge lR bzw. der Ersatzfedersteifigkeit cR auf die erste
LR-Bandlücke für aR = 1, 5mm, r = 3, 5mm und xR = 30mm (b) Einfluss des Radius r bzw.
der Masse mR auf die erste LR-Bandlücke für aR = 1, 5mm, lR = 20mm und xR = 30mm. Die
rot gestrichelten Linien geben jeweils die Resonanzfrequenz fR nach Gl. (5.4) an.
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Einflüsse der Lage der Resonatoren

In der Abb. 5.21a ist der Einfluss der Lage xR der Resonatoren auf die Randfrequenzen

der ersten LR-Bandlücke für die Einheitszelle aus der Abb. 5.19 mit aR = 1, 5mm, r =

3, 5mm und lR = 15mm dargestellt. Dabei zeigt sich, dass die erste LR-Bandlücke na-

hezu unabhängig von der Lage der Resonatoren ist. Allerdings hat die Lage xR, wie in

der Abb. 5.21b dargestellt, einen erheblichen Einfluss auf die erste BG-Bandlücke. Dabei

wird die erste BG-Bandlücke, wie bereits im Unterabschnitt 4.4.3 für die Verwendung

von Einzelmassen erläutert, durch die Änderung der mitschwingenden Masse bei den be-

grenzenden Eigenformen am unteren und am oberen Rand der Bandlücke beeinflusst. Je

nach Lage der Resonatoren wird die mitschwingende Masse für die Eigenformen unter-

schiedlich stark erhöht, wodurch die zugehörigen Eigenfrequenzen unterschiedlich stark

absinken. Dadurch kann die Breite der ersten BG-Bandlücke entweder deutlich zunehmen

(z. B. für xR = 30mm) oder abnehmen (z. B. für xR = 40mm), sodass sich die Bandlücke

sogar vollständig schließen kann. Dementsprechend können die Lagen der Resonatoren

auf die Eigenformen der für den jeweiligen praktischen Anwendungsfall relevanten BG-

Bandlücken abgestimmt werden.

Abbildung 5.21: (a) Einfluss der Lage xR auf die erste LR-Bandlücke. Die rot gestrichelte
Linie gibt die Resonanzfrequenz fR nach Gl. (5.4) an. (b) Einfluss der Lage xR auf die erste
BG-Bandlücke. Die Berechnungen basieren auf aR = 1, 5mm, r = 3, 5mm und lR = 15mm.

Einflüsse der Resonatoren auf die Dispersionskurven und das Transmissions-

spektrum

In der Abb. 5.22a sind die reellen Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb.

5.19 mit lR = 15mm, aR = 1, 5mm, r = 3, 5mm und xR = 30mm dargestellt, wobei

der abgebildete Frequenzbereich für ein besseres Verständnis auf den Bereich der LR-

Bandlücke beschränkt ist. Für diese Parameter der Resonatoren ergibt sich nach Gl. (5.4)

eine abgeschätzte Resonanzfrequenz von fR = 766Hz. Es zeigt sich, dass tatsächlich bei
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706 − 788Hz eine LR-Bandlücke entsteht und die abgeschätzte Resonanzfrequenz inner-

halb dieser Bandlücke liegt. Außerdem liegt die LR-Bandlücke deutlich unterhalb der

ersten BG-Bandlücke, die bei 4301 − 6988Hz liegt und deshalb in der Abb. 5.22a nicht

dargestellt ist. Es zeigt sich, dass die LR-Bandlücke am unteren Rand durch zwei nahezu

horizontal verlaufende Bänder begrenzt wird und eine sehr schmale weitere LR-Bandlücke

zwischen dem zweiten und dritten Band auftritt. Diese sehr schmale LR-Bandlücke ist in

der Abb. 5.22a in hellgrau hervorgehoben und ist am unteren Rand durch das zweite Band

an der Stelle M begrenzt, welches in der Abb. 5.22a mit dem Punkt 1 markiert ist. Am

oberen Rand wird die schmale Bandlücke durch das mit dem Punkt 2 markierte dritte

Band an der Stelle X begrenzt. Die zugehörige Eigenform zum Punkt 1 ist in der Abb.

5.22b und zum Punkt 2 in der Abb. 5.22c dargestellt. Bei beiden Eigenformen schwingen

fast nur die Resonatoren, wobei die Schwingungsamplituden bei der zugehörigen Eigen-

form zum Punkt 1 bei allen Resonatoren ungefähr gleich groß sind. Hingegen sind bei der

zugehörigen Eigenform zum Punkt 2 nur die Schwingungsamplituden der Resonatoren

auf den horizontalen Armen gleich groß und die Schwingungsamplituden der Resonato-

ren auf den vertikalen Armen sind unterschiedlich groß. Weitere Untersuchungen, die hier

nicht ausführlich dargestellt werden, zeigen, dass diese sehr schmale LR-Bandlücke ab-

(a) (b)

(d)3

4

1

2

(c)

(e)

Wellenvektor [1/m]

1. LR-BL: 706 - 788 Hz

Abbildung 5.22: (a) Vergrößert dargestellte reelle Dispersionskurven im Bereich der LR-
Bandlücke für die Einheitszelle mit Resonatoren aus der Abb. 5.19 für lR = 15mm, aR =
1, 5mm, r = 3, 5mm und xR = 30mm. Die Resonanzfrequenz nach Gl. (5.3) beträgt fR =
766Hz. (b) Zugehörige Eigenform zum Punkt 1 : Stelle M, Band 2. (c) Zugehörige Eigenform
zum Punkt 2 : Stelle X, Band 3. (b) Zugehörige Eigenform zum Punkt 3 : Stelle Γ, Band 4.
(c) Zugehörige Eigenform zum Punkt 4 : Stelle Γ, Band 5. Die Geometrie-, Querschnitts- und
Materialeigenschaften sind in der Tab. 5.2 angegeben.
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hängig von der Lage xR der Resonatoren ist und beispielsweise für xR = 45mm vollständig

verschwindet. Eine Auswertung der Eigenformen für xR = 45mm zeigt, dass sich die

Bandlücke im Punkt M schließt, da entgegen der Eigenform aus der Abb. 5.22b entwe-

der nur die Resonatoren auf den horizontalen oder auf den vertikalen Armen schwingen

und sich die zugehörigen Bänder 2 und 3 im Punkt M berühren. Auf eine ausführliche

Darstellung der Dispersionskurven und der Eigenformen für xR = 45mm wird an dieser

Stelle jedoch verzichtet.

Da die sehr schmale Bandlücke in der Abb. 5.22a nur eine Breite von 5Hz aufweist und nur

bei bestimmten Lagen xR der Resonatoren auftritt, hat diese Bandlücke keine praktische

Relevanz und kann vernachlässigt werden. Die breitere Bandlücke wird daher nachfolgend

als erste LR-Bandlücke bezeichnet und ist am unteren Rand durch das vierte Band an

der Stelle Γ begrenzt, welches in der Abb. 5.22a mit dem Punkt 3 markiert ist. Am

oberen Rand wird die Bandlücke durch das mit dem Punkt 4 markierte fünfte Band

an der Stelle Γ begrenzt. Die zugehörige Eigenform zum Punkt 3 ist in der Abb. 5.22d

und zum Punkt 4 in der Abb. 5.22e dargestellt. Bei der Eigenform aus der Abb. 5.22d

schwingen lediglich die Resonatoren, wobei die Resonatoren auf den horizontalen Armen

größere Verschiebungen als die Resonatoren auf den vertikalen Armen aufweisen. Diese

Eigenform besteht also lediglich aus den Eigenformen der Resonatoren, woraus folgt, dass

die tatsächliche Resonanzfrequenz zu dieser Eigenform 706Hz betragen muss. Dafür spre-

chen auch die nahezu horizontal verlaufenden Bänder am unteren Rand der Bandlücke, da

der Effekt der lokalen Resonanz quasi unabhängig von der Wellenausbreitungsrichtung ist.

Bei der Eigenform aus der Abb. 5.22e zeigen sich hingegen auch kleine Biegeverformungen

der Zick-Zack-Arme der Gitterstruktur.

Im Vergleich zu den BG-Bandlücken weisen die LR-Bandlücken auch einige Unterschiede

in den komplexen Dispersionskurven und Transmissionsspektren auf. Zur Veranschauli-

chung sind in der Abb. 5.23 die komplexen Dispersionskurven für die Einheitszelle mit Re-

sonatoren aus der Abb. 5.19 für lR = 15mm, aR = 1, 5mm, r = 3, 5mm und xR = 30mm,

sowie das zugehörige Transmissionsspektrum in der Γ−X-Richtung für Nt,x = 14, Nt,y =

6, Nt,eval = 4 und NPML = 1, dargestellt. Innerhalb von den BG-Bandlücken sind die

Verläufe der Imaginärteile des Wellenvektors sowie der Wellentransmission meistens para-

belförmig und der größte Imaginärteil des Wellenvektors bzw. die kleinste Wellentransmis-

sion, tritt ungefähr in der Mitte der Bandlücke auf. Hingegen verlaufen die Imaginärteile

des Wellenvektors sowie die Wellentransmission innerhalb von LR-Bandlücken, wie in der

Abb. 5.23 deutlich wird, meistens spitz in Richtung der Resonanzfrequenz zu. Dement-

sprechend ist das Dämpfungsvermögen der Struktur bei der Resonanzfrequenz, die sich

wie im vorliegenden Fall meistens am unteren Rand der LR-Bandlücke befindet, sehr hoch

und nimmt dann allerdings mit zunehmendem Abstand von der Resonanzfrequenz schnell

ab. Beispielsweise beträgt die Wellentransmission am oberen Rand der Bandlücke in Abb.
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5.23 noch ungefähr −11 dB und ist damit erheblich höher als die Wellentransmission

am unteren Rand der Bandlücke mit ungefähr −45 dB. Somit können durch die Verwen-

dung von Resonatoren zwar LR-Bandlücken in nahezu beliebig niedrigen Frequenzberei-

chen erzielt werden, aber gleichzeitig weisen die LR-Bandlücken den Nachteil einer gerin-

gen Breite und eines teilweise geringen Dämpfungsvermögens auf. Eine Möglichkeit, die

Breite einer LR-Bandlücke oder BG-Bandlücke im Transmissionsspektrum zu vergrößern,

stellt die Staffelung von unterschiedlichen Zick-Zack-Gitterstrukturen mit überlappenden

Bandlücken dar, welche im nachfolgenden Abschnitt dargestellt und beschrieben wird.

Abbildung 5.23: Komplexe Dispersionskurven für die Einheitszelle mit Resonatoren aus der
Abb. 5.19 für lR = 15mm, aR = 1, 5mm, r = 3, 5mm und xR = 30mm, sowie zugehöriges
Transmissionsspektrum in Γ−X-Richtung für Nt,x = 14, Nt,y = 6, Nt,eval = 4 und NPML = 1.

5.6 Beeinflussung der Wellenausbreitung durch die

Staffelung verschiedener Zick-Zack-Gitterstruk-

turen

In diesem Abschnitt wird die Möglichkeit einer, wie in der Abb. 5.24 veranschaulicht,

gestaffelten dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstruktur, bestehend aus unter-

schiedlichen Einheitszellen zur Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften, erläu-

tert. Im Beispiel aus der Abb. 5.24 bestehen die Schichten der linken Hälfte aus der

Einheitszelle 1 und die Schichten der rechten Hälfte aus der Einheitszelle 2. Durch diese

Staffelung unterschiedlicher phononischer Zick-Zack-Gitterstrukturen mit überlappenden

BG- oder LR-Bandlücken können deutlich breitere Bandlücken im Transmissionsspek-

trum erzielt werden. Aufgrund der normalerweise geringen Breiten der LR-Bandlücken
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kann insbesondere eine Staffelung von unterschiedlichen lokal-resonanten phononischen

Strukturen sehr hilfreich sein, um den Frequenzbereich der LR-Bandlücke im Transmissi-

onsspektrum zu vergrößern.

Zur Veranschaulichung sind in der Abb. 5.25 die reellen Dispersionskurven von zwei

verschiedenen Einheitszellen mit Resonatoren und das Transmissionsspektrum für eine

gestaffelte Anordnung der beiden Einheitszellen dargestellt. Beide Einheitszellen entspre-

x

y

z
Einheitszelle 1 Einheitszelle 2

u0e
iωt

Abbildung 5.24: Gestaffelte dickwandige phononische Zick-Zack-Gitterstruktur bestehend aus
zwei unterschiedlichen Einheitszellen. In diesem Fall bestehen die Schichten in der linken Hälfte
aus der Einheitszelle 1 und die Schichten in der rechten Hälfte aus der Einheitszelle 2.

chen der Einheitszelle aus der Abb. 5.19 mit den Geometrie- und Materialeigenschaften

der Zick-Zack-Gitterstruktur aus der Tab. 5.2. Lediglich die Resonatoren werden variiert,

wobei für beide Einheitszellen die Abmessungen lR = 15mm, aR = 1, 5mm, xR = 30mm

verwendet werden und der Radius der kreisförmigen Scheiben r = 3, 7mm für die Ein-

heitszelle 1 und r = 3, 4mm für die Einheitszelle 2 beträgt. Die kreisförmigen Scheiben

bestehen jeweils aus Wolfram mit E2 = 360GPa, ρ2 = 19320 kg/m3 und ν2 = 0, 3.

Die reellen Dispersionskurven in der Abb. 5.25 zeigen, dass die Einheitszelle 1 (EZ 1)

eine LR-Bandlücke von 678 − 761Hz und die Einheitszelle 2 (EZ 2) eine LR-Bandlücke

von 738 − 820Hz aufweist. Außerdem besitzen beide Einheitszellen eine zusätzliche sehr

schmale LR-Bandlücke unterhalb der breiteren LR-Bandlücke mit einer Breite von 5Hz.

Die deutliche Überschneidung der LR-Bandlücken ist notwendig, da das Transmissionss-

pektrum innerhalb von den LR-Bandlücken, wie im Abschnitt 5.5 erläutert, spitz zum

unteren Rand der jeweiligen Bandlücke zuläuft und die Wellentransmission bis zum obe-

ren Rand der Bandlücke wieder erheblich ansteigt. Bei den BG-Bandlücken ist diese deut-

liche Überschneidung aufgrund der parabolischen Wellentransmissionsverläufe innerhalb

der BG-Bandlücken nicht zwingend notwendig.

Das Transmissionsspektrum der gestaffelten dickwandigen Zick-Zack-Gitterstruktur ist

auf der rechten Seite der Abb. 5.25 dargestellt. Dabei basiert die Transmissionsberech-
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nung auf der Abb. 5.11 mit Nt,x = 28, Nt,y = 4, Nt,eval = 2 und NPML = 1. Die Schichten

in der linken Hälfte bestehen aus der Einheitszelle 1 und die Schichten in der rechten Hälfte

bestehen aus der Einheitszelle 2. Es wird dabei sehr deutlich, dass die gestaffelte Anord-

nung von unterschiedlichen Einheitszellen zu einer wesentlich breiteren LR-Bandlücke im

Transmissionsspektrum führt. Beispielsweise kann durch die gestaffelte Anordnung eine

maximale Wellentransmission von T = −25 dB über eine Breite von etwa 130Hz erreicht

werden. Hingegen beträgt die Breite bei der Verwendung von nur einer Einheitszelle nur

etwa 70Hz, über die eine maximale Wellentransmission von 25 dB erzielt werden kann.

-60 -40 -20 0

Transmission [dB]

EZ 1: r = 3,7 mm EZ 2: r = 3,4 mm

Abbildung 5.25: Reelle Dispersionskurven für die Einheitszelle aus der Abb. 5.19 für lR =
15mm, aR = 1, 5mm und xR = 30mm mit r = 3, 7mm (links, Einheitszelle 1) sowie r = 3, 4mm
(mitte , Einheitszelle 2). Rechts ist das zugehörige Transmissionsspektrum in der Γ−X-Richtung
für die gestaffelte Struktur mit Nt,x = 28, Nt,y = 4, Nt,eval = 2 und NPML = 1 dargestellt.
Dabei bestehen die Schichten in der linken Hälfte aus der Einheitszelle 1 und die Schichten in
der rechten Hälfte aus der Einheitszelle 2.

5.7 Zusammenfassung der Erkenntnisse

In diesem Abschnitt werden sowohl passive als auch aktive Maßnahmen zur Beeinflussung

des Wellenausbreitungsverhaltens in 2D dickwandigen phononischen Zick-Zack-Gitter-

strukturen untersucht. Als passive Maßnahmen können dabei die Perforationen in den

dickwandigen Zick-Zack-Armen angeordnet oder Zick-Zack-Gitterstrukturen mit unter-

schiedlichenWellenausbreitungseigenschaften gestaffelt werden. Zur aktiven Beeinflussung

des Wellenausbreitungsverhaltens können lokale Resonatoren angebracht werden, wodurch

insbesondere Bandlücken in sehr niedrigen Frequenzbereichen erzielt werden können. In
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der Tab. 4.4 sind die wesentlichen Erkenntnisse aus den Parameterstudien zusammenge-

fasst. Dabei sind in Abhängigkeit des jeweiligen Parameters die Kriterien für eine nieder-

frequente sowie die Kriterien für eine breite erste Bandlücke angegeben. Die Kriterien bei

den Perforationen beziehen sich auf eine äquidistante Anordnung von den kreisförmigen

Perforationen, wobei zwischen den Lagen b = 0, 25l und b = 0, 40l der Zick-Zack-Knicke

unterschieden wird. Durch eine individuelle Optimierung der Formen und Anordnungen

der Perforationen für eine bestimmte Einheitszelle können allerdings wesentlich breitere

Bandlücken im niedrigen Frequenzbereich erzielt werden.

Tabelle 5.3: Kriterien für niederfrequente und breite Bandlücken.

Art Parameter Niederfrequente Bandlücken Breite Bandlücken

Passiv
Perforationen

r Möglichst groß Möglichst klein

npf,1
Möglichst groß für b = 0, 25l Möglichst groß für b = 0, 25l

npf,1 = 0 für b = 0, 40l npf,1 = 1 für b = 0, 40l

npf,2
npf,2 = 0 für b = 0, 25l npf,2 = 0 für b = 0, 25l

Möglichst groß für b = 0, 40l npf,2 = 0 für b = 0, 40l

Staffelung / Staffelung von LR-BL Staffelung von BG-BL

Aktiv
Lokale cR Möglichst klein Eher klein, geringer Einfluss

Resonatoren mR Möglichst groß Groß, geringer Einfluss
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6.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die elastischen Wellenausbreitungseigenschaften von

verschiedenen phononischen Strukturen mithilfe von effizienten SE-Methoden untersucht.

Die phononischen Materialien und Strukturen bestehen aus einer periodischen Anord-

nung von unterschiedlichen Materialien oder Geometrien und weisen bestimmte Fre-

quenzbereiche auf, die üblicherweise als Bandlücken oder Stop-Bänder bezeichnet wer-

den, in denen sich akustische oder elastische Wellen nicht ausbreiten können. Die Un-

tersuchungen in dieser Arbeit konzentrieren sich auf die sogenannten phononischen Zick-

Zack-Gitterstrukturen, die sich durch ein geringes Eigengewicht, eine hohe mechanische

Tragfähigkeit und außergewöhnliche Wellenausbreitungseigenschaften auszeichnen. Insbe-

sondere wird untersucht, wie die Wellenausbreitungseigenschaften der phononischen Zick-

Zack-Gitterstrukturen passiv und aktiv beeinflusst und auf vorgegebene Anforderungen

abgestimmt werden können. Dabei werden sowohl schlanke (dünnwandige) als auch ge-

drungene (dickwandige) phononische Zick-Zack-Gitterstrukturen behandelt.

Für die Analyse von schlanken balkenartigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen

wird in dieser Arbeit die SEM nach Doyle verwendet. Durch umfangreiche Effizienzana-

lysen werden die erheblichen Vorteile der SEM nach Doyle bei der Berechnung der kom-

plexen Dispersionskurven und der Wellentransmission im Vergleich zur konventionellen

FEM aufgezeigt. Es folgen detaillierte Untersuchungen zur Beeinflussung der Wellenaus-

breitung in schlanken Zick-Zack-Gitterstrukturen durch eine Variation der geometrischen

Parameter, der Steifigkeits- und Massenverhältnisse und der Verwendung von diskreten

Massen. Dabei wird auch gezeigt, dass die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse durch

eine Skalierung der Einheitszelle auf nahezu beliebige Frequenzbereiche übertragen werden

können. Insbesondere durch eine Variation der Auslenkung W der Zick-Zack-Arme und

der Lage b der Zick-Zack-Knicke sowie durch die Einführung von Einzelmassen können die

Frequenzbereiche der Bandlücken bei gleichbleibender Gitterkonstante wesentlich beein-

flusst und niederfrequente Bandlücken erzielt werden. Bei den Untersuchungen wird jedoch

auch deutlich, dass sich die Kriterien für eine möglichst niederfrequente erste Bandlücke

und die Kriterien für eine möglichst breite erste Bandlücke häufig widersprechen können.

Neben den passiven und aktiven Maßnahmen zur Beeinflussung der Wellenausbreitung

wird unter der Berücksichtigung der Effekte der geometrischen Nichtlinearität auch eine
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weitere Möglichkeit zur aktiven und adaptiven Beeinflussung der Bandlücken vorgestellt.

Dabei können durch das gesteuerte Aufbringen oder Entfernen von externen Lasten die

Bandlückenrandfrequenzen erhöht oder verringert werden. Dies kann durch die on-off -

oder off-on-Schalter realisiert werden, wobei sich hierbei insbesondere die zweiaxialen

Druck- oder Zugbelastungen als vorteilhaft erweisen. Entgegen den einaxialen Belastun-

gen können mithilfe der zweiaxialen Belastungen sowohl die untere als auch die obere

Randfrequenz der ersten Bandlücke wesentlich beeinflusst werden.

Weiterhin werden in dieser Arbeit dickwandige phononische Zick-Zack-Gitterstrukturen

mithilfe der SEM nach Patera untersucht. Auch in diesem Fall werden zunächst durch

umfangreiche Effizienzanalysen die erheblichen Vorteile der SEM nach Patera bei der

Berechnung der reellen und komplexen Dispersionskurven sowie der Wellentransmissi-

on im Vergleich zur konventionellen FEM demonstriert. Anschließend wird insbesondere

analysiert, wie die Wellenausbreitungseigenschaften durch Perforationen in den Zick-Zack-

Armen beeinflusst werden können. Zu diesem Zweck werden zunächst die verschiedenen

Mechanismen, durch die die Perforationen die Wellenausbreitungseigenschaften beeinflus-

sen, identifiziert. Dabei zeigt sich, dass die erste Bandlücke (LR-Bandlücke) insbeson-

dere durch die Änderung der Steifigkeiten und Massen infolge der Perforationen beein-

flusst wird. Durch die Auswertung der Dispersionskurven sowie der zugehörigen Eigen-

formen, die die erste Bandlücke am unteren und oberen Rand begrenzen, können die

optimalen Positionen und Formen der Perforationen ermittelt werden. Dadurch können

schließlich sowohl die Breite der ersten Bandlücke erheblich vergrößert als auch die unte-

re Bandlückenrandfrequenz deutlich verringert werden. Die Bandlücken höherer Ordnung

werden hingegen durch Bragg-Beugungseffekte an den Rändern der Perforationen beein-

flusst. Es folgen Untersuchungen zum Einfluss von Resonatoren, die aus einem Kragarm

mit einer geringen Steifigkeit und einer großen Masse am freien Ende bestehen. Durch

das Anbringen dieser Resonatoren an die Zick-Zack-Arme können sehr niederfrequen-

te Bandlücken erzielt werden. Die Eigenfrequenz der Resonatoren kann dabei durch ein

Ersatzmodell eines Kragträgers abgeschätzt werden. Durch die Anpassung der Biegestei-

figkeit und der Masse am freien Ende sowie der Anordnung bzw. Lage der Resonatoren

können somit lokal-resonante Bandlücken in nahezu beliebigen Frequenzbereichen erzielt

werden. Abschließend wird die Möglichkeit einer Staffelung von verschiedenen dickwan-

digen Zick-Zack-Gitterstrukturen mit dem Zweck einer möglichst breitbandigen Wellen-

bzw. Schwingungsisolierung vorgestellt. Dazu werden die Dispersionskurven von zwei un-

terschiedlichen Einheitzszellen so aufeinander abgestimmt, dass sich die ersten Bandlücken

teilweise überschneiden. Durch eine gestaffelte Anordnung der beiden unterschiedlichen

Einheitszellen ergibt sich somit im Transmissionsspektrum eine sehr breite Bandlücke, die

sich aus den Bandlücken der beiden Einheitszellen zusammensetzt.
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Die in dieser Arbeit vorgeschlagenen und untersuchten phononischen Zick-Zack-Gitter-

strukturen und die entsprechenden Beeinflussungsmaßnahmen sind in der nachfolgenden

Tabelle zusammengefasst.

Tabelle 6.1: Zusammenfassung der Möglichkeiten um die Wellenausbreitungseigenschaften von
Zick-Zack-Gitterstrukturen zu beeinflussen.

Art Zick-Zack-Strukturen Parameter

Passiv

Schlank (dünnwandig)

Geometrie, Material

Knicke

Steifigkeits- und Massenverhältnisse

Gedrungen (dickwandig)

Knicke

Perforationen

Staffelung

Aktiv

Schlank (dünnwandig)
Einzelmassen als lokale Resonatoren

Äußere Druck- bzw. Zugbelastung (geometr.
Nichtlinearität)

Gedrungen (dickwandig) Lokale Resonatoren

6.2 Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden verschiedene vielversprechende Maßnahmen zur passi-

ven und aktiven Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften von dünn- und dick-

wandigen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen vorgestellt. In der Zukunft soll un-

tersucht werden, wie die verschiedenen Maßnahmen kombiniert, weiterentwickelt und

ergänzt werden können, um weitere Verbesserungen hinsichtlich breiter Bandlücken im

niedrigen Frequenzbereich zu erzielen. Unter Anderem sollen in der Zukunft die folgenden

Möglichkeiten untersucht werden:

• Kombination von Perforationen und Resonatoren bei dickwandigen phononischen

Zick-Zack-Gitterstrukturen.

• Kombination von diskreten Einzelmassen und einer äußeren Belastung bei dünnwan-

digen phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

• Gradierte Staffelung von phononischen Zick-Zack-Gitterstrukturen mit kontinuier-

licher Änderung der Wellenausbreitungseigenschaften.

• Gradierte Anordnung von unterschiedlichen Peforationen bei dickwandigen phono-

nischen Zick-Zack-Gitterstrukturen.

• Aktive Beeinflussung der Wellenausbreitungseigenschaften in dünnwandigen phono-

nischen Zick-Zack-Gitterstrukturen durch die Ausnutzung der Piezoelektrizität.
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Außerdem soll eine experimentelle Validierung der vorgeschlagenen phononischen Zick-

Zack-Gitterstrukturen und der entsprechenden Beeinflussungsmaßnahmen durchgeführt

werden.

Auch die in dieser Arbeit verwendeten SE-Methoden nach Doyle und nach Patera

haben sich als sehr effizient für die numerische Simulation elastischer Wellenausbreitungs-

probleme in 2D Zick-Zack-Gitterstrukturen erwiesen. Für einige phonische Materialien

und Strukturen ist jedoch eine 3D Berechnung erforderlich. Eine Erweiterung des nume-

rischen Werkzeugs auf Basis der SEM nach Patera auf Schalenelemente wurde bereits

realisiert und weist ebenfalls erhebliche Vorteile im Vergleich zur konventionellen FEM

auf. Neben den deutlichen Vorteilen bei der Berechnung der Dispersionskurven und der

Wellentransmission ergibt sich durch die Verwendung höherer Elementordnungen bei ver-

schiebungsbasierten Reissner-Mindlin-Schalenelementen der Vorteil, dass der Einfluss

von Querschub-Locking reduziert wird [70]. Auch eine Erweiterung der im Rahmen dieser

Arbeit entwickelten numerischen Werkzeuge auf 3D Balkenelemente oder 3D Volumen-

elemente der Elastodynamik ist möglich, würde allerdings den Rahmen dieser Arbeit

übersteigen.

Als verbesserungswürdig hat sich der in dieser Arbeit verwendete Netzgenerator GMSH

für die SEM nach Patera erwiesen. Der deutliche Vorteil der SEM nach Patera im

Vergleich zur konventionellen FEM konnte aufgrund von einer Netzverfeinerung, insbe-

sondere im Umfeld der kreisförmigen Perforationen, nicht vollständig ausgenutzt werden.

Dies liegt insbesondere daran, dass in dieser Arbeit ausschließlich geradlinig berandete

quadrilaterale Elemente verwendet wurden. Eine erhebliche Verbesserung könnte durch

die Verwendung von optimierten Netzgeneratoren für krummlinig berandete quadrila-

terale spektrale Elemente höherer Ordnung erzielt werden. Die Entwicklung derartiger

Netzgeneratoren ist allerdings noch Gegenstand aktuellerer Forschung (z.B. [87,125]).
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Anhang

A Fourier-Transformation

Eine beliebige aperiodische Funktion f ∈ L1 (Rn), wobei L1 der Lebesque-Raum der

1-fach integrierbaren Funktionen ist, kann mithilfe der Fourier-Transformation

f (p) = (Ff) (p) =
1√
2π

n

∫
Rn

f (x) e−ipx dx (A.1)

in ein kontinuierliches Spektrum zerlegt werden. Dabei ist f die Fourier-Transformierte

von f und p ist der sogenannte Transformationsparameter. Für die Anwendung im Rah-

men dieser Arbeit kann somit eine zeitabhängige Funktion f(t) ∈ L1 (R) mittels

f (ω) = (Ff) (ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

f (t) e−iωt dt (A.2)

vom Zeitbereich in den Frequenzbereich transformiert werden.

Beispielsweise folgt durch die Anwendung der Fourier-Transformation auf die hyperbo-

lische partielle Differentialgleichung bzw. longitudinale Wellengleichung

EAu′′(x, t)− ρAü(x, t) = 0 (A.3)

für Stabschwingungen im Zeitbereich die elliptische gewöhnliche Differentialgleichung

bzw. zeitharmonische longitudinale Wellengleichung

EAu′′(x) + ω2ρAu(x) = 0 (A.4)

für Stabschwingungen im Frequenzbereich.
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Anhang

B Spektrale Formfunktionen des Euler-Bernoulli-

Balkens nach Theorie II. Ordnung

Die spektralen Formfunktionen NII
B =

[
φII
B1 φII

B2 φII
B3 φII

B4

]
des Euler-Bernoulli-

Balkens nach Theorie II. Ordnung können mithilfe von Gl. (3.38) berechnet werden, wobei

sich kλ1 und kλ2 für eine Druckkraft aus der Gl. (3.26) und für eine Zugkraft aus der Gl.

(3.27) ergeben. Die ersten beiden Formfunktionen sind gegeben durch

φII
B1 =

1

α

[
1

2
k4
λ2 cos (kλ1x)−

1

2
k4
λ1 cosh (kλ2 (2l − x))

− 2 cosh (kλ2l)
(
k2
λ1k

2
λ2 cos (kλ1 (l + x)) + 3k2

λ1k
2
λ2 cos (kλ1 (l − x))

)
− 2 cos (kλ1l)

(
k2
λ1k

2
λ2 cosh (kλ2 (l + x)) + 3k2

λ1k
2
λ2 cosh (kλ2 (l − x))

)
− 1

2
k4
λ2 cos (kλ1 (2l − x)) +

1

2
k4
λ1 cosh (kλ2x) +

3

2
k2
λ1k

2
λ2 cos (kλ1 (2l − x))

+
3

2
k2
λ1k

2
λ2 cosh (kλ2 (2l − x))− 1

2
k4
λ1 cos (2kλ1l) cosh (kλ2x)

− 1

2
k4
λ2 cosh (2kλ2l) cos (kλ1x) +

9

2
k2
λ1k

2
λ2 cos (kλ1x)

+
9

2
k2
λ1k

2
λ2 cosh (kλ2x) +

1

2
k4
λ1 cosh (kλ2 (2l − x)) cos (2kλ1l)

+
1

2
k4
λ2 cos (kλ1 (2l − x)) cosh (2kλ2l)− kλ1k

3
λ2 sin (kλ1l) sinh (kλ2 (l − x))

+ 3kλ1k
3
λ2 sinh (kλ2l) sin (kλ1 (l − x))− 3k3

λ1kλ2 sin (kλ1l) sinh (kλ2 (l − x))

+ k3
λ1kλ2 sinh (kλ2l) sin (kλ1 (l − x)) +

3

2
k2
λ1k

2
λ2 cos (2kλ1l) cosh (kλ2x)

+
3

2
k2
λ1k

2
λ2 cosh (2kλ2l) cos (kλ1x)−

1

2
kλ1k

3
λ2 sin (kλ1 (2l − x)) sinh (2kλ2l)

+
1

2
kλ1k

3
λ2 sinh (kλ2 (2l − x)) sin (2kλ1l)−

1

2
k3
λ1kλ2 sin (kλ1 (2l − x)) sinh (2kλ2l)

+
1

2
k3
λ1kλ2 sinh (kλ2 (2l − x)) sin (2kλ1l) +

1

2
k2
λ1k

2
λ2 cos (kλ1 (2l − x)) cosh (2kλ2l)

+
1

2
k2
λ1k

2
λ2 cosh (kλ2 (2l − x)) cos (2kλ1l)− kλ1k

3
λ2 sin (kλ1 (l + x)) sinh (kλ2l)

− kλ1k
3
λ2 sinh (kλ2 (l + x)) sin (kλ1l) + k3

λ1kλ2 sin (kλ1 (l + x)) sinh (kλ2l)

+ k3
λ1kλ2 sinh (kλ2 (l + x)) sin (kλ1l) +

1

2
kλ1k

3
λ2 sin (2kλ1l) sinh (kλ2x)

+
3

2
kλ1k

3
λ2 sinh (2kλ2l) sin (kλ1x)−

3

2
k3
λ1kλ2 sin (2kλ1l) sinh (kλ2x)

− 1

2
k3
λ1kλ2 sinh (2kλ2l) sin (kλ1x)

]
, (B.1)
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φII
B2 =

1

α

[
2 cosh (kλ2l)

(
kλ1k

2
λ2 sin (kλ1 (l + x))− 3kλ1k

2
λ2 sin (kλ1 (l − x))

)
− 1

2
k3
λ2 sinh (kλ2 (2l − x))− 1

2
k3
λ1 sin (kλ1x)−

1

2
k3
λ2 sinh (kλ2x)

− 1

2
k3
λ1 sin (kλ1 (2l − x)) + 2 cos (kλ1l)

(
k2
λ1kλ2 sinh (kλ2 (l + x))

− 3k2
λ1kλ2 sinh (kλ2 (l − x))

)
− 1

2
k3
λ1 cosh (kλ2 (2l − x)) sin (2kλ1l)

+
1

2
k3
λ1 sin (kλ1 (2l − x)) cosh (2kλ2l)−

1

2
k3
λ2 cos (kλ1 (2l − x)) sinh (2kλ2l)

+
1

2
k3
λ2 sinh (kλ2 (2l − x)) cos (2kλ1l)− k3

λ1 cosh (kλ2 (l + x)) sin (kλ1l)

− k3
λ2 cos (kλ1 (l + x)) sinh (kλ2l)−

9

2
kλ1k

2
λ2 sin (kλ1x)−

9

2
k2
λ1kλ2 sinh (kλ2x)

+
1

2
k3
λ1 cosh (2kλ2l) sin (kλ1x) +

1

2
k3
λ1 cosh (kλ2x) sin (2kλ1l)

+
1

2
k3
λ2 cos (2kλ1l) sinh (kλ2x) +

1

2
k3
λ2 cos (kλ1x) sinh (2kλ2l)

+ k3
λ1 sin (kλ1l) cosh (kλ2 (l − x)) + k3

λ2 sinh (kλ2l) cos (kλ1 (l − x))

+
3

2
kλ1k

2
λ2 sin (kλ1 (2l − x)) +

3

2
k2
λ1kλ2 sinh (kλ2 (2l − x))

+ 3kλ1k
2
λ2 sin (kλ1l) cosh (kλ2 (l − x)) + 3k2

λ1kλ2 sinh (kλ2l) cos (kλ1 (l − x))

− 1

2
kλ1k

2
λ2 cosh (kλ2 (2l − x)) sin (2kλ1l) +

1

2
kλ1k

2
λ2 sin (kλ1 (2l − x)) cosh (2kλ2l)

− 1

2
k2
λ1kλ2 cos (kλ1 (2l − x)) sinh (2kλ2l) +

1

2
k2
λ1kλ2 sinh (kλ2 (2l − x)) cos (2kλ1l)

+ kλ1k
2
λ2 cosh (kλ2 (l + x)) sin (kλ1l) + k2

λ1kλ2 cos (kλ1 (l + x)) sinh (kλ2l)

− 3

2
kλ1k

2
λ2 cosh (2kλ2l) sin (kλ1x)−

3

2
kλ1k

2
λ2 cosh (kλ2x) sin (2kλ1l)

− 3

2
k2
λ1kλ2 cos (2kλ1l) sinh (kλ2x)−

3

2
k2
λ1kλ2 cos (kλ1x) sinh (2kλ2l)

]
, (B.2)

wobei

α = k4
λ1 − k4

λ2cosh (kλ2l)
2 − k4

λ1 cos (2kλ1l)− k4
λ2 cos (2kλ1l)− k4

λ1cosh (kλ2l)
2

+ k4
λ2 + 6k2

λ1k
2
λ2 + 2k2

λ1k
2
λ2 cos (2kλ1l) + k4

λ1 cos (2kλ1l) cosh (kλ2l)
2

+ k4
λ2 cos (2kλ1l) cosh (kλ2l)

2 + 6k2
λ1k

2
λ2cosh (kλ2l)

2

− 16k2
λ1k

2
λ2 cos (kλ1l) cosh (kλ2l) + 2k2

λ1k
2
λ2 cos (2kλ1l) cosh (kλ2l)

2. (B.3)
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Die dritte Formfunktion lautet

φII
B3 =

1

β

[
k2
λ1e

kλ2lekλ2xi− k2
λ1e

kλ2le−kλ2xi + k2
λ2e

kλ1lie−kλ1xii− k2
λ2e

kλ1liekλ1xii

− k2
λ1e

kλ2lekλ2xekλ1l2ii + k2
λ1e

kλ2le−kλ2xekλ1l2ii + kλ1kλ2e
kλ2lekλ2x

+ kλ1kλ2e
kλ2le−kλ2x − k2

λ2e
2kλ2lekλ1lie−kλ1xii + k2

λ2e
2kλ2lekλ1liekλ1xii

− 2kλ1kλ2e
kλ2lekλ1xi − 2kλ1kλ2e

kλ2xekλ1li + kλ1kλ2e
kλ1lie−kλ1xi

+ kλ1kλ2e
kλ1liekλ1xi + kλ1kλ2e

kλ2lekλ2xekλ1l2i + kλ1kλ2e
kλ2le−kλ2xekλ1l2i

− 2kλ1kλ2e
2kλ2le−kλ2xekλ1li − 2kλ1kλ2e

kλ2lekλ1l2ie−kλ1xi

+ kλ1kλ2e
2kλ2lekλ1lie−kλ1xi + kλ1kλ2e

2kλ2lekλ1liekλ1xi
]
, (B.4)

wobei

β = k2
λ1

(
e2kλ2li− i

)
− k2

λ2

(
e2kλ2li− i

)
+ ekλ1l2i(kλ1 − kλ2i)

2i

+ e2l(kλ2+kλ1i)(−kλ2 + kλ1i)
2i + 2kλ1kλ2

(
e2kλ2l + 1

)
− 8kλ1kλ2e

l(kλ2+kλ1i). (B.5)

Die vierte Formfunktion ergibt sich schließlich zu

φII
B4 =

1

γ

[
− kλ2

(
ekλ2lekλ1xi2i− ekλ2lekλ1l2ie−kλ1xi2i

+ 4ekλ2lekλ1li cosh (kλ2l) sin (kλ1x)− 4ekλ2lekλ1li cosh (kλ2x) sin (kλ1l)
)

− kλ1
(
2ekλ2xekλ1li − 2e2kλ2le−kλ2xekλ1li − 4ekλ2lekλ1li cos (kλ1l) sinh (kλ2x)

+ 4ekλ2lekλ1li cos (kλ1x) sinh (kλ2l)
)]
, (B.6)

wobei

γ = e2kλ2l(kλ1 − kλ2i)
2i− k2

λ1

(
e2l(kλ2+kλ1i)i + i

)
+ k2

λ2

(
e2l(kλ2+kλ1i)i + i

)
+ ekλ1l2i(kλ1 − kλ2i)

2i− 8kλ1kλ2e
l(kλ2+kλ1i)

+ 2kλ1kλ2
(
e2l(kλ2+kλ1i) + 1

)
. (B.7)
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C Spektrale Elementmatrix des Euler-Bernoulli-

Balkens nach Theorie II. Ordnung

Die spektrale Elementmatrix des Euler-Bernoulli-Balkens nach Theorie II. Ordnung

SII
B in der Gl. (3.39) kann mithilfe der spektralen Formfunktionen aus dem Anhang B

berechnet werden. Dabei ist die Stabkraft S bei einer Druckkraft negativ und bei einer

Zugkraft positiv einzusetzen. Außerdem ergeben sich kλ1 und kλ2 für eine Druckkraft aus

der Gl. (3.26) und für eine Zugkraft aus der Gl. (3.27). Die Einträge der Matrix

SII
B =


sIIB11 sIIB12 sIIB13 sIIB14

sIIB21 sIIB22 sIIB23 sIIB24

sIIB31 sIIB32 sIIB33 sIIB34

sIIB41 sIIB42 sIIB43 sIIB44

 (C.1)

ergeben sich zu

sIIB11 = − EI

∆11

kλ1kλ2
(
k2
λ1 + k2

λ2

) (
3k2

λ1kλ2 sin (2kλ1l)− k3
λ1 sinh (2kλ2l)

− k3
λ2 sin (2kλ1l) + 3kλ1k

2
λ2 sinh (2kλ2l) + k3

λ1 cos (2kλ1l) sinh (2kλ2l)

+ k3
λ2 cosh (2kλ2l) sin (2kλ1l)− 8kλ1k

2
λ2 cos (kλ1l) sinh (kλ2l)

− 8k2
λ1kλ2 cosh (kλ2l) sin (kλ1l) + kλ1k

2
λ2 cos (2kλ1l) sinh (2kλ2l)

+ k2
λ1kλ2 cosh (2kλ2l) sin (2kλ1l)

)
, (C.2)

sIIB12 =
1

∆12

[
EIk6

λ1 − EIk6
λ2 + Sk4

λ1 + Sk4
λ2 − EIk6

λ1 cos (2kλ1l) + EIk6
λ2 cos (2kλ1l)

− EIk6
λ1 cosh (2kλ2l) + EIk6

λ2 cosh (2kλ2l)− Sk4
λ1 cos (2kλ1l)− Sk4

λ2 cos (2kλ1l)

− Sk4
λ1 cosh (2kλ2l)− Sk4

λ2 cosh (2kλ2l)− 9EIk2
λ1k

4
λ2 + 9EIk4

λ1k
2
λ2 + 18Sk2

λ1k
2
λ2

− cos (kλ1l) cosh (kλ2l)
(
16EIk4

λ1k
2
λ2 − 16EIk2

λ1k
4
λ2 + 32Sk2

λ1k
2
λ2

)
+ EIk6

λ1 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l)− EIk6
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l)

+ Sk4
λ1 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l) + Sk4

λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l)

− 3EIk2
λ1k

4
λ2 cos (2kλ1l) + 3EIk4

λ1k
2
λ2 cos (2kλ1l)− 3EIk2

λ1k
4
λ2 cosh (2kλ2l)

+ 3EIk4
λ1k

2
λ2 cosh (2kλ2l) + 6Sk2

λ1k
2
λ2 cos (2kλ1l) + 6Sk2

λ1k
2
λ2 cosh (2kλ2l)

− 4EIkλ1k
5
λ2 sin (kλ1l) sinh (kλ2l)− 4EIk5

λ1kλ2 sin (kλ1l) sinh (kλ2l)

+ EIkλ1k
5
λ2 sin (2kλ1l) sinh (2kλ2l) + EIk5

λ1kλ2 sin (2kλ1l) sinh (2kλ2l)

− EIk2
λ1k

4
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l) + EIk4

λ1k
2
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l)

+ 2Sk2
λ1k

2
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l)− 8EIk3

λ1k
3
λ2 sin (kλ1l) sinh (kλ2l)

+ 2EIk3
λ1k

3
λ2 sin (2kλ1l) sinh (2kλ2l)

]
, (C.3)
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sowie

sIIB13 =
1

∆13

[
4EIkλ1kλ2e

l(kλ2+kλ1i) (kλ1 sin (kλ1l) + kλ2 sinh (kλ2l))
(
k2
λ1 + k2

λ2

) ]
, (C.4)

sIIB14 =
EI

∆14

[
kλ1kλ2 (cos (kλ1l)− cosh (kλ2l))

(
k2
λ1 + k2

λ2

) (
2kλ1kλ2

+ k2
λ1 sin (kλ1l) sinh (kλ2l)− k2

λ2 sin (kλ1l) sinh (kλ2l)

− 2kλ1kλ2 cos (kλ1l) cosh (kλ2l)
)]

, (C.5)

sIIB22 =
EI

∆22

(
k2
λ1 + k2

λ2

) (
k3
λ1 sin (2kλ1l)− k3

λ2 sinh (2kλ2l)

− 3kλ1k
2
λ2 sin (2kλ1l) + 3k2

λ1kλ2 sinh (2kλ2l)− k3
λ1 cosh (2kλ2l) sin (2kλ1l)

+ k3
λ2 cos (2kλ1l) sinh (2kλ2l) + 8kλ1k

2
λ2 cosh (kλ2l) sin (kλ1l)

− 8k2
λ1kλ2 cos (kλ1l) sinh (kλ2l)− kλ1k

2
λ2 cosh (2kλ2l) sin (2kλ1l)

+ k2
λ1kλ2 cos (2kλ1l) sinh (2kλ2l)

)
, (C.6)

sIIB24 =
1

∆24

[
4EIel(kλ2+kλ1i) (kλ2 sin (kλ1l)− kλ1 sinh (kλ2l))

(
k2
λ1 + k2

λ2

) ]
. (C.7)

Dabei sind ∆11, ∆12, ∆13, ∆14, ∆22 und ∆24 gegeben durch

∆11 = k4
λ1 − k4

λ2 cos (2kλ1l)− k4
λ1 cosh (2kλ2l)− k4

λ2 cosh (2kλ2l)− k4
λ1 cos (2kλ1l)

+ k4
λ2 + 18k2

λ1k
2
λ2 + k4

λ1 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l) + k4
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l)

+ 6k2
λ1k

2
λ2 cos (2kλ1l) + 6k2

λ1k
2
λ2 cosh (2kλ2l)− 32k2

λ1k
2
λ2 cos (kλ1l) cosh (kλ2l)

+ 2k2
λ1k

2
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l) , (C.8)

∆12 = 2k4
λ1 − 2k4

λ2 cosh
2 (kλ2l)− 2k4

λ1 cos (2kλ1l)− 2k4
λ2 cos (2kλ1l)− 2k4

λ1 cosh
2 (kλ2l)

+ 2k4
λ2 + 12k2

λ1k
2
λ2 + 4k2

λ1k
2
λ2 cos (2kλ1l) + 2k4

λ1 cos (2kλ1l) cosh
2 (kλ2l)

+ 2k4
λ2 cos (2kλ1l) cosh

2 (kλ2l) + 12k2
λ1k

2
λ2 cosh

2 (kλ2l)

− 32k2
λ1k

2
λ2 cos (kλ1l) cosh (kλ2l) + 4k2

λ1k
2
λ2 cos (2kλ1l) cosh

2 (kλ2l) , (C.9)

∆13 = e2kλ2l(kλ1 − kλ2i)
2i− k2

λ1

(
e2l(kλ2+kλ1i) + 1

)
i + k2

λ2

(
e2l(kλ2+kλ1i) + 1

)
i

+ ekλ1l2i(kλ1 − kλ2i)
2i− 8kλ1kλ2e

l(kλ2+kλ1i) + 2kλ1kλ2
(
e2l(kλ2+kλ1i) + 1

)
, (C.10)

∆14 = k4
λ1 cos

2 (kλ1l) cosh
2 (kλ2l)− k4

λ1 cos
2 (kλ1l)− k4

λ1 cosh
2 (kλ2l)

+ k4
λ1 + 2k2

λ1k
2
λ2 cos

2 (kλ1l) cosh
2 (kλ2l) + 2k2

λ1k
2
λ2 cos

2 (kλ1l)

− 8k2
λ1k

2
λ2 cos (kλ1l) cosh (kλ2l) + 2k2

λ1k
2
λ2 cosh

2 (kλ2l) + 2k2
λ1k

2
λ2

+ k4
λ2 cos

2 (kλ1l) cosh
2 (kλ2l)− k4

λ2 cos
2 (kλ1l)− k4

λ2 cosh
2 (kλ2l) + k4

λ2, (C.11)
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∆22 = k4
λ1 − k4

λ2 cos (2kλ1l)− k4
λ1 cosh (2kλ2l)− k4

λ2 cosh (2kλ2l)− k4
λ1 cos (2kλ1l)

+ k4
λ2 + 18k2

λ1k
2
λ2 + k4

λ1 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l) + k4
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l)

+ 6k2
λ1k

2
λ2 cos (2kλ1l) + 6k2

λ1k
2
λ2 cosh (2kλ2l)− 32k2

λ1k
2
λ2 cos (kλ1l) cosh (kλ2l)

+ 2k2
λ1k

2
λ2 cos (2kλ1l) cosh (2kλ2l) , (C.12)

∆24 = e2kλ2l(kλ1 − kλ2i)
2i− k2

λ1

(
e2l(kλ2+kλ1i) + 1

)
i + k2

λ2

(
e2l(kλ2+kλ1i) + 1

)
i

+ ekλ1l2i(kλ1 − kλ2i)
2i− 8kλ1kλ2e

l(kλ2+kλ1i) + 2kλ1kλ2
(
e2l(kλ2+kλ1i) + 1

)
. (C.13)

Außerdem gilt die Symmetrieeigenschaft sIIB,ij = sIIB,ji sowie

sIIB33 = sIIB11, sIIB44 = sIIB22,

sIIB34 = −sIIB12, sIIB14 = −sIIB23.
(C.14)
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D Koeffizientenmatrizen zur Berechnung der kom-

plexen Dispersionskurven

Für die Bestimmung der komplexen Dispersionskurven einer rechteckigen Einheitszelle

muss in der Γ−X-Richtung, in der X−M-Richtung, in der Γ−Y-Richtung und in der

Y−M-Richtung eine quadratische Eigenwertgleichung der Form(
λ2K3 + λK4 +KT

3

)
a = 0, (D.1)

sowie in der M−Γ-Richtung eine quartische Eigenwertgleichung der Form(
λ4K1 + λ3K2 + λ2K3 + λKT

2 +KT
1

)
a = 0 (D.2)

gelöst werden. Die Koeffizientenmatrizen Ki müssen aus den Untermatrizen der globa-

len dynamischen Steifigkeitsmatrix Kg,dyn bei der SEM nach Patera bzw. der globalen

spektralen Steifigkeitsmatrix Sg bei der SEM nach Doyle berechnet werden. Dabei ba-

sieren die folgenden Indizierungen auf der in der Abb. D.1a dargestellten Partitionierung

der Freiheitsgrade in u1 − u9, wobei die inneren Freiheitsgrade u9 mittels dynamischer

Guyan-Kondensation [44] aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Beispielsweise

umfasst die Untermatrix k57 die Nebeneinträge in der dynamischen Steifigkeitsmatrix,

die zugehörig sind zu den Freiheitsgraden u5 und u7. Des Weiteren wird mit 0kij
eine

Nullmatrix mit der Größe der Matrix kij bezeichnet. Die Koeffizientenmatrizen für die

x

y
u1

u5

u2 u6 u4

u7

u8 u3

u9

l1

l2

(b)

kx

ky

Γ X

M

2π
l2

2π
l1

Ψ

(a)

Y

Abbildung D.1: (a) Diskretisierte Einheitszelle mit den partitionierten Freiheitsgraden u1−u9,
nach [153]. (b) Erste Brillouin-Zone und ihr irreduzibler Teil Ψ für eine rechteckige Einheits-
zelle.
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in der Abb. D.1b dargestellte erste irreduzible Brillouin-Zone (IBZ) einer rechtecki-

gen Einheitszelle sind im Folgenden angegeben. In der Γ−X-Richtung ergeben sich die

Koeffizientenmatrizen zu

KΓX
3 =

k13 + k14 + k23 + k24 k17 + k27 0k18

kT
35 + kT

45 k57 0k58

kT
36 + kT

38 + kT
46 + kT

48 k78 + kT
67 0k88

 , (D.3)

KΓX
4 =

 kα,1 k15 + k25 + k37 + k47 k16 + k18 + k26 + k28

kT
15 + kT

25 + kT
37 + kT

47 k55 + k77 k56 + k58

kT
16 + kT

18 + kT
26 + kT

28 kT
56 + kT

58 k66 + k68 + k88 + kT
68

 , (D.4)

mit

kα,1 = k11 + k12 + k22 + k33 + k34 + k44 + kT
12 + kT

34. (D.5)

Die Lösung der quadratischen Eigenwertgleichung in der Γ−X-Richtung liefert die Aus-

breitungskonstante λx in Abhängigkeit von ω und die Ausbreitungskonstante in der y-

Richtung ist konstant λy = 1. Für die X−M-Richtung folgt für die Koeffizientenmatrizen

KXM
3 =

k34 − k23 + k12 − k14 0k15 k16 − k36

kT
25 − kT

27 − kT
45 + kT

47 0k57 k56 − kT
67

kT
28 − kT

48 0kT
58

kT
68

 , (D.6)

KXM
4 =

 kα,2 k15 − k17 − k35 + k37 k18 + k26 − k46 − k38

kT
15 − kT

17 − kT
35 + kT

37 k55 − k57 + k77 − kT
57 k58 − k78

kT
18 + kT

26 − kT
46 − kT

38 kT
58 − kT

78 k66 + k88

 , (D.7)

mit

kα,2 = k11 − k13 + k22 − k24 + k33 + k44 − kT
13 − kT

24. (D.8)

Die Lösung der quadratischen Eigenwertgleichung in der X−M-Richtung liefert die Aus-

breitungskonstante λy in Abhängigkeit von ω und die Ausbreitungskonstante in der x-

Richtung ist konstant λx = exp(iπ).

Für die quartische Eigenwertgleichung in der Γ−M-Richtung sind die Koeffizientenmatri-

zen abhängig vom Verhältnis λx/λy, wobei hier λx/λy = 1 gilt. Die Koeffizientenmatrizen

in der M−Γ-Richtung lauten für diesen Fall

KMΓ
1 =

k14 0k15 0k18

kT
45 0k55 0k58

kT
48 0T

k58
0k88

 , KMΓ
2 =

k34 + kT
12 + (k13 + k24) k17 k16

kT
25 + kT

47 + kT
35 k57 k56

kT
28 +

(
kT
46 + kT

38

)
kT
78 kT

68

 , (D.9)
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sowie

KMΓ
3 =

k11 + k22 + k23 + k33 + k44 + k23 k15 + k27 + k37 k18 + k26 + k36

kT
15 + kT

27 + kT
37 k55 + k77 k58 + kT

67

kT
18 + kT

26 + kT
36 k67 + kT

58 k66 + k88

 . (D.10)

Die Lösung der quartischen Eigenwertgleichung in der X−M-Richtung liefert bei einer

quadratischen Einheitszelle die Ausbreitungskonstante λ = λy = λx in Abhängigkeit

von ω. Für eine quadratische Einheitszelle ist es ausreichend die Kanten in den Γ−X-,

X−M- und M−Γ-Richtungen zu untersuchen. Bei einer rechteckigen Einheitszelle müssen

hingegen zusätzlich die Dispersionsrelationen für die Kanten in den Γ−Y- und Y−M-

Richtungen bestimmt werden. Die Koeffizientenmatrizen in der Γ−Y-Richtung ergeben

sich zu

KΓY
3 =

k34 + k23 + k12 + k14 0k15 k16 + k36

kT
25 + kT

27 + kT
45 + kT

47 0k57 k56 + kT
67

kT
28 + kT

48 0kT
58

kT
68

 , (D.11)

KΓY
4 =

 kα,3 k15 + k17 + k35 + k37 k18 + k26 + k46 + k38

kT
15 + kT

17 + kT
35 + kT

37 k55 + k57 + k77 + kT
57 k58 + k78

kT
18 + kT

26 + kT
46 + kT

38 kT
58 + kT

78 k66 + k88

 , (D.12)

mit

kα,3 = k11 + k13 + k22 + k24 + k33 + k44 + kT
13 + kT

24. (D.13)

Für die Y−M-Richtung lauten die Koeffizientenmatrizen

KYM
3 =

 k13 − k14 − k23 + k24 k17 − k27 0k18

kT
35 − kT

45 k57 0k58

−kT
36 + kT

38 + kT
46 − kT

48 k78 − kT
67 0k88

 , (D.14)

KYM
4 =

 kα,4 k15 − k25 + k37 − k47 k18 − k16 + k26 − k28

kT
15 − kT

25 + kT
37 − kT

47 k55 + k77 −k56 + k58

kT
18 − kT

16 + kT
26 − kT

28 −kT
56 + kT

58 k66 − k68 + k88 − kT
68

 , (D.15)

mit

kα,4 = k11 − k12 + k22 + k33 − k34 + k44 − kT
12 − kT

34. (D.16)

Abschließend sei darauf hingewiesen, dass bei den Einheitszellen, bei denen sich die peri-

odischen Bloch-Floquet-Randbedingungen in den x- und y-Richtungen nicht schnei-

den, die partitionierten Freiheitsgrade u1 − u4 nicht existieren und die entsprechenden

Zeilen und Spalten in den Koeffizientenmatrizen entfallen. Dies ist beispielsweise bei den

Einheitszellen der Zick-Zack-Gitterstrukturen der Fall.
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[37] Fontara, I.-K. ; Schepers, W. ; Savidis, S. ; Rackwitz, F. : Finite element

implementation of efficient absorbing layers for time harmonic elastodynamics of

unbounded domains. In: Soil Dynamics and Earthquake Engineering 114 (2018), S.

625–638.

[38] Gasch, R. ; Knothe, K. ; Liebich, R. : Strukturdynamik: Diskrete Systeme und

Kontinua. 2. Edition. Berlin Heidelberg : Springer-Verlag, 2012.

[39] Gaspar, N. ; Ren, X. J. ; Smith, C. W. ; Grima, J. N. ; Evans, K. E.: Novel

honeycombs with auxetic behaviour. In: Acta Materialia 53 (2005), Nr. 8, S. 2439–

2445.

[40] Geuzaine, C. ; Remacle, J.-F. : Gmsh: A 3-D finite element mesh generator with

built-in pre- and post-processing facilities. In: International Journal for Numerical

Methods in Engineering 79 (2009), Nr. 11, S. 1309–1331.

[41] Gross, D. ; Hauger, W. ; Wriggers, P. : Technische Mechanik 4 – Hydrome-
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[42] Guaŕın-Zapata, N. ;Gomez, J. : Evaluation of the spectral finite element method

with the theory of phononic crystals. In: Journal of Computational Acoustics 23

(2015), Nr. 2, 1550004, S. 1–17.

[43] Guddati, M. N. ; Yue, B. : Modified integration rules for reducing dispersion

error in finite element methods. In: Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering 193 (2004), Nr. 3–5, S. 275–287.

[44] Guyan, R. J.: Reduction of stiffness and mass matrices. In: AIAA Journal 3 (1965),

Nr. 2, S. 380–380.

[45] Ham, S. ; Bathe, K.-J. : A finite element method enriched for wave propagation

problems. In: Computer and Structures 94–95 (2012), S. 1–12.

[46] Heckl, M. : Wave propagation on beam-plate systems. In: Journal of the Acoustical

Society of America 33 (1961), Nr. 5, S. 640–651.

[47] Heckl, M. : Investigations on the vibrations of grillages and other simple beam

structures. In: Journal of the Acoustical Society of America 36 (1964), Nr. 7, S.

1335–1343.

[48] Heiland, D. ; Beyer, K. : Baudynamische Anforderungen an Labors und Pro-
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[49] Herrmann, N. : Höhere Mathematik für Ingenieure, Physiker und Mathematiker.

2. Auflage. München : Oldenbourg Wissenschaftsverlag, 2007.

[50] Holzapfel, G. A.: Nonlinear Solid Mechancis: A Continuum Approach for Engi-

neering. 1. Edition. Chichester : John Wiley & Sons, 2000.

[51] Hou, Z. ; Wu, F. ; Liu, Y. : Phononic crystals containing piezoelectric material.

In: Solid State Communications 130 (2004), Nr. 11, S. 745–749.

Seite 179



Literaturverzeichnis

[52] Huang, H. H. ; Sun, C. T.: Locally resonant acoustic metamaterials with 2D

anisotropic effective mass density. In: Philosophical Magazine 91 (2011), Nr. 6, S.

981–996.

[53] Huang, H. H. ; Sun, C. T. ;Huang, G. L.: On the negative effective mass density in

acoustic metamaterials. In: International Journal of Engineering Science 47 (2009),

Nr. 4, S. 610–617.

[54] Huang, Z.-G. ; Wu, T.-T. : Temperature effect on the bandgaps of surface and

bulk acoustic waves in two-dimensional phononic crystals. In: IEEE Transactions

on Ultrasonics, Ferroelectrics and Frequency Control 52 (2005), Nr. 3, S. 365–370.

[55] Hussein, M. I. ; Leamy, M. J. ; Ruzzene, M. : Dynamics of phononic materials

and structures: Historical origins, recent progress, and future outlook. In: Applied

Mechanics Reviews 66 (2014), Nr. 4, 040802, S. 1–38.
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