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Abstract

A vast part of today’s communication is transmitted through classical multi-wire transmission lines. Over
the last few decades, many households have been connected to the nearest digital subscriber access point
using these transmission lines. It is well known that this last mile connection is the bottleneck of modern
communication systems. Therefore, it is of essential importance to maximize the data rate throughput

over these transmission lines to increase the overall system performance.

Since this last mile connection is constantly decreasing, an extension in the frequency domain is possible to
achieve higher data rates. Therefore, as a first step, it is mandatory to properly model the transmission lines
over the full frequency region of interest subject to transmission, reflection, and crosstalk characteristics.
Transmission lines are basically described by their per-unit-length parameters. The computation of these
parameters for specific multi-wire transmission line geometry is a critical system design step. To get a
precise transmission line model over the frequency range from 1 MHz up to 1 GHz, geometry and material
constants have to be taken into account. Also, coupling of electromagnetic waves (proximity effect) has to
be considered. Proximity effect computation tends to be numerically unstable in the higher frequency
regions of interest. To solve this problem, a numerically stable solution will be presented using asymptotic

analysis.

Subsequently, for further investigations, the multi-wire transmission line is discussed as a MIMO system.
Hence, power wave scattering matrix is employed as an analysis tool. To improve transmission while
simultaneously reduce reflection and crosstalk, port impedances of the attached source and load network
have to be matched with the underlying multi-wire transmission line system. Impedance matching depends
on the frequency region of interest, the impedance network configuration, and the user-defined transmission
mode. A cost function is used as an optimization criterion, which takes these joint dependencies into
account. The network configuration is composed of differential and single-ended port impedances. The
port creation process is realized by the newly introduced non-square port transformation matrices. Local
optimization of the cost function is performed by variation of the complex-valued port impedances
using an extended gradient descent algorithm. The simulation of scattering parameters verifies that the
aforementioned optimization leads to the desired results. Subsequently, the research project is completed

by verification of the newly introduced non-square port transformation matrices.
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Kurzfassung

FEin Grofiteil der heutigen Kommunikation wird tiber klassische Mehrleitersysteme iibertragen. In den
letzten Jahrzehnten wurden viele Haushalte iiber diese Ubertragungsleitungen mit dem néchstgelegenen
digitalen Vermittlungspunkt verbunden. Diese Tatsache ist heutzutage als das Problem der letzten Meile
bekannt. Dieser Engpass riickt im Hinblick der stindig steigenden Nachfrage nach hohen Datenraten in
modernen Kommunikationssystemen in den Fokus. Somit ist von wesentlicher Bedeutung, den Durchsatz
iiber diese Ubertragungsleitungen zu maximieren, um die Gesamtleistung des Kommunikationssystems zu

erhohen.

Da die abstrakte Distanz der letzten Meile konstant abnimmt, ist eine Erweiterung im Frequenzbereich
moglich, um hohere Datenraten zu ermoglichen. Daher wird in dem ersten Schritt, das Mehrleitersystem
iiber den gesamten Frequenzbereich unter Beriicksichtigung der Ubertragungs-, Reflexions- und Neben-
sprechcharakteristiken modelliert. Mehrleitersysteme werden durch ihre vier Belagsparametermatrizen
beschrieben. Die Berechnung der Belagsparametermatrizen fiir eine spezifische Leitungsgeometrie ist ein
entscheidender Schritt bei der Systemanalyse. Um ein prizises Modell einer Ubertragungsleitung iiber den
Frequenzbereich von 1 MHz bis 1 GHz zu erhalten, miissen Geometrie- und Materialkonstanten beriick-
sichtigt werden. Auch die Kopplung von elektromagnetischen Wellen der einzelnen Leiter untereinander
(Proximity-Effekt) miissen mit einbezogen werden. Die Berechnung des Proximity-Effekts neigt dazu, im
Hochfrequenzbereich numerisch instabil zu sein. Um dieses Problem zu lésen, wird eine numerisch stabile

Losung mithilfe der asymptotischen Analysis vorgestellt.

Fir die weiteren Untersuchungen wird das Mehrleitersystem als MIMO-System betrachtet. Als Analyse-
werkzeug wird die Wirkleistungs-Streuparametermatrix verwendet. Um die Transmission zu verbessern
und gleichzeitig Reflexion sowie Ubersprechen zu reduzieren, miissen die Impedanzen des verwendeten
Quell- und Lastnetzwerks an das Mehrleitersystem angepasst werden. Die Impedanzanpassung hangt
vom Frequenzbereich, der Konfiguration des Impedanznetzwerks und dem benutzerdefinierten Uber-
tragungsmodus ab. Als Optimierungskriterium wird eine Kostenfunktion verwendet, welche die zuvor
genannten Anforderungen berticksichtigt. Der Portbildungsprozess wird durch die neuartig eingefiihrten
nicht quadratischen Porttransformationsmatrizen realisiert. Die lokale Optimierung der Kostenfunktion
erfolgt durch Variation der komplexwertigen Portimpedanzen mittels eines erweiterten Gradientenab-

stiegsalgorithmus. Die Streuparameter-Simulation verifiziert, dass die oben beschriebene Optimierung zu



den gewiinschten Ergebnissen fiithrt. Zum Abschluss dieses Forschungsprojekts ist die Verifikation der

neuartigen Porttransformationsmatrizen préasentiert.
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1 Einleitung

Im Zuge der zunehmenden Digitalisierung ist absehbar, dass in Zukunft die Menge der zu iibertragenden
Daten exponentiell ansteigen wird [CCV*21]. Industrie 4.0, Internet of Things, vollvernetzte Energiema-
nagementsysteme und die Digitalisierung von Mobilitdt sind an dieser Stelle zu nennen. Dies stellt sowohl
die Industrie wie auch private Haushalte vor enorme Herausforderungen. Besonders wird diese Tatsache
anhand der im Jahr 2019 beginnenden Corona-Pandemie verdeutlicht. Millionen von Arbeitnehmer miissen
in kiirzester Zeit zwangslaufig zu alternativen Arbeitsumgebungen wie z. B. dem Kontaktlosen-Arbeiten,
Mobiles-Arbeiten oder dem Homeoffice iibergehen. Durch die gleichzeitig stattfindenden Schul- und
UniversitatsschlieBungen stiitzt sich der laufende Lehrbetrieb ebenfalls zu weiten Teilen auf digitale
Lehrmethoden. Diese Umsténde fiihren zu einem massiven Anstieg von hochaufldsenden Videokonferenzen
im beruflichen, privaten wie auch im lehrenden Umfeld. Die Folgen der zuvor beschriebenen Situation sind,
dass vielerorts die bestehende Infrastruktur iiberlastet ist. Diese Uberlastung hat meist zur Folge, dass zu
iibertragende Daten verworfen werden miissen und eine erhebliche Verminderung der Kommunikations-
qualitét stattfindet. Der Aufbau der zuvor angesprochenen Infrastruktur ist schematisch in Abbildung 1.1
dargestellt. Dort représentiert symbolisch die Fabrik einen globalen Vermittlungsknoten und das Haus
stellt einen privaten Haushalt bzw. ein kleines oder mittleres Unternehmen dar. Abbildung 1.1a zeigt den
historischen Aufbau, welcher komplett mit elektrischen Verbindungen aufgebaut war. Mit dem Anfang
der 1990er-Jahre verlagert sich die erste optische Ubertragungstechnik in Richtung der Endverbraucher.
Ein Vorteil der optischen Verbindungen ist die niedrige Signalddmpfung iiber lange Strecken im Vergleich
zu elektrischen Verbindungen. Dabei werden jedoch Vermittlungsstellen benétigt, welche die Signale von
den optischen Leitern auf die elektrischen Mehrfachleitungen (MWTLSs) iibersetzen. Abbildung 1.1b stellt
dies grafisch dar. Der Trend in den letzten Jahren ist, dass die optische Verbindung stetig weiter Ausbau
findet. Die historisch gewachsene Infrastruktur aus elektrischen MWTLs von den Signaliibersetzern zu den
privaten Haushalten bzw. kleinen und mittleren Unternehmen ist fiir die "letzten’ Meter eine kostengiinstige
Alternative zum vollstindigen Ausbau mittels optischer Verbindungstechnik [AHL*14] [CMH™15]. Diese
"letzten’ Meter der Dateniibertragung sind bekanntermafien der Flaschenhals in der hier dargestellten
Ubertragungspipeline, sieche Abbildung 1.1c. Die abstrakte Distanz der ’letzten’ Meter ist in den ver-
gangenen Jahren von mehreren hundert Metern auf aktuell unter hundert Meter gesunken. Gleichzeitig
steigt die Expansion der nutzbaren Bandbreite auf circa ein GHz an [ZZZ720]. Im Fokus dieses Textes

wird die Modellierung und anschlieBend die Optimierung des Ubertragungsverhaltens der bestehenden
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(c) Kombination aus optischer und verkiirzter elektrischer Verbindungstechnik

Abbildung 1.1: Schematischer Aufbau der Kommunikations-Infrastruktur

Infrastruktur aus elektrischen MWTLs stehen. Diese ist von essenziellem Interesse zur Verbesserung der

gesamten Ubertragungspipeline.

Die Analyse von elektrischen MWTLs, unter den Gesichtspunkten von Transmission, Ferniibersprechen
(FEXT), Nahiibersprechen (NEXT) und Reflexion, ist seit dem letzten Jahrhundert ein aktives Forschungs-
gebiet [Cam35], [Pau07]. Eine Vielzahl von umfangreicher Literatur besteht, die von relativ einfachen
Herleitungen der Telegraphengleichungen [NRROS8] bis hin zu komplizierten S-Parameter-Analysen mit
kommerziellen Softwarepaketen wie z. B. CST Microwave Studio [Mey15] oder PSpice reicht. Die Daten-
iibertragung iiber elektrische MWTLs héngt stark von der genauen physikalischen Charakterisierung des
Ubertragungsmediums ab. Insbesondere wenn dieses Medium aus einer endlichen Anzahl gekoppelter par-
alleler Koaxialleitungen besteht, ist die genaue Kenntnis der Ersatzschaltung mittels der langennormierten
Leitungsparameter ein wichtiger Bestandteil. Die analytische Losung der Ubertragungsleitungsstruktur
ist bereits im Jahr 1995 von Kane et al. in [KAA95] vorgestellt. Diese neigt jedoch dazu, bei Frequenzen
von mehreren hundert MHz numerisch instabil zu werden. Der Schwerpunkt in diesem Text liegt zunéchst
auf der exakten numerischen Auswertung der Belagsmatrizen, der zuvor beschriebenen Ubertragungslei-
tungsstruktur fiir den angegebenen Frequenzbereich, einschliefflich der gegenseitigen Induktivitdten und
Kapazitaten zwischen benachbarten Leitern. Dazu wird eine numerisch stabile Losung unter Verwendung

des asymptotischen Verhaltens modifizierter Besselfunktionen vorgestellt. Mithilfe der Belagsparameter ist
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eine Interpretation des Mehrleitersystems unter Verwendung der klassischen Leitungstheorie als lineares

Multiple Input/-Multiple Output (MIMO)-System [Bes05] moglich.

Die zuvor beschriebenen Grofien von Transmission, Reflexion, FEXT und NEXT charakterisieren die
MWTL vollstéandig. Diese sind jedoch durch die zugrunde liegenden physikalischen Gesetzméfligkeiten
determiniert und kénnen somit nicht beeinflusst werden. Um diese auf physikalischer Ebene zu beeinflussen,
ist die MWTL an ein optimales Quellen-und-Lastnetzwerk anzupassen. Die grundlegende Idee dahinter ist,
die Impedanzen des Quellen-und-Lastnetzwerk so anzupassen, dass das Gesamtsystemverhalten beziiglich
eines Optimierungskriteriums optimal wird [CGO08] [SD16] [Ort19] [ZCCX18] [GY02] [HJST18]. Diese
Anpassung muss sowohl den gewiinschten Frequenzbereich als auch ein vom Benutzer vorgegebenes
Ubertragungsschema mit einbeziehen [LCJT07] und ist somit speziell fiir jede Anwendung individuell
auszulegen. Die Strategie zur Erstellung des Quellen- und Lastnetzwerks ist, jede Quellen- und Lastnetzwerk

Impedanz als eine Streuparameter-Portimpedanz zu interpretieren.

Die Theorie zur Erstellung des Quellen- und Lastnetzwerks geht auf Bockelman und Eisenstadt zuriick.
Diese haben im Jahr 1995 die Mixed-Mode (MM)-Streuparameter eingefithrt [BE95]. Die Idee dahinter
ist, ein beliebiges Viertor nicht durch die klassischen Streuparameter zu beschreiben, sondern durch
Linearkombinationen von einlaufenden und reflektierten Wellen verschiedener Ports und nicht wie bei den
klassischen Streuparametern rein durch die einlaufenden und reflektierten Wellen von Single-Ended (SE)
Ports. Diese beiden Darstellungen sind gleichwertig und kénnen ineinander umgerechnet werden [BE97].
Diese Umrechnungen lassen sich ebenfalls in [FLWL03] und [KVCO05] wiederfinden. Die MM-Darstellung
beschréinkte sich nur auf Viertore und ist von Ferrero und Pirola auf eine verallgemeinerte Darstellung
transformiert worden [FP06]. Dort konnen nun differenzielle sowie SE Ports charakterisiert werden.
Diese Darstellung ist ebenfalls fiir N-Tore ausgelegt und nicht ausschliellich auf Viertore beschrankt.
Ein weiterer Vorteil, den diese Darstellung bietet, ist das nun nicht nur SE Ports mit einer komplexen
Abschlussimpedanz abgeschlossen werden kénnen. Dies ist nun auch fiir differenzielle Ports moglich. Dies
kann dazu genutzt werden, differenzielle sowie SE Ports auf das MIMO-System anzupassen. In [HHS07]
ist eine Moglichkeit darstellt, die passende Abschlussimpedanz fiir einen differenziellen Port eines Viertors

zu bestimmen.

Die zuvor beschriebenen Verfahren haben alle das Ziel, ein MIMO-System vollstdndig zu charakteri-
sieren. Dies lasst sich daran erkennen, dass die zuvor genannten Verfahren ausschliellich quadratische
Transformationsmatrizen verwenden. Diese quadratischen Transformationsmatrizen sind ausreichend, um
das Systemverhalten vollstdndig zu beschreiben, haben aber den Nachteil, dass sich nicht alle Kombina-

tionen aus differenziellen und SE Port formen lassen, um ein vollstdndiges Quellen- und Lastnetzwerk
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zu beschreiben. Um nun den Fokus weg von der vollstdndigen Systembeschreibung und hin zur opti-
malen Impedanzanpassung zu legen, miissen theoretisch alle Kombinationen von differenziellen sowie
SE Ports darstellbar sein. Dies fithrt dazu, dass die Transformationsmatrizen im Allgemeinen nicht
mehr quadratisch sind. In diesem Text wird ausfihrlich ein neuartiges Verfahren vorgestellt, welches die
Moglichkeit bietet, die zuvor genannten Theorien sinnvoll auf nicht quadratische Transformationsmatrizen
zu erweitern. Durch dieses neuartige Verfahren ergibt sich die elegante Moglichkeit, ein Quellen- und
Lastnetzwerk systematisch mit in die Berechnung der Streuparameter einzubeziehen. Die Verifikation der
Korrektheit des vorgestellten Verfahrens wird anhand eines Beispiels durch Vergleich mit der klassischen

schaltungstechnischen Bestimmung zur Berechnung der Streuparameter belegt.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die ausschlielliche Vermeidung von Reflexionen durch Verwendung
der charakteristischen MWTL-Impedanzmatrix als Quellen- und Lastnetzwerk nicht ausreichend ist.
Vielmehr muss iiber den gewiinschten Frequenzbereich die Reflexion, FEXT, NEXT und die Transmissi-
onsfaktoren mit einbezogen werden. Die Kombination dieser Anforderungen fiihrt zu einem komplexen
Optimierungsproblem. Dies driickt sich in der Form aus, dass sowohl FEXT und NEXT als auch die
Reflexion iiber einen gewiinschten Frequenzbereich minimiert werden, wiahrend gleichzeitig die gewiinschte
Transmissionen der Sender zu den dazugehérigen Empfiangern maximiert wird. Die Freiheitsgrade der
Optimierung sind die frequenzabhéngigen Portimpedanzen des Quellen- und Lastnetzwerks, welche durch
die neu eingefithrten nicht quadratischen Transformationsmatrizen gebildet werden. Jede Portimpedanz
besteht aus einem frequenzunabhéngigen, reellwertigen Widerstand und aus einer frequenzunabhéngigen
Induktivitdt bzw. aus einer frequenzunabhingigen Kapazitdt. Diese werden in einem erweiterten Gradi-
entenabstiegsverfahren variiert. Ebenfalls wird der Ubergang von einer Kapazitit zur Induktivitit und
umgekehrt mitberiicksichtigt. Dieser Wechsel wird als Zustandsdnderung in dem erweiterten Gradien-
tenabstiegsverfahren mit einbezogen. Reflexion, FEXT, NEXT und die Transmissionsfaktoren werden
gemeinsam aus der Streumatrix entnommen. Somit sind alle Komponenten der Streumatrix in einem

vorab definierten Optimierungskriterium, in diesem Fall eine Kostenfunktion, vertreten.

Die erwarteten Ergebnisse sind, dass zunéchst eine numerisch stabile Berechnung der Belagsmatrizen
fiir Frequenzbereich um 1 GHz gelingt und ein MIMO-MWTL-Modell erstellt werden kann, welches
grundlegende physikalische Eigenschaften wie z. B. die Kausalitdtsbedingung erfiillt. Mithilfe dieses Modells
wird erwartet, dass die vorgestellte Optimierung mittels der Quellen- und Lastnetzwerk Impedanzen
gelingt, welche mithilfe der neuartigen Transformationsmatrizen durchgefithrt werden. Dabei ist jedoch
nicht absehbar, in welcher Form die Portimpedanzen Einfluss auf den frequenzabhéngigen Verlauf der

Reflexion, FEXT, NEXT und die Transmissionsfaktoren haben. Ebenfalls ist die Klassifikation des
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gewahlten Optimierungsproblems offen. Méglich ist, dass ein sinnvoll definiertes Optimierungskriterium

nicht zwingend konvex ist und somit keine Garantie fiir ein globales Optimum gewéhrleistet werden kann.

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen beschrieben, welche benétigt werden, um das Ubertra-
gungsverhalten elektrischer MWTLs zu beschreiben. Dazu zahlt neben der klassischen Leitungstheorie auch
die Mehrtortheorie, welche die Beschreibung von MIMO-Systemen mittels der Streuparameter darstellt.
Des Weiteren wird auf die Grundlagen der mathematischen Optimierung und der asymptotischen Analysis
eingegangen. Kapitel 3 beschreibt zunéchst die in diesem Text betrachtete MWTL-Geometrie und stellt
fiir diese die geschlossene asymptotische Losung zur Berechnung der Belagsmatrizen fiir hohe Frequenzen
dar. Numerische Ergebnisse werden prasentiert und abschlieBend eine Verifikation mittels Plausibilitéts-
iiberpriifung durchgefithrt. Diese Ergebnisse werden anschlieffend in Kapitel 4 dazu verwendet, um ein
realitdtsndheres MWTL-Modell zu erstellen, welches aus mehreren integralen MWTL-Leistungsstiicken
zusammengesetzt ist. Dabei wird vor allem die Geometrie der MWTL iiber die Gesamtleitungslange
in den jeweiligen Leitungssegmenten variiert. Diese Variation findet durch Einsetzen von korrelierten
Zufallsvariablen statt, welche durch anschlieende Erwartungswertbildung das MWTL-Modell bildet. In
Kapitel 5 wird die neuartige Methode zum systematischen Erstellen eines Quellen- und Lastnetzwerks
vorgestellt. Anschlieffend wird diese Methode in die Berechnung der Streuparameter integriert, welche
in einem a priori definierten Optimierungskriterium Anwendung findet. Das Optimierungsproblem wird
auf Konvexitat untersucht und nachfolgend durch die lokale Optimierung mittels eines erweiterten Gra-
dientenabstiegsalgorithmus gelost. Zuletzt wird in diesem Kapitel der Gradientenabstiegsalgorithmus
auf das zuvor erstellte MW'TL-Modell in Verbindung mit dem Quellen- und Lastnetzwerk angewendet.
Die numerischen Ergebnisse werden grafisch dargestellt und eine Verifikation beziiglich der neuartigen
Methode zum Erstellen des Quellen- und Lastnetzwerks wird gegeben. Abschlieflend werden in Kapitel 6
die erzielten Ergebnisse zusammengefasst. Offene Problemstellungen und weiterfithrende Schritte werden

ebenfalls vorgestellt.






2 Theoretische Grundlagen

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen beschrieben, welche bendtigt werden, um das
Ubertragungsverhalten gleichformiger elektrischer MWTLs zu beschreiben und zu analysieren. Dazu
zahlt neben der klassischen Leitungstheorie auch die Mehrtortheorie, welche die Beschreibung von
MIMO-Systemen mittels Sets von Spannungen und Stromen oder gleichwertig tiber die Wirkleistungs-
Streuparameter darstellt. Diese werden im Folgenden als Streuparameter bezeichnet. Des Weiteren wird

auf die Grundlagen der mathematischen Optimierung und der asymptotischen Analysis eingegangen.

2.2 Mehrtortheorie

Im folgenden Kapitel wird die Beschreibung von Systemen mit mehreren Ein- bzw. Ausgingen oder
allgemeiner mehreren Toren eingefithrt [Bes05]. Diese Beschreibung ldsst sich auf zwei Arten durchfiihren,
zum einen durch die Spannungen bzw. Strome an den jeweiligen Toren, zum andern durch die Streupa-
rameter. Solch ein System kann zunéchst abstrakt als Blackbox interpretiert werden, siehe Abbildung
2.1. Diese zeigt zwei mogliche Arten, solch ein System zu beschreiben. Zum einen durch die an den
Toren anliegenden Strome und Spannungen. Diese Darstellung wird in Unterkapitel 2.2.1 beschrieben.
Zum andern durch die Streuparameter, welche vor allem in der Hochfrequenztechnik genutzt werden.
Die Streuparameter arbeiten mit den einlaufenden- und reflektierten Wellen. Diese sind in Unterkapitel
2.2.2 eingefiihrt. Beide Darstellungen sind dquivalent, lassen sich also jeweils in die andere Darstellung

iiberfiihren. Die Uberfiihrungen werden in den jeweiligen Unterkapiteln vorgestellt.

2.2.1 N-Tor

Die Beschreibung erfolgt durch den Zusammenhang zwischen Strom und Spannung an den jeweiligen

Toren [Bes05], sieche Abbildung 2.1. Die Systeme werden im Folgenden als linear und frequenzabhén-
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Abbildung 2.1: System mit mehreren Ein- bzw. Ausgingen

gig vorausgesetzt. Somit sind diese vollstandige durch Matrizen mit frequenzabhéngigen Koeffizienten

beschrieben. Eine méogliche Darstellungsweise eines solchen Systems ist in Gleichung (2.2.1) préasentiert.

v, Zin Zip - Zin| | L

Vv YA YA .. Z I

Vol _ [ Z2a 7'2’2 f2‘,N 7.2 (2.2.1)
_KN_ _ZN,l Zno - 4N, N| _lN_

Dieses kann in Kurzform dargestellt werden durch V. = ZI. Im Gleichungssystem (2.2.1) sind V. und
I die komplexe Spannung- und der komplexe Stromzeiger. Z sind die komplexen Impedanzen. Das

Gleichungssystem (2.2.1) wird Impedanzform des N-Tors genannt. Allgemein gilt:

Loy = ?x
Ly

Vee {heNh<NAh#y}: L =0

Eine weitere wichtige Darstellungsform ist die Admittanzdarstellung. Durch Umstellen von Strom- und

Spannungsvektor folgt
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I Yii Yo Yin| | Ya
I, _ Yo Yoo Yon| [ Vo
_lN_ _XN,l Yno - XN,N_ _KN_

bzw. in Kurzform I = Y V. Die Admittanzmatrix und Impedanzmatrix sind somit invers zueinander.
Im Folgenden wird beschrieben, wie Impedanz- bzw. Admittanzmatrix in die Streumatrix umgewandelt

werden kann. Diese Definitionen sind in [Bes05] wieder zu finden.

S =Dy(Z - Z;)(Z + Z,) ' Dy’ (2.2.2)

S =Dy(E - Z;Y)(E+Z,Y) 'Dy! (2.2.3)

In beiden Gleichungen (2.2.2) und (2.2.3) ist E die Einheitsmatrix. Die beiden Matrizen Dy und Z, sind
in Gleichung (2.2.11) und (2.2.12) definiert. Liegt die Systembeschreibung nicht in der Impedanz- bzw.
Admittanzform vor, ist die Transformation in die Streumatrix trotzdem moglich, siehe Abbildung 2.2.
Dazu werden die beiden folgenden Gleichungen (2.2.4) und (2.2.5) in das Gleichungssystem substituiert

und danach durch Termumformung auf die Form der Streumatrix umgestellt, siche Gleichung (2.2.6).

ap 2y + b2y,

Vi= "z, (2.2.4)
g — by,
I, = TRZ (2.2.5)

In (2.2.4) und (2.2.5) ist R(-) der Realteil-Operator.

2.2.2 Streuparameter

Mithilfe der Streuparameter lassen sich ebenfalls N-Tore beschreiben. Diese Tore werden im Kontext der
Streuparameter als Ports bezeichnet. Ein Port Py ist ein Vier-Tupel P, = (Kf L, Vi, L k) Dabei ist K,f
die Spannung der Portspannungsquelle, Z;, ist die Portimpedanz, V ist die Portspannung und I;, der

Portstrom.

Bei den Streuparametern erfolgt die Beschreibung des N-Ports durch einlaufende und reflektierte Wellen,

siehe Abbildung 2.1. Dort sind die einlaufenden Wellen mit a, und die reflektierten Wellen mit b, gekenn-
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zeichnet, wobei = den jeweilige Port beschreibt. Somit ist nach [Bes05] und [Heu05] der Zusammenhang
zwischen einlaufenden und reflektierten Wellen durch die Streumatrix S definiert. Die Koeflizienten der
S-Matrix werden Streuparameter genannt. Die Streuparameter existieren fiir jedes widerspruchsfreie

N-Tor. Diese Definition erfolgt in Gleichung (2.2.6).

by 51,1 §1,2 e §1,N ay
by _ §2,1 52,2 §2,N as (2.2.6)
_bN_ _ﬁN,l Sya .- §N,N_ | 4N |
Die Kurzform dieses Gleichungssystems ist in (2.2.7) dargestellt.
b=Sa (2.2.7)

Die Streuparameter sind dimensionslos und die einlaufenden Wellen a, als auch die reflektierten Wellen

b, tragen beide die Einheit vW. Die an der Portimpedanz Z, aufgenommene Leistung ist

Py = %(Kzlx) = |Q$‘2 - |bx‘2 = P; - Pz_v

wobei P = |a,|? die einlaufende Leistung und P, = |b,|? die reflektierte Leistung darstellt. Zur

Bestimmung der Streuparameter gilt allgemein:

S

Dry =

vee {(heNR<NAh#y}:ia,=0 (2.2.8)

Oy
Gy
Die dimensionslose Grofie ]§x7y|2 beschreibt den vom Port y zum Port = verfiigbaren Leistungsiiber-
tragungsfaktor (power insertion gain). Bei dieser Definition der Streuparameter aus (2.2.8) sollen die
Hauptdiagonalelemente der S-Matrix gesondert betrachtet werden. Diese sind der Sonderfall aus (2.2.8)
mit z = y = k. Sj, wird als Reflexionsfaktor am Port k bezeichnet. Die Nebendiagonalelemente der

S-Matrix werden als Transmissionsfaktor bezeichnet. Im Folgenden werden einige Eigenschaften der

Streumatrix aufgefiihrt.

1. Verlustlosigkeit: Eine Streumatrix S ist verlustlos, wenn SH =§! gilt.

10
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2. Ubertragungssymmetrisch: Eine Streumatrix S ist iibertragungssymmetrisch, wenn fiir alle Streupa-

rameter S, , = S, , gilt.

3. Reflexionsfrei: Eine Streumatrix S ist reflexionsfrei, wenn fiir alle 1 <k < N S ek = 0 gilt.

Im Folgenden soll der technische Aufbau zum Bestimmen der Streuparameter beschrieben werden. Dieser

ist in Abbildung 2.2 zu sehen.

IN

ol
I~
ol

A N>

vy 14 by~ System

Abbildung 2.2: Aufbau zur Bestimmung der Streuparameter eines linearen MIMO-Systems am Port &

Dieser Aufbau ist zum Bestimmen der Streuparameter S, j, Sy, ...S v, definiert. Dazu ist eine Span-
nungsquelle mit der Spannung Kf an Port k angeschlossen. Die verbleibenden Ports, werden jeweils mit
beliebigen Abschlussimpedanzen abgeschlossen. Diese sind in Abbildung 2.2 mit Z;, Z, ..., Z benannt.

Um die Streumatrix S vollstédndig zu erfassen, muss dieser Aufbau fiir jeden Port des Systems durchgefiihrt

werden.

11
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Zum Abschluss dieses Unterkapitels wird der Zusammenhang der Streuparameter zu der in Kapitel 2.2.1
beschriebenen Darstellung von den Portspannungen bzw. Portstromen gegeben. Allgemein gelten die

beiden Gleichung (2.2.9) und (2.2.10) [Kur65] [BE95]:

Vi+ Zi 1 vy
— — 2.2.9
=Rz | Ry (2.29)
V- 7.1,
— 2.2.10

Werden diese beiden Gleichungen in Gleichungssystem (2.2.6) substituiert, entsteht eine Beschreibung
durch die Portspannungen bzw. Portstrome. Jedoch miissen bei dieser Methode eventuelle Termumfor-

mungen durchgefithrt werden, um auf die Streumatrix-Darstellung zu gelangen.

Zusétzlich besteht die Mdoglichkeit, direkt aus der Streumatrix S die Impedanz bzw. Admittanzmatrix zu

berechnen. Diese Umrechnung ist durch

Z =D, (E—-8S)" (2 +SZy)Dy

Y

Dy (Z5 +SZo) ™ (E — S)Dy

definiert, siehe [Bes05]. Dy und Z, werden wie folgt definiert:

1
R(Z,) 0 0
0 1 :
Dy = R(Z,) (2.2.11)
. . . 0
0 0 1
I VR(Zy) |

Z, 0 0
0 Zy ...

Zy=| 7 (2.2.12)
0 ... 0 Zy

Ebenfalls ist die Berechnung der MIMO-Spannungsiibertragungsfunktion H direkt iiber die Streumatrix
T
moglich. Diese verkniipft den Portspannungsquellenvektor V° = {Kf, ...,K%} mit dem Portspannungs-

vektor V durch

12
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V=

Do+ DoZZy')  (DoZiZy' +8Do)V*

/N

VS,

I
fas

In der MIMO-Spannungsiibertragungsfunktion ist das System in Verbindung mit den Portimpedanzen

berticksichtigt. Mit Gleichung (2.2.9) kann die am Port & in das System eingespeiste Leistung

’2

vi
P =
FUAR(Z)

in Abhéngigkeit der Portspannungsquelle V3, bestimmt werden [Kur65].

2.3 Mehrleiter-Theorie

Eine MWTL besteht aus mehreren parallel verlaufenden homogenen einzelnen Leitungen, jedoch wird
die elektromagnetische Kopplung zwischen den jeweiligen Leitern mit berticksichtigt. Diese einzelnen

Leitungen werden im Bezug auf den Referenzleiter im Folgenden als SE Leiter bezeichnet.

2.3.1 Herleitung der Leitungsgleichungen fiir Mehrleitersysteme

Die in diesem Kapitel beschriebene Herleitung der Leitungsgleichungen fiir MWTLs ist in [Pau07]
vorgestellt. In Abbildung 2.3 ist das Ersatzschaltbild einer MWTL, bestehend aus N SE Leitern sowie
einem Referenzleiter, der Lange Az, dargestellt. Im Folgenden wird stets angenommen, dass die MWTL

als elektrisch Lang (deutlich langer als die Wellenldnge) angesehen werden kann.

In Abbildung 2.3 beschreibt Cg’w die kapazitive Kopplung, G;:,y die galvanische Kopplung iiber das Dielek-
trikum, L;?,y die induktive Kopplung und Rf”c,y die Kopplung, welche durch den Proximity-Effekt entsteht,
jeweils fiir zwei verschiedene Leiter x und y. Fiir die Herleitungen werden zunédchst N Maschenumléufe
und N Stromknoten aufgestellt. Durch anschliefende Grenzwertbildung (Az — 0) ergeben sich die
Leitungsdifferenzialgleichungen. Die Maschenumlédufe, welche jeweils an den Leitungen entlanglaufen, sind

(2.3.1) gegeben.

13
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LAz R Az
. Il(i,t) A A f(156166\ FLLs® Ii(z —LAz,t)
+ -
CLNAZ ::G’LNAZ CliAz___ G Az L/LNAZ R/LNAZ
Ly vAz Ry yAZz
In(z,t NN N.N In(z+ Azt
O Gl g e WG Gl YO W
+ -
Va(z,t) - C;V,NA G/N,NAZ Vn(z + Az, t)
K As A
Abbildung 2.3: Ersatzschaltbild einer MWTL der Linge Az mit N SE Leitern
—0.Vi = L1004 -+ + Ly yO IN + Ry I+ -+ + Ry vy
(2.3.1)

-0, Vy = L§V718t11 —+ oo+ L§V’N8tIN + R?V,lll —+ -4 R?V,NIN

Mit demselben Vorgehen lassen sich auch die Knotengleichungen aufstellen. Die Knoten liegen jeweils auf

einer Leitungen. Die Knotengleichungen sind in (2.3.2) gegeben.

N N N
-0.I) = <Z C{J-) V1 + (Z G’M) Vi=) CLoVi+ CLoW
=1 =1 =1
N
- Z GhVi+ GV
=1

(2.3.2)

N N N

=1 =1 =1

Diese beiden Ergebnisse konnen zusammengefasst werden. Dazu werden jeweils beide Gleichungen in

Matrix-Vektorform geschrieben. Diese Darstellung ist in (2.3.3) und (2.3.4) abgebildet.

14
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Vi /1,1 1,N 5L /1,1 S L/LN 5L
-0, = : + Oy (2.3.3)
VN §V,1 N,N In L/N,l L/N,N In
I z‘N=1 /17, - /1,2 _G/1,3 _G/l,N Vi
Iy ~Ghy  NLiGhy; —Ghy —Gan V2
-0, = :
In— _GIN—1,1 _G§V—1,N—2 Zij\il EV—I,@' _G/N—l,N V-1
Iy *GNJ *GlN,z *GIN,NA ff\; /Nz VN
B - - 4 r -, (2.34)
Zfil Ci,i —Ci,z _01,3 _Ci,N Vi
- é,l Zi\il Cé,i —C§,3 _Cé,N Va
+ : ’ O
—C§v71,1 _C§V71,N—2 Eij\il Czlvq,i —Cqu,N V-1
_C],V,l _Cfvz _Cfv,N—l i]\il CJ,\T,i VN
Die Kurzform der Gleichungssysteme (2.3.3) und (2.3.4) lauten:
—0,V(z,t) = RI(z,t) + L'9,I(z, t) (2.3.5)
—0.I(z,t) = G'V(z,t) + C'0,V(z, ) (2.3.6)

Gleichung (2.3.5) und (2.3.6) werden zusammen als Telegraphengleichungen fiir MWTLs bezeichnet
[CSPK15]. Fiir die vier Belagsmatrizen R/, G/, L/ und C' gilt jeweils die Reziprozitiit [Pau07): R’ = R'7,
G=GT, 1L=0" und C

C'". Ebenfalls sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Belagsmatrizen im

Allgemeinen frequenzabhéngig sind, wie sich in den néchsten Kapiteln zeigen wird. In Abbildung 2.3 sind
alle Belagsparameter als konstant angenommen. Um die allgemeine Frequenzabhénigkeit im Zeitbereich
zu modellieren, wird das Faltungsintegral verwendet. Gleichung (2.3.5) und (2.3.6) kénnen verallgemeinert

dargestellt werden durch

t

_OV(z1) = / Yt — )z, 7) + Ut — 1), 1(z,7) dr (2.3.7)

—00

—0,1(z,t) = /_too gt—7)\V(z, 1)+t —71)0.V(z,7)dr (2.3.8)

15



2 Theoretische Grundlagen

[WGS02]. Fiir den Fall, dass fiir die Impulsantworten r'(t) = R/§(¢) und l'(¢) = L'4(t) gilt, ist (2.3.5)
der Spezialfall, welcher aus (2.3.7) folgt. Analog fir die zweite Gleichung. Die Impulsantworten der
Belagsmatrizen sind fiir reale MWTL-Systeme kausal (r/(¢) = 0 fiir ¢ < 0, etc.), weshalb der obere
Integrationsindex von oo auf t reduziert werden kann. Der Zusammenhang zwischen den Belagsparametern
im Zeit- und Frequenzbereich ist, im Folgenden symbolisch von R/(f) und r’(¢) dargestellt, durch die

Fourier-Transformation

R(f) = Fiog 1] = [ Fye e,

bzw. durch die inverse Fourier-Transformation

bestimmt [Bam89].

2.3.2 Losung der Telegraphengleichung fiir Mehrleitersysteme im Orts-, Frequenzbereich

In diesem Unterkapitel wird die Losung, der in Kapitel 2.3.1 hergeleiteten Telegraphengleichungen fiir
MWTLs, im Detail betrachtet. Dazu werden die beiden vektoriellen Differenzialgleichungen (2.3.7) und
(2.3.8) mithilfe der Fourier-Transformation in den Orts-, Frequenzbereich transformiert, dann ergeben sich
die Gleichungen (2.3.9) und (2.3.10). Im Folgenden wird stets angenommen, dass alle vier Belagsmatrizen

frequenzabhéngig sind.

—0.V (2, f) = [R' +j2n fL| (2, f) (2.3.9)

~0.1(z, f) = |G+ 27 fC'| V(2 f) (2.3.10)

Diese beiden Gleichungen lassen sich zu einem Gleichungssystem umformen [Pau07]:

V(zf) _ 0 R’ +j2nfL'| |V(z, f) (2.3.11)

I(z, f) G +j2rfC 0 1(z, f)

16



2.3 Mehrleiter-Theorie

Das Gleichungssystem (2.3.11) hat die Dimension 2N x 2N. In diesem Gleichungssystem stellt 0 eine
N x N-Nullmatrix dar. Die allgemeine Lésung dieses Differenzialgleichungssystem erster Ordnung ist

nach [Bes05] gegeben durch:

X(% f) _ e_é(f)(z_z()) X(Z(], f)

(2.3.12)
l(zzf) l(zﬂuf)
Wobei in Gleichung (2.3.12)
0 R’ +j2n fL/
A(f) =
G’ +j2nfC 0

ist. Die beiden Vektoren V(zp, f) und I(zg, f) beinhalten die Anfangswerte am Ort zp. In Gleichung
(2.3.12) lasst sich ohne Beschrankung der Allgemeinheit zp = 0 und z = . setzen, wobei . die Lénge
der MWTL ist. Somit ist eine MWTL der Léange £ vollstdndig durch

v
= AL |70 (2.3.13)

I, I

beschreiben. In Gleichung (2.3.13) beschreibt V o und I, den frequenzabhéngigen Spannungsvektor, bzw.
den Stromvektor am Ort z = £ und V|, und I den frequenzabhingigen Spannungsvektor, bzw. den

Stromvektor am Ort z = 0.

Die Matrix Z'’ = R/ + j2nfL’ wird im Folgenden als Impedanzbelagsmatrix und die Matrix Y’ =
G’ +j2m fC’ wird als Admittanzbelagsmatrix bezeichnet. Somit bleibt noch die Matrix-Exponentialfunktion

zu berechnen.

Die allgemeine Losung ist als

e~ AN (z=20) _ i [_A(f)(f — )" (2.3.14)
o n.

gegeben [Bes05] [PW10]. Durch die spezielle Struktur der Matrix A, ergibt sich eine kompaktere Darstel-
lung, welche sich in [Gril5] wiederfinden ldsst. Dazu wird zunéchst die unendliche Summe in Gleichung

(2.3.14) wie folgt aufgeteilt:

17
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= [FAA)E —20)]" S [FAS) (- #0)]*
nZO n! o nZ::o (2n)!
Az - )2+ (23.15)
+n§_:0 @2n 1 1)

2n
0 Z ZY')"
A* = Z _|zY) (2.3.16)
Y o o ((ZYy)m’
und fur die ungerade Potenzen
2n+1
0o 7 0 7zZY') "z
AP = - = ZY)rz) (2.3.17)
Y 0 Y(ZY) 0

Die gerade Potenzen der Matrix A haben nur einen Einfluss auf die Hauptdiagonale und die ungerade

Potenzen von A haben nur einen Einfluss auf die Nebendiagonale. Durch Einsetzten von Gleichung

(2.3.16) und (2.3.17) in Gleichung (2.3.15) ergibt sich:

!
~A(NG—z) _ | B1 BoZ

= cosh(L'(z — 2p))

(2.3.18)
(z — ZO)2n+1 ,

B, = — Z'Y"H)"

=2 Z (2n +1)! (ZY)

)2n+

:_li(z—zo

= (2n +1)!

F2n+1] F_l

—sinh(L(z — 20))L~! = =T !sinh(D(2 — 2))
In Gleichung (2.3.18) ist

D=

(Z'Y'): = [(R' +j2rfL')(G' + j2r fC’)}

die Ausbreitungsmatrix. Mit Einfithrung der charakterischen Impedanzmartix der MWTL

18
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Zo=T"'2 =T 'R’ +j2nfL)),

lisst sich e A()(E=20) yusammenfassen zu

oA (5—20) _

cosh(L'(z — zp)) —sinh(I'(z — 20))Z¢
~Z;'sinh(T(z — 29))  cosh(L(z — 20))T

Fiir den Ausdruck cosh(I'(z — 2))7 lisst sich in [Pau07] der gleichwertige Ausdruck Zg'cosh(T(z — 20))Z¢

finden, welcher ohne die Transponierung auskommt. Somit ergibt sich fiir Gleichung (2.3.13) folgender

Zusammenhang

Vo cosh(I'.Z) —sinh(T'2)Zq | |V,
1, ~Z;'sinh(D.Y)  Zg'cosh(TL)Zeq| | 1,

®,,(Z) 2,,(L)| | Vo

)

221(Z) 25(2)] | Lo

(2.3.19)

Die Darstellungsform aus (2.3.19) wird als Kettenmatrix ®(.Z) bezeichnet. Im Folgenden wird vor allem

die Darstellungsform als Impedanzmatrix verwendet werden. Diese kann direkt aus der Kettenmatrix-

Darstellung abgeleitet werden. Die Darstellung als Impedanzmatrix ist

Vo

Vo

[ cosh(L.2)[sinh(D.2)] Z¢- [sinh(D.2)]~1Z.
I [sinh(C.Z)]~'Z¢ cosh(I.2)[sinh(L.%)] " Z¢
_ 2,1 (2)®,,(2) 2, 1(2)

_Q1,2(3) - Q1,1(3)Q£%(3)QQ,2($) —Ql,l(g)iﬁ(g)

(2.3.20)

Hierbei ist zu beachten, dass die Stromrichtung des Stromvektors I, bei der Kettenmatrix als aus der

Leitung als herrausflieBend definiert ist, wédhrend bei der Impedanzmatrix diese Stromrichtung in die

Leitung als hineinfliefend angenommen wird [Pau07]. Mithilfe dieser Darstellungen kann eine MWTL als

MIMO-System angesehen werden, welches durch seine Torspannungen und Torstréme bestimmt ist. Das

Systemverhalten der MWTL ist vollstandig durch die vier Leitungsbelags-Matrizen R’, L', C’ und G/,

sowie die Leitungslidnge . definiert. In Kapitel 3.2 werden diese Belagsmatrizen ebenfalls als Funktionen

der Frequenz angesehen und fiir eine vorab definierte Leitungsgeometrie berechnet.
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2.3.3 Strom- und Spannungsreflexionsmatrix

In diesem Kapitel wird die Strom- und Spannungsreflexionsmatrix definiert. Der Ausgangspunkt der
Herleitung ist die allgemeine Darstellung der MWTL in Kettenmatrix-Darstellung. Diese ist gegeben
durch

V(z) cosh(I'(z — 2p)) —sinh(L(z — 20))Z¢c | | V(20)
I(2) ~Z;'sinh(T(z — 20))  Zg'cosh(L(z — 20))Z¢ | | I(20)

Werden die Funktionen sinh(-) und cosh(:) in die jeweiligen Exponentialdarstellung

1
cosh(L'(z — 2p)) = 3 (er(z—zo) + e—F(z—zo)>

Slnh(E(Z — Zo)) — ;(61—‘(2’—20) _ e—r(2—20)>

uberfihrt, kann der Spannungsvektor dquivalent beschrieben werden als

V(z) = ;<er(z"’°) + eF(ZZ°)>V(Zo) - ;<€F(ZZ°) — GF(ZZO)>ZCI(ZO)

— %62(2—20) (V(Zo) _ ZCI(ZO)) + %e—E(z—zo) (V(ZO) + ZCI(ZO)>
(2.3.21)

=V (2) + VT(2).

Dabei kénnen V1 (z) und V™ (z) abstrakt als einlaufender- und reflektierter Spannungswellenvektor

interpretiert werden. Diese sind definiert als

Vo (2) = ek (vm) - ch<zO>>

V*(z) = e Ll—20) (V(Zo) + ZCI(ZO)>-

Der Zusammenhang zu dem einlaufenden- und reflektierten Stromwellenvektor ist gegeben als

VE(2) = ZoT5(2). (2.3.22)
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Analog zur Spnnungsdarstellung aus Gleichung (2.3.21) ergibt sich fiir die Darstellung des Leitungsstrom-

vektors

(eI‘(z—zo) _ e—r(z—zo)>v<20) + ZEI% (eI‘(z—zo) + e—F(Z—Zo)>ZCI(ZO)

_ Zal ( _ %ez(zsz) <V(Zo) _ ZCI(ZO)) + %e*E(zfzo) (V(Z()> + ZCI(ZO))> (2 X 23)

—Z;! ( ~V (2) + V*(z))

“(2)+I7(2).

]

Die Spannungsreflexionsmatrix Ry, (z) verkniipft die einlaufenden- und reflektierten Spannungswellenvek-

toren zu

V (2) =Ry (2)VT(2). (2.3.24)

Durch Substitution von Gleichung (2.3.22) in (2.3.24) folgt die Stromreflexionsmatrix R;(z)

I (2) = Zo' Ry (2)ZoI (2).

Somit ergibt sich der Zusammenhang zur Stromreflexionsmatrix R;(z) zu

R;(2) = —Z¢' Ry (2)Zc (2.3.25)

Das Minuszeichen folgt aus der Tatsache, dass in Gleichung (2.3.23) der riicklaufende Stromvektor mit
einem Minuszeichen versehen ist. Mithilfe der in Gleichung (2.3.24) definierten Spannungsrelexionsmatrix

lasst sich der Spannungsvektor schreiben, als

V(:) = (B+Ry(2)V7(2)
(2.3.26)
= (B~ Zo'Ri(:)Zc) VI (2).

Analog ergibt sich fiir den Stromvektor
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2) = Z} — z T(z
I(z) = Z5' (E - Ry (2)) V' (2) -
= 22! (B+Zo'Ri(9)Z0 ) VH (2).

Der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung am Ort z ist durch Impedanzmaztix des Abschluss-

netzwerk Zyco(2)

V(2) = Zyo(2)L(z) (2.3.28)

definiert. Wird Gleichung (2.3.26) und (2.3.27) in (2.3.28) substituiert, folgt

(E+Ry(2))V*(2) = Znc(2)2c! (B - Ry () )V (2).

Somit muss formal

(E + BV(Z)) =Zno(2)Zc' (E - Ev(z)) (2.3.29)

gelten. Daher folgt mit Umstellen von Gleichung (2.3.29) nach der Spannungsreflexionsmatrix Ry (2)

Ry (2) = Ze(Zne(2) + Zc)  (Zne() - Ze) 2! (2:3.30)

Mit Gleichung (2.3.25) ergibt sich die Stromreflexionsmatrix R;(z) zu

R(2) = —(Zno(2) +2c) (Zcl2) —Zo). (2:331)

Mit der Wahl von Z y(z) = Z¢ als Impedanznetzwerk ist aus Gleichung (2.3.30) und (2.3.31) zu erkennen,
dass sich weder ein reflektierter Strom-, bzw. Spannungsvektor einstellt [Pau07]. An dieser Stelle sei
angemerkt, dass (2.3.30) und (2.3.31) der Struktur der Streumatrix dhneln und als Spezifikation dieser

interpretiert werden kénnen.
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2.3 Mehrleiter-Theorie

2.3.4 Impedanztransformation bei Mehrleitersystemen

Die Impedanztransformation beschreibt, wie sich ein Impedanznetzwerk, mit welchem eine MWTL
abgeschlossen ist, an den Leitungsanfang transformiert. Um diese Transformation zu beschreiben, wird
als Ausgangspunkt die allgemeine Beschreibung einer MWTL in Kettenmatrix-Darstellung verwendet.

Diese ist in Gleichung (2.3.32) dargestellt.

V(z) _ cosh(L'(z — 2p)) —sinh(L'(z — 20))Z¢ V(z0) (2.332)
1) | |~Zg'sinh(D(= — 20) Zg cosh(T(z — 20))Zc | | 1(z0)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei zg = 0. Wird die MWTL am Ort z = £ mit einem Impedanz-

netzwerk Z - abgeschlossen, gilt

V(L) = Zye 1(2). (2.3.33)

Durch Substitution von V(.Z) und I(.Z) aus Gleichung (2.3.32) in (2.3.33) und anschlieflender Termum-
formung folgt

[cosh(I‘.Z) +Z chgsmh(rz)] V(0) = [sinh(I‘.Z)Zc +Z NCZalcosh(I“Z)ZC] 1(0).

Durch Termumformung folgt der Zusammenhang von Strom und Spannung zu

-1
V(0) = [cosh(l",f) +Z chclsinh(l".ﬁf)] [sinh([‘f)zc +Z chclcosh(rz)z(;] 1(0).

Mit der Definition der Eingangsimpedanzmatrix Zy des transformierten Abschlussimpedanznetzwerks

Zy folgt

-1
Zp = [cosh(I‘f) + Zchclsinh(]_‘Z)] [sinh(I‘.Z)ZC + chzclcosh(rz)zC]
1 (2.3.34)
= [cosh(I‘.i” ) + ZyncZg'sinh(TZ )1 [sinh(l"g ) + ZncZg cosh(DZ )] Zc.
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Aus Gleichung (2.3.34) ergibt sich, dass mit Zy¢o = Z¢, direkt Zg = Z folgt. Durch AbschlieBen mit
der Wellenimpedanzmatrix sieht der Strom, bzw. die Spannung die charakteristische Impedanzmatrix der

MWTL als Eingangsimpedanzmatrix.

2.4 Fern- und Nahiibersprechen

In diesem Unterkapitel wird das FEXT und NEXT beschrieben. Diese Ubersprechen finden in gekoppelten
Leitungen, wie zuvor beschrieben, statt. In Abbildung 2.4 ist eine exemplarische Darstellung von FEXT
und NEXT. Dort sind vier gekoppelte Leitungen zu sehen, wobei von SE Port 1 ein Signal angelegt wird.

FEXT und NEXT beschreiben nun, wie stark sich dieses Signal auf die restlichen Leitungen iibertrégt.

SE Port 1 NEXT

MWTL

» | SE Port 5

» | SE Port 6

» | SE Port 7

» | SE Port 8

SE Port 1 FEXT
Abbildung 2.4: Beispielhafte Darstellung von FEXT und NEXT des SE Port 1 in einer Vierleiter-MWTL
FEXT beschreibt das Ubersprechen am Leitungsende und NEXT das Ubersprechen am Leitungsanfang,

wenn das Signal am Leitungsanfang eingespeist wird. Fiir FEXT und NEXT existiert jeweils eine power

sum coupling Transferfunktion, nach [SRRR11] und [ZZZ*20], siehe Gleichung (2.4.1) und (2.4.2).

|Hpexr(f)]? = krexr fPn*°Z (2.4.1

3
|Hyext(f)]? = knvpxrf2n® (2.4.2

—_ ~—

In diesen beiden Gleichungen ist f die natiirliche Frequenz in Hz, .Z die Lange der Leitung in Meter und
n ist die Anzahl der sendenden Leitungen. In diesem Fall ist n = 1. Die beiden Konstanten krgx7 und
knEexT beschreiben die physikalischen Parameter und somit die Kopplung zwischen den beiden Leitungen

und miissen fiir jede Leitung individuell bestimmt werden. Wobei angenommen wird, dass die Ddmpfung
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auf der Leitung bei FEXT vernachléssigt werden kann. Um die Beddmpfung entlang der Leitung mit zu
beriicksichtigen, ist nach [SRR*13] und [ZZZ*20], die FEXT power sum coupling Transferfunktion in
Gleichung (2.4.3) beschrieben.

\Hepxr(f)? = krpxrfn®Z|H(f,€)? (2.4.3)

Wobei in Gleichung (2.4.4) |H(f,£)|? wie folgt definiert ist:

H(f.&)P ~ e 228VT (2.4.4)

Diese Definition in Gleichung (2.4.4) ldsst sich in [Ume01] und [SRR*13] wiederfinden. Die Konstante &

stellt jeweils die individuelle Dédmpfung der Leitung dar.

Ein alternatives Modell zur Berechnung von FEXT und NEXT ist in [MZA*15] beschrieben. Dort wird die
FEXT- und NEXT-Transferfunktion mithilfe der Streuparameter, siche Kapitel 2.2.2, berechnet. Liegen
die Belagsmatrizen der MWTL vor, kénnen die beiden Transmissionsfaktoren fir FEXT und NEXT
direkt berechnet werden. Dazu wird die Impedanzmatrix der MWTL aus (2.3.20) in die Streuparameter
umgewandelt, siehe Kapitel 2.2.1. Der Transmissionsfaktor vom Sender am Leitungsanfang zum Empfinger
am Leitungsanfang wird mit Sygxr und der Transmissionsfaktor vom Sender am Leitungsanfang zum
Empfanger am Leitungsende wird mit Srgx bezeichnet. Die beiden Transferfunktionen sind in Gleichung

(2.4.5) und (2.4.6) abgebildet.

Yy
Hypxr(f) = krpxr (;;) \/;0 Spmxr(f)] (2.4.5)

Hypxt(f) = knext (ﬁ)) \/1 = ISnexr(HI* (2.4.6)

Die Lange % und die Frequenz fj sind Referenzwerte, welche spezifisch fiir jede Linge bzw. jeden
Frequenzbereich gesetzt werden miissen. Die beiden Konstanten x und y werden dazu verwendet die
beiden Gleichungen fiir verschiedene Frequenzbereiche anzupassen. Exemplarisch ist der Frequenzgang
der Streuparameter Sygpxr und Sppxr in Abbildung 2.5 dargestellt. Fiir die Berechnung wird von der
Leitungsgeometrie von Abbildung 3.1 ausgegangen. Dort wird ausgehend von Port 1 sowohl der NEXT
(Port 1 zu Port 2 und 3) als auch der FEXT (Port 1 zu Port 6 und 7) dargestellt. Ports 1 bis 4 befinden
sich auf der linken Seite der MWTL und Ports 5 bis 8 auf der rechten Seite, sieche Abbildung 2.4. Die
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Leiter werden nach Abbildung 3.1 im Uhrzeigersinn nummeriert. Die Leitungslinge .Z betriagt 100 m
und die Belagsmatrizen aus Kapitel 3.3 werden verwendet. Als Abschlussimpedanzen werden jeweils 50 (2
verwendet. Abbildung 2.5 zeigt, dass sowohl das NEXT als auch das FEXT bei Leitern, welche néher

zusammen liegen, erhoht ist.

102

103
104

10—°

FEXT

106

107

[T (RS E TR priprytyiyi 1 TR TR S
10° 107 10% 107
Frequenz [Hz]

—
ja)
ot

(a) SE FEXT, welcher von Port 1 hervorgerufen wird

10—14

10—16

NEXT

~1.8 ; T S P
. . . I e e
10 ; I B L SO
. . . - - - - - - .

Lo Lo (T 1 Lo
10° 109 107 108 109
Frequenz [Hz]

(b) SE NEXT, welcher von Port 1 hervorgerufen wird

Abbildung 2.5: FEXT und NEXT Transmissionsfaktoren von SE Port 1

Beide hier vorgestellten Modelle der FEXT-NEXT Modellierung beruhen stark auf individuellen Konstan-

ten, welche auf den jeweiligen Frequenzbereich und das Leitungssystem angepasst werden miissen. Ebenfalls
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2.5 Zufallsvariablen und Zufallsvektoren

werden in [SRRR11] sowohl die Leitungsgeometrie als auch die jeweiligen Abschlussimpedanzen nicht
beachtet, welche hingegen bei der in [MZA T 15] vorgestellten Methode indirekt durch die Streuparameter

mit einbezogen werden.

2.5 Zufallsvariablen und Zufallsvektoren

Zur Beschreibung von skalaren bzw. vektoriellen Groflien, welche ein nicht vorhersehbares Verhalten
aufweisen, werden Zufallsvariablen bzw. Zufallsvektoren zur Modellierung verwendet. Die hier vorgestellte
mathematische Beschreibung ist aus [Lof90] entnommen. Um eine Zufallsvariable mathematisch zu beschrei-
ben, wird zunéchst ein Wahrscheinlichkeitsraum als Triplet (€2, .%, P) definiert. Dabei ist 2 eine Menge,

welche den Ereignisraum definiert, .7 ist eine Sigma-Algebra und P ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Der Ereignisraum €2 ist die Menge, welche alle mégliche annehmbaren Werte dieser Grofle enthélt. Bei
einer endlichen Anzahl von annehmbaren Werten kann 2 direkt angegeben werden. Ein Beispiel ist der
Miinzwurf, wo entweder Kopf (K) oder Zahl (Z) als moglicher Wert angenommen werden kann. Somit ist
Q ={K,Z}. Q kann auch eine nicht abzidhlbare Anzahl von Elementen enthalten, dieser Fall wiirde zum

Beispiel eintreten, wenn die Gréle den Rauschspannungen an einem Widerstand entspricht.

Eine Sigma-Algebra .7 ist eine Menge von Teilmengen, welche als Elemente die echten Teilmengen A C Q2

enthélt, die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. e F
2. Ae F=>AecZF

3. A, e ¥ = U A; € F sowie ﬂAi €. fur alle abzahlbar endlichen oder unendlichen Durchschnitte

und Vereinigungen.

Fiir das Miinzwurf-Beispiel ergibt sich eine mogliche Sigma-Algebra zu % = {{0},{K},{Z},{K, Z}}.

Jedem Elemente A € %, kann nun eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden. Diese Zuordnung wird
mithilfe der Wahrscheinlichkeitsfunktion P(A) vorgenommen. Die Zuordnung muss folgenden Eigenschaften

besitzen:

1. P(A) >0
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2. P(Q) =1

3. Fir die disjunkten Teilmengen Ay, ..., Ax (4; N A; = 0, fiir alle ¢ und j mit ¢ # j), welche alle
Elemente der Sigma-Algebra .# sind gilt:

v
C=
=

I
N
3
=

fiir alle abzahlbar endlichen und unendlichen Werte von N.
Durch die Definition der Wahrscheinlichkeitsfunktion P(A) wird jedem Element der Sigma-Algebra ein

Wahrscheinlichkeitswert im Intervall [0, 1] zugeordnet. Mit dem Miunzwurf-Beispiel kann die Wahrschein-

lichkeitsfunktion exemplarisch durch Tabelle 2.1 definiert werden.

Tabelle 2.1: Exemplarische Definition der Wahrscheinlichkeitsfunktion des Miinzwurf-Beispiel

A P(A)
{0} 0
{K} | 03
(7} 0.7

(K,Z}y | 1

Eine vektorielle Zufallsvariable x ist eine vektorwerte und reelle Funktion, die jedem Punkt w € €0 einen

Realisationsvektor x, = x(w) € R? so zuweist, sodass jede Menge A C Q die durch

fiir beliebige reelle Werte von b € R¢ gegeben ist, Element der Sigma-Algebra .# ist. Fiir das Miinzwurf-

Beispiel kann eine skalare Zufallsvariable x durch Tabelle 2.2 definiert werden.

Tabelle 2.2: Definition der skalaren Zufallsvariable x

w | z(w)
K| 05
A 1

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Relation < aus (2.5.1) Komponentenweise zu verstehen ist.
Fir d = 1 folgt direkt der Spezialfall einer skalaren Zufallsvariable. Fiir jede Zufallsvariable kann die

Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion definiert werden, als:
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Fy(b) = Fy(b1, ..., bg) = P({w|x(w) < b}) (2.5.2)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion spielt fiir eine Zufallsvariable somit die gleiche Rolle wie die
Wahrscheinlichkeitsfunktion P fiir die Elemente der Sigma-Algebra .%. Fiir die Zufallsvariable z des

Miinzwurf-Beispiels ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion zu:

0 firb<0.5
Fy(b) =403 fir05<b<1 (2.5.3)
1 firb>1

Aus der in (2.5.2) definierten Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion kann durch Differentiation die

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Jx(b) = fx(b1,...,04) = Op,, ..., Op, Fx (b1, ..., ba)

abgeleitet werden. Hierbei ist zu beachten, dass die Voraussetzung der Differenzierbarkeit der Wahrschein-
lichkeitsfunktion nicht immer gegeben ist und somit die Existenz der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion im
Vergleich zur Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion nicht immer sicher gestellt ist. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilungsfunktion des Miinzwurfs aus (2.5.3) ist im klassischen Sinne nicht differenzierbar und somit

existiert die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nicht. Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion sind:

1. Gleichverteilung:

ﬁ fira<z<b
f(z) =

0 sonst

Diese wird meistens verwendet, wenn die Zufallsvariable auf einem vorab definierten Intervall [a, b]

Werte erzeugt.

2. Gaussverteilung:
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FE) = T CORSC (2.5.5)
det (27P)

[z, x2)

Abbildung 2.6: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer zweidimensionalen, gaussverteilten und erwar-

tungswertfreien (pu = [8]) Zufallsvariablen. Die dazugehorige Kovarianzmatrix ist

|

In (2.5.5) ist pu der Erwartungswert (1. Moment) und P die Kovarianzmatrix (2. Moment). Die
Gaussverteilung wird auch symbolisch mit .4 (u, P) notiert. Die Momente werden im folgenden
Unterkapitel vorgestellt. Abbildung 2.6 stellt die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer zweidi-

mensionalen, gaussverteilten und erwartungswertfreien Zufallsvariable dar.

Zwei Zufallsvariablen x1 und x5 werden unabhéingig genannt, wenn fiir den Zufallsvariablenvektor

x = [z1,72]7 die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx(b1,b2) = fu, (b1) fu, (b2) gilt.

2.5.1 Erwartungswerte und Momente von Zufallsvariablen

Zufallsvariablen und Zufallsvektoren sind vollsténdig durch ihre Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion
bzw. durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion charakterisiert. Sei x ein N— dimensionaler Zufallsva-
riablenvektor, dann ist der Erwartungswert von x unter der Komposition mit der Funktion g(-) definiert

als
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Der Erwartungswert ist linear, sodass stets gilt

E[Ax] :AE{X],

fiir jede konstante Matrix A. Eine alternative Beschreibung von Zufallsvariablen bieten die Momente. Im
Folgenden wird sich ausschliellich auf die Ersten beide Moment beschrinkt. Das erste Moment ist durch
den linearen Erwartungswert gegeben. Dieser ergibt sich, wenn fiir die Funktion g(a) = a verwendet wird,

zu

E[x} =p= /RNafx(a)da.

Der Erwartungswert ist ein Maf} fiir den Schwerpunkt der Zufallsvektoren. Mit der Wahl von g(a) =

T
(a - u) (a — u) ergibt sich das zweite zentrale Moment (Kovarianzmatrix) zu:

P —&|(x—u) (x-u)]

= (a—u) (a—,u)fo(a) da

RN

(2.5.6)

Die Kovarianzmatrix P gibt ein Maf fiir die Streuung um den Erwartungswert des Zufallsvektoren an. Diese
ist eine symmetrische und nicht negativ-definite Matrix. Analog zu (2.5.6) ist die Kreuzkovarianzmatrix

zweier Zufallsvektoren x und y mit den Erwartungswerten p, und p, definiert durch

oy = | (e ) (v )

- /(a - ux) (b - uy>fo,y(a, b) da db.

Zwei Zufallsvektoren werden als unkorreliert bezeichnet, wenn ihre Kreuzkovarianzmatrix verschwindet.
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2.5.2 Cholesky-Matrixzerlegung einer Kovarianzmatrix

Da die Kovarianzmatrix P symmetrisch und nicht negativ-definit ist, kann mithilfe der Cholesky-

Matrixzerlegung die Kovarianzmatrix dargestellt werden, als

P =ApAL. (2.5.7)

In (2.5.7) ist Ap eine untere Dreiecksmatrix [LFJZ18].

2.6 Optimierung

Die in diesem Kapitel vorgestellt Theorie ist aus [BV04] entnommen. Ein Optimierungsproblem ist

zunachst abstrakt beschrieben durch

Minimiere fy(x)

mit den Beschidnkungen fi(x) <0, i=1,..,m (2.6.1)

T, _ -
a;r="b, t=1,..,p,

mit den Funktionen fy(x),..., fm(x), a1, ...,ap,z € R und by, ..., b, € R. Die Funktion fy(x) wird auch

als Kostenfunktion bezeichnet.

2.6.1 Konvexe Optimierung

Optimierungsprobleme lassen sich systematisch l6sen, wenn sich das Optimierungsproblem als konvexes
Optimierungsproblem formulieren ldsst. Die wichtigste Figenschaft konvexer Optimierungsprobleme
ist, dass jeder lokal optimale Punkt auch gleichzeitig der global optimale Punkt ist. Ein konvexes
Optimierungsproblem ist definiert durch (2.6.1) wobei die zusitzliche Bedingung gefordert wird, dass
fo(x), ..., fm(x) konvexe Funktionen sind. Eine Funktion f : D +— R ist konvex, wenn die Definitionsmenge

D eine konvexe Menge ist und fir alle z,y € D gilt

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y),
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mit 0 < o < 1. Eine Menge M ist konvex, falls alle Elemente der Verbindungslinie zwischen zwei Elementen
der Menge ebenfalls in der Menge enthalten sind. Mathematisch ausgedriickt, folgt dass fiir alle x,y € M

und fiir alle 0 < o <1 gelten muss

ar+ (1 —a)y € M.

Eine dquivalente Definition einer konvexen Funktion erfolgt iiber die Hesse-Matrix. Mit der Annahme,
dass die Funktion f : D — R zweifach differenzierbare an jedem Punkt in I ist und D eine konvexe Menge

folgt, dass f(x) konvex ist, wenn die Hesse-Matrix fiir alle € D positiv semidefinit ist.

2.6.2 Lokale Optimierung

Die lokale Optimierung beschreibt Methoden fiir den Fall, dass eine der Funktionen fy, ..., f, nicht
konvex ist. Daraus folgt, dass nicht sichergestellt ist, dass das Optimierungsproblem ein globales und
eindeutiges Minimum besitzt. Fiir diese Klasse von Optimierungsproblemen existieren keine effizienten
Methoden, um diese zu losen. Selbst Optimierungsprobleme mit wenigen Freiheitsgraden kénnen sehr
anspruchsvoll /rechenintensiv sein, wohingegen Optimierungsprobleme mit vielen Hunderten Freiheits-
graden nicht mehr zu losen sind. Daher sind die Methoden zum Lo&sen von nichtlinearen und nicht
konvexen Optimierungsproblem meistens nur mit Einschrdnkungen bzw. mit Kompromissen lésbar. Ein
naiver Ansatz ist, eine mehrdimensionales Raster iiber den gesamten Definitionsbereich zu legen und
alle dazugehorigen Funktionswerte an den Rasterpunkten auszuwerten und das Optimum zu bestimmen.
Das Problem ist, dass der Rechenaufwand exponentiell mit der Anzahl der Freiheitsgrade ansteigt und
schon fiir wenige Freiheitsgrade nicht mehr in akzeptabler Zeit berechenbar ist. Ein weiterer Kompromiss,
welcher auch mit einer grofleren Anzahl an Freiheitsgraden noch in akzeptabler Zeit berechenbar ist, stellt

die lokale Optimierung dar, welche durch das folgende Zitat beschrieben wird.

"In local optimization, the compromise is to give up seeking the optimal x, which minimizes
the objective over all feasible points. Instead we seek a point that is only locally optimal,
which means that it minimizes the objective function among feasible points that are near it,
but is not guaranteed to have a lower objective value than all other feasible points. A large
fraction of the research on general nonlinear programming has focused on methods for local
optimization, which as a consequence are well developed. Local optimization methods can

be fast, can handle large-scale problems, and are widely applicable, since they only require
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differentiability of the objective and constraint functions. As a result, local optimization
methods are widely used in applications where there is value in finding a good point, if not
the very best. In an engineering design application, for example, local optimization can be
used to improve the performance of a design originally obtained by manual, or other, design
methods. There are several disadvantages of local optimization methods, beyond (possibly)
not finding the true, globally optimal solution. The methods require an initial guess for the
optimization variable. This initial guess or starting point is critical, and can greatly affect the
objective value of the local solution obtained. Little information is provided about how far
from (globally) optimal the local solution is. Local optimization methods are often sensitive
to algorithm parameter values, which may need to be adjusted for a particular problem, or
family of problems. Using a local optimization method is trickier than solving a least-squares
problem, linear program, or convex optimization problem. It involves experimenting with the
choice of algorithm, adjusting algorithm parameters, and finding a good enough initial guess
(when one instance is to be solved) or a method for producing a good enough initial guess
(when a family of problems is to be solved). Roughly speaking, local optimization methods are
more art than technology. Local optimization is a well developed art, and often very effective,
but it is nevertheless an art. In contrast, there is little art involved in solving a least-squares
problem or a linear program (except, of course, those on the boundary of what is currently
possible). An interesting comparison can be made between local optimization methods for
nonlinear programming, and convex optimization. Since differentiability of the objective and
constraint functions is the only requirement for most local optimization methods, formulating
a practical problem as a nonlinear optimization problem is relatively straightforward. The
art in local optimization is in solving the problem (in the weakened sense of finding a locally
optimal point), once it is formulated. In convex optimization these are reversed: The art and
challenge is in problem formulation; once a problem is formulated as a convex optimization

problem, it is relatively straightforward to solve it. [BV04, S. 9,10]"
Die lokale Optimierung wird im Folgenden durch ein erweitertes gradientenbasiertes Verfahren realisiert.

Gradientenabstiegsverfahren haben abstrakt den Aufbau

M =2k — 0, fo(zF), (2.6.2)

wobei p € R4 der Schrittweitenparameter ist. Gleichung (2.6.2) wird iterativ, von k& = 1,2,..., N,

berechnet. Der hochgestellte Index k& nummeriert jeden Iterationsschritt. Der Wert ¥ wird als Initialwert
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bezeichnet und wird a priori definiert. Die Kostenfunktion muss einmal in jeder Optimierungsvariablen
differenzierbar sein. Die Beschrankungen miissen ebenfalls bei jeder Iteration mit beachtet werden. Falls
eine Beschriankung verletzt wird, ist der upgedatete Punkt 2**! nicht giiltig und muss zuriickgesetzt
werden. Ein Nachteil des Gradientenabstiegsverfahren ist, falls 9, fo(x*) verschwindet, ist kein Fortschritt
mehr moéglich und die lokale Optimierung ist abgeschlossen. Dieser Fall tritt bei allen lokalen Extrema
auf. Konvexe Optimierungsproblem kénnen ebenfalls mit dem Gradientenabstiegsverfahren gelést werden,

jedoch ist dort sichergestellt, dass:

1. Jede lokale Extremstelle einem globalen Minimum gleicht.

2. Das globale Minimum wird unabhingig von der Wahl des Initialwert 20 gefunden.

2.7 Asymptotische Analysis

Das Ziel der asymptotischen Analysis ist, das Verhalten einer Funktion zu analysieren, wiahrend diese sich
einem Punkt zy annédhert. Die grundlegende Idee ist, Funktionen mithilfe einer asymptotischen Relation
in Beziehung zu setzten. Die asymptotische Relation ist eine Aquivalenzrelation (Eine binire Relation,
welche symmetrisch, reflexiv und transitiv ist.) zwischen zwei Funktionen f(z) und g(x), welche durch

das Symbol ~ gekennzeichnet wird [Laul8]. Diese ist fiir einen Punkt z¢ wie folgt definiert [BO13]:

f(z) ~g(x) (x — x0) & lim ——= =1 (2.7.1)

Wird der Punkt zg im Folgenden nicht explizit genannt, wird dieser stets mit zg = co angenommen.
Ebenfalls gilt, wenn f(x) ~ g(z)(z — x) ist auch g(z) ~ f(x)(x — xp), was aus der Symmetrie
der Aquivalenzrelation hervorgeht [BO13]. Aus der Grenzwertbildung in (2.7.1) in Verbindung mit
der Symmetrieeigenschaft der Aquivalenzrelation folgt direkt, dass keine Funktion asymptotisch zur

Nullfunktion ist, auler der Nullfunktion selbst.

Sei f(x) ~ g(z) (x — z0) und u(z) ~ v(x) (r — x0), mit g(x) und v(x) ungleich der Nullfunktion, dann

gilt:

1. Produktregel: f(z)u(x) ~ g(z)v(z) (z — x0)

Beweis: Mit (2.7.1) folgt direkt mit Anwendung der Produktregel fiir Grenzwerte
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2. Quotientenregel: f(@) Q (x — xzp) Beweis: Mit (2.7.1) folgt direkt mit Anwendung der Produkt-

u@) " o(a)

regel flir Grenzwerte
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Im letzten Umformungsschritt wird die Symmetrieeigenschaft der Aquivalenzrelation verwendet. [J

. Additionsregel: f(z) + u(x) ~ g(z) + v(z) (x — x0) falls lim,_,,, Ug; # —1 (& g(z) » —v(z) (x —

x0)) gilt.

Beweis: Durch Umstellen von Definition (2.7.1) kann dquivalent gefordert werden, dass

~gx)+tviz)(zr—=2 im M— =
F(&) + u(@) ~ g(a) + o(a) (x - o><:>x1%0(g(x)+v(x) 1) 0

Die rechte Seite kann gleichwertig, mit dem zuvor angenommen Bedingungen, dargestellt werden als
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3 Berechnung der Belagsmatrizen

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird eine moglichst exakte Beschreibung der MWTL Belagsmatrizen fiir Frequen-
zen im hohen MHz- bis in den GHz-Bereich [OB18] vorgestellt. In der Literatur wird vor allem die
Frequenzabhangigkeit der Nebendiagonalelemente der Widerstandsbelagsmatrix vernachlassigt bzw. als
frequenzunabhingig angenommen [SSU13| [Pau07] [CSPK15]. Teilweise werden die Nebendiagonalele-
mente aller Belagsmatrizen vernachlassigt und sich somit auf die Modellierung einer einzelnen Leitung

bezogen [AAAT15] [LN15] [AHLT14].

Diese Vernachldssigung verliert bei dem zuvor angegeben Frequenzbereich ihre Giiltigkeit und wird im
Folgenden mit einbezogen. Unter der Annahme, dass die Leitungsgeometrie in z-Richtung konstant ist, ist

die Geometrie der MWTL vollstindig durch den Leitungsquerschnitt definiert.

3.2 Problembeschreibung und analytische Losung

Im Folgenden werden zylinderférmige Leiter betrachtet, welche von einer zylinderférmigen Schirmung
umgeben sind. Abbildung 3.1 zeigt den Querschnitt einer geschirmten Leitung, welche aus vier Leitern
besteht. Die Schirmung wird als Referenzleitung fiir die N Leitungen verwendet, welche im inneren
der Schirmung liegen. Jeder Leiter hat eine individuelle Permeabilitdt p, = popr, und Leitfahigkeit
oy. Dabei ist g ~ 47 - 10_7AV—]§j die Permeabilitdt im Vakuum [Pau07]. Die Permeabilitdt und die
Leitfahigkeit der Schirmung werden mit p, und o4 bezeichnet. Diese werden als linear, homogen und
isotrop angenommen [KAA95]. Isotrop bedeutet, dass die zuvor genannten GroBen Skalare sind. e,
bezeichnet die relative Permittivitdt im inneren der Schirmung. Die Lage eines Leiters  im inneren der
Schirmung ist variabel und wird mit dem Radius b;, als Abstand zum Mittelpunkt der Schirmung und
dem Mittelpunkt des Leiters sowie durch dem Winkel ¢, parametrisiert. Der inneraxiale Abstand von
Leiter ¢ und Leiter j wird b; ; und der einschlieflende Winkel zwischen beiden Leitern mit ©; ; bezeichnet.
Die Innenseite der Schirmung hat den Radius ¢; und die Auflenseite den Radius c¢s. Der Radius eines

Leiters  wird mit a, bezeichnet. Weiter miissen die folgenden zwei Bedingungen eingehalten werden.
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3 Berechnung der Belagsmatrizen

1. Alle Leiter miissen vollstéandig innerhalb der Schirmung positioniert sein. Somit muss fiir jeden
Leiter 7 stets gelten:

b; +a; <

2. Alle Leiter miissen iiberschneidungsfrei sein. Somit muss fiir zwei Leiter ¢ und j stets gelten:

biyj > a; + a;

Eine analytische Losung fiir die oben genannte Geometrie, welche die Materialkonstanten und die
elektromagnetischen Kopplungen (Proximity-Effekt) der jeweiligen Leitungen sowie die Kopplungen
zwischen einer Leitung und der Schirmung mit einbezieht, ist in [KAA95], [dFR06] und [Nic13] gegeben.
In [PXPN12] wird die analytische Losung, welche in den zuvor genannten Arbeiten angegeben wird,
mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) verglichen und fiir valide befunden. Diese Impedanz teilt sich
in den Widerstandsbelag und den Induktivitdtsbelag auf. Die Berechnung der Hauptdiagonalelemente
Z:

—ZZ

= R’ +j2m fL;Z fiir den Impedanzbelag ist in Gleichung (3.2.1) gegeben.

f” = — Z ( ) [ (Cl\/j27rf,uggg) +BnKn(Cl\/j27TfﬂgUg)1

UgnO

2 — b2 1 327 fuio; In(ain/i27 f ;05 N
+jf,UJOhl 1 7 + = \/J fﬂz 7 ,0( z\/J fﬂz z) + Z Bj,i
c oi  2ma; Li(aivi2nfuioi) 47,

1G5

(3.2.1)

In Gleichung (3.2.1) sind I,, und K,, die modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art der n-ten
Ordnung, sowie I;l und K;l deren erste Ableitungen. Der erste Term in (3.2.1) beschreibt den Skin-
und Proximity-Effekt welcher durch die Schirmung verursacht wird. Der zweite Term ist die duflere
Induktivitdt [Pau07]. Der dritte Term ist der Skin-Effekt, welcher durch Stromfluss in dem zylindrischen
Leiter hervorgerufen wird. Der letzte Term beschreibt den Proximity-Effekt, welche durch den Stromfluss
aller benachbarten Leiter entsteht. Die Berechnung der Nebendiagonalelemente Z;Z = R"H +j27 fL;Z ist
in Gleichung (3.2.2) gegeben.

' b
Lii = Ugn 0( ]> [Anln \/m)
§ B Knler 27T my7y) ] (n0,1) (322)

juof | [ e+ (biby)? = 2bibictcos(©4a) | |, p
2 2 [b7 + b? — 2b;bjcos(0,)] U

+
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&)

~

Abbildung 3.1: Querschnitt einer geschirmten vieradrigen MWTL
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3 Berechnung der Belagsmatrizen

In Gleichung (3.2.2) beschreibt der erste Term der ersten Summe den Skin-Effekt der Schirmung, welcher
durch einen Stromfluss von Leiter j auf Leiter ¢ wirkt. Die restlichen Terme der ersten Summe beschreiben
den Proximity-Effekt, welcher durch einen Stromfluss von Leiter j auf Leiter ¢ wirkt. Der logarithmische
Term beschreibt die klassische verlustfreie Induktivitat [Pau07], welche zwischen zwei Leitern entsteht und
der dritte Term ist die gegenseitige Impedanz, welche durch den Proximity-Effekt von zwei benachbarten

Leitern entsteht.

Dieser Term ist problematisch, da dieser nicht symmetrisch ist, also im Allgemeinen P;; # P, ; gilt. Diese
Asymmetrie stellt eine physikalische Verletzung dar, da die Leitungsparameter-Matrizen die Eigenschaft
der Reziprozitét erfiillen miissen. Die Asymmetrie entsteht, wenn Leiter ¢ und Leiter j verschiedene Radien,
Permeabilitdten oder Leitfdhigkeiten besitzen [Kr.13]. Sind die zuvor genannten Parameter in allen Leitern
gleich, entsteht das zuvor genannt Problem nicht und der Term kann in die Berechnungen mit einbezogen
werden. Eine Moglichkeit, eine physikalisch sinnvolle Losung zu erhalten, wenn die Symmetriebedingungen
der Leiter verletzt sind, ist P;; nicht bei der Berechnung zu berticksichtigen. In diesem Fall wiirde nur
der Proximity-Effekt zwischen einem Leiter x und der Schirmung, sowie der Proximity-Effekt zwischen

zwei Leitern bei der Berechnung der Hauptdiagonalelemente betrachtet werden.

Die verwendeten Abkiirzungen A,, B,,, P,;, sowie W, sind in Gleichung (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5) und

=—J,i
(3.2.6) definiert.

S

VBT Wa [ iy , o
- K 2 K 2 3.2.3
" 2rA,, 2127 [ 1190, n(02m) + n(CQW) ( )

\/jzﬂfﬂggg”n HrgT . / ; ]
B, = — I \/j2 I 1/j2 3.2.4
=n 27TAn o /jQﬂ_flugO_g n(CQ J 7Tf/14909> + n(CQ J ﬂ-f/’[’go—g) ( )

= ijMOGJQ'n In(aj\/jQﬂ'fMjUj)
Pii=).

_ , 3.2.5)
b2nq. . 2w fpiog 1 g (
n—1 i,j 4 aﬂjln(aj i2mfuio;) + @In(% J2m fjog)
é, n=>0
W — (3.2.6)

n

b
2—ir  sonst
€1

Der verwendete Hilfsterm A in Gleichung (3.2.3) und (3.2.4) ist in Gleichung (3.2.7) definiert.
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MT‘gn - , ' -
N TR A s

HrgT . ’ R |
————K, (c24/i27 fligoq) + K, (c2r/i27 f g0
L? 27 [ lig0g n(c2 fg0g) n(c2 1igTg)

: (3.2.7)

HrgTt . ! . ]
— | ——L—=T,(c2\/j27 fug0,) + L, (cor/i27 f g0
Lz 7 g0 n(c2 1gog) + L (c2 [1g0g)

,urgn . !/ . |
—————K, (c14/i27 fugoq) — K, (c14/i27 f g0
Ll 2 g0, n(c1 ItgTg) n(c1 1gOg)

Ein Problem, was bei den zuvor definierten analytischen Losungen auftritt, ist die Auswertung der
modifizierten Besselfunktionen. Mit zunehmender Frequenz wéchst die modifizierte Besselfunktion erster
Art I,, exponentiell an und die modifizierte Besselfunktion zweiter Art K,, strebt exponentiell gegen null.
Dieses Verhalten soll anhand eines Beispiels verdeutlicht werden. Sei z = a;+\/j27 fo.pu, das Argument
der Besselfunktionen. Der Radius ist mit a, = 0.2mm, die Permeabilitit als p, = 47 - 1077 X—; und die
Leitfahigkeit o, = 58 - 106% angenommen. Das Verhalten beider Funktionen iiber die Frequenz ist in
Abbildung 3.2 gegeniibergestellt. Dort ist zu erkennen, dass die numerische Auswertung in diesem Beispiel
fiir eine Frequenz von {iber 100 MHz nicht zuverldssig ist und Rundungsfehler zu fehlerhaften Ergebnissen
fithren wiirde [KAA95]. Ebenfalls sei erwdhnt, dass die Radien der Schirmung ¢; und ¢ deutlich grofler
gewahlt werden als a, in diesem Beispiel, was die Berechnung noch sensitiver gegen numerische Fehler

macht.

Die in Gleichung (3.2.1) und (3.2.2) gegebenen Losungen zeigen bei genauerer Betrachtung eine Struktur
auf. Diese Struktur wird anhand der Hilfsgleichung (3.2.7) schnell deutlich. Durch das Ausmultiplizieren
von A,, entstehen jeweils Produkte der Form I,K,, I' K,, I,K und I K . Diese Produkte lassen sich in
der gesamten Losung wiederfinden. Dies Struktur ldsst sich verwenden um eine numerisch stabile Losung

zur erhalten.

Sei p, = c1V/j2m fugog und p, = c2\/j27 f g0 die komplexen Argumente der modifizierten Besselfunktio-
nen am inneren und duferen Radius der Schirmung und sei z, = a,v/j27 fu,0, das komplexe Argument
der modifizierten Besselfunktionen des Leiters x. Somit gilt fir ausreichend grofie |z| — oo und fiir

larg(z)| < §, die asymptotische Néherung fiir die modifizierte Besselfunktion erster Art

1 4n? —1  (4n? —1)(4n? —9)
In(z) ~\[5=|1— — ... |eE=F(2)e2
@) 2nz ( 8z + 12822 € (z)e

und die asymptotische Naherung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art
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1039 — T T T 1] T T T 1] T T T 1] T T 11
1029 - |
\Z:}/I 1019 - |
107 © |
e | Li(2)] - [T2(2)] - [T3(2)]
1071 T T kil I I Lot gggd i | ! L Lobyyb
10° 106 107 108 10°
Frequenz [Hz|
(a) Verlauf der modfizierten Besselfunktion erster Art tiber die Frequenz
10_2 -'-\-F.__\,_,J_‘L\_ \-L\ T 1 ‘ T T 1 11 ‘ T T 1 11 ‘ T T 1 11
10—12 - .,
=
5107 .
10—32 - |
— [Ki(2)| - Ka(z)] -~ Ks(2)]
10_42 = BRI EEEEIRE bbbt dg] ! ; R I TR
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(b) Verlauf der modfizierten Besselfunktion zweiter Art iiber die Frequenz

Abbildung 3.2: Vergleich der beiden modifizieren Besselfunktionen mit frequenzabhéngigem Argument
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T 4n? —1  (4n? —1)(4n? - 9)
Kn(z) ~ /(1 - e E=H, (2)e 2
(2) 5 ( + 5, 12822 + e (2)e

- Z
[AST72]. Dieser Ansatz lasst sich ebenfalls in [PXPN12] wiederfinden.

Fir die Berechnung der asymptotischen Naherung der Ableitungen der modifizierte Besselfunktion erster

und zweiter Art wird

/

ma=QM@=mﬂ@+gma

und

!/

m@zww@:«mmwgm@

verwendet [AS72]. Somit folgt fiir die asymptotische Naherung der Ableitung der modifizierten Bessel-

funktion erster Art

/

In(é) ~ (Fn—l—l(z) + :Fn(2)> €§:ll7l(§)eé

und fiir die asymptotische Naherung der Ableitung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art

/

K, (z) ~ ( —Hny1(2) + ZHn(z)> e E=vp(z)e 2

Die zuvor dargestellten asymptotische Naherung der Ableitung der modifizierten Besselfunktionen kénnen

komponentenweise mithilfe der Additionsregel gebildet werden, da

an2-1 | (4n>—1)(4n?-9)
2F, (2 Z<1_ T s _>
lim = = =0
z200 Frp(z2) (1 _ A1 (A )2 D) (3t 1)29) >
82 12822 T

als auch
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n 4n?2—1  (4n%—1)(4n>-9)
ﬂHn(g) z(]."‘ 8g - 128&2 +>
lim — - =0
£7o0 —Hny1(2 4n+1)2=1  (4(n+1)2—1)(4(n+1)2—9)
— (1 + 82 — 12822 =+ ...

ungleich minus eins gilt. In den zuvor genannten Gleichungen sind F,,(z), Hy(2), un(z) und v,(z)
Funktionen die jeweils von einem Argument z und der Ordnung n der jeweiligen Besselfunktionen abhédngen.
Diese Funktionen wachsen nicht exponentiell mit dem Argument z. Die asymptotische Ndherung der

Hilfsgleichung A,, l4sst sich mithilfe dieser Funktionen schreiben als
~ X PP —(p,—p,) (prgn)?
A, mXef R —Ye B R= WFH(&)Hn(BQH‘

firgn u
2 Fn(£1>vn(31) -
Py Py

2 (3.2.8)
[('urgn)Fn(pz)Hn(pl) o %Fn(ﬂz)vn(ﬂﬂ T %u”(BQ)H”(Bl)_

un(pQ)vn(pl)] 67(31782) .

In Gleichung (3.2.8) ist das exponentielle Verhalten reduziert auf e (2122)

, wobei p, —p, = (a1 —
c2)\/j2m fuugoy gilt. Dabei ist ¢; — ¢z die Dicke der Schirmung, welche als deutlich kleiner angenommen
wird als die Radien der Schirmung c; und c. Fiir den Leiter zu Leiter Proximity-Effekt Term Py ; ergibt

sich durch direktes Einsetzen der asymptotischen Naherungen

by~ S [ Bty
Ly, = z
' n=1 blgﬁéak iF" (21) + akzlfrk tn (2k)

Bei diesem Term fillt das exponentielle Verhalten weg. In Gleichung (3.2.9) ist das asymptotische Verhalten

des Impedanzbelages der Hauptdiagonalelemente beschrieben.
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cacl2moy X — Ye 2(017£,)

[ S H, (p,) + a(p,) ) Pl

i~ 5|

HrgT
< 7" Fo( p2 + up( Py )Hn 02 2 (3.2.9)
= + jpofln L+
Xe2(e1p,) _ o €14
z;  Fol(z )

Z Pkl _Rzz —|—J27TfL
k=1,i%k

2rato; Fi(z )
Der erste Term ist die asymptotische Naherung des Skin- und Proximity-Effekts zwischen einem Leiter und
der Schirmung. Dort sind die Hilfsfunktionen A,, und B,, mit A, zusammengefiihrt und das exponentielle
Verhalten auf 221 72) beschrinkt worden. Falls einer dieser Terme den Ausdruck dominiert, z. B.
¢ > ¢1, kann der komplette Bruch vernachldssigt werden, da diese jeweils nur im Nenner auftreten. Der
logarithmische Term ist unverdndert zur exakten analytischen Lésung iibernommen worden. Der dritte
Term ist der Skin-Effekt, welcher nun ohne Auswertung einer Exponentialfunktion bestimmen werden
kann. Dieses Verhalten trifft ebenso auf den Proximity-Effekt zwischen den jeweiligen Leitern zu. Analog
zu der Berechnung des asymptotischen Verhaltens des Impedanzbelages der Hauptdiagonalelemente folgt
die Berechnung des asymptotischen Verhaltens des Impedanzbelages der Nebendiagonalelemente. Dieses

ist in Gleichung (3.2.10) beschrieben.

&, () +¥aley) JFalpy)
= = | caci2moy X — Ye 2(2172)

(N;gnF p2 —|—un )
= cos(n®; ;) o + P+ (3.2.10)
j,u,[)fln C‘lL + (bibj)Q - 2bibj6% COS(@Z'J‘)
2 Ab? + b]2- — 2b;ibjcos(0; ;)]
= R/ i T .]27TfL] X

Fiir die Berechnung der Impedanzbelége sind jedoch die unendlichen Summen ein Hindernis. Die Kon-

vergenz der beiden Funktionen hdngt mafigeblich von der Basis g—i, o und ;& ab da diese den Summa-
tionsindex n als Exponenten haben. Somit gilt 0 < C—, %, T < 1, was durch die Annahmen, dass alle

Leiter im innen der Schirmung platziert sind und keine Uberlappungen vorhanden sind, vorausgesetzt
ist. Die Exponentialfunktionen streben fiir ausreichend Grofles n gegen null und folglich tragen diese
Terme keinen Beitrag mehr zu den Gesamtsummen bei und kénnen daher vernachléssigt werden. Die

oberen Summationsindexe in Gleichung (3.2.9) und (3.2.10) werden von n = oo auf eine Konstante
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n = C beschriankt. Die Berechnung der Elemente der Impedanzbelagsmatrix kann somit theoretisch fiir
jedes Element separat auf einem Computer ausgefithrt werden. Jedoch muss beachtet werden, dass die
Belagsmatrizen C’, L' und G’ positive definit sein miissen [Pau07]. Fiir die Widerstandsbelangsmatrix R/
lasst sich in [Pau07] kein Beleg finden, welcher die positive Definitheit fordert. In [MWR99] und [DANO1]
wird jedoch auch die positiv Definitheit der Widerstandsbelagsmatrix gefordert. Eine reelle N x N Matrix
M ist positiv definit, wenn alle Eigenwerte der Matrix M grofler als null sind [Pau07]. Die Eigenwerte
einer Matrix M sind die Losungen Ay, ..., Ay der Gleichung

det(M — \E) = 0,

wobei E eine N x N Einheitsmatrix ist. Da die Belagsmatrizen symmetrische Matrizen sind, sind die
Eigenwerte stets reell. Die Eigenwerte lassen sich mit Softwarepaketen wie z. B. MATLAB bestimmen.
Durch die Forderung der positiv Definitheit der Belagsmatrizen miissen die Impedanzbelige im Kollektiv
berechnet werden. Die Konstante C' kann daher zunédchst auf einen beliebigen Startwert gesetzt werden
und muss solange erhoht werden, bis die Belagsmatrizen positiv definit sind. Dieses Vorgehen ist als

Pseudocode in Algorithmus 1 beschrieben.

Algorithmus 1 R’- und L’-Matrix Berechnung
: Initialisiere: C', Frequenz, Leitungsgeometrie und Materialkonstanten
Berechne Z;; und Z;, wie in (3.2.9) und (3.2.10) vorgegeben, Vi, j € {1,..., N}
Erstelle die R’- und L’-Matrix
if R’ und L/ nicht beide positiv definit sind then

Erhohe C und gehe zu Schritt 2
end if

Die Induktivitiatsbelagsmatrix L'(f) und die Widerstandsbelagsmatrix R’(f) lassen sich in eine frequenz-

abhéngigen und einen frequenzunabhéngigen Teil aufspalten durch

~

L'(f) =L/(f) +L'x

und

R'(f)=R/(f)+ R/

[ZDP*10]. Dabei stellt L', den Induktivititsbelag fiir unendlich hohe Freqeunzen und R’g den Gleich-

stromwiderstandsbelag dar.
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3.2 Problembeschreibung und analytische Losung

Um Verluste im linearen, homogenen und isotropen Dielektrikum mit zu beriicksichtigen, wird die

komplexwertige und frequenzabhéngige Permittivitat mithilfe des Debye-Modells

(3.2.11)
. €rn€o 67“7160 Tn
_€0+§1—|—(27Tf7' Jﬂle—l— (27 f7n)?
nachgebildet [ZDP*10] [Pau07] [GBM92|. In (3.2.11) ist 7, die Relaxionszeit des n-ten Dipolmoments
im Dielektrikum, €,,, ist der dazu gehorige konstante Gewichtungsfaktor und ¢y ~ 8.854 - 1012 é—; ist
die Permittivitit im Vakuum [ZDP710]. Die Relaxationszeit beschreibt, wie lange die Dipolmomente im
Dielektrikum brauchen, sich der Anregung entsprechend zu orientieren. Die Konstanten ¢,,, konnen nicht

individuell gewahlt werden, sondern miissen im Kollektiv bestimmt werden, um den Zusammenhang

L

li = = 2.12
flg%)é(f) €O+n§1€067“n €0€r (3 )

zu erfiillen, wobei €, die relative, bzw. statische Permittivitdt beschreibt [Pau07]. Aus (3.2.11) ist fiir
unendlich hohe Frequenzen direkt ersichtlich, dass fiir

lim €(f) = €

f—oo
gilt. In (3.2.12) gibt der Summationsindex L die Anzahl der Dipolmomente des Dielektrikums an. Der
Verlustfaktor des Dielektrikums ist definiert durch

[ZDP*10]. Mithilfe der komplexen Permittivitit aus (3.2.11) ist der Admittanzbelag

G/(f) +i2nfC'(f) = j2n fe(f)uol o,

welcher sich in die Kapazitatsbelagsmatrix

C'(f) = poR(e(f))L/ 3

und die Leitswertsbelagsmatrix
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3 Berechnung der Belagsmatrizen

G/(f) = 2 ftand(f)C'(f)

durch Koeffizientenvergleich aufteilen ldsst. Mit dem Grenzfall fiir unendlich hohe Frequenzen folgt fiir

die Kapazitéitsbelagsmatrix C'o = poeol/} [GBM92].

3.3 Numerische Ergebnisse

Zur Berechnung der Belagsmatrizen wird die in Abbildung 3.1 dargestellte Geometrie verwendet. Diese
dient als Modell MWTL, welches aus vier gekoppelten Ubertragungsleitungen besteht. Die Geometrie
dieser Leitung ist folgendermaflen parametrisiert. Alle Leiter und die Schirmung sind aus Kupfer mit der

Materialeigenschaft einer relativen Permeabilitidt p,, = 1 und einer Leitfdhigkeit o, = 56.2 - 106 %

Als Dielektrikum wird Polyethylen mit einer relativen Permittivitit von €, ~ 2.3 und einem Verlustfaktor
tand(f) ~ 2-10~* verwendet [Lid04] [Krul6] [HSN13]. In [RNM*05] wird die relative Permittivitit und
der Verlustfaktor von Polyethylen iiber die Frequenz dargestellt. Fiir Frequenzen grofler als 100 kHz sind
diese als frequenzunabhingig anzusehen. In [Krul6] und [GKLT06] wird der Verlustfaktor, sowie die
relative Permittivitdt von Polyethylen im GHz-Bereich gemessen. Dort wird ebenfalls dargestellt, dass die

Frequenzabhéangigkeit des Verlustfaktors und der relativen Permittivitat vernachlassigbar ist.

Der Innenradius der Schirmung ist ¢; = 1.3-1072 m und der AuBenradius der Schirmung ist ¢ = 1.4-1073 m.
Der Radius von Leiter z ist in allen Leitern gleich mit a, = 0.2 - 1073 m gegeben. Die vier Leiter sind in
gleichen Abstinden auf einer Kreisbahn mit einem Radius b, = 1 - 1073 m positioniert. Fiir die Winkel

©;,; folgt aus dieser symmetrischen Geometrie

0 3 7 3

T 0 T g
©;=|*  ? |rad

T 5 0 3

5 m 3 0

und fiir die inneraxialen Absténde b; ; zwischen den jeweiligen Leitern ergibt sich
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3.3 Numerische Ergebnisse

2103 m.

Der obere Summationsindex wird mit C' = 20 initialisiert [Kr.13]. Fiir die Hilfsfunktionen F,,(z) und

H,(z) wird

und

T n2—
Hn() = \/;<1+ : 82 1)

verwendet. Aufgrund des symmetrischen Aufbaus ist der Leiter zu Leiter Proximity-Effekt mit in die

Berechnung eingegangen. Durch die symmetrische Anordnung weisen die Belagsmatrizen fir R’ und L/

folgende Struktur auf:

/ / / /
1,1 1,2 1,3 1,2

/ / / /
1,2 1,1 1,2 1,3

R =
/ / / /
1,3 1,2 1,1 1,2
/ / / /
1,2 1,3 1,2 1,1
/ / / /
Ly, Liy, Lis Liy
/ / / /
[ — | "2 i 2 Fas

/ / / /
1,3 12 La31 Lap
/ / / /
Ly, Lig Lo Li,

Die jeweiligen Elemente R}, R}, und Rj 3, sowie L} 1, L, und L} 5 sind in Abbildung 3.3 grafisch

dargestellt.

Analog ergibt sich fiir die Matrizen G’ und C’ die folgende Struktur:
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3 Berechnung der Belagsmatrizen
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Abbildung 3.3: Variation der Widerstands- und Induktivitdtsbelagsmatrixelemente iiber die Frequenz. Fiir
Frequenzen kleiner als 10 MHz ist die analytische Losung zur Berechnung verwendet worden.
Fiir Frequenzen grofler als 10 MHz ist die in diesem Kapitel hergeleitete asymtotische
Losung verwendet worden.
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3.4 Verifikation

/ I ! ! ! /
11 tGl2+Gls -Gl —Gig -G,
! ! ! ! ! !
G — -G 11+ Gi2+Glg -G -G 3
! ! ! ! ! !
-Gl -Gl Gii+ G+ G =Gy
—@ -G -G G+ G+ G
1,2 1,3 1,2 1,1 1,2 1,3
! / ! ! ! !
Ci1+Cia+ 01 —C1 9 —C3 —C1,
- C+C s+ - -
o 1,2 1,1 1,2 1,3 1,2 1,3
! ! ! ! ! !
—Ci 3 —Cia Cip+ 02+ 03 —C1 5
I lA ! ! ! /
—Ci 9 —Cig —C1 9 Cip+Cia+Cig

Die jeweiligen Elemente G 1, G’ 5 und G 3, sowie C1 ;, C] 5 und (' 5 sind in Abbildung 3.4 grafisch iiber

die Frequenz aufgetragen.

3.4 Verifikation

Zur Verifikation der zuvor numerisch berechneten Belagsmatrizen miissen zwei weitere Plausibilitdtsprii-
fungen durchgefiihrt werden. Diese stellen sicher, dass die Belagsmatrizen ein kausales und reellwertiges
MWTL-Modell bilden [AHL*14] [ZDP*10] [DSS14] [AHL"14] [SSU13]. Aus (2.3.9) ist direkt ersichtlich,
dass durch Riicktransformation in den Zeitbereich, die Impulsantworten der Impedanz- und Admittanzbe-

lagsmatrix reellwertig sein miissen. Diese Bedingung ist immer erfiillt, wenn

Z'(-f)=2"(f)
Y'(—f)=Y"(f)

(3.4.1)

gilt [Pau07]. Diese Plausibilitdtsbedingung ist fiir die zuvor vorgestellten Belagsmatrizen erfiillt und kann
durch nachrechnen iiberpriift werden. Um die Kausalitdtsbedingung zu erfiillen, muss der Real- und
Imaginérteil der Impedanz- bzw. Admittanzbelagsmatrix iiber die Hilbert-Transformation miteinander

verkniipft sein. Fiir die Impedanzbelagsmatrix muss somit

) — Ry

2 f(L/(f) — L) = —%CH /O:O R/(;f do (3.4.2)

— X

gelten [GHR™04] [Pau07] [SSU13]. Das Integral in (3.4.2) ist als Cauchy-Hauptwert (CH) zu verstehen

[Kam13]. Ebenfalls sei angemerkt, dass die frequenzunabhingigen Anteile der Impedanzbelangsmatrix
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3 Berechnung der Belagsmatrizen
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Abbildung 3.4: Variation der Leitwerts- und Kapazitdtsbelagsmatrixelemente {iber die Frequenz. Fiir
Frequenzen kleiner als 10 MHz ist die analytische Losung zur Berechnung verwendet worden.
Fiir Frequenzen grofler als 10 MHz ist die in diesem Kapitel hergeleitete asymtotische
Losung verwendet worden.
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3.4 Verifikation

R’y + j2mfL's von Natur aus die Kausalititsbedingung erfiillen [GHR104]. Um die Kausalitit der
Impedanzbelagsmatrix zu verifizieren, kann unter Beriicksichtigung von (3.4.1) die Hilbert-Transformation
in dquivalenter Form dargestellt werden. Diese Darstellungsform ist als Kronig—-Kramer Relation in der

Literatur bekannt [Pau07] und ist gegeben als

2rf(L'(f) = L) = lim 2 ’ R/(z) - Ry

Jim =T [ e (3.4.3)

Mittels partieller Integration kann (3.4.3) gleichwertig dargestellt werden als

A R/ _ Rl
2m ) (1(]) ~ L) = Jim -2 [P =50

. 1. / / ‘$+f’
_—;)\h_}rgo [(R (m)—R())ln(‘x_f’)

L Mor ) i [ 12 1]
# 2 [ (00 o [

Der erste Summand aus (3.4.4) verschwindet mit der Annahme, dass fiir A — co ein 0 < < 1 und eine

dx

=\

(3.4.4)
x=0

Konstante ¢ existiert, sodass fiir alle Matrixelemente R’; j(A) ~ ¢ A? gilt und somit folgt

2 f(L(f) — L) = 71T/Dc>o <8xR'(x)>ln<:z J_r ;I)dx, (3.4.5)

siche [GHRT04]. Beispielsweise konnte der Wert auf ca. x = 0.5 abgeschitzt werden, was den Skin-
Effekt fiir hohe Frequenzen durch die Quadratwurzel modelliert. Fiir reale MWTL-Strukturen wird hier
angenommen, dass die Widerstandsbelagselemente die zuvor beschriebene asymtotische Realation erfiillen.
Fiir die praktische Anwendung von (3.4.5) wird das Integral als endliche Summe interpretiert, wobei die
Ableitung der Widerstandsbelangsmatrix als stiickweise konstant approximiert wird. Somit ergibt sich als

Approximation von (3.4.5)

L R’
o ot §) = - 3 P I o ) (345

Mit der Annahme, dass fx+1 > fi gilt, beschreibt der Term F(f, fi, fx+1) das verbleibende Integral aus

der Summen-Approximation in (3.4.6), welcher definiert ist als
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3 Berechnung der Belagsmatrizen

Tr41
E(f, frs frt1) Z/f ' 1D<;ii—§:>dﬂf = (f + fer1) (I + frsal)

= (i1 = ) n(If = faral) = (F + fi) In(1f + ful) + (Fe = ) In(lf = fil)-

Die Integral-Approximation aus (3.4.6) ldsst sich in [GHR'04] wiederfinden. Um eine ausreichende

Kausalitéts-Verifikation der Belagsmatrizen zu erreichen, sollte die relative Abweichung

Cii= QWfL/Approx(f)i,j - 27Tf(L/(f) - L/oo)i,j
" 2r f(L/(f) — LV oo) i

weniger als ein Prozent betragen [GHR'04]. Die relative Abweichung ist in Abbildung 3.5 {iber die
Frequenz aufgetragen. Dort ist zu erkennen, dass die Kausalitéts-Verifikation unter ein Prozent liegen
und somit die Kausalitdtsbedingung einhélt. Die Erhéhung der relativen Abweichung bei ca. 10 MHz sind

durch das Umschalten der Berechnungsformel zu erkléren.

T TTT ‘l T T TTT T T TTT T T 71T
;
0.4 i .

¢[%]

0
10° 107 108 10° 10%0
Frequenz [Hz]

Abbildung 3.5: Relative Abweichung der Kronig-Kramer Approximation aus (3.4.6) zu den exakten
Werten

Die Kausalitatsbedingung fiir die Admittanzbelagsmatrix ist direkt durch die Verwendung eines kausalen
Permittivitat-Modells erfiillt, siehe (3.2.11) [ZDP*10]. Dies lésst sich direkt durch Anwendung der inversen

Fourier-Transformation

L
T [é(f)} = eod(t) +O(t) Y T e (3.4.7)

n=1 Tn
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3.4 Verifikation

im Zeitbereich tiberpriifen. In (3.4.7) wird angenommen, dass 7, > 0 ist und O(¢) stellt die Heaviside-
Funktion bzw. Sprungfunktion dar. Ebenfalls wird deutlich, dass somit die Admittanzbelagsmatrix die

Kausalitdatsbedingung durch die Multiplikation mit der Sprungfunktion sicher stellt.
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4 Leitungsmodell

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel soll das in den vorherigen Kapiteln vorgestellte MWTL-Modell als Elementarbau-
stein dazu verwendet werden, um das Systemverhalten eines realen Mehrleitersystems grofierer Léange
zu approximieren. Die grundlegende Idee hinter diesem Ansatz ist, das gesamte Leitungsmodell aus
einer Kaskadierung von elementaren MWTL Teilstiicken zu formen, wobei jedes Teilstiick individuelle
geometrische Parameter aufweist. Diese Parameter sind die Positionen der Leiter in dem jeweiligen
MWTL-Teilstiick. Da diese sich iiber gréfiere Leitungsldngen in realen Mehrleitersystemen zufillig relativ
zueinander verschieben, werden diese Positionen durch Zufallsvariablen modelliert. Ebenfalls eignet sich
die Relaxionszeit zur Modellierung als Zufallsvariable, da diese nur wage als deterministisch angesehen

werden kann.

4.2 Systemmodell
Die Aufteilung der gesamten MWTL in L Teilstiicke erfolgt tiber das Produkt der Kettenmatrizen ®(.%,)

der einzelnen MWTL Teilstiicke z. Sei .Z die Gesamtlange der MWTL und .%, die jeweilige Teilstiicklange,

dann folgt mit der Kaskadierung der einzelnen Teilstiicke das Gesamtsystemverhalten zu:

(4.2.1)

=P | (4.2.2)
Hier sei angemerkt, dass die Summe der Teilstiicklangen der Gesamtliange gleicht. In Gleichung (4.2.1) ist

die Abhiingigkeit der geometrischen Parameter der Ubersichtlichkeit halber unterdriickt. Im Folgenden

muss die Kettenmatrix eines MWTL-Teilstiicks formal verstanden werden, als

o7



4 Leitungsmodell

Q(gx, f: bl,xa cey bN,xv Pl,zs -y PN,x» 7-1,30)'

Winkel und Radius kénnen kompakt in Vektor-Notation dargestellt werden als

T
bw = |:b17$7 s 7bN,CE:|

und

T

Pr = |:(P1,x7 -y YNz

Fiir die Kettenmatrix des Gesamtsystems aus (4.2.2) lésst sich die Abhéngigkeit der Frequenz, geometri-

schen Parametervektoren b, ¢ und dem Relaxionszeitvektor 7 beschreiben als

®,.(f.bo.7) (12.3)

mit
T T
b= [bf...bE| o=l

und

T

T = [7'1,17---77'1,L

Die Kettenmatrix des Gesamtsystems aus (4.2.3) kann nun abstrakt als Funktion der drei Zufallsvektoren
aufgefasst werden, wobei die Abhéingigkeiten der deterministischen Parameter wie z. B. der Leitungslidnge
und Frequenz zunachst ausgeblendet werden. Um nun aus der Kettenmatrix in (4.2.3) ein deterministisches
Modell zu erzeugen, welches sich fiir die weitere MWTL-Systemanalyse eignet, wird der Erwartungswert

respektive der zuvor eingefithrten Zufallsvektoren gebildet. Die Erwartungswertbildung ist formal durch

E[@y.,(f.b0.7)] = [ [ [2yeslf 2.0, () fole)fo(d) dade dd (120

- éges (f)

o8



4.3 Erzeugung der Realisationensvektoren

gegeben. Die formale Erwartungswertbildung aus (4.2.4) mittels Integration ist im Allgemeinen nicht durch
einen analytischen Ausdruck bestimmt. Auch die numerische Integration mithilfe eines Digitalrechners
ist aufgrund der Vielzahl an Integrationsvariablen nicht moglich. Abhilfe fiir Integration {iber eine
hohe Anzahl von Integrationsvariablen liefert die Monte-Carlo-Integration [FT17] [RSLP15] [GS20]. Die

Monte-Carlo-Integration angewendet auf (4.2.4) ergibt

1
ges f: *Z ges f: T'Z;Lp'r’zaTT'Z) (4.2.5)

3

In (4.2.5) sind by ;, ¢,.; und 7,.; jeweils der i-te Realisationsvektor, beziiglich der jeweiligen Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion fy, f, und fr. Die Berechnungsvorschrift (4.2.5) wirkt zunéchst handlicher als (4.2.4),
bringt jedoch den Nachteil mit sich, dass zum einen die Realisationsvektoren erzeugt werden miissen und
zum andern der obere Summationsindex n nicht vorab definiert werden kann. Somit hdngt der Berech-
nungsaufwand stark von der elementweisen Konvergenzgeschwindigkeit der Folge (iges( fin))nen ab. Um
die Konvergenzgeschwindigkeit der matrixwertigen Folge anhand eines skalaren Wertes zu 'messen’, wird
zunéchst die Kettenmatrix mithilfe von (2.3.20) in die Impedanzmatrix-Folge (des( f,n))nen umgewan-
delt. Die Messung der Konvergenzgeschwindigkeit erfolgt durch die Frobenius-Norm der Impedanzmatrix

mittels

J(fin) = loglO(Hzges(fv n)HF ) :

Fiir ausreichend grofie n ist die zu erwartende Impedanzmatrix des( f) durch

zges(f) = des(f? n)

gegeben.

4.3 Erzeugung der Realisationensvektoren

Die Erzeugung der Realisationensvektoren, welche fiir die Monte-Carlo-Integration bendtigt werden,
héngen direkt von der unterliegenden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ab. Im Folgenden werden nur
gaussverteilte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen betrachtet. Diese sind vollsténdig durch den vorgegebe-

nen Erwartungswert und die vorgegebene Kovarianzmatrix bestimmt. Die Kovarianzmatrix gibt vor, wie
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4 Leitungsmodell

stark die einzelnen Elemente des Zufallsvektors miteinander in Verbindung stehen. Der Ausgangspunkt ist
ein standardgaussverteiler Zufallsvektor x ~ .47(0, E), welcher erwartungswertfrei ist und eine Einheits-
matrix als Kovarianzmatrix besitzt. Dieser ist in Softwarepaketen wie MATLAB als Elementarfunktion
hinterlegt [WGN]. Sei P die gewiinschte Kovarianzmatrix und g der gewiinschte Erwartungswert, dann

lésst sich die gewiinschte Zufallsvektor-Realisation y, durch

yr =+ Apx, (4.3.1)

erzeugen. In Gleichung (4.3.1) ist Ap eine untere Dreiecksmatrix, welche sich aus P direkt ableiten lasst,

wie in Unterkapitel 2.5.2 vorgestellt.

4.4 Numerische Ergebnisse

Als Grundlage der numerischen Auswertung dient das bereits in Unterkapitel 3.3 beschriebene MWTL-
Modell aus Abbildung 3.1 mit N = 4 Leitern. Im Folgenden indizieren die Variablen ¢ und j das
Leitungssegment und somit gilt stets 1 < 4,5 < L. Da die eingefithrten Zufallsvektoren stets als gaussverteilt
angenommen wurden, sind diese durch die nachfolgende Auflistung der Erwartungswertvektoren sowie

durch ihre Kovarianzmatrizen definiert.

Erwartungswertvektoren und Kovarianzmatrix von b:

Der Erwartungswertvektor des Teilstiick ¢ wird durch

T 3 T
Ko, = |:1ub1,i7"'7/'6b1\1,i:| =0.7-10" |:17a1:| m

vorgegeben. Dieser wird anschlieBend verwendet, um den gesamten Erwartungswertvektor

T

zu definieren. Analog dazu wird die Kovarianzmatrix zunéchst als

=0.5-1073(1 — 0.05]i — j])Em? (4.4.1)

Pu 5[0 )5 )
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4.4 Numerische Ergebnisse

vorgegeben und anschliefend zur Kovarianzmatrix

Poioy Poip, - Pop,

Poyvy Poop, - Poyp,
P, =

Po,vy Porp, -+ Popp,

zusammengesetzt.
Erwartungswertvektoren und Kovarianzmatrix von ¢:

Der Erwartungswertvektor des Teilstiick ¢ wird durch

T r

T
22[1,...,1\7] rad

u%‘ = {M%,w R MGON,i

vorgegeben. Dieser wird anschlieend verwendet, um den gesamten Erwartungswertvektor

T

— T T
Ho = |1 1,

zu definieren. Analog dazu wird die Kovarianzmatrix zunéchst als

T . .
P,y =E l((pi — 1) () = 1) ] = 0.5(1 — 0.05]i — j|)E rad> (4.4.2)

vorgegeben und anschlieend zur Kovarianzmatrix

P4P17<P1 P‘PLLPQ P‘Pu‘PL
v201 Pooes Py, by
P, =
_P‘PL:‘PI P‘PL#PQ P<PL:‘PL_

zusammengesetzt.

Erwartungswertvektoren und Kovarianzmatrix von 7:

Der Erwartungswertvektor wird mit
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4 Leitungsmodell

T b T
,UTZ[MTM,...,MTLL] =10 [1,...,1 S
angenommen. Die Kovarianzmatrix wird zunéchst als
P, =B |(7 : = 10719(1 — 0.05]i — j]) s (4.4.3)
Tl Tli = M J\TL — Hryy = —UUolt—=71)8 -2
vorgegeben und anschliefend zur Kovarianzmatrix
PT1,1,7'1,1 PT1,177'1,2 s PTl,lle,L
71,2,71,1 71,2,71,2 ce T1,2,7T1,L
P, =
PTl,Lle,l PTl,L:Tl,Z PTl,Lle,L

zusammengesetzt.

Die grundlegende Idee hinter der Wahl der Teilkreutzkovarianzmatrizen (i # j) aus (4.4.1), (4.4.2)
und (4.4.3) ist, dass benachbarte Teilstiicke eine hohere Korrelation aufweisen und diese Korrelation
mit erhéhtem Abstand abklingen soll. Fiir die Realisierungen werden nun drei standard-gaussverteilte
Zufallsvektorrealisationen x1 ,, X2, und x3, verwendet um die gewiinschten Realisationsvektoren fiir

b,, ¢, und 7, zu erzeugen. Die Realisationen sind somit in (4.4.4) bis (4.4.5) gegeben.

b, = puy + Ap, X1, (4.4.4)

Pr = lJ’(p + AP‘P Xo.r

Tr =, + Ap_ X3, (4.4.5)

Diese werden verwendet, um die Monte-Carlo-Integration aus (4.2.5) numerisch auszuftihren. Dies wird in

den folgenden drei Fillen dargestellt.
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4.4 Numerische Ergebnisse

Fall 1:

Das gesamte MWTL-System hat eine Gesamtldnge von . = 25m und wird als ein Segment

modelliert. Somit ist L = 1 mit einem .27 = 25m. Abbildung 4.1 zeigt, dass fiir den Frequenzbereich

von 1 MHz bis 1 GHz die Konvergenz der Monte-Carlo-Integration schon fiir n < 100 angenommen
werden kann.
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Abbildung 4.1: Konvergenzverhalten der Monte-Carlo-Integration mit einem Segment

Fall 2:

Das gesamte MWTL-System hat eine Gesamtlinge von . = 50 m und wird durch fiinf Segmente
modelliert. Somit ist L = 5 mit einer Segmentlinge von .%; = % m, fiir ¢ = 1,...,5. Abbildung 4.2

zeigt, dass fiir den Frequenzbereich von 1 MHz bis 1 GHz die Konvergenz der Monte-Carlo-Integration
schon fiir n < 100 angenommen werden kann.

Fall 3:

Das gesamte MWTL-System hat eine Gesamtldnge von . = 75m und wird durch zehn Segmente
modelliert. Somit ist L, = 10 mit einer Segmentlénge von .%; = % m, fir i =1, ..., 10. Abbildung 4.3

zeigt, dass fiir den Frequenzbereich von 1 MHz bis 1 GHz die Konvergenz der Monte-Carlo-Integration
schon fiir n < 100 angenommen werden kann.
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Abbildung 4.2: Konvergenzverhalten der Monte-Carlo-Integration mit fiinf Segmenten

Die Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 zeigen deutlich, dass die Approximation des Erwartungswertes durch

die Monte-Carlo-Simulation schon fiir n kleiner als 100 annehmbar ist und als konvergiert angenommen
werden kann.



4.4 Numerische Ergebnisse
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Abbildung 4.3: Konvergenzverhalten der Monte-Carlo-Integration mit zehn Segmenten
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird eine neuartige Methode zum systematischen Erstellen eines Quellen- und Last-
netzwerks vorgestellt. Anschlieend wird diese Methode in die Berechnung der Streuparameter integriert,
welche in einem a priori definierten Optimierungskriterium Anwendung finden. Das Optimierungsproblem
wird auf Konvexitdt untersucht und nachfolgend ein effizienter und erweiterter Gradientenabstiegsal-
gorithmus beschrieben. Abschliefend werden die numerischen Ergebnisse grafisch dargestellt und eine

Verifikation beziiglich der neuartigen Methode zum Erstellen des Quellen- und Lastnetzwerks gegeben.

5.2 Systemmodell des Quellen- und Lastnetzwerks

Der Ausgangspunkt zum Erstellen des Quellen- und Lastnetzwerks der MWTL ist die Impedanzmatrixdar-

stellung

Yo = Z(f) bl (5.2.1)
Vy I,

In Gleichung (5.2.1) sind V; und Iy die N x 1 Vektoren, welche die Spannungen und die Strome am dem Ort
z = 0. Analog sind V & und I, die N x 1 Vektoren, welche die Spannungen und die Stréme am Ort z = £
beschreiben. Um nun die Stréome und Spannungen am Leitungsanfang sowie am Leitungsende mit den
Stromen und Spannungen des Abschlussnetzwerkes zu verbinden, werden diese iiber Linearkombinationen
miteinander verkniipft. Um dieses Vorgehen zu verdeutlichen, ist in Abbildung 5.1 ein vollvermaschtes
Abschlussnetzwerk dargestellt, welches mit einem Vierleitersystem verbunden ist. Aus Abbildung 5.1
ergeben sich die Linearkombinationen, welche die Stréme und Spannungen aus Gleichung (5.2.1) mit
den neu eingefiithrten Stréomen, Io und I &, sowie den Spannungen, io und V &, des Abschlussnetzwerks
verbinden. ﬁo und 10 sind jeweils Qg x 1 Vektoren und U o und I o sind QQ# x 1 Vektoren. Diese kénnen

zunéchst abstrakt geschrieben werden als
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

XO o HO 0 Xo def U Xo
Vg 0 Uy| (Vg Vg
I _ W, 0 Alo def yy Alo 7
I, 0 Wy Iy 1y

wobei Uy o eine Qo ¢ X N Matrix und W, & eine N X Qo ¢ Matrix darstellt. Ebenfalls sei die Struktur

der Matrizen U und W hervorzuheben. Diese sind fiir Mehrleitersysteme als Blockmatrizen zu interpre-

tieren, da durch die lokale Trennung keine Linearkombinationen von Strémen oder Spannungen von zwei

verschiedenen Orten zuléssig sind. Bei Systemen, welche keine 6rtliche Trennung haben, muss diese Block-

matrixstruktur nicht eingehalten werden. Die Matrizen U, und W, beschreiben das Impedanznetzwerk

am Ort z = 0 bzw. das Netzwerk am linken Leitungsende und die Matrizen U o und W & beschreiben

das Netzwerk am Ort z = ., bzw. am rechten Leitungsende.

I L

+ K4ZK4

Abbildung 5.1: Ersatzschaltbild eines vollvermaschten Abschlussnetzwerks mit den jeweiligen Portspan-
nungsquellen. Die spezifischen Portvariablen sind durch die Spannungs- und Stromsymbole
mit einem Dach-Symbole charakterisiert. Die Strome und Spannungen der MWTL sind
ohne Dach-Symbol dargestellt. SE Ports haben nur einen tiefgestellten Index und differen-
tielle Ports haben zwei tiefgestellte Indizes.

Die beiden Matrizen U und W koénnen theoretisch individuell bestimmt werden, jedoch ist ein Zusammen-

hang zwischen diesen beiden Matrizen zu wéhlen, welcher die komplexe Leistung des Abschlussnetzwerks

und der MWTL beibehélt [MP15] [Mey15]. Diese Bedingung kann mathematisch ausgedriickt werden als
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5.2 Systemmodell des Quellen- und Lastnetzwerks

1=VA], (5.2.2)

wobei V.= [VI' VLT und I = [I}, I%])T 2N x 1 Vektoren sind. Analog sind I = [iOT, i;]T und
V= [YOT, Y;]T M x 1 Vektoren, mit M = Qo + Q. In Gleichung (5.2.2) ist zu beachten, dass die
Vektoren links und rechts des Gleichheitszeichen unterschiedliche Dimensionen haben. Zusammengefasst

ergeben sich folgende Zusammenhénge:

V=UV (5.2.3a)
I=WI (5.2.3b)
v=UV (5.2.3¢)
I=WI (5.2.3d)

Gleichung (5.2.3a) und (5.2.3¢), sowie Gleichung (5.2.3b) und (5.2.3d) sind in diesem Fall nicht direkt
das Inverse zueinander, da diese Matrizen im Allgemeinen nicht quadratisch sein miissen. Somit kénnen
diese nicht direkt in beide Richtungen umgerechnet werden. Vielmehr kann nur noch in eine Richtung die

Umrechnung erfolgen. Die Richtung der Umformung héngt von der Dimension der jeweiligen Matrix ab.

In diesem Fall, ob 2N < M, 2N > M oder 2N = M gilt.

Beispiel: Wird Gleichung (5.2.3a) auf das gegebene Quellen-und Lastnetzwerk aus Abbildung 5.1 ange-

wendet, ergibt sich
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wobei hier U eine 20 x 8 Matrix darstellt, somit ist M = 20 und N = 4. Durch die Multiplikation der
Pseudoinversen [BIG03] der Matrix U, kann das Gleichungsystem (5.2.4) tiberfithrt werden zu
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Hierbei ist jedoch zu beachten, dass die Matrix in Gleichung (5.2.5), U in Gleichung (5.2.3c) darstellt.
Somit gilt die Beziehung UU = Eg (Ey ist eine N x N Einheitsmatrix), mit U = U, daher ist die
Umwandlung von Gleichung (5.2.4) zu (5.2.5) mithilfe der Pseudoinversen (linksinverse Matrix) moglich.
Das hochgestellte + symbolisiert die Pseudoinverse. Die Riickrichtung von Gleichung (5.2.5) zu Gleichung
(5.2.4) ist nicht méglich, da U keine linksinverse Matrix besitzt und daher gilt Q+ﬂ # Eo. Das vorherige
Beispiel zeigt, dass das bei der Umrechnung der Matrixdarstellung aus Gleichung (5.2.3) die jeweilige
Dimension der Matrix beachtet werden muss und ob eine Invertierung mittels der links, bzw. rechtsinversen

Matrix zulassig ist.

Werden die Gleichungen aus (5.2.3) in Gleichung (5.2.2) substituiert ergeben sich die beiden moglichen

Kombinationen
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Somit miisste formal mindestens eine der folgenden zwei Bedingungen erfiillt sein, um die komplexe

Leistungsgleichheit aus (5.2.2) sicher zu stellen:
(5.2.7a)

(5.2.7hb)

1. 2N < M: Somit kann Gleichung (5.2.7a) nach W mithilfe der Pseudoinverse aufgelést werden zu

W= (u)".

Da W eine M x 2N Matrix ist, kann Gleichung (5.2.3b) ebenfalls mithilfe der Pseudoinversen zu
Gleichung (5.2.3d) iiberfithrt werden. Somit ergibt sich durch Koeffizientenvergleich fiir die Matrix

() e

Die zweite Bedingung aus (5.2.7b) kann jedoch nur in einem erweiterten Sinne erfiillt werden. Dazu

wird Gleichung (5.2.7b) von links mit W multipliziert, folgt
(5.2.8)

=

"W =WEy =

c

w
Gleichung (5.2.8) ist im Allgemeinen erfiillt fiir QH =W+ =W.
2. 2N > M: Somit kann Gleichung (5.2.7b) nach U mithilfe der Pseudoinverse aufgelést werden zu

o= (w)".

Da U eine 2N x M Matrix ist, kann Gleichung (5.2.3c) ebenfalls mithilfe der Pseudoinversen zu
Gleichung (5.2.3a) iiberfiihrt werden. Somit ergibt sich durch Koeffizientenvergleich fiir die Matrix
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5.2 Systemmodell des Quellen- und Lastnetzwerks

Uu-0'- ((W*)H>+ — W,

Die zweite Bedingung (5.2.7a) kann jedoch nur in einem erweiterten Sinne erfiillt werden. Dazu

werden beide Seiten der Gleichung (5.2.7a) von rechts mit U multipliziert und somit folgt

U WU = E;yU" =U". (5.2.9)
Gleichung (5.2.9) ist im Allgemeinen erfiillt fir W = (Uf)t =0T ".

3. 2N = M: Somit kann sowohl Gleichung (5.2.7a), als auch (5.2.7b) geschrieben werden als

H_w! (5.2.10a)
o' =wl
Ebenfalls gilt aus Gleichung (5.2.3) durch Koeffizientenvergleich
W l=w (5.2.11a)
U'=U

Durch Substitution von Gleichung (5.2.10a) in Gleichung (5.2.11a) ergibt sich der Zusammenhang

zwischen U und W zu

Ui =w

und analog folgt fiir den Zusammenhang von W und U zu

w' =0

In allen drei Fallen ergibt sich der Zusammenhang zwischen U und W zu
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

Wird in Gleichung (5.2.3a) der Strom-Spannungszusammenhang V. = Z I aus Gleichung (5.2.1) substituiert,
folgt

V=U

IN
| e

(5.2.12)

und wird anschlieflend Gleichung (5.2.3d) in Gleichung (5.2.12) substituiert folgt

Die Transformation der urspriinglichen Impedanzmatrix Z des Mehrleitersystems kann nun mithilfe der

Transformationsmatrizen U und W in die neue Impedanzmatrix Z iberfithrt werden durch

H[) O WO O
Z(f)

0 Uy 0 W

Z= (5.2.13)
Gleichung (5.2.13) beinhaltet ein definiertes Quellen- und Lastnetzwerk, welches aus den jeweiligen

Portimpedanzen zusammengestellt ist. Die Impedanzen des Netzwerks sind durch

27 f Ly, flir qz; =1
Z,(f) =R +] (5.2.14)
_(277]001)_13 fir g, =0

charakterisiert. In Gleichung (5.2.14) ist q, die Zustandsvariable von Port z, welche beschreibt, ob diese
Impedanz induktiv oder kapazitiv ist. Mithilfe der neu definierten Impedanzmatrix Z ist die dazugehorige

Streumatrix, siche Kapitel 2.2.2, gegeben durch

S(Zy, s Zyy) = Do(Z — Z3)(Z + Zy) "' Dy . (5.2.15)

Diese Streumatrix ist abhéngig von den M Portimpedanzen und somit von den jeweiligen Widersténden
und Induktivitdten bzw. Kapazitdten. Ebenso besteht eine Abhéngigkeit von der Frequenz, welche zum
einen durch die frequenzabhéngigen Portimpedanzen und zum andern durch die Frequenzabhéngigkeit der
Impedanzmatrix Z entsteht. Die beiden Matrizen Dg und Zg sind in Gleichung (5.2.16), bzw. in (5.2.17),

in Abhéangigkeit der jeweiligen Portimpedanzen, definiert.
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- i
v 0 0
0 = ... 0
D, = VR ' (5.2.16)
0 0 —
Zy(f) 0
0 Z e 0
Zo—| *2_(f) ‘ ' (5.2.17)
0 0 .. Zy(f)]

Im nachfolgenden Kapitel wird die in Gleichung (5.2.15) definierte Streumatrix verwendet, um ein
optimiertes Ubertragungsverhalten zu bestimmen. Dabei sind die zur Optimierung verwendeten Parameter,

wie symbolisch dargestellt, die frequenzabhéngigen Portimpedanzen Z;(f), ..., Zp/(f)-

5.3 Iteratives Optimierungsverfahren

Um eine Optimierung durchfiihren zu kénnen, muss zunichst ein optimales Ubertragungsverhalten definiert
werden. Dieses optimale Ubertragungsverhalten ist im Folgenden durch die frequenzabhiingige Streumatrix
S°PY(f) gegeben. Ebenfalls wird ein Ma8 fiir die aktuelle Systemperformance benétigt, welches die aktuelle
Performance des Ubertragungssystems mit der Performance des optimalen Ubertragungssystems vergleicht.

Dieses Maf ist durch die stetig differenzierbare Kostenfunktion J : RiM — Ry mit

2

M M
T=S"5"STISEAH = 1S, (NI (5.3.1)
f

€F i=1j=1
definiert. In Gleichung (5.3.1) ist F eine Menge, welche die Frequenzen enthilt, an welchen die Optimierung
durchgefiihrt werden soll. Im Allgemeinen muss die Kostenfunktion J fiir jede Anwendung individuell
angepasst werden und kann daher als eigenstédndiger Systementwurfsschritt angesehen werden. Die hier
gewahlte Anwendung ist eine definierte Leistungsiibertragung iiber einen gewissen Frequenzbereich. Aus
diesem Grund werden in der Kostenfunktion J lediglich die Betrige der Streuparameter verwendet
und keine Phaseninformationen mit einbezogen. In Gleichung (5.3.1) ist mit S, ; das Matrixelement
1,7 der Streumatrix S bezeichnet. Da die Frequenzinformationen schon durch die Kostenfunktion mit

einbezogen sind, hingt die Kostenfunktion nur noch von den Widerstinden und Induktivitdten bzw.
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

Kapazitédten der jeweiligen Portimpedanzen ab. Um physikalisch realisierbare Werte fiir die Widerstande
und Induktivitdten bzw. Kapazitdten der Portimpedanzen zu erhalten, muss beriicksichtigt werden,
dass die zuvor genannten Werte stets positiv sind. Das Optimierungsproblem einschliellich der zuvor

beschriebenen Finschriankungen ist gegeben durch

Minimiere J(Rl, ceey RM, {Ll, Cl}, ceey {LM, CM}>

mit den Beschdnkungen R, > 0
(5.3.2)

Lx > Lftnin
Cmax > ¢, > O™in vy € {1,..., M}.

Die Konstanten LM% C™MaX ypd O™ werden im folgenden Abschnitt noch niher erliutert. Der Ausdruck
{Lz,Cy} bedeutet das entweder die Induktivitit oder die Kapazitit des Ports x verwendet wird. Zunéchst
soll jedoch der Fokus auf das Optimierungsproblem (5.3.2) gelegt werden.

Damit sich das Optimierungsproblem (5.3.2) als konvexes Optimierungsproblem formulieren ldsst, muss
die Funktion J konvex sein. Diese Mindestanforderung kann jedoch durch ein Minimalbeispiel widerlegt
werden. Das Minimalbeispiel wird im nachfolgenden Beweis verwendet, um zu zeigen, dass die Funktion J

nicht konvex ist.

V(0) Leitung V() z,

Z

Abbildung 5.2: Modell einer Leitung, welche mit einem Abschlusswiderstand abgeschlossen ist

Beweis. Abbildung 5.2 zeigt eine Leitung, welche mit einer Abschlussimpedanz Z, abgeschlossen ist. Sei

_ : : : _4 0 _ -7 H _ -10 F _ -6 S
Z, =50 und die Leitungsparameter mit ' =4 > L'=2-10"" -, C'=1-107"" -, G'=3-107° 2>
und .Z = 5m parametrisiert. Somit muss der Portwiderstand R an den von der Leitung transformierten

Abschlussimpedanz Z, angepasst werden. Die Eingangsimpedanz Z, der Leitung ist in Gleichung (2.3.34)
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5.3 Iteratives Optimierungsverfahren

gegeben. Die Anpassung erfolgt tiber die Frequenzbereichsmenge F = {100 MHz, 110 MHz, ...., 1 GHz}.
Mit S°PY(f) = 0.5 folgt fiir die Kostenfunktion J : D~ R

JR) = ( %

fer

Z.(f) - BR[|\’
é?etf)4—l?‘> , (5.3.3)

wobei D die konvexe Defintionsmenge D = R ist. Mit R, = 250, R, = 1250 und « = 0.5 folgt

J(aRy + (1 — @)Ry) £ aJ(Ry) + (1 — a)J(Ry),

sodass die in Gleichung (5.3.1) angegebene Kostenfunktion im Allgemeinen nicht konvex ist und somit
auch das Optimierungsproblem (5.3.2) im Allgemeinen als nicht konvex behandelt werden muss. Der
Verlauf der Kostenfunktion (5.3.3) ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Hier ist deutlich zu erkennen, dass
neben dem hier vorgestellten starken Begriff der Konvexitét auch abgeschwéchte Konvexitéts-Varianten,

wie der Quasikonvexitét, nicht angewendet werden kénnen [BV04].

18
16
14
12
—~ 10

[\ )

| | | | | | |
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
R[€)

Abbildung 5.3: Verlauf der nicht konvexen Kostenfunktion tiber die Variation des Widerstands R
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

Da die Kostenfunktion J nicht konvex ist, wird die lokale Optimierung, wie in Kapitel 2.6.2 vorgestellt,
verwendet. Die lokale Optimierung wird im Folgenden durch ein erweitertes gradientenbasiertes Verfahren
realisiert. Die Optimierungsvariablen sind, wie in dem Optimierungsproblem (5.3.2) beschrieben, der
Widerstand R, und die Induktivitit Ly, bzw. die Kapazitat C., jeweils fiir jeden Port x. Der entscheidende
Punkt, welcher den hier im folgenden vorgestellten Algorithmus von einem klassischen Gradientenab-
stiegsverfahren unterscheidet, ist eine Fallunterscheidung, ob die Portimpedanz induktiv oder kapazitiv
ist. Diese Fallunterscheidung wird fiir jeden Port & durch die boolesche Variable q, getroffen. Anschaulich
gesprochen ist das erweiterte Gradientenabstiegsverfahren ein klassisches Gradientenabstiegsverfahren,
welches mit einem internen Zustandsautomaten ausgestattet ist. Bei N Ports, ergeben sich 2V Zusténde.
Die Implementierung des erweiterten Gradientenabstiegsverfahren, bzw. zustandsbasierten Gradienten-
abstiegsverfahren ist als Pseudocode in Algorithmus 2 dargestellt. Der generelle Ablauf gleicht dem des
klassischen Gradientenabstiegsverfahrens. Jeder Iterationsschritt ist mit einem hochgestellten Index k
durchnummeriert. Der Zustandswechsel von einer Induktivitdt zu einer Kapazitit und umgekehrt ist
als transition- Instruktion gekennzeichnet. Um diese Ubergéinge mdoglichst kontinuierlich und somit
grofle Spriinge in der jeweiligen Portimpedanz zu vermeiden, wird jedem Port x eine kleinste mogliche
Induktivitdt L™ und eine gréfite mogliche Kapazitit O zugewiesen. Die Bauteilwerte L™ und Cmax

sind so zu wéhlen, dass diese die Kontinuitdtsbedingung

j2om fLE™ —

3 < e, Vf€eF (5.3.4)

37O
einhalten. Dabei ist €, ein vorab definierter Wert, welcher auf jede Optimierungsaufgabe individuell
angepasst werden muss. Der Wert ¢, kann als Abstand zwischen der kleinste induktiven zur gréfiten
kapazitiven Portimpedanz gesehen werden. Die transition- Instruktion beinhaltet das boolesche Invertieren

der Zustandsvariablen q und das Zuweisen des jeweiligen Bauteilwerts.

Ebenfalls ist bei Gradientenabstiegsverfahren darauf zu achten, dass die Schrittweitenkonstanten p der
einzelnen Iterationen so zu wéhlen ist, dass die Kostenfunktion bei jedem Durchlauf verringert wird. Um
dieses Verhalten sicherzustellen, sind reset- und reduce- Instruktionen eingebaut, um eine kontinuierliche
Minimierung der Kostenfunktion zu gewihrleisten. Die initialize-Instruktion weifit den Parametern
ihre initialen Werte zu. Die calculate-Instruktion berechnet nach den zuvor angegeben Formeln die
Kostenfunktion und die Portimpedanzen jeweils in Abhéngigkeit der jeweiligen Portzustandsvariablen
q. In jeder update-Instruktion wird der jeweilige Gradientenabstieg durchgefiithrt. Dazu wird die je-

weilige partielle Ableitung der Kostenfunktion J nach den Optimierungsvariablen benétigt. Dazu sei
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5.3 Iteratives Optimierungsverfahren

Algorithmus 2 Erweiterter Gradientenabstiegsalgorithmus

1: initialize J°, R?, LY, €% and ¢?, p, € R, Vo € {1,..., M}

2: for k=1 to K do

3: calculate Z¥(f) and J*

4 if JF > J*7! then

5: reduce p;

6: reset YF « YF-1 vY € {R,L,C,q}
7: calculate Z¥(f)

8: end if

9: update R¥ «+ RF — pltoR J

10:  if R¥ <09 then

11: reset R¥ < b1RE-1 0 < by <1

12: end if

13: if ¢¥ =1 then

14: update L « Lk — pulop J

15: if Lk < L™ then

16: transition q¥ < 0, L¥ < Lmin Ok - Cmax
17: end if

18: else

19: update C* « C* — 1$0c,J
20: if CF > C™max then
21: transition ¥ < 1, LF < Lmin Ok . Cmax
22: end if
23: if Ck < O™ then
24: reset CK < byCE=1 0 < by <1
25: end if
26: end if
27: end for

79



5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

c€{Ry,....Ry, L1, ..., Lps, C1, ..., Cpr} eine Variable aus der Optimierungsparametermenge. Die partielle

Ableitung der Kostenfunktion (5.3.1) nach c ist

t
M 57

M
pa=y 35 (1o L
feFi=1j=1 \/Si S5

In Gleichung (5.3.5) sind die beiden noch zu bestimmenden Ausdriicke die partiellen Ableitungen der

((0e8:7)87; + (2eS5)8:5) | - (5.3.5)

Streumatrixelemente S; ; und der komplex-konjugierten Streumatrixelemente S7 ;. Um diese partiellen
Ableitungen zu berechnen, muss eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden, ob die Ableitung nach
einem Portwiderstand R, oder nach einer Induktivitéat, bzw. Kapazitat {L,, Cy} durchgefiihrt werden

soll. Um diese Berechnung zu vereinfachen wird die Hilfsmatrix M¥*

1, firi=5==x

0, sonst
M* = (mix,j)i,je{L...,M}

eingefiihrt. Die partielle Ableitung der Streumatrix S nach einem Portwiderstand R, ist

1
2R,

~Do(Z ~ ) |(Z + Zo) 'M*(Z + Zy) "' D!
1
2v/ Ry

Die partiellen Ableitungen der Streumatrix S nach v € {L,,C,} sind

.S = ~DoM”[E + o (Z — Z})|(Z + Zy) "' Dy

—(Z+2Zy)" M|,

0,8 = jg(f, des Co)Do B — (Z — Z3)(Z + Zo) |
M"(Z + Zy) " 'Dy ',

wobei die Funktion g(f,qs,C,) definiert ist als

27 f, flirq, =1
g(fa qxaCx) :j_la’vzx = .
(2rfC2)~t, fiir g, = 0
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5.4 Numerische Ergebnisse

Bei beiden partiellen Ableitungen sei erwahnt, dass diese von allen Portzustdnden q abhingen. Dies
kann leicht eingesehen werden, da die Berechnung der Matrix Z, direkt die Portzustdnde mit einschlief3t.
Die Berechnung der partiellen Ableitung der komplex-konjugierten Streumatrixelemente kann direkt aus
der Berechnung der partiellen Ableitung der nicht komplex-konjugierten Streumatrixelemente abgeleitet
werden. Dazu wird die Streumatrix S aufgeteilt in den Real- und Imaginérteil und somit S = R(S)+j3(S).
Durch die Linearitét des Differenzialoperators folgt direkt der Zusammenhang der partiellen Ableitungen

der Streumatrixelemente zu den partiellen Ableitungen der komplex-konjugierten Streumatrixelemente als

9e(87) = 0.(R(S) —jI(8)) = OR(S) — jO3(S)

Dieser Zusammenhang spart ca. 50 Prozent der Matrixoperationen ein. Die Effizienz des Algorithmus
kann weiter verbessert werden, indem die Berechnung der Matrix (Z + Zg)~! einmalig pro Iteration
ausgefithrt wird und anschlielend in einer Hilfsvariable zwischengespeichert wird. Diese gespeicherte
Matrix ersetzt die Berechnung der inversen Matrix in dieser Iteration, was den Berechnungsaufwand des

gesamten Algorithmus reduziert.

5.4 Numerische Ergebnisse

Zur numerischen Auswertung des in Kapitel 5.3 vorgestellten iterativen Optimierungsverfahrens wird als
unterliegendes MWTL-Modell die drei Impedanzmatrizen aus Kapitel 4 verwendet, welche sich in der
Gesamtleitungslinge sowie in der Anzahl der Segmente unterscheiden. Als Quellen- und Lastnetzwerk
wird das in Abbildung 5.1 dargestellte Impedanznetzwerk verwendet. Die dazugehorigen transformierten
Spannungen fiir das Quellen- und Lastnetzwerk sind in Gleichung (5.2.4) gegeben. Somit ergibt sich die

Matrix
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

_1 -1 0 0 0 0 0 ©0 ]
1 0 -1 0 0 O O O
1 0 0 -10 0 0 O
0 1 0 -1 0 0 0 O
0 -1 1 0 0 0 0 O
o 0 1 -10 0O 0 O
10 0 0 0 0 0 O
0 1 o0 0 0 0 0 O
0o o 1 0 0 0 0 O
U-— 0o 0 o 1 0 0O 0 O
0 0 0 0 1 -1 0 O
0o 0 0o o0 1 0 -1 0
o 0 0o 0 1 0 0 -1
0o 0 0o o0 0 1 0 -1
0o 0 0o 0 0 -1 1 0
o 0 0 0 0 0 1 -1
0 0 0 o0 1 0 0 O
0o 0 0o o0 0 1 0 O
o 0 o 0 0 o 1 O
0o 0 0o 0 0 0 0 1

und W = U Der transformierte Spannungsvektor Y(]’ & fiir die linke- und rechte Leitungsseite ist

gegeben durch

~ N N N N A~ ~ ~ ~ ~ ~ 1T
Xo,f = K12721371147K24)£327Z347K17K27Z37K4 0.7 " (541)

Fiir den transformieren Stromvektor Io, & ergibt sich analog

~ s a4 s a4 s s aoaqT

Ly o= [l127l137ll47124>1327134?l17l2713al4}0 : (5.4.2)
Die Strome 107 o und Spannungen QO, o bilden die neu transformierten Ports. Die Ports der jeweiligen
Leitungsseite werden in der gleichen Reihenfolge durchnummeriert, wie in den zuvor genannten Vektoren

aufgelistet. Ports auf der linken Seite der Leitung (z = 0) werden mit 1 bis 10 durchnummeriert und Ports
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5.4 Numerische Ergebnisse

auf der rechten Leitungsseite (z = .#) werden mit 11 bis 20 benannt. Die vollstdndige Portbelegung ist in
Tabelle 5.1 abgebildet.

Tabelle 5.1: Portbelegung der in Abbildung 3.1 dargestellten MW TL-Struktur

Port | Impedanz | Spannungsquelle | Spannung | Strom
1 AP 2?2,0 Viso Lo
2 Z130 zf&o Viso Lizo
3 Zi4ap 2?4,0 214,0 z1470
4 Zaap 254@ Vaso Loy
5 Z30 252,0 Voo Iz
6 Z340 254,0 234,0 j34,0
7 AN :19,0 Vi I
8 ZQ,O ﬁio 22,0 i2,0
9 Z3 K?Z,o Vo I3
10 Zyp 2470 24,0 i4,0
11 AV Ei,z 212,2 im,z
12 213, Efg,y Vis.y L3¢
13 AT Ei,g Visy Lo
14 Loy 254,3 Vosy Loy
15 L3y Z%gz,f Voo I3 o
16 L3y g ! 35:4,2 Vi Lo
17 AN V) Vig I o
18 Ly & V ig Ez,,sf fz,x
19 Z3.y V:f 7 Vi o Lo
20 Ly g Kig 24,2 f4,:f

Mithilfe der in Abbildung 5.1 angegebenen Impedanzen und der definierten Reihenfolge der neu einge-
fithrten Spannungen und Strome in Gleichung (5.4.1) und (5.4.2) sind die Hilfsmatrizen Dg"f und Zg"’%

gegeben durch

und
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

0,.% . T
Z,” =diag [ZuaZ13aZ1471247132723471171271&14}0j .

Diese Hilfsmatrizen werden in einem zweiten Schritt dazu verwendet, die Umwandlungsmatrizen Dy und

Z zu erstellen. Diese sind gegeben durch

D) o
Dy = P
0 Dj
und
Z0 0
Zo - =0 .
0 Z7

Das gewiinschte Ubertragungsverhalten ist eine beidseitige Transmission des differenziellen Port 1 zu dem
gegeniiberliegenden Port 11 und von den SE Ports 9 und 10 zu den jeweiligen gegeniiberliegenden Ports

19 und 20. Mit diesem Setup folgt fiir die gewiinschte/optimale Streumatrix

1, fir (i,j)€e TUR
§opt — [ﬁom]i,j — ,

0, sonst

wobei die Mengen T und R definiert sind als

T = {(1,11), (11,1), (9,19), (19,9), (10, 20), (20, 10)}

R={(z,z) |z e{1,..,20}\ {1,9,10,11,19,20} } .

Die Menge T stellt die gewiinschte Transmission dar. Hier ist zu beachten, dass die Transmission in beide
Richtungen gewiinscht ist. Also z. B. von Port 1 zu Port 11 und von Port 11 zu Port 1. Dies gilt auch analog
fiir die SE Ports 9, 10, 19 und 20. Die Menge R stellt die Reflexion aller Ports dar, welche nicht an der
gewiinschten Transmission beteiligt sind. Die Idee, die Reflexion aller Ports zu maximieren, welche nicht
an der Transmission beteiligt sind, ist keine Leistung in das System flielen zu lassen, welche FEXT oder
NEXT verursacht. Alle restlichen Streumatrixelemente, welche nicht in der Menge T oder R enthalten sind,
sind FEXT, NEXT und Transmissionsfaktoren von Ports, welche nicht an der gewiinschten Ubertragung

beteiligt sind. Diese sind daher auf null gesetzt. Eine andere Moglichkeit, wie diese Streumatrixelemente
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5.4 Numerische Ergebnisse

behandelt werden konnten, ist diese nicht in die Optimierung mit einzubeziehen. Im Allgemeinen miissen
nicht alle Streumatrixelemente mit in die Optimierung einbezogen werden. Die Frequenzmenge F ist

gegeben durch

F = {1MHz, 2 MHz, ...,1 GHz}.

Fiir die Kontiunitétsbedinung aus Gleichung (5.3.4) ist die untere Grenze der Induktivitit in allen Ports
r gleichermafen auf L™® = 0 H, die obere Grenze der Kapazitit auf C™#* = 1 4F und die untere Grenze

der Kapazitit auf C™" = 1 pF gesetzt. Die Konstanten der Abstiegsschrittweite ux werden auf

-1

M
:U*i( = Cf [Z ’aXiJ
1=1

gesetzt, wobei ¢X eine Konstante ist und X € {R, L, C'}. Die Konstanten cZ und c§ werden mit ¢Z = ¢{ =

x

1078 initialisiert, jeweils fiir jeden Port . Die Konstante ¢ wird mit ¢ = 10 fiir z € {1,9,10, 11, 19,20}

und mit ¢ = 5500 fiir z € {1,...,20} \ {1,9,10,11, 19,20} initialisiert.

In den folgenden drei Fallen wird die jeweilige Impedanzmatrix, welche in Kapitel 4.4 erzeugt wurden, als

MWTL-Systemmodell verwendet.

Fall 1:

Das gesamte MWTL-System hat eine Gesamtliange von . = 25m und besteht aus einem Segment.
Die Initialwerte der Portwiderstédnde, Portinduktivitdten, Portkapazitidten und des Portstartzustands

sind in Tabelle 5.2 abgebildet.

Abbildung 5.5 zeigt die Reflexion und Transmission des differenziellen Port 1 zum differenziellen
Port 11. Dort ist zu erkennen, dass die Reflexion stetig mit steigender Iterationsanzahl minimiert

wird. Die Transmission wird stetig maximiert.

Abbildung 5.6 zeigt die Reflexion des SE Port 1 sowie die Transmission des SE Port 1 zum SE Port
11. Dort ist zu erkennen, dass die Reflexion stetig mit steigender Iterationsanzahl minimiert wird.

Die Transmission wird stetig maximiert.

Abbildung 5.7 zeigt den FEXT vom SE Port 10 zum SE Port 19 und zum differenziellen Port 11.

Dabei ist zu erkennen, dass der SE zu SE FEXT, wie gewiinscht, stetig minimiert wird. Dieses
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

Tabelle 5.2: Initialisierung der Portimpedanzen des Quellen- und Lastnetzwerks des 25 m MWTL-Modells

86

Port | R [©?] | L [nH] | C [nF]
1 50 0 -
2 100 0 -
3 100 0 —
4 100 0 -
) 100 0 —
6 100 0 —
7 100 0 —
8 100 0 -
9 50 0 -
10 20 0 -
11 50 0 —
12 100 0 -
13 100 0 -
14 100 0 -
15 100 0 -
16 100 0 -
17 100 0 —
18 100 0 —
19 50 0 -
20 50 0 —

Verhalten ist jedoch beim SE zum differenziellen Port nicht zu erkennen. Dieser wird mit steigender
Iterationsanzahl maximiert, was nicht dem gewiinschten Systemverhalten entspricht. Ebenfalls ist

festzustellen, dass der FEXT am differenziellen Port im Vergleich zum SE Port niedriger ist.

Abbildung 5.8 zeigt den NEXT vom SE Port 10 zum SE Port 9 und zum differenziellen Port 1.
Dabei ist zu erkennen, dass der SE zu SE NEXT, wie gewlinscht stetig minimiert wird. Dieses
Verhalten ist jedoch beim SE zum differenziellen Port nicht zu erkennen. Dieser wird mit steigender
Iterationsanzahl maximiert, was nicht dem gewilinschten Systemverhalten entspricht. Ebenfalls ist

festzustellen, dass der NEXT am differenziellen Port im Vergleich zum SE Port niedriger ist.

Abbildung 5.9 zeigt sowohl FEXT als auch NEXT, welcher von dem differenziellen Port 1 an einen
SE Port 9 und 19 ausgesendet wird. Dabei ist zu erkennen, dass das gewiinschte Systemverhalten

mit steigender Anzahl an Iterationen maximiert anstatt minimiert wird.

Zusammenfassend lisst sich fiir diesen Fall feststellen, dass das gewiinschte Systemverhalten sich nicht
direkt in jedem Streuparameterverlauf wiederfinden lasst. Dieses Verhalten ist zunéchst nicht direkt
ersichtlich und ldsst sich nur im Gesamtzusammenhang {iber alle Streuparameterverlaufe erkléren.

Abbildung 5.4 zeigt den Verlauf der Kostenfunktion {iber die Iterationsschritte. Dort zeigt sich,
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Abbildung 5.4: Verlauf der Kostenfunktion tiber die Iterationsanzahl des 25 m MWTL-Modells

dass die Kostenfunktion kontinuierlich minimiert wird und gegen ein lokales Minimum konvergiert.
Dieses Verhalten belegt, dass der Algorithmus 2 in Verbindung mit den zuvor angegeben partiellen
Ableitungen korrekt arbeitet. Somit ist das abweichende Verhalten einzelner Streuparameterverlaufe
niitzlich, um das Gesamtsystemverhalten bestmdoglich zu erreichen. Die Bauteilwerte der Widersténde,
Kapazitaten und Induktivitaten der jeweiligen Ports, welche dem letzten Iterationsschritt des
Optimierungsalgorithmus entnommen werden, sind in Tabelle 5.3 dargestellt. Die an der gewiinschten
Ubertragung beteiligten Ports 1, 9, 10, 11, 19 und 20 sind im Vergleich zu den nicht beteiligten

Ports niederohmig. Dieses Ergebnis entspricht der Erwartung.
Fall 2:

Das gesamte MWTL-System hat eine Gesamtlange von £ = 50m und wird durch fiinf Segmente
modelliert. Die Initialwerte der Portwiderstdnde, Portinduktivititen, Portkapazitdten und des

Portstartzustands sind in Tabelle 5.4 abgebildet.

Abbildung 5.11 zeigt die Reflexion und Transmission des differenziellen Port 1 zum differenziellen
Port 11. Dort ist zu erkennen, dass die Reflexion stetig mit steigender Iterationsanzahl minimiert
wird. Die Transmission wird {iber den gesamten Frequenzbereich stetig maximiert und zugleich die

Reflexion stetig minimiert.
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Iterationsanzahl

-10 4

dB]

= -20

1

1St

230 -

Iterationsanzahl Frequenz [MHz]

(b) Transmission

Abbildung 5.5: Reflexion des differenziellen Port 1 sowie die gewiinschte Transmission von Port 1 zu Port
11 des 25 m MW'TL-Modells
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[terationsanzahl

(a) Reflexion

Iterationsanzahl Frequenz [MHz]

(b) Transmission

Abbildung 5.6: Reflexion des SE Port 10 sowie die gewiinschte Transmission von Port 10 zu Port 20 des
25 m MWTL-Modells
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Iterationsanzahl Frequenz [MHz]

Iterationsanzahl

(b) SE zu SE FEXT

Abbildung 5.7: SE FEXT des 25m MWTL-Modells
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Abbildung 5.8: SE NEXT des 25m MWTL-Modells
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Iterationsanzahl Frequenz [MHz]
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(b) Differenzieller Port zu SE Port NEXT

Abbildung 5.9: Differentieller Port FEXT und NEXT des 25m MWTL-Modells
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Tabelle 5.3: Quellen- und Lastnetzwerk Portimpedanzen des 25 m MWTL-Modells, welche dem letzten
Iterationsschritt entnommen sind

Port | R [kQ] | L [nH] | C [nF]
1 0.091 — 0.35
2 4.4 9 —
3 4.2 9.5 -
4 4.4 9 —
) 4.2 9.5 -
6 4.7 9.7 —
7 3.4 9.3 —
8 3.4 9.3 —
9 0.059 — 0.55
10 0.059 — 0.55
11 0.091 - 0.35
12 4.4 9 —
13 4.2 9.5 -
14 4.4 9 —
15 4.2 9.5 -
16 4.7 9.7 -
17 3.4 9.3 -
18 3.4 9.3 -
19 0.059 — 0.55
20 0.059 — 0.55

Tabelle 5.4: Initialisierung der Quellen- und Lastnetzwerks Portimpedanze des 50 m MWTL-Modells

Port | R [Q?] | L [nH] | C [nF]
1 50 0 —
2 100 0 —
3 100 0 —
4 100 0 —
5 100 0 —
6 100 0 —
7 100 0 —
8 100 0 —
9 50 0 -
10 50 0 —
11 50 0 —
12 100 0 —
13 100 0 —
14 100 0 —
15 100 0 —
16 100 0 -
17 100 0 -
18 100 0 -
19 50 0 —
20 50 0 -
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Abbildung 5.10: Verlauf der Kostenfunktion iiber die Iterationsanzahl des 50 m MWTL-Modells

Abbildung 5.12 zeigt die Reflexion des SE Port 10 sowie die Transmission des SE Port 10 zum SE
Port 20. Dort ist zu erkennen, dass die Reflexion stetig mit steigender Iterationsanzahl minimiert

wird. Die Transmission wird stetig maximiert.

Abbildung 5.13 zeigt den FEXT vom SE Port 10 zum SE Port 19 und zum differenziellen Port 11.
Dabei ist zu erkennen, dass der SE zu SE FEXT, wie gewiinscht, stetig minimiert wird. Dieses
Verhalten ist jedoch beim SE zum differenziellen Port nicht zu erkennen. Dieser wird mit steigender
Iterationsanzahl maximiert, was nicht dem gewiinschten Systemverhalten entspricht. Ebenfalls ist

festzustellen, dass der FEXT am differenziellen Port im Vergleich zum SE Port niedriger ist.

Abbildung 5.14 zeigt den NEXT vom SE Port 10 zum SE Port 9 und zum differenziellen Port 1.
Dabei ist zu erkennen, dass der SE zu SE NEXT, wie gewlinscht stetig minimiert wird. Dieses
Verhalten ist jedoch beim SE zum differenziellen Port nicht zu erkennen. Dieser wird mit steigender
Iterationsanzahl maximiert, was nicht dem gewilinschten Systemverhalten entspricht. Ebenfalls ist

festzustellen, dass der NEXT am differenziellen Port im Vergleich zum SE Port niedriger ist.

Abbildung 5.15 zeigt sowohl FEXT als auch NEXT, welcher von dem differenziellen Port 1 an einen
SE Port 9 und 19 ausgesendet wird. Dabei ist zu erkennen, dass das gewiinschte Systemverhalten

mit steigender Anzahl an Iterationen maximiert anstatt minimiert wird.
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(b) Transmission

Abbildung 5.11: Reflexion des differenziellen Port 1 sowie die gewiinschte Transmission von Port 1 zu
Port 11 des 50 m MWTL-Modells
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Abbildung 5.12: Reflexion des SE Port 10 sowie die gewiinschte Transmission von Port 10 zu Port 20 des
50m MWTL-Modells
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Abbildung 5.13: SE FEXT des 50 m MWTL-Modells
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Iterationsanzahl

(a) SE zu differenziellen Port NEXT
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Abbildung 5.14: SE NEXT des 50 m MWTL-Modells
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Abbildung 5.15: Differentieller Port FEXT und NEXT des 50 m MWTL-Modells
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Zusammenfassend lasst sich fiir diesen Fall feststellen, dass das gewiinschte Systemverhalten sich nicht
direkt in jedem Streuparameterverlauf wiederfinden lasst. Dieses Verhalten ist zunéchst nicht direkt
ersichtlich und lasst sich nur im Gesamtzusammenhang liber alle Streuparameterverldufe erklaren.
Abbildung 5.10 zeigt den Verlauf der Kostenfunktion tiber die Iterationsschritte. Dort zeigt sich,
dass die Kostenfunktion kontinuierlich minimiert wird und gegen ein lokales Minimum konvergiert.
Dieses Verhalten belegt, dass der Algorithmus 2 in Verbindung mit den zuvor angegeben partiellen
Ableitungen korrekt arbeitet. Somit ist das abweichende Verhalten einzelner Streuparameterverlaufe
niitzlich, um das Gesamtsystemverhalten bestmoglich zu erreichen. Die Bauteilwerte der Widersténde,
Kapazitaten und Induktivitidten der jeweiligen Ports, welche dem letzten Iterationsschritt des
Optimierungsalgorithmus entnommen werden, sind in Tabelle 5.5 dargestellt. Die an der gewiinschten
Ubertragung beteiligten Ports 1, 9, 10, 11, 19 und 20 sind im Vergleich zu den nicht beteilitgen

Ports niederohmig. Dieses Ergebnis entspricht der Erwartung.

Tabelle 5.5: Quellen- und Lastnetzwerks Portimpedanzen des 50 m MWTL-Modells, welche dem letzten

100

Iterationsschritt entnommen sind

Port | R k2] | L [nH] | C [nF]
1 0.091 - 0.49
2 4.44 9 —
3 4.3 9.2 —
4 4.44 9 —
) 4.3 9.2 —
6 4.8 9.5 =
7 3.4 9.4 —
8 3.4 9.4 —
9 0.059 — 0.56
10 0.059 — 0.56
11 0.091 - 0.49
12 4.44 9 —
13 4.3 9.2 —
14 4.44 9 -
15 4.3 9.2 —
16 4.8 9.5 —
17 3.4 9.4 —
18 3.4 9.4 —
19 0.059 — 0.56
20 0.059 — 0.56
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Fall 3:

Das gesamte MWTL-System hat eine Gesamtlinge von .£ = 75m und wird durch zehn Segmente
modelliert. Die Initialwerte der Portwiderstinde, Portinduktivitidten, Portkapazitdten und des

Portstartzustands sind in Tabelle 5.6 abgebildet.

Tabelle 5.6: Initialisierung der Quellen- und Lastnetzwerk Portimpedanzen des 75 m MWTL-Modells

Port | R [Q?] | L [nH] | C [nF]
1 50 0 —
2 100 0 -
3 100 0 —
4 100 0 —
5 100 0 —
6 100 0 —
7 100 0 —
8 100 0 —
9 50 0 —
10 50 0 —
11 50 0 -
12 100 0 —
13 100 0 -
14 100 0 —
15 100 0 —
16 100 0 —
17 100 0 —
18 100 0 —
19 50 0 -
20 50 0 -

Abbildung 5.17 zeigt die Reflexion und Transmission des differenziellen Port 1 zum differenziellen
Port 11. Dort ist zu erkennen, dass die Reflexion stetig mit steigender Iterationsanzahl minimiert

wird. Die Transmission wird stetig maximiert.

Abbildung 5.18 zeigt die Reflexion des SE Port 1 sowie die Transmission des SE Port 1 zum SE
Port 11. Dort ist zu erkennen, dass die Reflexion stetig mit steigender Iterationsanzahl minimiert

wird. Die Transmission wird stetig maximiert.

Abbildung 5.19 zeigt den FEXT vom SE Port 10 zum SE Port 19 und zum differenziellen Port
11. Dabei ist zu erkennen, dass der SE zu SE FEXT, wie gewlinscht stetig minimiert wird. Dieses
Verhalten ist jedoch beim SE zum differenziellen Port nicht zu erkennen. Dieser wird mit steigender
Iterationsanzahl maximiert, was nicht dem gewiinschten Systemverhalten entspricht. Ebenfalls ist

festzustellen, dass der FEXT am differenziellen Port im Vergleich zum SE Port niedriger ist.
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Abbildung 5.16: Verlauf der Kostenfunktion iiber die Iterationsanzahl des 75 m MWTL-Modells

Abbildung 5.20 zeigt den NEXT vom SE Port 10 zum SE Port 9 und zum differenziellen Port 1.
Dabei ist zu erkennen, dass der SE zu SE NEXT, wie gewlinscht stetig minimiert wird. Dieses
Verhalten ist jedoch beim SE zum differenziellen Port nicht zu erkennen. Dieser wird mit steigender
Iterationsanzahl maximiert, was nicht dem gewiinschten Systemverhalten entspricht. Ebenfalls ist

festzustellen, dass der NEXT am differenziellen Port im Vergleich zum SE Port niedriger ist.

Abbildung 5.21 zeigt sowohl FEXT als auch NEXT, welcher von dem differenziellen Port 1 an einen
SE Port 9 und 19 ausgesendet wird. Dabei ist zu erkennen, dass das gewiinschte Systemverhalten

mit steigender Anzahl an Iterationen maximiert anstatt minimiert wird.

Zusammenfassend lasst sich fiir diesen Fall feststellen, dass das gewiinschte Systemverhalten sich nicht
direkt in jedem Streuparameterverlauf wiederfinden ldsst. Dieses Verhalten ist zunédchst nicht direkt
ersichtlich und lésst sich nur im Gesamtzusammenhang iiber alle Streuparameterverldufe erklaren.
Abbildung 5.16 zeigt den Verlauf der Kostenfunktion tiiber die Iterationsschritte. Dort zeigt sich,
dass die Kostenfunktion kontinuierlich minimiert wird und gegen ein lokales Minimum konvergiert.
Dieses Verhalten belegt, dass der Algorithmus 2 in Verbindung mit den zuvor angegeben partiellen
Ableitungen korrekt arbeitet. Somit ist das abweichende Verhalten einzelner Streuparameterverlaufe
niitzlich, um das Gesamtsystemverhalten bestmdglich zu erreichen. Die Bauteilwerte der Widersténde,

Kapazitaten und Induktivitidten der jeweiligen Ports, welche dem letzten Iterationsschritt des
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Abbildung 5.17: Reflexion des differenziellen Port 1 sowie die gewiinschte Transmission von Port 1 zu
Port 11 des 75 m MWTL-Modells
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Abbildung 5.18: Reflexion des SE Port 10 sowie die gewiinschte Transmission von Port 10 zu Port 20 des
75 m MWTL-Modells
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Abbildung 5.19: SE FEXT des 75 m MWTL-Modells
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Abbildung 5.20: SE NEXT des 75 m MWTL-Modells
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Abbildung 5.21: Differentieller Port FEXT und NEXT des 75 m MWTL-Modells

107



5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

Optimierungsalgorithmus entnommen werden, sind in Tabelle 5.7 dargestellt. Die an der gewiinschten
Ubertragung beteiligten Ports 1, 9, 10, 11, 19 und 20 sind im Vergleich zu den nicht beteiligten

Ports niederohmig. Dieses Ergebnis entspricht der Erwartung.

Tabelle 5.7: Quellen- und Lastnetzwerks Portimpedanzen des 75 m MWTL-Modells, welche dem letzten
Iterationsschritt entnommen sind

Port | R [kQ?] | L [nH] | C [nF]
1 0.092 — 0.66
2 4.6 8.5 —
3 4.42 8.8 —
4 4.6 8.5 —
) 4.42 8.8 —
6 4.9 9.2 —
7 3.5 9.2 —
8 3.5 9.2 —
9 0.056 — 0.46
10 0.056 — 0.46
11 0.092 - 0.66
12 4.6 8.5 —
13 4.42 8.8 —
14 4.6 8.5 —
15 4.42 8.8 —
16 4.9 9.2 -
17 3.5 9.2 —
18 3.5 9.2 —
19 0.056 — 0.46
20 0.056 — 0.46

5.5 Verifikation

Die Verifikation der in Kapitel 5.2 vorgestellten Methode zur systematischen Erstellung eines Quellen-
und Lastnetzwerks mithilfe der neu eingefithrten U- und W-Matrizen erfolgt iiber den Vergleich mit der
schaltungstechnischen Bestimmung zur Berechnung der Streuparameter, siche Abbildung 2.2. Dazu wird
ein Zweileitersystem mit einem Quellen- und Lastnetzwerk beschaltet. Dieser Aufbau ist in Abbildung
5.22 dargestellt. Die Impedanzen des Abschlussnetzwerk am Ort z = . werden ebenfalls als Impedanzen
des Quellennetzwerks am Ort z = 0 verwendet. Die Admittanzmatrix des Abschlussnetzwerks ist die aus

der Literatur bekannte Pi-Schaltung,
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5.5 Verifikation

Abbildung 5.22: Schematische Darstellung der Verifikationsschaltung

1 1 1

z, " Z
Yye = |50 %2 . )

~Z. 4Tz,
siehe [Heu09]. Um die weitere Berechnung zu vereinfachen, wird die Annahme getroffen, dass bei einer
bestimmen Frequenz f die Impedanzmatrix des Abschlussnetzwerks der Wellenimpedanzmatrix gleicht
und somit Xﬁ%} = Zc gilt. Mit dem in Kapitel 2.3.4 hergeleiteten Ergebnis ergibt sich, dass sich die
Eingangsimpedanzmatrix der MWTL verhélt wie das Lastnetzwerk selbst. Somit ldsst sich der Aufbau
aus Abbildung 5.22 vereinfacht darstellen. Diese Vereinfachung ist in Abbildung 5.23 dargestellt. Um
die Streuparameter des Netzwerks aus Abbildung 5.23 systematisch zu berechnen, muss das Netzwerk
vollstandig beschrieben werden. Diese Beschreibung ist in dem Gleichungssystem (5.5.1) gegeben. Durch
Auflosen des Gleichungssystems (5.5.1) nach den sechs Stromen, folgt das Gleichungssystem (5.5.2).

Mithilfe dieser Strome ist das Netzwerk vollstdndig bestimmt.

Ozil +i12+l12 +l1
0=1Iy+1I,—115-1Ip

. .S
0=-1,2Z,+1,Z,+V;

: - (5.5.1)
0=—-IyZy+1yZy+V,

. N
O0=—-I19Z19+ 119219+ V5o

~ ~ PN ~S ~S ~ S
O0=IZy+ 11921y — 112, -V +Vy — V4o
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5 Optimierung des Quellen- und Lastnetzwerks

Abbildung 5.23: Ersatzschaltbild der Verifikationsschaltung

~ S ~ S ~ S
VS (Zy+ Z1o) + (V2 +V12> z

h== Zy (229 +2Z,5) + 223
0 @z + (-0 2 -7 2,
h= Zy (2254 2Z,5) + 227
L iz —QVfQ Zy+ Vi Zoo + Vs Z4
225+ 221529+ 22, Zy (5.5.2)
A <2V§ + Vi) Zy -V Zy+ Vs 2, + Vs 2,
fa = 273 + 2215 Zy + 22, Z,
Iy — _252 Zy — Eg Zyp + Zf Zip + Efz Z,

2719 Zy+ 2235 + 22, Zyy

. S . S . S -5 . S
P Vigdo+VoZig—Vy Zig+2Vi9Z19+ V94,
o 271929+ 223+ 221 Zyy

Die Berechnung der Streuparameter erfolgt wie in Kapitel 2.2.2 vorgestellt. Durch Substitution der in
Gleichung (5.5.2) definierten Stréme in die Wellenparameter aus Gleichung (2.2.9) und durch anschielende
Bildung des Quotienten, wie in Gleichung (2.2.8) beschrieben, entstehen direkt die Streuparameter. Mit der
Festlegung von Port P; = {Ef,ZhKl,L}, Port P, = {Ki,ZQ,EQ,L} und Port P3 = {Ki,gw,ﬁu,zm}
ergeben sich die neun Streuparameter. Diese sind in Gleichung (5.5.3) dargestellt. Ebenfalls sei angemerkt,
dass zur Bestimmung der Streuparameter S; 1, Sp; und Sg; an Port Py die Amplituden der Spannungs-
quellen von Port P, und P auf 25 = ng = 0V gesetzt werden, zur Bestimmung der Streuparameter S5 5,

~S A8
§272 und S 32 an Port P die Amplituden der Spannungsquellen von Port P, und Ps auf V; =V, =0V
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5.5 Verifikation

gesetzt werden und zur Bestimmung der Streuparameter an Port P3 Sy 3, Sy 3 und S35 die Amplituden

AS S
der Spannungsquellen von Port P; und P auf V; =V, =0V gesetzt werden.

g = (L1 —Z)) Zy+ (Zio+22)) Z7 — 21 Zy
- 22, Zo + 22, Z13 + 223

Sy = (Z5 + Zy) VR(Zy)
T (225 + 2215 +2Zy) VR(Z,)
Sy, = (Zis + Z13) VR(Z))
T (229 + 2245 +2Z,) VR(Zy,)
Sy = (Z1 +Z,) VR(Z,)
' (2Zy + 22,15 +2Z,) VR(Z,)
(2Zy+ 219+ 2)) Z5+ (—Z1s — Zy) Z,

Soo = — 5.5.3
=2 275+ (2219 +2Zy) Zy ( )
G — (Z12 + Z12) VR(Zy)
=2 (2Z5 + 2215 +22;) /R(Z12)
S . = (Z1 + Z1) VR(Z42)
e (2Zy + 2215 +22;) VR(Z4)
G (Z3 + Z5) VR(Z12)
23 (2204 2245 + 22,) VR(Z,)
G- (Z12 — Z13) Zo+ (2219 + Z,1) Z1y — Z1 Z1y
= 2219 Zo+ 2235 + 22, Z1
Die Streumatrix S ist somit gegeben durch
Si1 Sia Sis
S= §2,1 §272 §273 . (5.5.4)
S31 S32 S33

Die Streumatrix aus Gleichung (5.5.4) ist nur noch abhéngig von den jeweiligen Bauteilwerten der Impe-
danzen Z;, Z5 und Z;5. Um eine Verifikation der Methodik zum Erstellen des Quellen- und Lastnetzwerks
zu geben, wird die zuvor berechnete Streumatrix mithilfe der neuartigen Transformationsmatrizen, wie in
Gleichung (5.2.15) dargestellt, erneut berechnet und anschliefend algebraisch auf Gleichheit iiberpriift. Die
zu verifizierende Streumatrixberechnung aus Gleichung (5.2.15) angewendet auf Netzwerk aus Abbildung

5.23 ergibt

S(Zy1, 25, Z15) = Do(UYNe W — Z5)(U YN W + Zg) ' Dy . (5.5.5)

Dabei sind die Matrizen U und W in Gleichung (5.5.6) definiert.
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1 0
U=1|0 1
1 -1 (5.5.6)
S 1 0 1
S 01 —1

Die Matrizen Dy und Z, sind in Gleichung (5.5.7) und (5.5.8) gegeben.

1
0 0
R(Z,)
_ 1
Do=| 0 o 0 (5.5.7)
0 1

Z, 0 0
Zo=|0 Z, O (5.5.8)
0 0 Zp

Hierbei ist zu beachte, dass in Dg und Z, sowie in U und W die gleiche Reihenfolge der Ports zu beachten ist.
Um die Berechnung aus (5.5.5) tbersichtlicher darzustellen, wird diese in handlichere Zwischenergebnisse
aufgeteilt, welche in (5.5.9), (5.5.10) und (5.5.11) abgebildet sind. Diese drei Zwischenergebnisse werden

in (5.5.12) verwendet um die Streumatrix (5.5.5) zu bestimmen.

1 0 -1
| Ayt 10 1
UYyeW=1l0 1™ = | =7
1 -1 AP z, " 7, 01—
ZyZotZy Zyy 23 Z, EARAT
Z2+Z12+Z1 Z2+Z12+Z1 Z2+Z12+Zl
_ Z, Z, (Z12t21)2, 2,2, (5.5.9)
ZQ +Zlg +Z1 ZQ +Z12 +Z1 ZZ +212 +Z1
Zl Z12 _ le ZQ Z12 Z2+Zl Zl?
L Z2+Z12+£1 Z2+Z12+Z1 Z2+Z12+Z1
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(UYNeW +Zg) 7 =

ZLo+Z,5+22, _ 1 _ 1
22, Zo+2Z, Z15+223 22,422,422, 2Z,+22,,+24,
. 1 2Z5+Z451+24, 1 (5 5 10)
2Z2+2Z12+2gl 2&%-‘!‘(2;12-‘1-2;1) £2 2Zz+2212+2gl o
-1 1 Zy+2Z,,+2,
2Zy+22,5,+22, 22,422,422, 2710 Zo+223,422, Z
-1 * -1 -1 _
(UYRLW — Z5) (UYL W + Zg) ! =
. (ZT _Zl) Lo+ (512 +251) VARIARAD Zi+Z,
2Z, Zy+2Z, Z,5+2Z35 22,424,422,
Z5+Z, . (2Z2+Z12+Z1) §§+(_Z12_Z1) Zy
22,422,422, 223+(2Z,,+22,) Z,
EATRPAT: __ZiytZyy
22,422,422, 22,422,5+22,
Zi+Z,
Z5+Z,
97,497,427, (5.5.11)

(Zybfzu) ZQ*(QZHJFZJ VAVS APAT
2§12 Z2+2Z§2+2Z1 Zl?

Do(UY (W — Z5)(UY (W + Zy) 'Dy ! =

(21-21) Z,+(212422,) Z5 -2, Z1s (21+2,) VR(Z,)
22, Zy+22, Z1,+2Z7 (22,422,422, ) \/R(Z,)
(Z5+2,) \/R(Z,) (22542154 2,) 235+ (~215-2.) 2,
(22,422,,+22,) \/R(Z,) 223+(22,,+22,) Z,
(Z12+215) VR(Z,) . (Z13+Z15) VR(Zy)
i (22,+22,,+22,) /R(Z,5) (225+22,,4+22,) /R(Z,5)

(Z3+2,) V/R(Z,y)
(2Z2+2Z12+2Z1) \/ﬁ%(gl)
__ (25+2,) VR(Z1) (5.5.12)
(22,422,422, ) \/R(Z5)
(ZTQ*ZQ) Z2+(2Z12+Z1) Zis—2Zy Z1q
2215 2542275422, Z1

Der komponentenweise Vergleich der einzelnen Streuparameter aus (5.5.12) mit den Streuparameter
der schaltungstechnischen Methode zur Bestimmung der Streuparameter aus (5.5.3) zeigt, dass diese
analytisch gleich sind. Mit diesem Ergebnis ist die Verifikation der in Kapitel 5.2 vorgestellten Methode

zum Erstellen eines Quellen- und Lastnetzwerks bestehend aus Portimpedanzen erbracht.
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6 Ausblick und Zusammenfassung

6.1 Ausblick

Diese Arbeit fokussierte sich ausschliefflich auf die Leistungsiibertragung von differenziellen und SE Ports.
In der Praxis wird meistens mittels differenziellen Ports tibertragen und die zusétzlichen SE Ports werden
nicht genutzt. Dies liegt vor allem an der Storempfindlichkeit durch externe Stérquellen sowie durch
Fern- und Nahiibersprechen. Somit bleibt dieses Potenzial zunéchst ungenutzt. Eine mdégliche Losung
dieses Problem konnte der Phantom-Mode sein, welcher als doppelte differenzielle Ubertragung angesehen
werden kann [FNVR12] [LCJT07]. Die Frage, wie dieser Mode in die Transformationsmatrizen integriert

werden kann, ist zunéchst noch eine offene Frage.

Neben der offenen Frage, welche Modes (differenziell oder SE) zur Dateniibertragung verwendet werden,
ist auBlerdem die Frage offen, welches digitale Modulationsverfahren verwendet wird. In klassischen
elektrischen leitungsgebundenen Verbindungen ist der Stand der Technik, dass Discrete Multitone (DMT)
als digitale Modulationsverfahren Einsatz findet [Kam13]. DMT ist ein Mehrtragersystem und baut
auf dem Prinzip des Orthogonal Frequency-Division Multiplexing (OFDM) auf. Ein Mehrtrégersystem
unterteilt den frequenzselektiven Ubertragungskanal in mehrere schmalbandige Subkanéle, welche nur
schwach Frequenzselektiv sind, was den Entzerrungsaufwand reduziert [Kaml13]. In [ZZZ%20] wird
Generalized Frequency Division Multiplexing (GFDM) als Alternative zu OFDM- bzw. DMT fiir die
leitungsgebundene Dateniibertragung bei Frequenzen nahe 1 GHz vorgeschlagen, da GFDM Systeme
einen niedrigen Peak-to-Average Power Ratio (PAPR) im Vergleich zu den vorher genannten Systemen
besitzt [MF13] [MLGO6] [HSL17] und durch die individuelle Auslegung des Sende- und Empfangsfilter an
den frequenzselektiven Ubertragungskanal angepasst werden konnen [A1-98] [SBG99] [SN04] [NS05]. GFDM
ist ebenfalls ein Mehrtrigersystem, welches als Verallgemeinerung eines Single-Carrier Frequency Division
Multiplexing (SC-FDM) System interpretiert werden kann [FKB09] [MF13] [HSL17]. Die grundlegende
Idee hinter dieser Verallgemeinerung ist, eine kontrollierte Uberlappung der einzelnen Trigerspektren
nicht durch steilflankige Filter zu unterbinden, sondern diese gezielt zuzulassen. Die Uberlappungen
der Spektren ruft Inter Carrier Interference (ICI) hervor, welche abhingig von dem verwendeten Sende-
und Empfangsfilter der jeweiligen Tréger ist. Neben ICI sind auch Inter Symbol Interference (ISI) sowie

FEXT, NEXT und externe Stérungen als Storquellen zu interpretieren. Dabei ist vor allem fiir den
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Hochfrequenzbereich FEXT ein zunehmendes Problem [ZZZ120]. Eine mogliche Strategie ist, FEXT nicht
als Storgrofie zu verstehen, sondern vielmehr als zusétzlichen Transmissionsweg. Diese Ansichtsweise fordert
zwangslaufig, dass ein MIMO-Sendeempfianger verwendet wird, um eine gemeinsame Signalverarbeitung
zu erméglichen [JUNO5]. Darauf aufbauend lassen sich weitere Verbesserungen der Ubertragungsintegritit
dadurch erzielen, dass beispielsweise bekannte Verfahren aus der drahtlosen Ubertragungstechnik eingesetzt
werden. Hier ist vor allem die Klasse der Space-Time Block Coding (STBC) zu nennen, welche eine
zeitlich als auch eine rdumliche Diversitéit in der Datentibertragung erzeugen [Ala98] [Bad05]. Das STBC
findet meistens dann Anwendung, wenn der Ubertragungskanal starken Stérungen ausgesetzt ist bzw. der
Kanal als zuféllige oder zeitvariante Gréfle behandelt werden muss. Neben dem STBC stehen alternativ
lineare sowie nicht lineare MIMO-Precoding auf der Sendeseite [ZZZ"20] und lineare sowie nicht lineare

MIMO-Euqalizer auf der Empfangsseite zur Verfiigung [AC96].

Die zuvor genannten Moglichkeiten der digitalen Signalverarbeitung kénnen in GFDM fiir jeden Subtréger
individuell ausgelegt werden. Diese Freiheit er6ffnet neue Chancen, um die Dateniibertragung zu verbessern,
bringt aber auch den Nachteil mit sich, dass die Komplexitéit massiv ansteigt. Theoretisch miisste jede

mogliche Kombination mithilfe der Informationstheorie einzeln berechnet werden.

Die Informationstheorie wurde im Jahr 1948 von Claude E. Shannon in seinem Paper "A mathematical
theory of communication" ins Leben gerufen [Sha48]. Die dort vorgestellte Theorie ist auf dem zentralen
Begriff der Entropie aufgebaut. Die Entropie einer Zufallsvariable ist ein Maf fiir deren Zufilligkeit. Je
grofer die Entropie einer Zufallsvariable ist, desto zufélliger ist ihr Verhalten und desto mehr Informationen
lassen sich aus den einzelnen Realisationen dieser Zufallsvariable gewinnen. Die Entropie ordnet einer
Zufallsvariable einen erwartbaren Informationsgehalt zu, welcher meist mit der Einheit bit gekennzeichnet

wird.

Als Optimalitatskriterium kénnte die Maximierung der Transinformation, welche auf der Entropie aufbaut,
verwendet werden [Taul2] [MSS03] [LT02] [KM14]. Hierbei sei angemerkt, dass diese Berechnung nicht
einzeln pro Subtréger durchgefithrt werden kann, sondern dass durch die Beschrankung der Gesamtleitung
des Ubertragungssystems die einzelnen Subtriger miteinander gekoppelt und jedem Subtréiger lediglich

ein Teil der Gesamtleitung (water-pouring) zur Verfiigung gestellt wird.

Die Berechnung der optimalen Leistungsverteilung auf die jeweiligen Subtriager ist rechenintensiv, da
jedes Element der matrixwertigen Finite Impulse Response (FIR)-Filterkoeffizienten als Variationsgro-
Be behandelt werden muss [AC96]. Durch diese enorme Anzahl an Freiheitsgraden ist eine effiziente

Losung des so formulierten Optimierungsproblems nicht gegeben. Die Variation der matrixwertigen
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FIR-Filterkoeffizienten bringt aber auch den Nachteil mit sich, dass diese in Verbindung mit der Transin-
formation als Optimalitatskriterium nicht konkav sind und somit kein globales Optimum ermittelt werden
kann. Daher miissen wieder Methoden der lokalen Optimierung angewendet werden. In Zukunft stellt
sich die Frage, wie das zuvor genannte Optimierungsproblem fiir z. B. ein komplettes GFDM-MIMO-
Mehrtrager Kommunikationssysteme performant gelost werden und welches digitale Modulationsverfahren
sich am besten an die durch die Expansion des Frequenzbereichs bedingten zusétzlichen Stérquellen

anpassen lasst.

6.2 Zusammenfassung

In Kapitel 2 wurden die bendtigen theoretischen Grundlagen beschrieben, um das Ubertragungsverhal-
ten elektrischer MWTLs zu modellieren. Dazu zéhlte neben der klassischen Leitungstheorie auch die
Mehrtortheorie, welche die Beschreibung von MIMO-Systemen mittels der Streuparameter darstellte.
Die Streuparameter bildeten in diesem Text eine zentrale Rolle fiir die Analyse und Optimierung des
Gesamtsystems. FEXT und NEXT lielen sich ausschliefSlich durch die Streuparameter interpretieren.
Transmission und Reflexion lieflen sind ebenfalls durch die Streuparameter veranschaulichen. Neben der
Modellierung von MIMO-MWTL-Systemen wurde eine spezielle Methode vorgestellt, um Zufallsvektoren
zu erzeugen. Dabei wurde der Fokus daraufgelegt, dass die Zufallsvektoren a priori definierte Kovari-
anzmatrizen einhalten. Die theoretischen Grundlagen der Optimierung wurden vorgestellt. Dabei sind
grundlegende Eigenschaften sowie Losungsmethoden diskutiert worden. Zum Abschluss dieses Kapitels

wurde eine Kurzeinfithrung in die asymptotische Analysis vorgestellt.

Kapitel 3 beschrieb zunéchst die in diesem Text betrachtete MWTL-Geometrie und stellte die allgemeine
Losung zur Berechnung dieser Belagsmatrizen fiir einen in z-Richtung konstantes MWTL-Leitungsstiick
dar. Anschliefend wurde die Problematik der allgemeinen Lésung fiir hohe Frequenzen vorgestellt. Diese
lief} sich vor allem durch die exzessive Auswertung der modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter
Art sowie deren Ableitungen zurtickfithren. Da deren Verhalten fiir hohe Frequenzen exponentiell ansteigt
bzw. abféllt ist die numerische Auswertung nicht stabil. Diese Problematik lief sich durch die Verwendung
des asymptotischen Verhaltens der modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art sowie deren
Ableitungen beheben. Numerische Ergebnisse der Belagsmatrizen wurden fiir eine realitdtsnahe MWTL-
Geometrie vorgestellt. Abschliefend wurde eine Verifikation der numerischen Ergebnisse durchgefiihrt.
Diese fand anhand einer Plausibilitdtsiiberprifung statt, welche fiir alle physikalisch realisierbaren Systeme

erfillt sind.
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Aufbauend auf der deterministischen Beschreibung eines konstant in z-Richtung ausgelegten MWTL-
Leitungsstiicks wurde in Kapitel 4 dazu verwendet, um ein realitdtsnaheres MWTL-Modell zu erstellen,
welches aus mehreren integralen MWTL-Leitungsstiicken zusammengesetzt wurde. Dabei wurde vor allem
die Geometrie der MWTL iiber die Gesamtleitungsldnge in den jeweiligen Leitungssegmenten variiert.
Diese Variation fand durch einsetzen von korrelierten Zufallsvariablen statt, welche durch anschlieffende

Erwartungswertbildung das MWTL-Modell bildete.

In Kapitel 5 wurde die neuartige Methode zum systematischen Erstellen eines Quellen- und Lastnetzwerks
vorgestellt. Diese basierte auf im Allgemeinen nicht-quadratischen Transformationsmatrizen. Dies stellte
eine neuartige Verallgemeinerung zu den in der Literatur bekannten quadratischen Transformationsmatri-
zen dar. Anschlielend wurde diese Methode in die Berechnung der Streuparameter integriert, welche in
einem a priori definierten Optimierungskriterium Anwendung fand. Das Optimierungskriterium wurde
als klassisches Problem der kleinsten Quadrate formuliert. Dabei wurde eine vorab definierte optimale
Streumatrix gegen die aktuell vorliegende Streumatrix des MWTL-Systems verglichen. Diese bezog den
gesamten Frequenzbereich und ein benutzerdefiniertes Ubertragungsverhalten mit ein. Transmission,
Reflexion, FEXT und NEXT wurden in Abhingigkeit der Portwiderstdnde und durch die Portinduktivitat

bzw. die Portkapazitiat bestimmt.

Das Optimierungsproblem wurde auf Konvexitdt untersucht. Da diese Untersuchung ergab, dass das
vorliegende Optimierungsproblem nicht konvex ist, musste auf Methoden der lokalen Optimierung zu-
riickgegriffen werden und die Losung nach einem globalen Optimum musste auf die Losung nach lokalen
Optima reduziert werden. Diese wurde im Verlauf dieser Arbeit durch einen effizienten und erweiterten
Gradientenabstiegsalgorithmus berticksichtigt. Die Erweiterung gegeniiber einem klassischen Gradientenab-
stiegsalgorithmus wurde durch die Einfithrung von Zustdnden herbeigefiihrt. Diese Zustdnde beschrieben,
ob eine Impedanz induktiv oder kapazitiv war. Bei Zustandsiibergang wurden zusétzliche Bedingungen
an die Stetigkeit formuliert, sodass ein Zustandswechsel nicht jederzeit moglich war. Die Berechnung der
partiellen Ableitung war in einer geschlossenen Form angegeben. Dort wurde notwendigerweise der aktuelle
Zustand des Algorithmus beriicksichtigt. Ebenso wurde auf eine effiziente Berechnung der partiellen
Ableitung gesondert Wert gelegt. Zuletzt wurde in diesem Kapitel der Gradientenabstiegsalgorithmus
auf das zuvor erstellte MWTL-Modell in Verbindung mit dem Quellen- und Lastnetzwerk angewendet.
Dies fand anhand von drei verschiedenen MWTL-Systeme, welche in der Anzahl der Segmente und der
Gesamtleitungsldnge variiert wurden, statt. Die numerischen Ergebnisse wurden grafisch dargestellt und
eine Verifikation beziiglich der neuartigen Methode zum Erstellen des Quellen- und Lastnetzwerks wurde

gegeben. Die Startkonfigurationen und Endkonfigurationen des Gradientenabstiegsalgorithmus wurden
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6.2 Zusammenfassung

tabellarisch dargestellt. Die Verifikation der neuartig eingefithrten Transformationsmatrizen fand durch
ein Minimalbeispiel statt. Dort wurde zum einen die Streuparameter-Matrix des Beispielsystems unter
Zuhilfenahme der neuartigen Transformationsmatrizen berechnet und anschlieffend durch die klassische
Bestimmung der Streuparameter anhand der Portbeschaltung nachgerechnet. Durch einen elementweisen
Vergleich der Streuparameter zeigte sich, dass diese beiden Streuparameter-Matrizen algebraisch identisch

waren und somit die Verifikation erbracht wurde.
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