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Kurzfassung

Bestehende mechatronische Prozesse müssen stetig verbessert werden, um aktuelle
Anforderungen hinsichtlich Flexibilität, Qualität und Effizienz zu erfüllen. Hierfür
werden Modelle benötigt, die das Prozessverhalten abbilden und zur Analyse und
Optimierung geeignet sind. Zunehmend werden zu diesem Zweck datenbasierte Mo-
delle verwendet, deren Güte in hohem Maße von den verfügbaren Daten abhängig
ist. Daten aus dem regulären Betrieb von Prozessen sind häufig auf wenige Arbeits-
punkte konzentriert und somit für eine gute Modellbildung ungeeignet.

Diese Arbeit befasst sich mit der experimentellen Modellbildung, bei der die Trai-
ningsdaten eines datenbasierten Modells gezielt in Experimenten erfasst werden.
Dazu werden neue Versuchsplanungsmethoden entwickelt, die mit einem geringen
Aufwand praktisch eingesetzt werden können. Aufwände werden sowohl in der Ver-
suchsplanung als auch -durchführung reduziert, indem verfügbares Prozesswissen
einbezogen und Prozesseigenschaften ausgenutzt werden.

Mit der inkrementellen Modellbildung wird ein schrittweises Verfahren zur Versuchs-
planung und Modellbildung vorgestellt. In jedem Schritt wird eine weitere Eingangs-
größe zum Versuchsplan und Modell hinzugefügt, was durch die ansteigende Komple-
xität zu einem intuitiven Vorgehen führt. Indem die bedeutendsten Eingangsgrößen
zuerst betrachtet werden, kann das wesentliche Prozessverhalten in wenigen Schrit-
ten abgebildet werden. Darüber hinaus wird eine neue Versuchsplanungsmethode
für zusammengesetzte Einheiten beschrieben. Bei dieser Art von Prozessen sind die
Werte der Eingangsgrößen durch die in den Einheiten verwendeten Komponenten
festgelegt. Durch die Ermittlung von optimalen Kombinationen gegebener Kompo-
nenten werden kosteneffiziente Versuche z. B. für Montageprozesse ermöglicht.

Die entwickelten Methoden werden anhand von Testprozessen mit Referenzmethoden
verglichen. Hierbei werden trotz der gesteigerten praktischen Anwendbarkeit gleich-
wertige Modellgüten erreicht. Anhand von drei verschiedenen realen Anwendungen
wird die praktische Anwendbarkeit demonstriert.
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Abstract

Existing mechatronic processes have to be continuously improved in order to meet
current requirements for flexibility, quality and efficiency. For this purpose, models
are needed that represent the process behavior and are suitable for analysis and
optimization. More and more, data-based models are used for this purpose, whose
quality strongly depends on the available data. Data from regular process operation
are often concentrated on a few operating points and are therefore not well suited
for modeling.

In this work, experimental modeling is applied, in which the training data for a
data-based model are systematically obtained in experiments. For this purpose, new
design of experiments methods are developed that can be practically applied with
little effort. Both in the design of experiments and in the execution of experiments,
efforts are reduced by incorporating existing process knowledge and by exploiting
process characteristics.

With incremental modelling, a stepwise approach for experimental design and mo-
delling is presented. In each step, the experimental design and the process model are
extended by an additional input variable, which leads to an intuitive modeling ap-
proach due to the increasing complexity. By incorporating the most important input
variables first, the main process behavior can be modeled in a few steps. Furthermo-
re, a new experimental design method for composite units is described. In this type
of processes, the values of the input variables are specified by the components used
in the units. By creating optimal combinations of given components, cost-efficient
experiments are enabled, e.g. for assembly processes.

The developed methods are compared to reference methods using test processes.
With these novel methods, equivalent model quality can be achieved even though
greater practical applicability is given. The practical applicability is demonstrated
by the means of three different real-world applications.
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1 Einführung

Aktuelle Krisen wie die Rohstoffknappheit in Folge der Corona-Pandemie [1] oder
die Energieknappheit durch den russischen Angriffskrieg gegen die Ukraine [108]
stellen große Herausforderungen für Unternehmen dar. Ein wichtiger Beitrag zur Be-
wältigung dieser Krisen kann durch einen effizienten Einsatz von Ressourcen und
Energie geleistet werden, wozu Produktionsprozesse angepasst werden müssen. Eine
Optimierung bestehender Prozesse bietet große Potenziale für Effizienzsteigerungen
bei zugleich geringen Investitionskosten und kurzfristigen Möglichkeiten zur Umset-
zung [84].

1.1 Motivation

Bestehende Prozesse müssen digitalisiert, vernetzt und flexibel ausgestaltet werden,
um deren Effizienzpotenziale zu nutzen. Hinzu kommt die Implementierung geeig-
neter Strategien zur Optimierung der Prozesse hinsichtlich Ressourcen- und Ener-
giebedarf oder weiterer Zielgrößen. Eine Voraussetzung zur praxistauglichen Prozes-
soptimierung sind Modelle, die zuverlässig das benötigte Prozessverhalten abbilden.
Mithilfe von Modellen können optimale Betriebsparameter bestimmt werden, ohne
den realen Prozess zu manipulieren oder den Produktivbetrieb zu stören. Hierzu kann
die in Bild 1.1 dargestellte Struktur zur modellbasierten Optimierung eingesetzt wer-
den. Das gewünschte Prozessverhalten wird in Form einer Zielfunktion formuliert.
Zusätzlich können Randbedingungen vorgegeben werden, die beispielsweise von der
Qualität der eingesetzten Rohstoffe abhängen. In einer Optimierungsschleife werden
am Modell optimale Betriebsparameter bestimmt, die anschließend für den Betrieb
des realen Prozesses verwendet werden. Durch eine fortlaufende Optimierung der Be-
triebsparameter können Einflüsse auf den Prozess, beispielsweise durch variierende
Rohstoffeigenschaften kompensiert werden und sich ändernde äußere Bedingungen
berücksichtigt werden. Eine solche äußere Bedingung kann z. B. die Verfügbarkeit
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Mechatronischer
Prozess

Prozess-
modell Optimierer

Zielfunktion, Randbedingungen

Prozessergebnis

optimale
Betriebs-
parameter

Optimierungsschleife

Bild 1.1: Ein gefordertes Prozessergebnis wird durch eine Optimierung am Modell
erzielt. Hierzu werden bezogen auf eine Zielfunktion optimale Prozesspara-
meter unter Berücksichtigung von Randbedingungen bestimmt.

von erneuerbaren Energien sein, die in [39] für einen gezielten Betrieb von Prozessen
in der Schwerindustrie analysiert wird.

Von vielen bestehenden Prozessen sind keine Modelle aus der Entwicklungsphase vor-
handen bzw. existierende Modelle sind durch Änderungen an den Prozessen häufig
nicht mehr gültig. Um das wesentliche Prozessverhalten hinsichtlich der definierten
Zielgrößen abzubilden, kann sowohl eine theoretische als auch eine datenbasierte Mo-
dellbildung erfolgen. Theoretische Modelle werden auf Basis von Gesetzmäßigkeiten
wie physikalischen oder chemischen Gleichungen erstellt und können das Prozessver-
halten umfassend beschreiben. Allerdings kann bereits eine Modellbildung einzelner
Maschinenkomponenten zu einer hohen Komplexität führen, wie es in [45] bei der
Modellierung eines Pneumatikzylinders der Fall ist. Bei bestehenden Prozessen er-
schwert fehlendes Detailwissen über den konstruktiven Aufbau der Prozessbestand-
teile die theoretische Modellbildung zusätzlich. Datenbasierte Modelle sind hingegen
auch bei komplexen Prozessen praktikabel anwendbar und erfordern geringes Pro-
zesswissen. Allerdings ist eine erfolgreiche datenbasierte Modellbildung in hohem
Maße von den verwendeten Daten abhängig.

In dieser Arbeit wird sich auf die Modellierung und Optimierung von bestehenden
Prozessen bzw. Anlagen fokussiert, wobei eine Form der experimentellen Modellbil-
dung gewählt wird. Die Herausforderungen dabei liegen in der Datenqualität und
Datenerhebung, für die insbesondere die Verteilung der Datenpunkte im Eingangs-
raum als ausschlaggebend betrachtet wird. Der Eingangsraum wird durch alle im
Modell berücksichtigten Eingangsgrößen aufgespannt und beschreibt alle Möglich-
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keiten, einen Prozess zu betreiben. Im regulären Prozessbetrieb werden häufig viele
Daten gesammelt, die jedoch nur einen gewissen Betriebsbereich repräsentieren. Der
Betriebsbereich umschließt typischerweise feste Arbeitspunkte, in denen viele Prozesse
aktuell betrieben werden. Bezogen auf die Ausdehnung des gesamten Eingangsraums
ist der Betriebsbereich häufig klein, was die Gültigkeit eines auf Basis dieser Daten
trainierten Modells einschränkt. Die Datengrundlage aus dem regulären Betrieb ist
dann nicht ausreichend, um qualitativ hochwertige Modelle abzuleiten, die für eine
Prozessoptimierung nutzbar sind.

Versuchsplanungsmethoden dienen dazu, mit einem möglichst geringen Versuchsauf-
wand möglichst viele Informationen über einen Prozess zu erlangen. Hierzu werden
Versuchspunkte gezielt im Eingangsraum platziert und anschließend vermessen. In
der Praxis werden Versuche häufig nicht systematisch geplant bzw. es werden un-
geeignete Methoden wie One-Factor-at-a-Time [21] verwendet. Typische Folgen sind
eine geringe Modellgüte und eine ineffiziente Vermessung des Prozesses. Die in die-
ser Arbeit beschriebenen Methoden zielen auf eine hohe praktische Anwendbarkeit
ab. Mehrere Herausforderungen klassischer Versuchsplanungsmethoden wie die Aus-
wahl der betrachteten Eingangsgrößen und die Definition unzulässiger Bereiche im
Eingangsraum [29] werden auf diese Weise vereinfacht.

Zusammenfassend ergeben sich die in Bild 1.2 dargestellten Schritte zur Realisierung
einer modellbasierten Optimierung für einen bestehenden Prozess. Die Versuchspla-
nung stellt als einer der ersten Schritte die Grundlage für alle nachfolgenden Schritte
dar und hat somit einen entscheidenden Einfluss auf die erfolgreiche praktische Um-
setzung. Häufig werden die dargestellten Schritte nicht nur einmalig durchlaufen,
sondern bei Bedarf wiederholt. Insbesondere wenn Modelle in der Validierung nicht
den Anforderungen genügen, schließen sich neue Versuche an (blauer Pfeil).

Realisierung der
Datenerfassung

Erstellung des
Versuchsplans

Versuchs-
durchführung

ModellbildungModell-
validierung

Entwurf der Opti-
mierungsstrategie

Implemen-
tierung Erprobung

Bild 1.2: Schritte zur Realisierung einer modellbasierten Optimierung. Bei Bedarf
werden Schritte wiederholt, z. B. nach der Modellvalidierung (blauer Pfeil).
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1.2 Stand der Technik

Die experimentelle Modellbildung besitzt ein breites Anwendungsspektrum und ist
Gegenstand zahlreicher Arbeiten in Industrie und Forschung. Unter Laborbedingun-
gen sind umfangreiche Möglichkeiten zur Durchführung von Experimenten gegeben.
Hierbei stellen klassische Versuchsplanungsmethoden wie faktorielle Versuchspläne,
Central-Composite-Designs oder Box-Behnken-Designs in Verbindung mit Polynom-
modellen einen häufig angewandten Ansatz dar. Beispiele für den Einsatz dieser klas-
sischen Versuchsplanungsmethoden sind bei der Produktentwicklung in der Lebens-
mittelindustrie [9], bei der Untersuchung von Einflüssen von Biodiesel auf Verbren-
nungsmotoren [100] oder zur Parameteroptimierung an Werkzeugmaschinen [35, 102]
zu finden. Auch komplexe Versuchspläne in Kombination mit flexiblen Modellen
sind durch die in Laboren häufig gegebenen Möglichkeiten zur Automatisierung oder
Überwachung der Versuche praktikabel einsetzbar. In [53] wird hierzu ein raumfül-
lender Versuchsplan in Verbindung mit neuronalen Netzen verwendet, um Kräfte
und Temperaturen beim Hochgeschwindigkeitsfräsen vorherzusagen. Auch aktives
Lernen, bei dem einzelne Versuchspunkte nacheinander auf Grundlage eines fort-
laufend aktualisierten Modells platziert werden, wurde erfolgreich zur Entwicklung
neuartiger Materialien [65] oder flüssiger Formulierungen [16] angewandt. Schließ-
lich stellt die experimentelle Modellbildung von Verbrennungsmotoren ein typisches
Anwendungsgebiet dar, in dem das Prozessverhalten mit dynamischen Modellen ab-
gebildet wird. Hierbei werden geeignete Anregungssignale zur Erzielung einer hohen
Modellqualität eingesetzt [11]. Die Erzeugung dieser Anregungssignale kann mithil-
fe von Versuchsplanungsmethoden erfolgen, wie es in [105] für eine pseudozufällige
Sequenz demonstriert wird, die an einen zulässigen Eingangsraum angepasst wird.

Reale Prozesse außerhalb von Laborumgebungen unterliegen üblicherweise einer grö-
ßeren Anzahl an Einflüssen. Diese Einflüsse können als Eingangsgrößen in die expe-
rimentelle Modellbildung einbezogen werden, jedoch ist es häufig nicht oder nur mit
einem hohen Aufwand möglich, diese Eingangsgröße auf vorgegebene Werte einzu-
stellen [77]. Zugleich stehen bei produktiv genutzten Prozessen nur eingeschränkte
Zeiträume für Versuche zur Verfügung. Auch das Risiko, durch unzulässige Betriebs-
weisen während der Versuche einen Defekt hervorzurufen, muss bei diesen Prozessen
aufgrund hoher Ausfallkosten minimiert werden. Aus diesen Gründen werden für
solche Anwendungen zumeist einfach zu planende und zu überwachende Versuchs-
planungsmethoden verwendet. Klassische Versuchsplanungsmethoden in Verbindung
mit Polynommodellen stellen hierfür ein typisches Vorgehen dar [101], bei dem die
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Eingangsgrößen nur auf wenigen Stufen vermessen werden. Praktische Anwendun-
gen sind bei der Parameteroptimierung für einen Abwasserbehandlungsprozess [107]
oder bei der Herstellung von Tofu [54] zu finden.

Um die Anwendbarkeit dieser klassischen Versuchsplanungsmethoden zu steigern,
sind verschiedene Vorgehensweisen üblich. Sind viele Eingangsgrößen vorhanden,
können Screening-Versuchspläne dazu verwendet werden, die wichtigsten Eingangs-
größen zu detektieren. In [7] wird die Anwendung von Screening-Versuchsplänen am
Beispiel von Metallzerspanungsprozessen diskutiert. Darüber hinaus kann die Ein-
beziehung von Prozesswissen beispielsweise in Form physikalischer oder chemischer
Gleichungen die experimentelle Modellbildung erleichtern und die Modellgüte stei-
gern. Die resultierenden Modelle werden Gray-Box-Modelle genannt. In [6] wird ein
solcher Ansatz zur Erstellung eines Gray-Box-Modells für chemische Prozesse aufge-
zeigt, der auch in Verbindung mit geplanten Versuchen angewandt werden kann.

Zunehmend werden zur Modellierung real betriebener Prozesse flexible Modellklas-
sen wie neuronale Netze oder Gaußprozessmodelle eingesetzt, die dem Themenfeld
des maschinellen Lernens (ML) zugeordnet werden können. Allerdings werden diese
Modelle häufig auf Basis von Datensätzen erstellt, die durch Prozessbeobachtung im
regulären Betrieb erhoben wurden. Hierzu zählen beispielsweise Arbeiten zur Qua-
litätsvorhersage bei der Lackierung von Autokarosserien mithilfe von neuronalen
Netzen [58] oder zur Klassifizierung von Bauteilen beim Metallguss mit einem Ran-
dom Forest [63]. ML-Modelle von industriellen Prozessen können vom Einsatz von
Versuchsplanungsmethoden profitieren. Die Potenziale solcher kombinierten Vorge-
hensweisen werden in [31] beschrieben, wobei sowohl die Erfassung von Trainingsda-
ten als auch die Ermittlung von Hyperparametern mittels geplanter Versuche erfol-
gen kann. In einer realitätsnahen Simulationsstudie werden in [5] die Auswirkungen
verschiedener Versuchspläne zur Trainingsdatenerfassung verglichen, wobei mehre-
re Modellklassen betrachtet werden. Bezogen auf die Modellgüte werden hierbei die
besten Ergebnisse mit raumfüllenden Versuchsplänen erzielt.

Insgesamt werden Versuchsplanungsmethoden trotz der zahlreichen wissenschaftli-
chen Arbeiten in diesem Themenfeld häufig nicht in der Praxis angewandt. In [73]
wird eine mangelnde Unterstützung der Anwender*innen bei der Versuchsdurchfüh-
rung als ein wesentlicher Grund für den Verzicht auf geplante Versuche aufgeführt.
Darüber hinaus werden in [86] Anforderungen an Versuchsplanungsmethoden im
Kontext von Industrie 4.0 aufgezeigt, zu denen eine geringe Beeinträchtigungen der
Prozesse und die Erfassung von nichtlinearem Prozessverhalten zählen.
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1.3 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

Zielsetzung dieser Arbeit ist die Entwicklung von praxistauglichen Methoden, die
Versuchsplanung und Modellbildung kombinieren. Diese Methoden sollen den Ver-
suchsaufwand während der experimentellen Modellbildung gering halten und zugleich
das Prozessverhalten möglichst im gesamten Eingangsraum erfassen und abbilden.
Für das resultierende Modell wird damit ein großer Gültigkeitsbereich angestrebt,
der insbesondere für den Einsatz zur modellbasierten Optimierung von Bedeutung
ist und eine flexible Bestimmung von Betriebsparametern ermöglicht. Eine erfolgrei-
che experimentelle Modellbildung ist von dem eingesetzten Prozesswissen abhängig.
Entscheidende Aufgaben, die typischerweise auf Grundlage dieses Wissens erfolgen,
sind die Definition des Eingangsraums oder die Bewertung der Realisierbarkeit von
Datenpunkten. Die Methoden in dieser Arbeit werden auf eine einfache Einbeziehung
von Prozesswissen ausgerichtet, um diese Aufgaben gegenüber klassischen Methoden
der Versuchsplanung und Modellbildung zu vereinfachen. Zugleich zielen die Metho-
den auf geringe Aufwände in der Versuchsvorbereitung und -durchführung ab und
sollen die Modellbildung und -validierung durch Zusatzinformationen unterstützen.
Schließlich ist es ein wesentliches Ziel dieser Arbeit die entwickelten Methoden auf
reale Prozesse anzuwenden, um so deren praktischen Nutzen zu beurteilen.

Um diese Ziele zu erreichen, werden zwei verschiedene Verfahren diskutiert, die eine
experimentelle Modellbildung ermöglichen, wenn mittels Prozessbeobachtung nur ei-
ne unzureichende Datengrundlage erfasst werden kann. Die Auswahl der Verfahren
richtet sich nach der Einstellbarkeit der Eingangsgrößen, für die in dieser Arbeit die
zwei in Bild 1.3 dargestellten Möglichkeiten betrachtet werden. Einerseits können in
(a) die einzelnen Eingangsgrößen unabhängig voneinander auf beliebige Werte ein-
gestellt werden, sodass die Versuchspunkte frei im Eingangsraum platziert werden
können. Andererseits sind für das in (b) dargestellte Beispiel nur diskrete Werte der
Eingangsgröße u1 (Ebenen) bzw. feste Kombinationen von u2 und u3 (Geraden) zu-
lässig, die durch Eigenschaften von gegebenen Komponenten bestimmt sind. In der
Versuchsplanung werden realisierbare Kombinationen an Versuchspunkten (blau) aus
allen prinzipiell möglichen Punkten (blau und schwarz) ausgewählt. Zusammenfas-
send sind der Aufbau dieser Arbeit und die Auswahl des Verfahrens in Bild 1.4
dargestellt.

Kapitel 2 enthält eine Einführung in die in dieser Arbeit verwendeten Modellklas-
sen und Versuchsplanungsmethoden. Zusätzlich werden Kriterien zur Bewertung der
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u1

u2

u3
1

1

1
(a) Freie Einstellbarkeit der Eingangs-

größen für jeden Punkt

u1

u2

u3
1

1

1
(b) Einschränkung der möglichen Punk-

te durch gegebene Komponenten

Bild 1.3: Betrachtete Möglichkeiten der Einstellbarkeit von Eingangsgrößen am Bei-
spiel von zwei Versuchspunkten mit drei Eingangsgrößen u1, u2 und u3.

Eingangsraumabdeckung beschrieben. Diese Kriterien können unter anderem dazu
verwendet werden, die Qualität gegebener Datensätze zu beurteilen.

Kapitel 3 beschreibt mit der inkrementellen Modellbildung ein Vorgehen zur Ver-
suchsplanung und Modellbildung für Prozesse mit frei einstellbaren Eingangsgrößen.
Hierbei wird in jedem Schritt eine weitere Eingangsgröße in die Versuchsplanung ein-

Mechatronischer
Prozess

frei ein-
stellbare Eingangs-

größen?

Modellerstellung

Prozessbeob-
achtung ausreichend?

(Kap. 2)

Inkrementelle
Modellbildung

(Kap. 3)

Versuchsplanung
für zusammengesetzte

Einheiten (Kap. 4)

Modellnutzung
(Kap. 5)

Ja

Nein

Ja

Nein

Bild 1.4: Übersicht über den Aufbau dieser Arbeit.
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bezogen. Die Einflüsse dieser weiteren Eingangsgröße sowie die Interaktionen mit den
zuvor betrachteten Eingangsgrößen werden jeweils durch ein Teilmodell abgebildet.
Das Gesamtmodell des betrachteten Prozesses ergibt sich aus der additiven Überla-
gerung aller Teilmodelle. Für die inkrementelle Modellbildung werden verschiedene
Modellklassen betrachtet und die jeweiligen Vor- und Nachteile diskutiert.

Kapitel 4 betrachtet Prozesse wie beispielsweise Montageprozesse, in denen meh-
rere Komponenten zu Einheiten zusammengefasst werden. Um diese Prozesse abzu-
bilden, werden spezielle Versuchsplanungsmethoden benötigt, die Einschränkungen
durch die verfügbaren Komponenten berücksichtigen. Insbesondere können die ein-
zelnen Eingangsgrößen nicht frei vorgegeben werden, sondern resultieren aus den
in einer Einheit verwendeten Komponenten. Mittels verschiedener Optimierungsal-
gorithmen werden optimale Kombinationen von Komponenten erstellt, die zu einer
möglichst gleichmäßigen Abdeckung des Eingangsraums führen. Außerdem werden
Maßnahmen zur verbesserten Schätzung von Rauscheinflüssen, zur Reduzierung des
Versuchsaufwands mittels Punktselektion und zur Vorgabe der rotatorischen Aus-
richtung von Komponenten beschrieben.

Kapitel 5 präsentiert praktische Anwendungen der entwickelten Verfahren anhand
von drei verschiedenen realen Prozessen. An einem Labormodell einer Heizstrecke
werden Messungen mit verschiedenen Versuchsplänen und Testdatenverteilungen
durchgeführt, um inkrementelle Modelle mit verschiedenen Modellklassen anhand
einer realen Anwendung zu vergleichen. An einem Bitumenofen wird die prakti-
sche Anwendbarkeit der inkrementellen Modellbildung anhand einer produktiv ge-
nutzten Fertigungsanlage demonstriert und eine Optimierungsstrategie auf Basis ei-
nes inkrementellen Modells in der Anlagensteuerung implementiert. Schließlich wird
die Versuchsplanung für zusammengesetzte Einheiten auf einen Montageprozess von
Waschmaschinentrommeln angewandt, wobei zwei verschiedene Ansätze zur Berück-
sichtigung der Rotation von Komponenten eingesetzt werden.

Kapitel 6 fasst die vorherigen Kapitel zusammen.

Die wesentlichen Beiträge und Neuerungen dieser Arbeit sind:

• Entwicklung der ILHAD-Methodik zur inkrementellen Modellbildung, die eine
additive Modellstruktur und einen entsprechenden Versuchsplan vereint.

• Erweiterung von Polynommodellen, lokalen Modellnetzen und Gaußprozessmo-
dellen für den Einsatz in additiven Modellstrukturen.
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• Entwicklung eines Verfahrens zur Anpassung eines inkrementellen Versuchs-
plans auf Grundlage der LOLIMOT-Partitionierung vorheriger Teilmodelle.

• Anwendung der inkrementellen Modellbildung zur Verbrauchsreduzierung und
Qualitätssteigerung eines Bitumenofens.

• Weiterentwicklung von Algorithmen (lokaler Suchalgorithmus, genetischer Al-
gorithmus) zur Erstellung von optimalen Versuchsplänen für zusammengesetzte
Einheiten.

• Entwicklung von Strategien zur Punktselektion und zur rotatorischen Ausrich-
tung von Komponenten bei Montageversuchen.

• Anwendung der Versuchsplanung für zusammengesetzte Einheiten zur Model-
lierung von Bauteileinflüssen auf einen Montageprozess für Waschmaschinen-
trommeln.





11

2 Grundlagen der experimentellen
Modellbildung

Die experimentelle Modellbildung zielt darauf ab, ein Prozessverhalten auf Basis
von Versuchen abzubilden. Hierzu wurden zahlreiche Methoden entwickelt, die sich
für unterschiedliche Arten von Prozessen und Anwendungsgebiete der Modelle eig-
nen [34]. In dieser Arbeit wird das statische Verhalten von Prozessen modelliert, das
im Allgemeinen als nichtlinear angenommen wird. Nachfolgend werden die hierfür
notwendigen Grundlagen erläutert.

2.1 Beurteilung von Verfahren zur datenbasierten
Modellbildung

Datenbasierte Modelle sollen ein Prozessverhalten mit einer geforderten Genauigkeit
approximieren. Eine höhere Genauigkeit erfordert dabei in der Regel einen größeren
Aufwand zur Modellerstellung, wobei in dieser Arbeit die Bereitstellung von Da-
ten als ausschlaggebend für den Aufwand betrachtet wird. In der Praxis muss stets
ein Kompromiss zwischen Modellgüte und Modellierungsaufwand gefunden werden,
der in Bild 2.1 schematisch dargestellt ist. Werden ausschließlich Daten aus dem re-
gulären Betrieb eines Prozesses verwendet (Prozessbeobachtung) ist dieser Aufwand
gering und wird hauptsächlich durch die Datenerfassung und -verarbeitung verur-
sacht. Hierfür existieren zahlreiche Standardlösungen, um beispielsweise Daten in
eine Cloud-Umgebung zu übertragen [52]. Die so erfassten Daten sind jedoch typi-
scherweise auf wenige Arbeitspunkte konzentriert und besitzen daher einen geringen
Informationsgehalt. Dies schränkt den Gültigkeitsbereich eines Modells ein und führt
bezogen auf den gesamten Eingangsraum zu einer geringen Modellgüte.

Werden Versuche durchgeführt, um einen Trainingsdatensatz für ein Modell zu erstel-
len (experimentelle Modellbildung) ist der Versuchsaufwand die dominierende Größe.
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Prozessbeobachtung

Klassische Versuchsplanungsverfahren

Verfahren in dieser Arbeit
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M
od

el
lie

ru
ng

sa
uf

wa
nd

Bild 2.1: Qualitativer Vergleich von Modellgüte und Modellierungsaufwand verschie-
dener Verfahren zur datenbasierten Modellbildung (in Anlehnung an [114]).

Viele klassische Versuchsplanungsmethoden wie beispielsweise faktorielle Versuchs-
pläne ermöglichen zwar mit wenig Datenpunkten eine hohe Modellgüte jedoch ist
die Vermessung der einzelnen Datenpunkte in der Praxis häufig aufwändig. Die in
dieser Arbeit beschriebenen Methoden zielen darauf ab, bei nur geringen Einbußen
in der Modellgüte den Modellierungsaufwand gegenüber dem Einsatz von klassischen
Versuchsplanungsmethoden deutlich zu reduzieren. Möglichkeiten zur Bewertung der
Modellgüte und des Versuchsaufwands werden in den nachfolgenden Abschnitten er-
läutert.

Darüber hinaus existieren weitere Anforderungen, die beispielsweise die Wahl der
Modellklasse beeinflussen. Für einen sicheren Betrieb von Modellen wird häufig ge-
fordert, dass das erlernte Prozessverhalten beurteilt werden kann [99]. Hierfür wer-
den interpretierbare Modelle benötigt, bei denen durch einfache Darstellungen oder
Analysen Informationen über die vom Modell erlernten Zusammenhänge gewonnen
werden können [78]. Weitere Anforderungen wie eine Adaptierbarkeit oder ein maxi-
maler Speicherbedarf können die Auswahl der Modellklasse zusätzlich beeinflussen.

2.1.1 Bewertung der Modellgüte

Ein übliches Fehlermaß zur Messung der Modellgüte ist der Mean-Absolute-Error
(MAE), der sich auf Basis eines Testdatensatzes mit Ntest Datenpunkten zu

MAE = 1
Ntest

Ntest∑

k=1
|y(k) − ŷ(k)| (2.1)
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ergibt. Hierbei bezeichnet y(k) mit k = 1, 2, · · · , Ntest die Ausgangsgröße des zu mo-
dellierenden Prozesses und ŷ(k) den Modellausgang. Die Abweichung dieser beiden
Größen wird als Modellfehler e(k) = y(k)−ŷ(k) bezeichnet. Ein Fehlermaß, das große
Abweichungen stärker als der MAE berücksichtigt, ist der Root-Mean-Squared-Error
(RMSE). Dieser berechnet sich zu

RMSE =

√√√√ 1
Ntest

Ntest∑

k=1
(y(k) − ŷ(k))2 (2.2)

und basiert auf den Quadraten der Modellfehler an den einzelnen Testdatenpunkten.
Beide Fehlermaße sind üblich, um die Güte von datenbasierten Modellen zu bewerten
und bieten unterschiedliche Empfindlichkeiten bezüglich Ausreißern [17].

Zum Vergleich dieser Fehlermaße wird in Bild 2.2 ein Prozess mit einer Eingangsgröße
u und einem exponentiellen Prozessverhalten durch zwei quadratische Polynommo-
delle approximiert. Zur Bewertung der beiden Modelle wird ein Testdatensatz mit
Ntest = 8 Datenpunkten (Sterne) verwendet, der den eindimensionalen Eingangs-
raum gleichförmig abdeckt. Für beide Modelle ergibt sich ein nahezu identischer
MAE, zu dem in (a) alle Testdatenpunkte ähnliche Beiträge leisten, während in (b)
der MAE hauptsächlich aus dem Modellfehler des blau markierten Datenpunkts re-
sultiert. Dieser blaue Datenpunkt liegt in einem Bereich des Eingangsraums (orange
Markierung), in dem das Modell in (b) große Abweichungen aufweist. Der RMSE
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MAE = 0.0867, RMSE = 0.0974
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MAE = 0.0862, RMSE = 0.1745

Bild 2.2: Vergleich zweier quadratischer Modelle, die ein exponentielles Prozessver-
halten approximieren. Beide Modelle weisen einen vergleichbaren MAE aber
unterschiedliche Werte des RMSE auf. Ein für viele Anwendungen kritischer
Bereich mit großem Modellfehler ist in (b) hervorgehoben.



14 2.1 Beurteilung von Verfahren zur datenbasierten Modellbildung

wird durch den Modellfehler bei diesem Datenpunkt stark beeinflusst. Da in vielen
Anwendungen große Fehler kritisch sind, ist die Sensitivität des RMSE bezüglich
großer Modellfehler eine erwünschte Eigenschaft. Dieses Fehlermaß wird daher im
Folgenden zur Bewertung und zum Vergleich verschiedener Modelle verwendet.

Bias-Varianz-Dilemma

In vielen praktischen Anwendungen sind Näherungen wie die in Bild 2.2 dargestellte
Approximation einer Potenzfunktion durch ein quadratisches Polynommodell aus-
reichend. Der Fehler, der hierbei aus der mangelnden Flexibilität des gewählten
Polynommodells resultiert, wird als Biasfehler bezeichnet. Ein zweiter Anteil des
Modellfehlers ist der Varianzfehler, der sich aus verrauschten oder ungünstig verteil-
ten Trainingsdaten ergibt und zu Abweichungen der geschätzten Modellparameter
führt. Da der Varianzfehler mit steigender Anzahl an Parametern und damit größe-
rer Modellflexibilität zunimmt, während zugleich der Biasfehler abnimmt, muss in
der Praxis ein Kompromiss gefunden werden [80]. Die Notwendigkeit zur Abwägung
zwischen Bias- und Varianzfehler wird als Bias-Varianz-Dilemma bezeichnet.

Testdatenverteilung

Wird ein Modell wie in Bild 2.2b für u → 1 in Bereichen des Eingangsraums mit
großen Modellfehlern betrieben, kann dies in der Anwendung zu unerwünschtem Ver-
halten führen. Um solche Bereiche zu detektieren, ist die Verteilung der Testdaten
von Bedeutung. Typischerweise wird hierfür dieselbe Verteilung gefordert wie für
die Trainingsdaten. Das übliche Vorgehen einen Datensatz in Trainings- und Testda-
ten aufzuteilen [80] ist aufgrund der geringen Datenmenge bei Versuchsdaten häufig
nicht praktikabel. Stattdessen können Testdatenverteilungen gezielt vorgegeben wer-
den, die für den Betrieb des Modells relevante Bereiche widerspiegeln und mit einem
akzeptablen Aufwand erfasst werden können. Je nach Verwendungszweck des Mo-
dells bieten sich Datenverteilungen an, die den gesamten Eingangsraum gleichmäßig
abdecken oder auf bestimmte Bereiche wie einen typischen Arbeitspunkt konzentriert
sind. In dieser Arbeit werden Trainingsdaten gezielt mittels Versuchsplanungsverfah-
ren generiert, wodurch sich im Allgemeinen unterschiedliche Verteilungen der Test-
und Trainingsdaten ergeben. Eine umfassende Beschreibung der aus den verschiede-
nen Datenverteilungen resultierenden Probleme ist in [13] zu finden.
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2.1.2 Bewertung des Versuchsaufwands

In der Literatur wird häufig die Anzahl N an zu vermessenen Datenpunkten als
ausschlaggebend für den gesamten Versuchsaufwand angenommen [103]. Je nach
Eigenschaften des betrachteten Prozesses und dem Vorgehen zur Versuchsdurchfüh-
rung kann allerdings der Aufwand pro Versuchspunkt in der Praxis stark variieren.
Der Versuchsaufwand resultiert aus der Vermessung aller durch einen Versuchsplan
vorgegebenen Datenpunkte. Ein solcher Messvorgang kann in mehrere Phasen aufge-
teilt werden, die in Bild 2.3 für einen Prozess mit einer Eingangsgröße über die Zeit
t schematisch dargestellt sind. In der Phase i) wird die Eingangsgröße auf den durch
den Versuchsplan festgelegten Wert eingestellt. Diese Phase ist besonders lang, wenn
Eingangsgrößen durch aufwändige manuelle Tätigkeit wie beispielsweise gezielte Ma-
terialzuführung oder Werkzeugwechsel eingestellt werden. Auch die Einstellung von
dynamischen Prozessgrößen wie Temperaturen oder Füllständen kann zu einer lan-
gen Einschwingzeit führen, bis stationäre Endwerte dieser Größen erreicht sind. Der
aus der Einstellung aller Eingangsgrößen resultierende Aufwand wird im Folgenden
als Stellaufwand bezeichnet. Dieser Stellaufwand ist beim Vorliegen manueller Tätig-
keiten umso größer, je mehr Größen manuell eingestellt werden. In der Phase ii) wird
der Prozess mit den eingestellten Eingangsgrößen betrieben, wobei die Dauer dieser
Phase für den jeweiligen Prozess charakteristisch ist, aber auch von den Eingangsgrö-
ßen abhängen kann. Ausgangsgrößen müssen häufig unmittelbar nach Beendigung
des Prozesses erfasst werden, wie es beispielsweise bei einer Bauteiltemperatur not-
wendig ist. Teilweise kann die Vermessung der Ausgangsgrößen zu einem späteren

u

y

t

i) ii) i) ii)

(u(k), y(k)) (u(k + 1), y(k + 1))

Messpunkt k Messpunkt k + 1

u(k − 1)

y(k − 1)

u(k)

y(k)

u(k + 1)

y(k + 1)

Bild 2.3: Vermessung des statischen Verhaltens eines Prozesses mit einer Eingangs-
größe u(k) und einer Ausgangsgröße y(k) zu den diskreten Zeitpunkten
k = 1, 2, · · · , N . Für jeden Datenpunkt (u(k), y(k)) wird in i) die Eingangs-
größe eingestellt und nach Abschluss von ii) die Ausgangsgröße gemessen.
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Zeitpunkt erfolgen, wenn z. B. Maße verschiedener Bauteile als Ausgangsgrößen ver-
wendet werden. Die Anzahl an Datenpunkten in einem Versuchsplan gibt vor, wie
viele Zyklen aus Phase i) und Phase ii) in den Versuchen durchlaufen werden.

Neben der Minimierung der Anzahl N an Versuchspunkten ermöglichen somit prak-
tikable Vorgehensweisen bei der Versuchsplanung und -durchführung eine Reduzie-
rung des Versuchsaufwands. Aus betriebswirtschaftlicher Sicht kann der gesamte
Versuchsaufwand in Form von Kosten beschrieben werden, wobei die für Versuche
wichtigsten Kostenverursacher nachfolgend aufgeführt sind:

• Maschinen: Der betrachtete Prozess wird während der Versuche in verschiedene
Betriebspunkte überführt, die zu unzureichenden Prozessergebnissen führen
können. Aus diesem Grund steht der Prozess für die Dauer der Versuche nicht
für den Produktivbetrieb zur Verfügung. Zusätzlich führen die Versuche zu
einer Abnutzung der Produktionsanlage. Die resultierenden Maschinenkosten
können in Form eines Maschinenstundensatzes beziffert werden [27].

• Material: Für die Durchführung von Versuchen wird ausreichend Material be-
nötigt. Häufig wird hierbei von konstanten Materialeigenschaften ausgegangen
bzw. der Einfluss von unterschiedlichen Materialchargen durch Blockbildung
kompensiert [77]. Werden Materialeigenschaften mit in die Versuchsplanung
einbezogen, steigert dies den Versuchsaufwand. So muss das benötigte Materi-
al mit den geforderten Eigenschaften beschafft bzw. hergestellt werden. Dieses
Material verursacht somit Beschaffungs- bzw. Herstellkosten [27].

• Manuelle Tätigkeiten: Die Durchführung von Versuchen erfordert in der Regel
manuelle Eingriffe in einen Prozess. Hierbei müssen beispielsweise Eingangsgrö-
ßen manuell eingestellt, Material und Produkte gekennzeichnet oder Messungen
durchgeführt werden. Der betrachtete Prozess kann selbst manuelle Tätigkei-
ten wie z. B. manuelle Montagevorgänge beinhalten. Die hierdurch verursachten
Personalkosten tragen zum Versuchsaufwand bei [27].

2.2 Regressionsmodelle

In dieser Arbeit wird das statische Prozessverhalten von industriellen Prozessen mit-
hilfe von Regressionsmodellen abgebildet. Die verwendete Struktur zur Modeller-
stellung ist in Bild 2.4 dargestellt, wobei sowohl der Prozess als auch das Modell
nichtlineares Verhalten aufweisen können. Der zu modellierende Prozess besitzt M
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Bild 2.4: Struktur zur Erstellung eines Regressionsmodells [80].

Eingangsgrößen, die zu einem Eingangsgrößenvektor u = [u1 u2 · · · uM ]T zusam-
mengefasst werden. In Abhängigkeit dieses Eingangsgrößenvektors ergibt sich ei-
ne Ausgangsgröße y, die zusätzlich einen stochastischen Anteil durch ein additives
Prozessrauschen n aufweist. Das Prozessmodell trifft mit seinem Modellausgang ŷ

Vorhersagen auf Grundlage des Eingangsgrößenvektors u. Im Modelltraining wer-
den die Fehler e(k) = y(k) − ŷ(k) auf Basis der Trainingsdatenpunkte {u(k), y(k)}
mit k = 1, 2, · · · , N berechnet. Diese Fehler werden genutzt, um das Modellverhal-
ten an den Prozess anzupassen. Hierzu kann neben den Modellparametern auch die
Modellstruktur auf Grundlage des Fehlers angepasst werden.

Es existiert eine Vielzahl an Modellklassen und Algorithmen, die zur Lösung von Re-
gressionsproblemen verwendet werden können. Modelle können unterschieden werden
in parametrische Modelle mit einer festgelegten Anzahl an Modellparametern und
nichtparametrische Modelle, bei denen sich die Anzahl der Parameter während des
Modelltrainings ergibt [80]. Für diese Arbeit wurden drei häufig verwendete Mo-
dellklassen aus beiden Kategorien ausgewählt, die einen unterschiedlichen Grad an
Flexibilität bieten. Nachfolgend werden diese Modellklassen genauer beschrieben.

2.2.1 Polynommodelle

Eine zur Modellierung von industriellen Prozessen häufig verwendete Modellklasse
sind Polynommodelle. Diese besitzen eine einfache Modellstruktur, die zu einer hohen
Interpretierbarkeit und einer einfachen Implementierung in technischen Systemen
führt. Ein Polynommodell kann als gewichtete Summe

ŷ = b0 +
R∑

j=1
bj · xj (2.3)
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R verschiedener Regressoren xj dargestellt werden, wobei die Modellparameter bj

mit j = 1, 2, · · · , R als Gewichte und b0 als Offset bezeichnet werden. Als Regres-
soren werden für jede Eingangsgröße ui mit i = 1, 2, · · · , M jeweils alle Potenzen
ui, u2

i , · · · , um
i bis zu einem vorgegebenen Grad m ∈ N des Polynoms verwendet.

Werden Potenzen verschiedener Eingangsgrößen miteinander multipliziert, ergeben
sich Regressoren, die Interaktionen zwischen den Eingangsgrößen darstellen [28].
Hierbei werden nur solche Regressoren verwendet, in denen die Summe aller Poten-
zen den Grad m des Polynoms nicht übersteigen. Allgemein kann ein Polynommodell
des Grades m mit M Eingangsgrößen beschrieben werden als:

ŷ = b0 + b1 u1︸︷︷︸
x1

+b2 u2︸︷︷︸
x2

+ · · · + bM uM︸︷︷︸
xM

+bM+1 u2
1︸︷︷︸

xM+1

+bM+2 u1u2︸ ︷︷ ︸
xM+2

+ · · · + bR um
M︸︷︷︸

xR

. (2.4)

Die Modellparameter des Polynommodells können mit einem geringen Rechenauf-
wand mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (engl. least squares) bestimmt
werden. Hierzu wird die Summe der Fehlerquadrate minimiert

min
θ̂

N∑

k=1
(y(k) − ŷ(k))2 , (2.5)

wobei θ̂ = [b̂0 b̂1 · · · b̂R]T der geschätzte Parametervektor ist. Zur analytischen Lö-
sung dieses Minimierungsproblems werden die gegebenen Trainingsdaten wie folgt zu
einer Regressionsmatrix X und einem Ausgangsgrößenvektor y zusammengefasst:

X =




1 x1(1) x2(1) · · · xR(1)
1 x1(2) x2(2) · · · xR(2)
... ... ... ...
1 x1(N) x2(N) · · · xR(N)




, y =




y(1)
y(2)

...
y(N)




. (2.6)

Mittels Optimierung von Gleichung (2.5) kann der geschätzte Parametervektor zu

θ̂ = (XTX)−1XTy (2.7)

bestimmt werden [80].

In der Anwendung von Polynommodellen stellt die Wahl des Grades m eine kritische
Aufgabe dar. Wird dieser zu gering gewählt, kann das Prozessverhalten nur unzurei-
chend abgebildet werden, sodass ein großer Biasfehler entsteht. Sehr flexible Poly-
nommodelle mit einem hohen Grad können hingegen zu einem hohen Varianzfehler
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führen, der sich in unerwünschten Oszillationen und einem schlechten Extrapolati-
onsverhalten äußert [80].

2.2.2 Lokale Modellnetze

Als gut interpretierbare Modellklasse, die auch zur Abbildung komplexer funktionaler
Zusammenhänge geeignet ist, werden in diesem Abschnitt lokale Modellnetze (LMN)
beschrieben. LMN unterteilen den betrachteten Eingangsraum in mehrere Partitio-
nen. Jeder dieser Partitionen ist ein lokales Modell zugeordnet, das das Prozessver-
halten in dem jeweiligen Bereich des Eingangsraums repräsentiert. Als lokale Modell-
strukturen kommen zumeist einfache Modelle, wie affine Modelle (Polynommodelle
ersten Grades) zum Einsatz. LMN wurden erfolgreich zur Modellierung des stati-
schen und dynamischen Verhaltens von industriellen Prozessen eingesetzt [49, 89].

Zur Erstellung von lokalen Modellnetzen existieren zahlreiche Algorithmen. Auf-
grund der einfacheren Struktur und Interpretierbarkeit wird in dieser Arbeit der
LOLIMOT-Algorithmus (Local Linear Model Tree) [79] verwendet. Darüber hinaus
existieren Erweiterungen von LOLIMOT, wie beispielsweise der LOPOMOT-Algo-
rithmus (Local Polynomial Model Tree) [96], der eine Selektion von Regressoren bei
lokalen Polynommodellen beinhaltet, oder der HILOMOT-Algorithmus (Hierarchi-
cal Local Model Tree) [48], bei dem achsenschräge Teilungen des Eingangsraums
vorgenommen werden.

Der LOLIMOT-Algorithmus dient zur Unterteilung des Eingangsraums in Partitio-
nen, in denen jeweils ein lokales Modell gültig ist. Eine beispielhafte Partitionierung
eines zweidimensionalen Eingangsraums durch den LOLIMOT-Algorithmus ist in
Bild 2.5 zu sehen. Die Partitionierung erfolgt ausgehend von einem globalen Modell
im ersten Iterationsschritt, dessen Partition den vollständigen Eingangsraum um-
fasst. In jeder Iteration wird fortlaufend das Modell mit dem größten Modellfehler
(grau) mittig und achsenorthogonal geteilt, wobei alle Teilungsmöglichkeiten in zwei
gleich große Partitionen überprüft werden. Die Teilung, die zu dem geringsten Fehler
des Gesamtmodells führt, wird durchgeführt. LOLIMOT unterteilt den Eingangs-
raum so lange, bis ein Abbruchkriterium erreicht ist. Üblich sind z. B. eine maximale
Anzahl an lokalen Modellen oder ein Schwellenwert für den Trainingsfehler.

Jeder der L Partitionen in einem Iterationsschritt wird eine Gültigkeitsfunktion Φl(u)
mit l = 1, 2, · · · , L und ein lokales Modell gl(u) zugeordnet. Die Gültigkeitsfunktio-
nen gewichten die einzelnen Teilmodelle in Abhängigkeit der betrachteten Position
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Bild 2.5: Exemplarische Partitionierung eines zweidimensionalen Eingangsraums
durch den LOLIMOT-Algorithmus. Inkrementell wird das lokale Modell
mit dem größten Modellfehler (graue Markierung) achsenorthogonal und
mittig in kleinere Partitionen unterteilt. Die bessere der möglichen Parti-
tionierungen wird realisiert (in Anlehnung an [80]).

im Eingangsraum. Durch die gewichtete Überlagerung aller Teilmodelle ergibt sich
der Modellausgang zu:

ŷ =
L∑

l=1
gl(u) · Φl(u). (2.8)

Die Gültigkeitsfunktionen sollen glatte Übergänge zwischen den einzelnen Teilmodel-
len ermöglichen, die in vielen Anwendungen vorteilhaft sind. Hierzu werden standard-
mäßig normierte Gaußfunktionen verwendet [80]. Eine Gaußfunktion

µl(u) = exp

 − 1

2


(u1 − zl,1)2

σ2
l,1

+ · · · + (uM − zl,M)2

σ2
l,M





 (2.9)

dient als Zugehörigkeitsfunktion für eine Partition l, wobei zl,i mit i = 1, 2, · · · , M

die Koordinaten des Zentrums der Partition beschreiben und die Standardabwei-
chungen σl,i proportional zur Ausdehnung der Partition in der Dimension i gewählt
werden. Um die lokale Interpretierbarkeit des LMN sicherzustellen und den Beitrag
jedes lokalen Modells zu einer Modellvorhersage bewerten zu können, wird für die
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Gültigkeitsfunktionen ∑L
l=1 Φl(u) = 1 ∀ u gefordert. Diese Forderung wird durch die

Normierung der Zugehörigkeitsfunktion erfüllt und führt zu den Gültigkeitsfunktio-
nen:

Φl(u) = µl(u)
∑L

j=1 µj(u)
. (2.10)

Als lokale Modelle werden üblicherweise affine Modelle

gl(u) = bl,0 + bl,1 · u1 + · · · + bl,M · uM (2.11)

verwendet. Diese stellen mit ihren M + 1 Parametern einen guten Kompromiss zwi-
schen der Anzahl an Parametern pro lokalem Modell und der Anzahl an benötigten
lokalen Modellen dar, die zusammen die Komplexität des Gesamtmodells bestim-
men [46]. Bild 2.6 stellt für zwei Dimensionen beispielhaft die zuvor beschriebenen
Elemente eines LMN dar.

Werden lokale Modellstrukturen wie das in Gleichung (2.11) beschriebene Modell
verwendet, die linear in den Parametern sind, ist eine separate Schätzung der Modell-
parameter mittels gewichteter Methode der kleinsten Fehlerquadrate möglich [80].

(a) (b)

(c) (d)

Bild 2.6: Beispielhafte Darstellung eines LMN für zwei Dimensionen mit (a) den Zu-
gehörigkeitsfunktionen µl, (b) den Gültigkeitsfunktionen Φl, (c) den lokalen
Modellen gl und (d) dem Modellausgang ŷ (in Anlehnung an [80]).
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Hierbei wird die Gültigkeitsfunktion für jede Partition l an allen Datenpunkten aus-
gewertet und in Form einer Gewichtungsmatrix

Q
l
= diag([Φl(u(1)) Φl(u(2)) · · · Φl(u(N))]) (2.12)

zusammengefasst. Die Modellparameter eines jeden lokalen Modells gl(u) ergeben
sich mit dieser Gewichtungsmatrix als Erweiterung der Lösung der klassischen Me-
thode der kleinsten Quadrate (vgl. Gleichung (2.7)) zu:

θ̂l = [bl,0 bl,1 · · · bl,M ]T = (XTQ
l
X)−1XTQ

l
y. (2.13)

Die Regressionsmatrix X und der Ausgangsgrößenvektor y setzen sich analog zu
Gleichung (2.6) aus allen Trainingsdatenpunkten zusammen.

LOLIMOT ist trotz der einfachen lokalen Modellstrukturen in der Lage beliebige
glatte nichtlineare Zusammenhänge abzubilden. So führt das verwendete Partitio-
nierungsverfahren dazu, dass nichtlineare Bereiche im Eingangsraum solange unter-
teilt werden, bis insgesamt eine hohe Modellgüte erreicht ist. Durch die Verwendung
einer einfachen Heuristik zur Partitionierung und die Schätzung der lokalen Modell-
parameter mittels gewichteter Methode der kleinsten Quadrate wird insgesamt ein
geringer Rechenaufwand erzielt [80].

2.2.3 Gaußprozessmodelle

Eine Modellklasse, die eine noch höhere Flexibilität als lokale Modellnetze bietet,
sind Gaußprozessmodelle (GPM). Diese zählen zu den Bayes’schen Methoden und
spiegeln mit bedingten Wahrscheinlichkeiten mögliche funktionale Zusammenhänge
wider. Unter Einbeziehung einer a-priori-Wahrscheinlichkeitsdichte als Vorwissen,
wird das für die gegebenen Daten wahrscheinlichste Modell bestimmt. GPM zählen
zu den nichtparametrischen Modellen und erfordern keine Festlegung einer Modell-
struktur. Stattdessen besitzt ein GPM so viele Parameter wie Datenpunkte, wodurch
mehr Datenpunkten auch eine höhere Modellflexibilität ermöglichen [88]. Nachfol-
gend wird die Anwendung von GPM zur Regression beschrieben.

Ein grundlegendes Element von GPM ist die Verwendung von Kernel-Funktionen.
Auf jedem Datenpunkt u(k) mit k = 1, 2, · · · , N im Eingangsraum wird eine Ker-
nel-Funktion K(u(k), u(l)) platziert, die zur Messung der Ähnlichkeit des jeweiligen
Datenpunkts u(k) zu allen anderen Datenpunkten u(l) mit l = 1, 2, · · · , N dient.
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Hierbei liegt die Annahme zugrunde, dass aus einer großen Ähnlichkeit zwischen
zwei Punkten im Eingangsraum auch eine große Ähnlichkeit der zugehörigen Aus-
gangsgrößen y(k) und y(l) resultieren soll. Dies kann in Form einer Kovarianz der
Ausgangsgrößen cov{y(k), y(l)} = K(u(k), u(l)) formuliert werden [80]. Alle Kova-
rianzen zwischen jeweils zwei Datenpunkten im Trainingsdatensatz können in Form
einer Kovarianzmatrix

K =




K(u(1), u(1)) K(u(1), u(2)) · · · K(u(1), u(N))
K(u(2), u(1)) K(u(2), u(2)) · · · K(u(2), u(N))

... ... . . . ...
K(u(N), u(1)) K(u(N), u(2)) · · · K(u(N), u(N))




(2.14)

zusammengefasst werden. Wird zusätzlich weißes Rauschen n am Prozessausgang
berücksichtigt, beeinflusst dies die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix

K → K + σ̂2
nI (2.15)

zu denen die angenommene Rauschvarianz σ̂2
n addiert wird. Mit dieser Kovarianz-

matrix ergibt sich die a-priori-Wahrscheinlichkeitsdichte für den Modellausgang

ŷ = [ŷ(1) ŷ(2) · · · ŷ(N)]T ∼ N (0, K), (2.16)

wobei hier eine multivariate Normalverteilung mit dem Mittelwert null angenommen
wird. Diese a-priori-Wahrscheinlichkeitsdichte beinhaltet Vorwissen über das Modell-
verhalten, wie zum Beispiel die Glattheit des Modellausgangs. Dieses Vorwissen wird
über die Wahl der Kernel-Funktion und deren Kernel-Parameter eingebracht. Neben
stationären Kernel-Funktionen, die identisches Verhalten im gesamten Eingangsraum
aufweisen, können auch nicht stationäre Kernel-Funktionen verwendet werden, deren
Charakteristik von der Position im Eingangsraum abhängt. Wird z. B. ein periodi-
sches Prozessverhalten erwartet, kann dies mit einer periodischen Kernel-Funktion
abgebildet werden [88]. Für die meisten Modellierungsaufgaben sind nicht periodi-
sche, stationäre Kernel-Funktion, wie ein Gaußkern

K(u(k), u(l)) = σ2
f exp

(
− 1

2

M∑

i=1

(ui(k) − ui(l))2

σ2
i

)
, (2.17)

üblich. Dieser wird über M + 1 Kernel-Parameter beeinflusst, bei denen es sich um
die Signal-Standardabweichung σf und individuelle Kernel-Standardabweichungen σi

für jede der M Eingangsgrößen handelt.



24 2.2 Regressionsmodelle

Soll mit dem GPM der Ausgangswert y∗ für einen Punkt im Eingangsraum u∗ vor-
hergesagt werden, wird die multivariate Normalverteilung aus Gleichung (2.16) zu


 ŷ

ŷ∗


 ∼ N (0, K̃) , mit K̃ =


 K k(u∗)
kT(u∗) K(u∗, u∗)


 (2.18)

erweitert. Alle Kovarianzen zwischen dem vorherzusagenden Punkt und den Da-
tenpunkten im Trainingsdatensatz sind hierbei in einem Kovarianzvektor k(u∗) =[
K(u∗, u(1)) K(u∗, u(2)) · · · K(u∗, u(N))

]T
zusammengefasst. Mit den für alle

Trainingsdatenpunkte gemessenen Ausgangswerte y kann die multivariate a-priori-
Wahrscheinlichkeitsdichte auf eine univariate Wahrscheinlichkeitsdichte für den vor-
herzusagenden Ausgangswert

ŷ∗ ∼ N
(

kT(u∗) K−1y
︸ ︷︷ ︸

θ

, K(u∗, u∗) − kT(u∗)K−1k(u∗)
)

(2.19)

reduziert werden. Diese wird als a-posteriori-Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet.
Die Vorhersage einer Wahrscheinlichkeitsdichte ermöglicht es, die Unsicherheit der
Vorhersage zu beurteilen und beispielsweise in Form eines 95 %-Konfidenzintervalls
anzugeben. Ein GPM kann alternativ auch als parametrisches Modell mit dem Pa-
rametervektor θ = K−1y beschrieben werden, das dieselbe Anzahl an Parametern N

wie Trainingsdatenpunkte besitzt. Der Mittelwert der vorhergesagten Wahrschein-
lichkeitsdichte kT(u∗)θ kann so als eine Überlagerung der Kernels aus dem Kovari-
anzvektor k(u∗) gewichtet mit den Parametern θ interpretiert werden [80].

Das Modellverhalten eines GPM wird in starkem Maße von dessen Hyperparametern
beeinflusst. Wird ein Gaußkern gemäß Gleichung (2.17) verwendet, handelt es sich
hierbei um die M + 1 Kernel-Parameter σf und σi mit i = 1, 2, · · · , M , sowie die
geschätzte Standardabweichung des Rauschens σ̂n. Diese Parameter müssen während
des Modelltrainings bestimmt werden, wozu die Log-Marginal-Likelihood-Funktion

L = − 1
2yT(K + σ̂2

nI)−1y
︸ ︷︷ ︸

Anpassung an Trainingsdaten

− 1
2 ln

(
det(K + σ̂2

nI)
)

︸ ︷︷ ︸
Strafe für Komplexität

− N

2 ln(2π)
︸ ︷︷ ︸

Konstante

(2.20)

maximiert wird. Die drei Terme in dieser Funktion können als Maß für die Anpassung
des Modells an die Trainingsdaten, ein Strafterm für die Komplexität des Modells und
eine Konstante interpretiert werden. Durch die Optimierung der Hyperparameter
ergibt sich ein Kompromiss, wobei weniger komplexe Modelle bevorzugt werden.
Zusätzlich übt die geschätzte Rauschvarianz σ̂2

n einen regularisierenden Effekt auf das
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Modell aus, der eine Überanpassung verhindert. Es ergibt sich eine effektive Anzahl
an Parametern kleiner N , die die Flexibilität des Modells einschränkt [80]. Große
Werte von σ̂2

n bewirken eine starke Regularisierung und führen somit zu einfachen
Modellen.

Bild 2.7 stellt beispielhaft den Einfluss der Hyperparameter auf das Modellverhalten
dar. Während das Modell durch einen kleinen Wert von σ̂n in (a) und (b) annähernd
interpoliert, sind in (c) und (d) Abweichungen zu den Trainingsdatenpunkten durch
die Regularisierung sichtbar. Kleine Werte der Kernel-Standardabweichung σ1 in (a)
und (c) ermöglichen schnelle Änderungen der Funktionswerte mit ansteigendem u1,
während große Werte von σ1 in (b) und (d) nur langsame Änderungen zulassen.

2.3 Beurteilung der Eingangsraumabdeckung

Bei der Modellierung realer Prozesse stellt sich die Frage, ob zuvor erfasste Datensät-
ze für die Modellerstellung geeignet sind, oder gesonderte Versuche notwendig sind.

(a) σ1 = 0.05
σn = 0.001

(b) σ1 = 0.3
σn = 0.001

(c) σ1 = 0.05
σn = 0.3

(d) σ1 = 0.3
σn = 0.3

Bild 2.7: Vorhersagen eines GPM für eine Eingangsgröße u1 mit σf = 1, verschiede-
nen Kernel-Standardabweichungen (links: σ1 = 0.05, rechts: σ1 = 0.3) und
Standardabweichungen des Rauschens (oben: σn = 0.001, unten: σn = 0.3).
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Zur Beantwortung dieser Frage kann die Abdeckung des Eingangsraums mit Daten-
punkten analysiert werden. Selbst wenn umfangreiche Datensätze vorhanden sind,
können sich die Datenpunkte auf kleine Bereiche des Eingangsraums konzentrieren
und Cluster bilden, woraus ungenaue Prozessmodelle resultieren. Eine solche kon-
zentrierte Datenverteilung ist typisch für industrielle Prozesse, die in festen Arbeits-
punkten betrieben werden. Bild 2.8 stellt in (a) exemplarisch eine Datenverteilung
mit Clustern im Eingangsraum und in (b) eine Gleichverteilung mit derselben An-
zahl an Datenpunkten gegenüber. In (c) und (d) sind die Modellausgänge von GPM
dargestellt, deren Trainingsdaten mit diesen Datenverteilungen erzeugt wurden. Das
Prozessverhalten entspricht in diesem Beispiel einer zweidimensionalen Gaußfunkti-
on. Neben Abweichungen des Modellausgangs ist in (c) insbesondere die Aufweitung
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Arbeits-
punkt 2

(a) Cluster im Eingangsraum (b) Gleichverteilung

(c) Modellausgang auf Basis von (a) (d) Modellausgang auf Basis von (b)

Bild 2.8: Gegenüberstellung der Eingangsdatenverteilungen (a) und (b) mit N = 30
Punkten und den resultierenden Modellausgängen (c) und (d) von GPM
mit einer zweidimensionalen Gaußfunktion als zu modellierenden Prozess.
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des 95 %-Konfidenzintervalls in großen Bereichen des Eingangsraums sichtbar, die
eine größere Modellunsicherheit durch die verwendeten Datenverteilung zeigt.

Zur Erstellung von datenbasierten Modellen sind je nach Prozess und gewählter
Modellklasse unterschiedliche Verteilungen der Trainingsdaten vorteilhaft. In die-
ser Arbeit werden Datenverteilungen betrachtet, die möglichst große Bereiche des
Eingangsraums gleichmäßig mit Datenpunkten abdecken. Solche Datenverteilungen
sind für verschiedene Modellklassen geeignet, wobei insbesondere flexible Modelle wie
GPM von einer gleichmäßigen Datenverteilung profitieren [87]. Zur Bewertung der
Gleichförmigkeit von Datensätzen ist die Diskrepanz ein übliches Kriterium, das die
Punktdichte in verschiedenen Bereichen des Eingangsraums vergleicht. Es existieren
zahlreiche Ansätze zur Berechnung einer Diskrepanz, für die auf [50] verwiesen sei.
Nachfolgend werden weitere Kriterien zur Beurteilung der Eingangsraumabdeckung
von Datensätzen beschrieben, die in dieser Arbeit verwendet werden.

2.3.1 Distanzen zwischen den Versuchspunkten

Ein häufiger Ansatz zur Beurteilung der Raumabdeckung von Versuchsplänen ist die
Betrachtung der Distanzen zwischen Versuchspunkten. Je größer die Distanzen jedes
Punkts zu seinen Nachbarpunkten sind, desto gleichmäßiger sind die Datenpunkte
über den Eingangsraum verteilt. In [67] werden Mittelwerte, Standardabweichung
und Extremwerte der Nächsten-Nachbarn-Distanzen herangezogen, um raumfüllende
Versuchspläne zu vergleichen. Mit der kleinsten Nächsten-Nachbarn-Distanz

dmin = min
u(k),u(l)∈D, k ̸=l

d(u(k), u(l)) (2.21)

in einem Datensatz D = {u(1), u(2), · · · , u(N)} mit der euklidischen Distanz d(·)
ergibt sich ein Kriterium, das insbesondere zur Optimierung von raumfüllenden Ver-
suchsplänen geeignet ist (siehe Abschnitt 2.4.2). Verschiedene Datensätze, die anhand
dieses Kriteriums optimiert wurden, können mittels dmin hinsichtlich ihrer Gleichför-
migkeit verglichen werden. Zur Beurteilung von Datenverteilungen, die durch ande-
re Mechanismen erzeugt werden, ist dieses Kriterium allerdings nicht geeignet, da
es ausschließlich von einem Punktpaar abhängt. So wird die Gleichförmigkeit eines
raumfüllenden Versuchsplans als gering bewertet, wenn nur ein einzelner Punkt nah
an einem anderen Punkt liegt [80]. Ein solcher Fall mit nur einem ungünstig einge-
fügten Punkt (orange) ist in Bild 2.9 dargestellt. Die gleichmäßige Abdeckung des
Eingangsraums durch die blauen Punkte kann durch dmin nicht detektiert werden.
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Bild 2.9: Bewertung eines raumfüllenden Versuchsplans (blau) mit dem Kriterium
dmin. Ein zusätzlicher Punkt (orange) verändert dmin stark.

2.3.2 Nächste-Nachbarn-Distanz eines raumfüllenden
Versuchsplans

Eine direkte Bewertung von Datenlücken kann prinzipiell durch eine Unterteilung
des Eingangsraums in verschiedene Bereiche ermöglicht werden. In [41] werden da-
zu Voronoi-Zellen auf Basis des gegebenen Datensatzes erstellt und deren räumli-
che Ausdehnung in verschiedene Bewertungsmaße überführt. Eine Unterteilung des
Raums kann auch mit geometrischen Mustern wie beispielsweise (Hyper-)Würfeln
erfolgen. Befindet sich kein Punkt des Datensatzes in einem solchen Würfel bzw.
mehreren zusammenhängenden Würfeln, liegt eine Lücke im Eingangsraum vor. Bei
beiden Verfahren ist eine Auswertung, ob Punkte innerhalb dieser Grenzen liegen, re-
chenaufwändig und der Aufwand steigt exponentiell mit der Dimension. Daher wird
nachfolgend ein Verfahren verwendet, das ausschließlich auf Punktdistanzen basiert
und so eine schnelle Auswertung ermöglicht. Die Grundidee dieses Verfahrens ist es,
eine hohe Anzahl an Datenpunkten zu generieren, die den Eingangsraum gleichmä-
ßig abdecken und den größten Abstand dieser Punkte zu dem zu untersuchenden
Datensatz auszuwerten. Hierzu wird die maximale Nächsten-Nachbarn-Distanz

dS = max
uS∈S

(
min
uD∈D

d(uS, uD)
)

(2.22)

zwischen den Punkten eines raumfüllenden Versuchsplans S und dem betrachteten
Datensatz D als Kriterium verwendet. Der raumfüllende Versuchsplan wird mittels
einer Sobol-Sequenz [106] generiert. Diese ermöglicht eine einfache Konstruktion von
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Versuchsplänen mit vielen Datenpunkten NS ≫ N und erzielt eine gleichmäßige
Raumabdeckung. Aus der hohen Anzahl an verwendeten Sobol-Punkten resultiert
mit dS ein repräsentatives Maß für die größte Datenlücke im Eingangsraum. Ein
Beispiel für die Bewertung eines Datensatzes mit diesem Kriterium ist in Bild 2.10
gegeben, wobei aus Darstellungsgründen eine geringe Zahl von NS = 64 Sobol-Punk-
ten (+) verwendet wird. Der orange markierte Sobol-Punkt beschreibt die größte
Lücke im Datensatz, woraus sich der Wert von dS ergibt.

2.3.3 Kerndichteschätzung und Kullback-Leibler-Divergenz

Das nachfolgend beschriebene Kriterium zur Beurteilung der Gleichförmigkeit eines
Datensatzes orientiert sich an [56], in dem ein solches Kriterium zur Optimierung
von Latin Hypercubes verwendet wird. Es verwendet die Kullback-Leibler-Divergenz
(KLD) zum Vergleich der diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Datensatzes
PD(u) mit der einer Gleichverteilung PG(u) = const. Die KLD

DKL(PD||PG) =
∑

u

PD(u) log PD(u)
PG(u) (2.23)

vergleicht PD(u) und PG(u) an allen diskreten Stellen u miteinander und dient somit
als Ähnlichkeitsmaß [20]. Kleine Werte zeigen eine große Ähnlichkeit der Verteilungen
an, was eine hohe Gleichförmigkeit des zu bewertenden Datensatzes bedeutet.
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Bild 2.10: Mit den Sobol-Punkten (+) wird die größte Lücke in einem Datensatz
detektiert. Der orange markierte Sobol-Punkt weist die größte Nächsten-
Nachbar-Distanz dS zu einem Punkt im Datensatz auf.
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Kerndichteschätzung

Da die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines gegebenen Datensatzes D in vielen prakti-
schen Anwendungen unbekannt ist, wird in einem ersten Schritt eine Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion p̂D(u) mithilfe einer Kerndichteschätzung aus den Datenpunkten
u(k) ∈ D mit k = 1, 2, · · · , N geschätzt. Die Grundidee dieser Schätzung

p̂D(u) = 1
N

N∑

k=1

1√
(2π)M |Σ|

exp
(

− 1
2

(
(u − u(k))TΣ−1(u − u(k))

))
(2.24)

ist es, auf jedem der N Datenpunkte eine Kernel-Funktion zu platzieren und diese
Kernel-Funktionen additiv zu überlagern, wobei hier Gaußkerne verwendet werden.
Alle diese Gaußkerne nutzen dieselbe Kovarianzmatrix Σ = diag(σ2

1, σ2
2 · · · , σ2

M) mit
einer individuellen Standardabweichung für jede Eingangsgröße. Zur Bestimmung
dieser Standardabweichungen σi mit i = 1, 2, · · · , M wird die Silverman’s rule-of-
thumb

σi = σD,i ·
( 4

M + 2
) 1

M+4 · N− 1
M+4 (2.25)

verwendet [104], wobei σD,i die Standardabweichung der Daten in der Dimension
i bezeichnet. Da der Eingangsraum einen beschränkten Wertebereich für jede Ein-
gangsgröße aufweist, ergeben sich aus den unbeschränkten Kernel-Funktionen Ver-
zerrungen der geschätzten Wahrscheinlichkeitsdichte an den Rändern des Eingangs-
raums. So weisen die auf den Datenpunkten platzierten Kernel-Funktionen auch
außerhalb des Eingangsraums einen Wert größer null auf. Dies führt insbesonde-
re bei Datenverteilungen mit vielen Punkten am Rand des Eingangsraums dazu,
dass nennenswerte Anteile der geschätzten Wahrscheinlichkeitsdichte außerhalb des
Eingangsraums liegen und somit abgeschnitten werden. Die Folge ist ein Volumen
der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion kleiner eins. Eine übliche Methode, um die-
sen Verlust an Wahrscheinlichkeitsdichte zu kompensieren (Boundary Correction),
ist die Spiegelung der über die Ränder hinausragenden Teile der Kernel-Funktionen
an diesen Rändern [94].

Auswertung des Kriteriums

Da keine analytische Lösung für den Vergleich der geschätzten kontinuierlichen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit einer Gleichverteilung berechenbar ist, wird stattdessen
eine Approximation verwendet. Wie in [20] beschrieben wird die KLD an einer großen
Anzahl NMC ≫ N an Punkten ausgewertet werden, die zufällig mittels einer Monte-
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Carlo-Methode erzeugt werden. Um die bei Zufallsverteilungen möglichen Punkthäu-
fungen zu vermeiden und so eine gleichmäßigere Verteilung dieser Punkte zu erzielen,
wird eine Sobol-Sequenz als Quasi-Monte-Carlo-Verfahren [15] verwendet. Mit einer
Menge von NMC Monte-Carlo-Punkten S ergibt sich für den gegebenen Datensatz
die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung PD(u) = p̂D(u)/NMC mit u ∈ S und für
die Gleichverteilung PG(u) = 1/NMC.

Das beschriebene Vorgehen aus Kerndichteschätzung und Auswertung der KLD kann
direkt dazu verwendet werden die Gleichförmigkeit von gegebenen Datensätzen zu
beurteilen. Eine hohe Gleichförmigkeit ist hierbei für DKL → 0 gegeben. Im Gegen-
satz zur kleinsten Nächsten-Nachbarn-Distanz dmin wird dieses Maß durch einzelne
ungünstig platzierte Datenpunkte nur wenig beeinflusst und ist damit zur Beurtei-
lung beliebiger Datensätze geeignet. Allerdings existiert bei diesem Kriterium eine
Einschränkung bezüglich der Dimensionalität des betrachteten Eingangsraums. Bei
der Kerndichteschätzung steigt die Anzahl an benötigten Datenpunkten zur Einhal-
tung eines maximalen Fehlers exponentiell mit der Dimensionalität an. Aus diesem
Grund wird eine Verwendung der Kerndichteschätzung bei praktikablen Stichpro-
bengrößen nur bis zu einer maximalen Dimensionalität von fünf empfohlen [95].

Kombination mit einem Punktselektionsverfahren

Werden Datensätze mit dieser Methodik bewertet, die während des regulären Be-
triebs industrieller Prozesse aufgenommen wurden, liegen typischerweise sehr große
Datenmengen vor, die sich allerdings häufig auf einzelne Arbeitspunkte konzentrie-
ren. Ein künstliches Beispiel eines solchen Datensatzes ist in Bild 2.11a gegeben, in
der sich rund die Hälfte der Datenpunkte um einen Arbeitspunkt in der Mitte des
Eingangsraums konzentrieren. Diese Punkte tragen kaum zu einem raumfüllenden
Versuchsplan bei und besitzen aufgrund der großen Ähnlichkeit zueinander einen ge-
ringen Informationsgehalt. Zur Detektion von Punktehäufungen wird in dieser Arbeit
die Verwendung des DKL-Kriteriums in Verbindung mit einem Punktselektionsver-
fahren vorgeschlagen. Die Punktselektion wählt aus dem gegebenen Datensatz mit N

Punkten die NSel < N Punkte aus, die zu der höchsten Gleichförmigkeit führen. Ein
solcher reduzierter Datensatz ist beispielhaft für NSel = 40 in Bild 2.11b zu sehen.

Verschiedene Strategien, um mittels Punktselektion raumfüllende Datensätze zu er-
zeugen werden in [90] verglichen. Eine dieser Strategien, die einen geringen Rechen-
aufwand aufweist ist die Greedy Deletion. Hierbei wird sequentiell derjenige Punkt
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(b) Reduzierter Datensatz mit NSel = 40

Bild 2.11: Der für einen industriellen Prozess mit einem Arbeitspunkt beispielhafte
Datensatz in (a) wird in (b) mittels Punktselektion reduziert.

entfernt, der den geringsten Beitrag zur gleichmäßigen Abdeckung des Eingangs-
raums leistet. Die Identifikation dieses Punkts basiert auf dem minimalen euklidi-
schen Abstand (vgl. Gleichung (2.21)). Da mindestens zwei Punkte zueinander den
geringsten Abstand aufweisen, kann auf diese Weise kein eindeutiger Punkt erkannt
werden. Für jeden Punkt im Datensatz u(k) ∈ D wird daher der Abstand zu dessen
nächsten Nachbarn

dNN(u(k)) = min
u(l)∈Dk

(
d(u(k), u(l))

)
(2.26)

bestimmt, wobei Dk die Menge aller potentiellen Nachbarpunkte beschreibt und mit
Dk = D \ {u(k)} initialisiert wird. Für alle Punkte, bei denen der gleiche minimale
Wert von dNN vorliegt, wird der nächste Nachbar jeweils aus der Menge aller po-
tentiellen Nachbarpunkte entfernt Dk = Dk \ {u(k)} und Gleichung (2.26) erneut
ausgewertet. Auf diese Weise werden die Abstände zu den zweit, dritt usw. näch-
sten Nachbarn verglichen, bis ein Punkt ein eindeutiges Minimum bei einer dieser
Abstände aufweist und somit entfernt werden kann.

Wird die KLD für verschiedene Werte von NSel ausgewertet, kann hieraus die Anzahl
an Punkten abgeschätzt werden, die einen wesentlichen Beitrag zur Gleichförmigkeit
leisten. Diese Anzahl kann als eine effektive Datenmenge angesehen werden, welche
die maßgeblichen Informationen über den Prozess enthält. Die Verläufe von DKL,
dS und einem kombinierten Kriterium DKL − dS für den Datensatz aus Bild 2.11a
sind in Bild 2.12 dargestellt. Dieser Datensatz wird mittels Punktselektion auf bis zu
NSel = 5 Datenpunkte reduziert. Zur Auswertung der KLD wurden NMC = 214 ≫ N

Punkte verwendet. Das Kriterium DKL in (a) ist mit abnehmendem Datensatzumfang
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NSel annähernd monoton fallend. Hierbei ist im Bereich von 100 bis ca. 50 Punkten
eine betragsmäßig große Steigung zu erkennen. Dies deutet auf eine deutliche Ver-
besserung der Gleichförmigkeit hin und kann durch Auflösung des Clusters in der
Mitte des Eingangsraums, in dem ca. 50 Punkte konzentriert sind, erklärt werden.
Bei einer weiteren Reduzierung des Datensatzes sind im Vergleich nur geringfügige
Änderungen von DKL sichtbar, was darauf hindeutet, dass alle verbleibenden Punkte
zur Raumabdeckung beitragen. Die Anzahl von 50 Punkten kann für diesen Daten-
satz als eine effektive Datenmenge identifiziert werden.

Das Kriterium dS in (b) spiegelt die größte Lücke im Datensatz wider und wird durch
die Punktselektion erst ab NSel < 13 Punkten vergrößert. Dies zeigt, dass der gege-
bene Datensatz stark reduziert werden kann, ohne große Lücken zu erzeugen. Das
Kriterium DKL wird bei sehr wenigen Datenpunkten ungenau, während das Krite-
rium dS nur bei sehr wenigen Datenpunkten empfindlich ist. Mittels des Kriteriums
DKL − dS in (c) lassen sich diese Eigenschaften vorteilhaft kombinieren, wodurch
eine obere und eine untere Grenze der Trainingsdatenmengen anhand eines Verlaufs
bestimmt werden kann. In Bild 2.12 ist diese Differenz zwischen ca. NSel = 50 und
ca. NSel = 15 Datenpunkten näherungsweise konstant, sodass in diesem Bereich ei-
ne gleichförmige Datenverteilung ohne stark anwachsende Lücken im Eingangsraum
gegeben ist.
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Bild 2.12: Beurteilung des Datensatzes in Bild 2.11 in Verbindung mit der Punktse-
lektion. Die Kriterien (a) DKL, (b) dS sowie (c) die Kombination DKL −dS
sind für verschiedene Anzahlen an selektierten Punkten NSel dargestellt.
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2.4 Versuchsplanungsmethoden

Die statistische Versuchsplanung (engl. Design of Experiments, kurz: DoE) zielt dar-
auf ab, Prozesse systematisch zu vermessen und dabei möglichst relevante Infor-
mationen über den Prozess zu erlangen. Auf diese Weise wird mit einem geringen
Versuchsaufwand eine hohe Modellgüte ermöglicht. Hierzu werden Versuchspunkte
so im Eingangsraum platziert, dass dieser entweder möglichst gleichmäßig mit Da-
tenpunkten abgedeckt ist (modellfrei) oder die Datenpunkte so platziert sind, dass
die Parameter einer im Vorfeld gewählten Modellstruktur möglichst genau geschätzt
werden können (modellbasiert). Einen Überblick über verschiedene Verfahren der
statistischen Versuchsplanung liefern die Bücher [62, 91, 103]. Durch den Einsatz
von Versuchsplanungsverfahren sollen unsichere Modellvorhersagen wie bei dem in
Bild 2.8c dargestellten Modell vermieden und eine gleichbleibend hohe Modellgüte
im gesamten Eingangsraum ermöglicht werden. Übliche Versuchspläne werden im
Vorfeld der Messungen erstellt und sind auf Annahmen bezüglich des Prozessverhal-
tens angewiesen. Ein alternativer Ansatz sind sequentielle Versuchspläne, bei denen
weitere Punkte unter Berücksichtigung der Informationen bereits vermessener Ver-
suchspunkte platziert werden. Nachfolgend werden die für diese Arbeit wichtigsten
Grundlagen der Versuchsplanungsverfahren erläutert, wobei zwischen modellbasier-
ten, modellfreien und sequentiellen Versuchsplänen unterschieden wird.

2.4.1 Modellbasierte Versuchspläne

Modellbasierte Versuchspläne erfordern die Festlegung einer Modellstruktur im Vor-
feld der Versuchsplanung. Nachfolgend werden ausschließlich polynomiale Modell-
strukturen betrachtet, da diese typischerweise in Kombination mit modellbasierten
Versuchsplänen verwendet werden. Die Festlegung des Grads des Polynommodells
bzw. der verwendeten Regressoren erfolgt auf Grundlage von Vorwissen oder An-
nahmen über den zu modellierenden funktionalen Zusammenhang.

Klassische Versuchspläne

Klassische Versuchspläne basieren auf geometrischen Mustern und können daher
auch als modellfreie Versuchspläne angesehen werden. In der praktischen Anwendung
liegen allerdings meist Modellannahmen zugrunde, um einen akzeptablen Versuchs-
aufwand zu erzielen. Mit diesen Modellannahmen wird eine Auswahl an Effekten
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getroffen, die mit einem Versuchsplan erfasst werden können, wobei in Haupteffekte
und Wechselwirkungen der Eingangsgrößen unterschieden wird. Diese Unterschei-
dung wird am Beispiel des quadratischen Polynommodells

ŷ = b0 + b1 · u1 + b2 · u2 + b3 · u2
1 + b4 · u2

2︸ ︷︷ ︸
Haupteffekte

+ b5 · u1 · u2︸ ︷︷ ︸
Wechselwirkung

(2.27)

deutlich. Die Regressoren, die sich aus einer Eingangsgröße bzw. deren Potenzen
ergeben, werden als Haupteffekte und Kombinationen aus mehreren Eingangsgrößen
als Wechselwirkungen bezeichnet. Des Weiteren werden für die einzelnen Eingangs-
größen diskrete Werte (Stufen) vorgegeben, auf denen die Eingangsgrößen in den
Versuchen variiert werden.

Ein vollfaktorieller Versuchsplan beinhaltet alle Kombinationen der Stufen für alle
Eingangsgrößen. Sind für jede Eingangsgröße nur zwei Stufen definiert, kann die-
ser Versuchsplan alle linearen Haupteffekte und Wechselwirkungen zwischen jeweils
zwei Eingangsgrößen erfassen. Für ein auf Basis dieses Versuchsplans erstelltes Po-
lynommodell sollten dementsprechend nur diese Regressoren bzw. eine Untermenge
hiervon ausgewählt werden. Teilfaktorielle Versuchspläne ermöglichen es durch ei-
ne gezielte Auswahl von relevanten Effekten den Versuchsaufwand gegenüber einem
vollfaktoriellen Versuchsplan zu reduzieren. Hierzu werden typischerweise Mehrfach-
wechselwirkungen zwischen den Eingangsgrößen aufgrund der geringen praktischen
Relevanz vernachlässigt [40]. Wird quadratisches Verhalten angenommen, sind bei ei-
nem faktoriellen Versuchsplan mindestens drei Stufen pro Eingangsgröße notwendig.
Weitere typische Versuchspläne für quadratische Polynommodelle sind Central-Com-
posite-Designs mit einem üblicherweise mehrfach vermessenen Zentralpunkt oder
Box-Behnken-Designs, bei denen Versuchspunkte in den Ecken des Eingangsraums
vermieden werden, da diese Bereiche für viele Prozesse kritisch sind [103].

Optimale Versuchspläne

Optimale Versuchspläne bieten mehr Möglichkeiten an den jeweiligen Anwendungs-
fall angepasst zu werden, als klassische Versuchspläne. So kann die Anzahl an Ver-
suchspunkten N und die polynomiale Modellstruktur frei vorgegeben werden. Wei-
tere Vorgaben, wie unterschiedlich viele Stufen bzw. kontinuierliche Werte für die
einzelnen Eingangsgrößen oder unzulässige Bereiche im Eingangsraum können auf
einfache Weise im Versuchsplan berücksichtigt werden [62]. Optimale Versuchspläne
nutzen ein Optimalitätskriterium, um die Versuchspunkte so zu platzieren, dass das



36 2.4 Versuchsplanungsmethoden

Modell bzw. dessen Parameter möglichst kleine stochastische Fehler aufweisen. Die
Optimalitätskriterien beziehen sich daher auf die Parameter eines Modells mit einer
vorgegebenen Struktur. Am populärsten sind D-optimale Versuchspläne, bei denen
das Volumen des Konfidenzbereichs des Parametervektors θ̂ minimiert wird. Dies
entspricht einer Minimierung der Determinante |(XTX)−1|. Für weitere optimale
Versuchspläne wie A-, G-, oder V-optimale Versuchspläne sei auf [103] verwiesen.
Die Anwendung dieser verschiedenen Kriterien erfolgt typischerweise auf Basis ei-
ner Kandidatenmenge, die alle realisierbaren Versuchspunkte enthält. Zur Optimie-
rung werden wiederholt Tauschvorgänge zwischen den Versuchspunkten und dieser
Kandidatenmenge ausgeführt. Einen Überblick über zu diesem Zweck entwickelte
Algorithmen gibt [81].

Die Wahl einer Modellstruktur im Vorfeld der Messungen stellt für die praktische
Anwendung dieser Versuchsplanungsverfahren eine große Herausforderung dar. Wird
beispielsweise ein Polynommodell mit einem zu niedrigen Grad gewählt, kann dieses
Modell die funktionalen Zusammenhänge des Prozesses nur unzureichend abbilden,
woraus ein hoher Biasfehler resultiert. Aus diesem Grund wird in [80] der Einsatz von
optimalen Versuchsplänen in Verbindung mit Polynommodellen nur bei sehr starkem
Prozessrauschen oder bekannter Modellstruktur z. B. auf Grundlage physikalischer
Gesetzmäßigkeiten empfohlen.

2.4.2 Modellfreie Versuchspläne

Modellfreie Versuchspläne beruhen auf keinen Annahmen über die Modellstruktur.
Stattdessen werden Datenverteilungen angestrebt, die den Eingangsraum möglichst
gleichförmig abdecken. Diese Art von Versuchsplänen wird als raumfüllend bezeich-
net. Raumfüllende Versuchspläne eignen sich insbesondere dann, wenn unzureichen-
des Vorwissen über die funktionalen Zusammenhänge zwischen Ein- und Ausgangs-
größen vorliegt, sodass keine spezifische Modellstruktur festgelegt werden kann. Sie
können genutzt werden, um auf Basis eines Datensatzes Modelle aus verschiede-
nen Klassen zu evaluieren und sind besonders für flexible Modellklassen wie loka-
le Modellnetze oder Gaußprozessmodelle vorteilhaft. Ein typisches Anwendungsfeld
raumfüllender Versuchspläne sind deterministische Computersimulationen [91]. Sie
wurden aber auch erfolgreich zur Modellierung industrieller Prozesse, beispielswei-
se in der Chemieindustrie eingesetzt [68]. Obwohl keine Modellstruktur zugrunde
gelegt wird, können raumfüllende Versuchspläne auf Basis von Vorwissen an einen
Prozess angepasst werden. Hierzu können zum Beispiel Grenzen im Eingangsraum
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berücksichtigt werden oder Eingangsgrößen unterschiedlich skaliert werden [72]. Zur
Erstellung raumfüllender Versuchspläne existieren eine Vielzahl an Verfahren, wie
beispielsweise Uniform Designs, bei denen die Diskrepanz zwischen der Verteilung
der Versuchspunkte und einer Gleichverteilung minimiert wird [57]. Auch Sphere
Packing-Verfahren, die möglichst viele geometrische Objekte in einem vorgegebenen
Raum anordnen [51], können hierzu genutzt werden. In dieser Arbeit werden opti-
mierte Latin Hypercubes (LHC) und pseudozufällige Sequenzen zur Erstellung von
raumfüllenden Versuchsplänen verwendet.

Optimierte Latin Hypercubes

Eine häufig verwendete Art raumfüllender Versuchspläne sind optimierte LHC. Ein
LHC unterteilt jede Dimension des Eingangsraums in N Stufen, die meist äquidistant
sind. Die Versuchspunkte sind so angeordnet, dass jede Stufe in jeder Dimension nur
von jeweils einem Punkt belegt ist. Mit diesem Konstruktionsprinzip erzielen LHC
gute Projektionseigenschaften, wenn beispielsweise eine Eingangsgröße bei der Mo-
dellbildung als irrelevant betrachtet und nicht im Modell berücksichtigt wird. Ein um
beliebig viele Eingangsgrößen reduzierter LHC erfüllt immer noch die LHC-Eigen-
schaft und wird daher als non-collapsing bezeichnet [111]. Zwei verschiedene LHC
sind in Bild 2.13 zu sehen, wobei der LHC in (a) den Eingangsraum nur unzureichend
abdeckt. Um einen raumfüllenden LHC zu erzeugen, ist eine Optimierung notwendig,
die beispielsweise zu dem Versuchsplan in (b) führt. Hierzu sind verschiedene Opti-
mierungskriterien verwendbar, wie das Minimax-Kriterium, bei dem die maximale
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Bild 2.13: Gegenüberstellung von LHC mit N = 11 Punkten im zweidimensionalen
Eingangsraum. Jede der N Stufen in jeder Dimension ist mit exakt einem
Punkt belegt. Mittels Optimierung wird in (b) ein raumfüllender LHC
erzeugt.
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Distanz zwischen den Versuchspunkten minimiert wird, oder das minimum avera-
ge reciprocal distance-Kriterium [91], das auf der mittleren Punktdistanz basiert.
Aufgrund des geringen Rechenaufwands wird häufig das Maximin-Kriterium

max
D

(dmin) = max
D

(
min

u(k),u(l)∈D, k ̸=l
d(u(k), u(l))

)
(2.28)

bevorzugt, das die kleinste Nächste-Nachbarn-Distanz dmin (siehe Gleichung (2.21))
im Versuchsplan maximiert.

EDLS-Algorithmus

Zur Erstellung von raumfüllenden Versuchsplänen wird in dieser Arbeit der Exten-
ded Deterministic Local Search-Algorithmus (EDLS) [26] verwendet. Hierbei han-
delt es sich um einen lokalen Suchalgorithmus, der zur Optimierung des Maximin-
Kriteriums wiederholt Koordinatentauschvorgänge in jeweils einer Dimension durch-
geführt. Exemplarisch sind ein solcher Tauschvorgang und die zugehörige Regressi-
onsmatrix für einen zweidimensionalen Eingangsraum in Bild 2.14 dargestellt. Im
Beispiel werden die u1-Koordinaten der Punkte u(1) und u(3) getauscht, wodurch
die minimale Punktdistanz im Versuchsplan von dmin = d(u(1), u(2)) = 0.2 auf
dmin = d(u(2), u(3)) = 0.4 vergrößert wird. Im EDLS-Algorithmus werden systema-
tisch alle Möglichkeiten zum Koordinatentausch zwischen jeweils zwei Versuchspunk-
ten überprüft. Hierbei werden Tauschvorgänge für die Punkte, die zu der minimalen
Punktdistanz im Versuchsplan führen, zuerst betrachtet. Der Algorithmus verfolgt
eine Greedy-Strategie, sodass eine Verbesserung der minimalen Punktdistanz durch
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Bild 2.14: Koordinatentausch zweier Punkte u(1) und u(3) in der Dimension u1.
Durch den Tauschvorgang vergrößert sich die minimale Punktdistanz im
Versuchsplan.
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einen Tauschvorgang sofort zu einer neuen Iteration des Algorithmus mit dem ver-
änderten Versuchsplan führt. Eine genauere Beschreibung des Algorithmus ist in
Anhang A.1 zu finden.

Pseudozufällige Sequenzen

Werden raumfüllende Versuchspläne mit einer großen Anzahl an Datenpunkten be-
nötigt, ist die Verwendung des zuvor beschriebenen EDLS-Algorithmus aufgrund der
hohen Rechenzeit nicht mehr praktikabel. Pseudozufällige Sequenzen können hinge-
gen mit geringem Rechenaufwand erstellt werden und bewirken eine gleichmäßige
Abdeckung des Eingangsraums mit Versuchspunkten. Zu den bekanntesten dieser
Sequenzen zählen die Halton- und Sobol-Sequenzen [103]. In dieser Arbeit werden
Sobol-Sequenzen verwendet. Diese weisen insbesondere für N = 2g Punkte mit g ∈ N
gute raumfüllende Eigenschaften auf [106].

2.4.3 Sequentielle Versuchspläne

Sequentielle Versuchspläne platzieren Versuchspunkte schrittweise und nutzen dabei
Informationen aus vorherigen Schritten. Bei diesen Informationen kann es sich bei-
spielsweise um die ungefähre Position eines Optimums im Eingangsraum handeln.
Um eine genauere Bestimmung des Optimums zu ermöglichen wird meist eine höhere
Punktdichte in einem Bereich um diese Position angestrebt. Bei einem raumfüllenden
Versuchsplan können hierzu beispielsweise mittels des Maximin-Kriteriums zusätzli-
che Versuchspunkte in diesem Bereich platziert werden, die sowohl untereinander als
auch zu den vorhanden Punkten eine maximale Nächste-Nachbarn-Distanz aufwei-
sen. Ein solches Verfahren ist in [71] beschrieben, wobei die um zusätzliche Punkte
zu erweiternde Bereiche manuell festgelegt werden.

Zahlreiche sequentielle Versuchsplanungsverfahren verwenden ein festgelegtes Kri-
terium, das auf einem Modell basiert. Diese Verfahren werden als aktives Lernen
(engl. active learning) bezeichnet und zielen darauf ab, eine maximale Verbesserung
des Modells mit den zusätzlichen Versuchspunkten zu erzielen. Hierbei steht zumeist
der Varianzfehler des Modells im Fokus, wie es beispielsweise bei der folgenden Stra-
tegie für Gaußprozessmodelle (GPM) der Fall ist. Bei einem GPM kann ein weiterer
Versuchspunkt dort platziert werden, wo das Modell das größte Konfidenzintervall
aufweist [83], sodass eine möglichst große Reduktion der Modellunsicherheit gegeben
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ist. Die Platzierung der Versuchspunkte wird dabei allerdings nur indirekt durch die
Optimierung der Hyperparameter des GPM von den gemessenen Ausgangsgrößen
beeinflusst, sodass diese Strategie in der Praxis zu einer gleichmäßigen Verteilung
der Trainingsdatenpunkte im Eingangsraum führt [80]. Seltener zielen Algorithmen
des aktiven Lernens darauf ab, den Biasfehler zu verringern. In [47] wird mit Hilo-
motDoE ein solcher Algorithmus mit Fokus auf den Biasfehler beschrieben. Dieser
erstellt ein lokales Modellnetz, das in jedem Schritt um ein neues lokales Modell
erweitert wird. Die Versuchspunkte werden so platziert, dass alle lokalen Modelle
dieselbe Anzahl an Datenpunkten aufweisen und jeder neue Punkt einen maximalen
Abstand zu den bereits vermessenen Punkten besitzt.

Aktives Lernen kann neben der Steigerung der Modellgüte auch eingesetzt wer-
den, um unzulässige Bereiche des Eingangsraums zu erkennen. Methoden der De-
sign Space Exploration zielen darauf ab, den Eingangsraum zu erkunden, ohne für
den Prozessausgang festgelegte Grenzwerte zu unter- oder überschreiten. Ein solches
Vorgehen mit zwei parallel erstellten GPM ist in [93] beschrieben. Hierbei wird ei-
ne Kombination aus einem Regressionsmodell für die Vorhersage der Ausgangsgröße
und einem Klassifikator für die Vorhersage zulässiger Bereiche verwendet.

2.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Grundlagen der experimentellen Modellbildung vor-
gestellt. Hierzu wurden Kriterien zur Bewertung und zum Vergleich verschiedener
Verfahren beschrieben. Anschließend wurden mit Polynommodellen, lokalen Modell-
netzen und Gaußprozessmodellen drei Modellklassen vorgestellt, die eine unterschied-
liche Modellflexibilität bieten und sich für viele praktische Modellierungsaufgaben
eignen. Sowohl zur Beurteilung gegebener Datensätze als auch zum Vergleich von
Versuchsplänen wurden Bewertungsmaße beschrieben, mit denen die Eingangsrau-
mabdeckung charakterisiert werden kann. Abschließend wurden Grundlagen von mo-
dellbasierten, modellfreien und sequentiellen Versuchsplänen erläutert, auf denen die
in dieser Arbeit beschriebenen Versuchsplanungsmethoden basieren.
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3 Inkrementelle Modellbildung

Dieses Kapitel beschreibt die inkrementelle Modellbildung, die zur Vermessung und
Modellierung bestehender mechatronischer Prozesse entwickelt wurde. Dabei wer-
den ein Versuchsplan und ein Prozessmodell in mehreren Schritten aufgebaut, wobei
die Anzahl an betrachteten Eingangsgrößen mit jedem Schritt ansteigt. Die geringe
Dimensionalität und damit auch Komplexität der Modellierungsaufgabe in den er-
sten Schritten sowie die Nutzung von Informationen aus vorherigen Schritten sind
entscheidende Vorteile dieser Methode und führen zu einer guten praktischen An-
wendbarkeit. Das Kapitel basiert auf den Konferenzbeiträgen [112, 113] sowie dem
Journal-Beitrag [114].

Zu Beginn wird in Abschnitt 3.1 die Grundidee erläutert. Eine detaillierte Beschrei-
bung der Methodik findet sich in Abschnitt 3.2, wobei verschiedene Modellklassen
eingesetzt werden können, die in Abschnitt 3.3 präsentiert werden. In Abschnitt 3.4
werden Vor- und Nachteile der Methodik und der verschiedenen Modellklassen dis-
kutiert. Das Kapitel endet mit einer Zusammenfassung der wichtigsten Erkenntnisse
in Abschnitt 3.5. Reale Anwendungen dieser Methodik sind in Abschnitt 5.1 mit der
Modellierung einer Heizstrecke und in Abschnitt 5.2 im Rahmen der modellbasierten
Optimierung eines Bitumenofens zu finden.

3.1 Einführung und Idee

Viele industrielle Prozesse werden in festen Arbeitspunkten betrieben. Dies hat zur
Folge, dass der Informationsgehalt der Daten aus dem regulären Betrieb häufig gering
ist. Ein anschaulicher Eingangsraum eines möglichen industriellen Prozesses mit zwei
Eingangsgrößen ist in Bild 3.1 dargestellt. In unmittelbarer Nähe des Arbeitspunkts
ergibt sich ein Betriebsbereich, in dem viele Datenpunkte liegen. Dieser deckt aller-
dings nur einen Teil des Eingangsraums ab. Modelle, die mit diesen Daten trainiert
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Bild 3.1: Schematische Darstellung des Eingangsraums eines industriellen Prozesses
für zwei Eingangsgrößen u1 und u2 (in Anlehnung an [112]).

werden, erreichen nur im Betriebsbereich eine hohe Modellgüte, während Modell-
vorhersagen außerhalb dieses Bereichs durch Extrapolation ungenau sind. Liegt ein
Optimum wie in Bild 3.1 außerhalb des Betriebsbereichs, kann dieses mit einem sol-
chen Modell nicht oder nur ungenau bestimmt werden. Um dies zu vermeiden und
die Modellqualität zu steigern, müssen folglich Punkte außerhalb des Betriebsbe-
reichs vermessen werden. Zu beachten ist, dass hierbei die Grenzen des zulässigen
Eingangsraums, die durch den Prozess vorgegeben sind, nicht überschritten werden
dürfen. Wird eine solche Grenze verletzt, kann ein unerwünschtes Prozessverhalten
oder sogar ein Defekt an einer Maschine auftreten.

Versuchsplanungsverfahren platzieren Versuchspunkte systematisch, um mit gerin-
gem Aufwand viele Informationen über einen Prozess zu erlangen [77]. Typische
Versuchspläne, wie sie in Abschnitt 2.4.1 beschrieben sind, werden in einem Schritt
erstellt und variieren alle Eingangsgrößen gleichzeitig. Diese gleichzeitige Variation
ist zur Erzielung eines hohen Informationsgehalts zu bevorzugen, birgt jedoch die
Gefahr, Versuchspunkte außerhalb des zulässigen Eingangsraums zu platzieren. Da
die exakten multivariaten Grenzen des zulässigen Eingangsraums zumeist unbekannt
sind, sind unzulässige Punkte bei der Versuchsdurchführung schwer zu erkennen. In
der Praxis wird daher häufig die einfacher zu überwachende One-Factor-at-a-Time
(OFaaT) Methode angewandt, bei der nacheinander einzelne Eingangsgrößen vari-
iert werden. Kritische Versuchspunkte in der Nähe von Grenzen im Eingangsraum
können so besser erkannt und vermieden werden. OFaaT führt jedoch zu einer un-
gleichmäßigen Datenverteilung im Eingangsraum [21].

Die aus verschiedenen Verfahren resultierenden Versuchspläne sind in einem zweidi-
mensionalen Eingangsraum in Bild 3.2 gegenübergestellt. Ein Versuchsplan gemäß
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Bild 3.2: Gegenüberstellung drei verschiedener Versuchspläne mit jeweils 21 Ver-
suchspunkten im zweidimensionalen Eingangsraum. Die Schritte i = 1 und
i = 2 in (a) und (b), sowie der Arbeitspunkt ū in (b) sind dargestellt.

OFaaT wird wie in (a) in mehreren Schritten i = 1, 2 erstellt, wobei jeweils nur
eine Eingangsgröße variiert wird. In (c) ist mit einem optimierten Latin Hypercube
(LHC) ein typischer raumfüllender Versuchsplan dargestellt, der in einem Schritt
erstellt wird. Der Versuchsplan in (b) resultiert aus der in diesem Kapitel beschrie-
benen inkrementellen Modellbildung (engl. Incremental Latin Hypercube Additive
Design, kurz: ILHAD) und kann als ein Kompromiss in Bezug auf die Abdeckung
des Eingangsraums und die Anwendbarkeit in der Praxis zwischen OFaaT und einem
raumfüllenden Versuchsplan angesehen werden. Somit ist in Bild 3.2 eine von links
nach rechts ansteigende Raumabdeckung zu sehen, die allerdings mit zunehmendem
Aufwand bei der Versuchsdurchführung und -überwachung einhergeht.

Ein Versuchsplan gemäß ILHAD wird in mehreren Schritten i erstellt, wobei eine Un-
termenge der zur Verfügung stehenden Eingangsgrößen variiert wird. Im Schritt i = 1
können wie in Bild 3.2 identische Versuchspläne mittels ILHAD und OFaaT erzeugt
werden. Bei ILHAD wird jedoch in den folgenden Schritten die Anzahl der variierten
Eingangsgrößen um eins erhöht und jeweils ein raumfüllender Versuchsplan für die
neuen Versuchspunkte erstellt. ILHAD nutzt einen vorgegebenen Arbeitspunkt ū,
um Werte für alle in einem Schritt noch nicht betrachteten Eingangsgrößen vorzuge-
ben. Ein weiteres Kernelement der inkrementellen Modellbildung ist die schrittweise
Erstellung eines Prozessmodells parallel zum Versuchsplan. Dieses Modell wird in
jedem Schritt um die Einflüsse der neu betrachteten Eingangsgröße ergänzt, wobei
auch Wechselwirkungen mit zuvor betrachteten Eingangsgrößen abgebildet werden.
Die einzelnen Elemente der ILHAD-Methodik werden nachfolgend im Detail erläu-
tert.
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3.2 Methodik

Nachfolgend wird ein Prozess mit insgesamt M Eingangsgrößen u1, u2, · · · , uM und
einer Ausgangsgröße y betrachtet, dessen statisches Verhalten mit einem Regres-
sionsmodell abgebildet werden soll. Typische Versuchsplanungsverfahren erfordern
eine Auswahl der p ≤ M betrachteten Eingangsgrößen im Vorfeld der Messungen.
Die ausgewählten Eingangsgrößen spannen den Eingangsraum auf, für den in diesem
Kapitel stets eine Normierung gemäß 0 ≤ ui ≤ 1 ∀ i = 1, 2, · · · , p angenommen wird.
Durch die inkrementelle Einbeziehung weiterer Eingangsgrößen bei ILHAD muss p

nicht im Vorfeld der Versuche festgelegt werden. Dies ermöglicht es, so viele Schritte
durchzuführen und damit Eingangsgrößen zu betrachten, bis ein für die Anwendung
ausreichendes Modell gegeben ist.

Rangfolge der Eingangsgrößen

In der Regel haben die Eingangsgrößen einen unterschiedlichen Einfluss auf den
Prozessausgang. Daher ist es vorteilhaft, die funktionalen Zusammenhänge der Ein-
gangsgrößen mit den größten Einflüssen zuerst zu modellieren. Unter Umständen
kann somit bereits nach wenigen Schritten eine für die Praxis hinreichende Modell-
güte erzielt werden und die Modellierung erfolgreich beendet werden. Aus diesem
Grund wird im Vorfeld der inkrementellen Modellbildung eine Rangfolge erstellt,
in der die Eingangsgrößen gemäß ihrem erwarteten Einfluss auf den Prozessaus-
gang in absteigender Reihenfolge sortiert sind. Diese Rangfolge kann manuell auf
der Grundlage von Prozesswissen festgelegt werden, wobei unterstützend auch au-
tomatische Verfahren zum Einsatz kommen können. Diese Verfahren basieren z. B.
auf Korrelationen oder Informationskriterien und ermöglichen es, die Bedeutung der
Eingangsgrößen zu bewerten [42]. Hierfür können Daten aus dem regulären Betrieb
verwendet werden, wobei allerdings die typischen Datenverteilungen (vgl. Bild 3.1)
die Aussagekraft dieser Verfahren einschränken. Alle Eingangsgrößen werden gemäß
der Rangfolge im Eingangsgrößenvektor u = [u1 u2 · · · up]T sortiert zusammenge-
fasst, sodass von u1 die größte Auswirkung auf den Prozessausgang erwartet wird.

Ablauf der Methodik

Der Ablauf der ILHAD-Methodik ist in Bild 3.3 dargestellt. Nach der initialen Fest-
legung einer Rangfolge für die Eingangsgrößen werden alle weiteren Aktionen in
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Bild 3.3: Ablauf des Verfahrens zur inkrementellen Modellbildung (in Anlehnung
an [113]). Die grau hinterlegte Aktion ist optional.

jedem Versuchsplanungs- und Modellierungsschritt i ≤ p wiederholt durchgeführt.
Die Anzahl an durchzuführenden Schritten p ≤ M kann jederzeit z. B. auf Grundlage
der verbleibenden Messzeit oder anhand einer geforderten Modellqualität angepasst
werden. Zu Beginn jedes Schritts i = 1, 2, · · · , p wird der betrachtete Eingangsraum
um die nächste Eingangsgröße ui erweitert. Anschließend wird der inkrementelle
Versuchsplan so ergänzt, dass der nun höherdimensionale Eingangsraum möglichst
gleichmäßig mit Versuchspunkten abgedeckt wird. Das Konstruktionsprinzip dieses
Versuchsplans wird in Abschnitt 3.2.1 erläutert. Die in den Schritten i ≥ 2 bereits
vorhandenen Modelle können für die weitere Versuchsplanung genutzt werden. Zum
Beispiel können Informationen über Nichtlinearitäten bezüglich der zuvor betrach-
teten Eingangsgrößen aus diesen Modellen extrahiert werden. Diese Informationen
können für eine Transformation des Versuchsplans verwendet werden, um die Dichte
an Versuchspunkten in stark nichtlinearen Bereichen des Eingangsraums zu steigern.
Eine solche Transformation wird in Abschnitt 3.3.2 in Verbindung mit lokalen Mo-
dellnetzen beschrieben. Die neuen Versuchspunkte im inkrementellen Versuchsplan
werden anschließend am Prozess vermessen, wobei alle noch nicht betrachteten Ein-
gangsgrößen mit ui+1 = ūi+1, ui+2 = ūi+2, · · · , uM = ūM auf den Werten des Arbeits-
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punkts ū = [ū1 ū2 · · · ūM ]T konstant gehalten werden. Auf Basis der neuen Ver-
suchsdaten wird anschließend ein Teilmodell erstellt, das additiv zu den bestehenden
Teilmodellen hinzugefügt wird (siehe Abschnitt 3.2.2). Hierbei können verschiedene
Modellklassen eingesetzt werden, die in Abschnitt 3.3 beschrieben sind.

Die wichtigsten Vorteile, die sich aus dieser Methodik ergeben, sind:

• Durch die schrittweise Erschließung des Eingangsraums und des Prozessverhal-
tens ist ein intuitives Vorgehen zur Vermessung realer Prozesse gegeben.

• Der Vermessungs- und Modellierungsvorgang kann nach jedem Schritt beendet
werden, sobald das Modell alle Anforderungen erfüllt.

• Wissen aus vorherigen Schritten kann zur Unterstützung der Versuchsplanung
und der Modellbildung eingesetzt werden.

• In den Versuchen kann sich ein verringerter Stellaufwand ergeben, wenn schwer
zu variierende Eingangsgrößen in den ersten Schritten konstant sind.

3.2.1 Inkrementelle Versuchsplanung

Das Ziel der Versuchsplanung ist es, in jedem Schritt i in dem jeweiligen i-dimen-
sionalen Eingangsraum einen raumfüllenden Versuchsplan zu erzeugen, sodass dieser
Raum möglichst gleichmäßig mit Datenpunkten abgedeckt ist. Auf diese Weise wird
eine hohe Modellgüte im gesamten betrachteten Eingangsraum angestrebt und die
Verwendung flexibler Modellklassen ermöglicht. Die Konstruktion des inkrementel-
len Versuchsplans erfolgt ausgehend von einem vorgegebenen Arbeitspunkt ū, der
typisch für den Betrieb des betrachteten Prozesses ist. Zum einen ist so ein Aus-
gangspunkt gegeben, der sicher im zulässigen Eingangsraum liegt (vgl. Bild 3.1),
zum anderen hat der Bereich um einen solchen Arbeitspunkt eine hohe Relevanz für
den Betrieb des Prozesses. Industrielle Prozesse werden typischerweise konstruktiv
für einen vorgegebenen Arbeitspunkt ausgelegt und weisen in dessen Nähe ein vor-
gesehenes Verhalten auf. Es ist somit davon auszugehen, dass ein zu bestimmendes
Optimum in der Nähe dieses Arbeitspunkts liegt.

Konstruktionsprinzip des inkrementellen Versuchsplans

Ein inkrementeller Versuchsplan gliedert sich in mehrere Teilversuchspläne Di mit
Ni Versuchspunkten, die jeweils in einem Schritt i erstellt werden. Jeder Teilver-
suchsplan wird als ein zufälliger LHC im i-dimensionalen Eingangsraum initialisiert.
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Zur Erzeugung eines raumfüllenden Versuchsplans wird dieser LHC anschließend op-
timiert. ILHAD verwendet hierzu den Extended Deterministic Local Search (EDLS)
Algorithmus [26], der die minimale Distanz zwischen den Versuchspunkten maxi-
miert (siehe Abschnitt 2.4.2). Die zuvor vermessenen Versuchspunkte gehen mit in
die Optimierung des neuen LHC ein. Alle im LHC nicht berücksichtigten Eingangs-
größen werden mit uj = ūj ∀ j = i + 1, i + 2, · · · , M auf dem zugehörigen Wert des
Arbeitspunkts konstant gehalten.

Ein beispielhafter Versuchsplan im zweiten und dritten Schritt der inkrementellen
Modellbildung ist in Bild 3.4 dargestellt. Im Schritt i = 1 ergeben sich für D1 durch
den LHC äquidistante Punkte (Quadrate) im eindimensionalen Eingangsraum. Die-
ser eindimensionale Eingangsraum erstreckt sich parallel zur Achse u1 durch den
Arbeitspunkt ū. Die LHC-Stufen sind hierbei so gewählt, dass der Arbeitspunkt ein
Punkt des LHC ist. Der Versuchsplan in (a) wird im Schritt i = 2 um die Punkte in
D2 erweitert, die einen optimierten LHC für zwei Dimensionen bilden (Rauten). In
(b) wurde der Versuchsplan aus (a) im Schritt i = 3 um die Punkte in D3 erweitert
(Dreiecke), die einem LHC im dreidimensionalen Raum entsprechen. Dieses Kon-
struktionsprinzip kann für beliebig viele Dimensionen fortgesetzt werden, sodass in
jedem Schritt eine zuvor konstant gehaltene Eingangsgröße durch die Versuchspla-
nung systematisch variiert wird. Die in (b) grau markierte Ebene mit u3 = ū3 = 0.7
beinhaltet alle Punkte, die in (a) dargestellt sind. Allgemein liegen im Schritt i al-
le zuvor vermessenen Versuchspunkte in einem Unterraum des Eingangsraums mit
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Bild 3.4: Inkrementeller Versuchsplan im (a) zweiten und (b) dritten Schritt mit 11
Stufen für jeden LHC und dem Arbeitspunkt ū = [0.7 0.7 0.7]T. Die graue
Ebene in Darstellung in (b) beinhaltet alle Punkte aus (a).
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ui = ūi. Werden die LHC-Stufen so gewählt, dass ein Versuchspunkt in diesen Unter-
raum fällt, kann dieser Punkt aus dem inkrementellen Versuchsplan entfernt werden.
Die Vermessung eines solchen Punkts hätte durch die verwendeten Teilmodellstruk-
turen keinen Einfluss auf das Modell (siehe Abschnitt 3.3). In Bild 3.4 sind daher in
den Schritten i = 2 und i = 3 jeweils nur 10 Punkte zu sehen.

Festlegung der Anzahl an Versuchspunkten

Der lineare Anstieg der Dimensionalität mit jedem Schritt führt zu einem exponen-
tiellen Anstieg des Hypervolumens des Eingangsraums. Würde in jedem Schritt die
initiale Dichte der Versuchspunkte beibehalten werden, hätte dies einen exponenti-
ellen Anstieg der Punkte und damit einen für viele Anwendungen nicht praktikablen
Versuchsaufwand zur Folge. Dieser Effekt wird als Fluch der Dimensionalität bezeich-
net [10]. ILHAD bezieht die Rangfolge der Eingangsgrößen mit ein, um den Fluch der
Dimensionalität zu vermindern. Je geringer der Einfluss einer Eingangsgröße auf den
Prozessausgang ist, desto kleiner ist deren Beitrag zum Modellfehler. In jedem Schritt
wird eine Eingangsgröße mit geringerem Einfluss hinzugefügt, sodass die zusätzlichen
funktionalen Zusammenhänge ungenauer approximiert werden können, ohne einen
übermäßigen Beitrag zum Modellfehler zu leisten. Bei hinreichend großen Unterschie-
den in der Bedeutung der einzelnen Eingangsgrößen kann folglich eine Verringerung
der Punktdichte akzeptiert werden. Die Anzahlen an Versuchspunkten in den ein-
zelnen Schritten des inkrementellen Versuchsplans N = [N1 N2 · · · Np]T können
auf verschiedene Weisen festgelegt werden, die zu einer Verringerung des Versuchs-
aufwands gegenüber dem exponentiellen Anstieg führen. Beispielsweise kann eine
konstante Anzahl oder ein linearer Anstieg mit jedem Schritt vorgegeben werden.
Zusätzlich kann Prozesswissen eingesetzt werden, um Schritte mit mehr Versuchs-
punkten zu versehen, in denen Eingangsgrößen mit stark nichtlinearem Einfluss oder
vielen Interaktionen mit anderen Eingangsgrößen einbezogen werden.

3.2.2 Inkrementelle Modelle

Die schrittweise Vermessung von Datenpunkten in einem Eingangsraum mit stei-
gender Dimensionalität erfordert eine Modellstruktur, die die zusätzlichen Informa-
tionen abbilden kann, ohne dabei zuvor erlangte Informationen zu verlieren. Ähn-
liche Anforderungen bestehen bei der Greedy Stagewise Linear Regression [30], die
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zur Lösung von linearen Regressionsproblemen mit vielen Regressoren dient. Hier-
bei werden Teilmodelle schrittweise erstellt und additiv überlagert. Jedes Teilmodell
verwendet eine individuelle Untermenge an Regressoren und korrigiert Fehler des
vorherigen Modells. Ein vergleichbares Prinzip wird für ILHAD genutzt und führt
zu der nachfolgend beschriebenen Modellstruktur.

Struktur des Gesamtmodells

Für ILHAD wurde die in Bild 3.5 dargestellte Struktur verwendet, in der mehrere
Teilmodelle ein Gesamtprozessmodell bilden. Die einzelnen Teilmodelle fi werden
nacheinander in jedem der i = 1, 2, · · · , p Schritte der inkrementellen Modellbildung
erstellt und treffen jeweils eine Vorhersage aus einer Untermenge der p betrachteten
Eingangsgrößen. Jedes in einem Schritt i erstellte Teilmodell fi modelliert die Einflüs-
se der weiteren Eingangsgröße ui und die Interaktionen mit allen zuvor einbezogenen
Eingangsgrößen u1, u2, · · · , ui−1. Alle Teilmodelle werden zu einem Gesamtmodell
überlagert. Prinzipiell kann diese Überlagerung auf verschiedene Arten erfolgen, wie
zum Beispiel durch eine Addition oder Multiplikation. In dieser Arbeit werden alle
Teilmodelle additiv überlagert, da aus dieser Überlagerungsart eine interpretierba-
re Modellstruktur resultiert. Jedes Teilmodell bildet hierdurch die Haupteffekte der
neuen Eingangsgröße ui und die Interaktionen mit allen bisher betrachteten Ein-

Gesamt-
prozess-
modell

...

u1
u2

up

ŷ

Teilmodell 1:
f1(u1)

Teilmodell 2:
f2(u1, u2)

......... ...

Teilmodell p:
fp(u1, u2, · · · , up)

u1 ŷ1 ŷ

u2
ŷ2

...up

ŷp

Bild 3.5: Struktur des Gesamtmodells bestehend aus additiv überlagerten Teilmodel-
len. In jedem der p Schritte wird ein neues Teilmodell hinzugefügt.
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gangsgrößen u1, u2, · · · , ui−1 ab. Der Ausgang des Gesamtmodells

ŷ =
p∑

i=1
ŷi (3.1)

ergibt sich aus der Addition der p Teilmodellausgänge ŷi. Mit diesem Konstruktions-
prinzip liegt nach jedem Schritt ein nutzbares Prozessmodell vor, das einen Teil des
Prozessverhaltens abbildet.

Erstellung der Teilmodelle

In ILHAD wird jedes Teilmodell auf Basis eines individuellen Trainingsdatensatzes
erstellt, der aus den Punkten des Versuchsplans Di im jeweiligen Schritt i und den
gemessenen Ausgangswerten y(k) mit k = 1, 2, · · · , Ni besteht. Bild 3.6 stellt die
Berechnung des Teilmodellfehlers ei(k) dar, der als Basis für das Training des Teil-
modells dient. Ein Versuchspunkt ui(k) = [u1(k) u2(k) · · · ui(k)]T ∈ Di gibt Werte
für die i bisher betrachteten Eingangsgrößen vor. Alle weiteren M −i Eingangsgrößen
werden mit ūM−i = [ūi+1 ūi+2 · · · ūM ]T durch den Arbeitspunkt festgelegt. Somit
ergibt sich der Eingangsgrößenvektor des Prozesses zu u(k) = [ui(k) ūM−i]T. Für die
Modelle sind nur die Eingangsgrößen des Versuchspunkts ui(k) relevant.

Es wird angenommen, dass dem Prozessausgang ein additives weißes Rauschen n ∼
N (0, σ2

n) mit der Rauschvarianz σ2
n überlagert ist. Die Differenz zwischen dem ge-

messenen Prozessausgang y(k) und der Summe der Ausgänge aller bisherigen Teil-
modelle ŷΣ(k) = ∑i−1

j=1 ŷj(k) ist die durch ein neues Teilmodell fi zu modellieren-

Arbeitspunkt
ū

Versuchspunkt
ui(k) ∈ Di

M
U

X

Prozess

∑i−1
j=1 fj

Teil-
modell fi

ūM−i

ui(k)

u(k) y(k)

ŷi(k)
−

n(k)

−
ŷΣ(k)

ỹi(k)
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Bild 3.6: Berechnung des Teilmodellfehlers ei [114]. Ein neues Teilmodell fi bildet
die Differenz ỹi(k) = y(k) − ŷΣ(k) zwischen dem Prozessausgang y(k) und
der Summe der Modellausgänge aller zuvor erstellten Teilmodelle ŷΣ(k) ab.



3 Inkrementelle Modellbildung 51

de Größe ỹi(k) = y − ŷΣ(k). Jedes Teilmodell wird hierzu auf Basis des Fehlers
ei(k) = ỹi(k) − ŷi(k) trainiert, ohne die vorherigen Teilmodelle zu verändern. So-
mit kann ein Teilmodell auch als Fehlerkorrekturmodell interpretiert werden, das
die aus der Variation der neuen Eingangsgröße resultierenden Fehler zwischen dem
bisherigen Modell und dem Prozessverhalten bestmöglich korrigiert.

Damit weist ILHAD Parallelen zu Boosting-Verfahren auf, die ebenfalls Teilmodelle
schrittweise additiv überlagern, um Fehler des zuvor erstellten Modells zu korrigieren.
Ein bekanntes Verfahren ist das Gradient Boosting [33], dessen einfachste Variante
die Summe der Fehlerquadrate als Verlustfunktion verwendet (L2-Boosting) und zu-
meist einfache Entscheidungsbäume als Teilmodelle verwendet. Mit diesem Prinzip
können Boosting-Verfahren sehr hohe Modellgüten erzielen, wie es durch das popu-
läre Verfahren XGBoost [18] demonstriert wird. Im Unterschied zum Boosting, bei
dem alle Teilmodelle üblicherweise alle Eingangsgrößen verwenden, wird bei ILHAD
in jedem Schritt eine weitere Eingangsgröße mit neuen Informationen für das Modell
betrachtet. Dabei kann durch die gewählte Rangfolge der Eingangsgrößen angenom-
men werden, dass die Beiträge zusätzlicher Teilmodelle fi zum Gesamtmodellausgang
ŷ mit zunehmender Anzahl i an Schritten immer weiter abnehmen.

3.3 Modellstrukturen

Ein inkrementeller Versuchsplan ermöglicht durch seine in jedem Schritt raumfüllen-
de Verteilung der Versuchspunkte die Verwendung unterschiedlicher Modellklassen
für die Teilmodelle. Nachfolgend wird eine Anforderung an das Verhalten der Teil-
modelle im zuvor betrachteten Unterraum definiert. Zusätzlich werden Szenarien zur
Beurteilung und zum Vergleich der verschiedenen Modelle beschrieben.

Verhalten der Teilmodelle im zuvor betrachteten Unterraum

Bild 3.7 stellt exemplarisch einen inkrementellen Versuchsplan für den Schritt i = 2
dar (Rauten), der zur Erstellung eines Modells f2 verwendet wird. Der Unterraum,
in dem die Versuchspunkte aus dem vorherigen Schritt liegen, ist blau markiert. Das
Prozessverhalten in diesem Unterraum wird bereits vollständig durch das Modell f1

abgebildet. In jedem ILHAD-Schritt ist das Prozessverhalten in einem solchen Un-
terraum ui−1 = [u1 u2 · · · ui−1]T mit uj = ūj ∀ j = i, i+1, · · · , M bereits durch die
vorherigen Modelle vollständig beschrieben. Im Gegensatz zu Boosting-Verfahren ist
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(u2 = ū2)

Bild 3.7: Inkrementeller Versuchsplan im Schritt i = 2. Der blau markierte Unter-
raum wird durch das Modell f1 modelliert. In diesem Bereich wird ein Mo-
dellausgang von exakt null von dem zu erstellenden Modell f2 gefordert.

bei ILHAD nicht zu erwarten, dass ein neues Modell Fehler der vorherigen Model-
le korrigieren kann, da eine abnehmende Dichte der Versuchspunkte mit steigender
Dimensionalität gegeben ist. Es wird daher gefordert, dass ein im i-ten Schritt ad-
ditiv hinzugefügtes Teilmodell fi keinen Einfluss auf den Gesamtmodellausgang im
zuvor betrachteten Unterraum hat. Hierzu werden Teilmodellstrukturen verwendet,
die einen Modellausgang von exakt null im Unterraum aufweisen. Auf diese Weise
wird eine Verschlechterung der im Unterraum bereits erzielten Modellgüte in nach-
folgenden Schritten verhindert.

Szenarien zur simulativen Untersuchung

Um die ILHAD-Methodik mithilfe von Computersimulationen untersuchen zu kön-
nen, werden geeignete Untersuchungsszenarien definiert. Die Beurteilung der Modell-
güte erfolgt auf Basis verschiedener Testdatensätze, die unterschiedliche Bereiche des
Eingangsraums abdecken. Da bei der Methodik ein vorgegebener Arbeitspunkt im
Fokus steht, werden Testdatenverteilungen verwendet, die die Modellgüte in der Nä-
he dieses Punkts widerspiegeln. Hierzu wird mit

T ={(u1, · · · , uj, · · · , up, ūp+1, · · · , ūM)| 0 ≤ uj ≤ 1 ∀ j = 1, 2, · · · , p},

mit uj ∼ N (ūj, σ2
test), (3.2)

eine um den Arbeitspunkt zentrierte Testdatenverteilung betrachtet, in der die ersten
p Koordinaten aus je einer unabhängigen Normalverteilung mit der Standardabwei-
chung σtest erzeugt werden. Um Extrapolation zu vermeiden, wird der Wertebereich
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auf das Intervall [0, 1] beschränkt. Punkte, bei denen mindestens eine Koordina-
te außerhalb dieses Intervalls liegt, werden verworfen und neu aus den Normal-
verteilungen generiert. Alle weiteren Koordinaten werden durch den Arbeitspunkt
ūp+1, ūp+2, · · · , ūM festgelegt. Bild 3.8 stellt verschiedene Testdatensätze mit jeweils
Ntest = |T | = 100 Datenpunkten in p = 2 bzw. p = 3 Dimensionen dar. Mit anstei-
gendem Wert von σtest werden größere Bereiche des Eingangsraums gleichmäßiger
abgedeckt. Für σtest → ∞ ergibt sich eine Gleichverteilung, anstatt derer jedoch eine
Sobol-Sequenz (vgl. Abschnitt 2.4.2) mit besseren raumfüllenden Eigenschaften zur
Beurteilung der Modellgüte im gesamten Eingangsraum verwendet wird.

Um den Nutzen der inkrementellen Modellbildung bewerten zu können, werden Ver-
gleichsmodelle benötigt. Für jede der betrachteten Modellklassen wird ein solches
Vergleichsmodell in einem Schritt auf Basis eines gesonderten Versuchsplans erstellt.
Hierzu wird ein mittels des EDLS-Algorithmus [26] optimierter LHC für alle p be-
trachteten Eingangsgrößen verwendet. Dieser LHC besitzt dieselbe Anzahl an Ver-
suchspunkten NΣ = ∑p

j=1 Nj wie ein inkrementeller Versuchsplan, bietet aber durch
die Optimierung aller Punkte im p-dimensionalen Raum bessere raumfüllende Ei-

0 0.5 1

0

0.5

1

(a) p = 2, σtest = 0.1

0 0.5 1

0

0.5

1

(b) p = 2, σtest = 0.25

0 0.5 1

0

0.5

1

(c) p = 2, Sobol-Sequenz

0

1

0.5

1
0.5

1

0.5
0 0

(d) p = 3, σtest = 0.1

0

1

0.5

1
0.5

1

0.5
0 0

(e) p = 3, σtest = 0.25

0

1

0.5

1
0.5

1

0.5
0 0

(f) p = 3, Sobol-Sequenz

Bild 3.8: Darstellung verschiedener Testdatensätze mit jeweils Ntest = 100 Daten-
punkten für p = 2 mit ū = [0.7 0.7]T bzw. p = 3 mit ū = [0.7 0.7 0.7]T.
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genschaften. Indem dieselbe Anzahl an Datenpunkten und möglichst vergleichbare
Modellstrukturen mit z. B. demselben polynomialen Grad verwendet werden, werden
die Auswirkungen des inkrementellen Versuchsplans und der inkrementellen Modell-
struktur deutlich. Tabelle 3.1 stellt die Konstruktionsprinzipien von inkrementellem
und Vergleichsmodell gegenüber.

Als zu modellierende Prozesse werden in diesem Kapitel verschiedene Testfunktio-
nen betrachtet, die auf den Wertebereich [0, 1] normiert sind, um vergleichbare Rau-
scheinflüsse zu erzielen. Bild 3.9 stellt diese Testfunktionen mit M = 3 betrachteten
Eingangsgrößen dar, wobei u3 = 0.7 gewählt wurde und ausschließlich die ersten
zwei Eingangsgrößen u1 und u2 variiert werden. Die multivariate Gaußfunktion in
(a) ist in der Mitte des betrachteten Eingangsraums zentriert und weist durch eine
zunehmende Standardabweichung mit steigendem Eingangsindex j = 1, 2, · · · , M

Tabelle 3.1: Konstruktionsprinzipien von inkrementellem und Vergleichsmodell.
Inkrementelles Modell Vergleichsmodell

Versuchsplanung
Art des Versuchsplans inkr. Versuchsplan optimierter LHC
Anzahl Versuchspunkte N = [N1 N2 · · · Np]T NΣ = ∑p

j=1 Nj

Art der Optimierung in jedem Schritt in einem Schritt
Modellbildung
Modellstruktur additiv einzelnes Modell
Modellklasse Polynom / LMN / GPM
Polynomialer Grad m = 2
LMN Fehlerschwelle ϵ = 0.005

(a) Gaußfunktion (b) Testfunktion Friedman [32]

Bild 3.9: Darstellung der betrachteten Testfunktionen mit zwei variierten Eingangs-
größen und u3 = 0.7.
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eine eindeutige Rangfolge der Eingangsgrößen auf. Sie ist definiert durch

y(k) = exp
(

− 1
2

M∑

j=1

(uj(k) − 0.5)2

(0.3 · 1.5j)2

)
(3.3)

und beinhaltet Interaktionen zwischen allen Eingangsgrößen. Die zweite Testfunktion
wurde in [32] beschrieben und ist für maximal M = 5 Eingangsgrößen definiert.
Zur Ermittlung einer Rangfolge werden ausgehend vom Arbeitspunkt die einzelnen
Eingangsgrößen uj ∈ [0, 1] mit j = 1, 2, · · · , 5 variiert. Die Eingangsgröße, die die
größte Spannweite der Ausgangsgröße y hervorruft, wird als erste in der Rangfolge
betrachtet. Dies führt gegenüber der ursprünglichen Definition mit

y(k) = 20(u1(k) − 0.5)2 + 10 sin(πu2(k)u3(k)) + 10u4(k) + 5u5(k) (3.4)

zu den vertauschten Eingangsgrößen u1 und u3. Die Funktion ist in Abhängigkeit der
ersten zwei Eingangsgrößen in (b) dargestellt und besitzt sowohl Eingangsgrößen mit
Interaktionen (u2 und u3) als auch Eingangsgrößen, die nur über ihre Haupteffekte
wirken (u1, u4 und u5).

Die Simulationen unterliegen stochastischen Einflüssen durch das Prozessrauschen
und die zufällige Initialisierung der verwendeten LHC. Um aussagekräftige Ergebnis-
se zu erhalten, sind daher alle Ergebnisse der Simulationen über 100 Wiederholungen
gemittelt. Dabei werden folgende Standardparameter verwendet:

• Anzahl der ILHAD-Schritte p = M = 4,
• Varianz des Prozessrauschens σ2

n = 1 · 10−6,
• Versuchspunkte in den einzelnen Schritten N = [31 30 30 30]T,
• Arbeitspunkt ū = [0.7 0.7 0.7 0.7]T,
• Anzahl der Testdatenpunkte Ntest = 1000.

3.3.1 Polynommodelle

In diesem Abschnitt werden inkrementelle Modelle auf Basis von Polynommodellen
(vgl. Abschnitt 2.2.1) beschrieben. Der Grad dieser Polynommodelle m ∈ N kann
dabei frei gewählt werden. Nachfolgend wird zur vereinfachten Darstellung ein Grad
von m = 2 verwendet. Das erste Teilmodell ergibt sich so zu

ŷ1 = b0,1 + b1,1 · u1 + b2,1 · u2
1 (3.5)
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und bildet das Prozessverhalten in Abhängigkeit von u1 ab, solange alle weiteren
Eingangsgrößen uj = ūj ∀ j = 2, 3, · · · , M den Wert des Arbeitspunkts aufweisen.

Erweiterung der Teilmodellstruktur

Die Polynommodelle in allen weiteren Schritten i ≥ 2 werden jeweils mit dem Linear-
faktor (ui−ūi) multipliziert, der einen Modellausgang von null im zuvor betrachteten
Unterraum erzwingt. Prinzipiell können zu diesem Zweck beliebige Funktionen ge-
nutzt werden, die für ui = ūi einen Wert von null aufweisen und daher im Weiteren
als Nullstellenfunktion bezeichnet werden. In Verbindung mit Polynommodellen wird
der Linearfaktor als Nullstellenfunktion verwendet, da dieser zu einer rein polyno-
mialen Struktur der Teilmodelle führt. Das zweite Teilmodell

ŷ2 =
(
b0,2 + b1,2 · u1 + b2,2 · u2

)

︸ ︷︷ ︸
Basismodell

·
(
u2 − ū2

)

︸ ︷︷ ︸
Linearfaktor

= b0,2 · (u2 − ū2)︸ ︷︷ ︸
x1

+ b1,2 · (u1u2 − u1ū2)︸ ︷︷ ︸
x2

+ b2,2 · (u2
2 − u2ū2)︸ ︷︷ ︸

x3

(3.6)

besteht somit aus einem polynomialen Basismodell, welches mit dem Linearfaktor
multipliziert wird, und führt im dargestellten Fall zu drei Regressoren x1, x2, x3 mit
dem Parametervektor θ̂2 = [b0,2 b1,2 b2,2]T. Da die Multiplikation den maximalen
Grad der Terme um eins erhöht, wird für das Basismodell der Grad m − 1 gewählt.
Auf diese Weise wird die Anzahl an zu schätzenden Parametern klein gehalten und
höhere Wechselwirkungen der Eingangsgrößen im Modell vermieden, da diese in der
Praxis oft vernachlässigt werden können [103]. Dieses Konstruktionsprinzip kann
beliebig fortgesetzt werden, sodass sich beispielsweise im Schritt i = 3 das Modell

ŷ3 =
(
b0,3 + b1,3 · u1 + b2,3 · u2 + b3,3 · u3

)

︸ ︷︷ ︸
Basismodell

·
(
u3 − ū3

)

︸ ︷︷ ︸
Linearfaktor

= b0,3 · (u3 − ū3)

+ b1,3 · (u1u3 − u1ū3) + b2,3 · (u2u3 − u2ū3) + b3,3 · (u2
3 − u3ū3) (3.7)

mit i + 1 = 4 Parametern θ̂3 = [b0,3 b1,3 b2,3 b3,3]T ergibt. Das resultierende Ge-
samtmodell, welches sich gemäß Gleichung (3.1) aus der Addition aller Teilmodelle
ergibt, entspricht so stets einem Polynommodell m-ten Grades.

Alle Teilmodelle sind linear in den Parametern, weshalb die Teilmodellparameter

θ̂i = (XT
i X i)−1XT

i ỹi (3.8)
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in jedem i-ten Schritt mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (vgl. Glei-
chung (2.7)) bestimmt werden. Hierzu wird eine individuelle Regressormatrix X i und
der Ausgangsgrößenvektor ỹi = [ỹi(1) ỹi(2) · · · ỹi(Ni)]T verwendet. Die Regressor-
matrix ergibt sich aus den Regressoren des Teilmodells und den Versuchspunkten im
jeweiligen inkrementellen Versuchsplan Di. Bild 3.10 stellt beispielhaft die auf diese
Weise erstellten Teilmodelle in den Schritten (a) i = 1 und (b) i = 2 sowie in (c) die
additive Überlagerung dieser Teilmodelle dar. Die Teilmodelle f1 und f2 bilden je-
weils einen Teil des Prozessverhaltens ab und ergeben in Summe eine Approximation
der Testfunktion Gauß für zwei Eingangsgrößen.

Vergleich von raumfüllenden und D-optimalen Versuchsplänen

Die ILHAD-Methodik verwendet optimierte LHC als raumfüllende Versuchspläne
(vgl. Abschnitt 3.2.1). Als Alternative werden in diesem Abschnitt D-optimale Ver-
suchspläne sowohl in jedem Schritt als auch global für das Vergleichsmodell gegen-
übergestellt. D-optimale Versuchspläne (vgl. Abschnitt 2.4.1) basieren auf einer vor-
gegebenen Modellstruktur und platziert die Versuchspunkte so, dass der Konfidenz-
bereich des Parametervektors ein minimales Volumen aufweist [103]. Zu jedem inkre-
mentellen Modell wird ein Vergleichsmodell erstellt, das mit einem Grad von m = 2
dieselbe Struktur aufweist wie das aus der Addition der Teilmodelle resultierende
Gesamtmodell. Somit sind die inkrementellen Modelle und die Vergleichsmodelle
bezüglich der Anzahl an Parametern und dem polynomialen Grad vergleichbar.

In Bild 3.11 werden mehrere inkrementelle Polynommodelle und polynomiale Ver-
gleichsmodelle mithilfe verschiedener Testdatensätze beurteilt. Diese Testdatensätze
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(c) Gesamtmodell f1 + f2

Bild 3.10: Polynomiale Teilmodelle und resultierendes Gesamtmodell für p = 2 und
N = [11 10]T am Beispiel der Gaußfunktion gemäß Gleichung (3.3).
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(a) Gaußfunktion gemäß Gl. (3.3) als Testfunktion

(b) Polynom f(u) = 7u2
1 + 5u2

2 + 3u3 + u4 + 4u1u3 + 3u2u4 + 6 als Testfunktion

Bild 3.11: Vergleich des RMSE für verschiedene Polynommodelle. Die inkrementellen
Modelle und die Vergleichsmodelle besitzen jeweils p = 4 Eingangsgrößen
und werden mit verschiedenen Testdatensätzen evaluiert, die von links
nach rechts den Eingangsraum gleichförmiger abdecken.
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decken ausgehend vom Arbeitspunkt unterschiedliche Bereiche des Eingangsraums
ab, wobei von links nach rechts eine zunehmende Raumabdeckung gegeben ist.

In Bild 3.11a wird die Gaußfunktion gemäß Gleichung (3.3) als Testfunktion betrach-
tet. Beide inkrementelle Modelle erzielen in der Nähe des Arbeitspunkts (σtest < 0.3)
eine höhere Güte als das zugehörige Vergleichsmodell. Im gesamten Eingangsraum
weisen jedoch die Vergleichsmodelle durch die freie Platzierung der Versuchspunkte
einen geringeren Fehler auf. Die mittels optimierter LHC erzeugten raumfüllenden
Versuchspläne führen bei dieser Testfunktion im Vergleich zu den D-optimalen Ver-
suchsplänen zu geringeren Werten des RMSE. So sind die D-optimalen Versuchspläne
zwar in Bezug auf die angenommene polynomiale Modellstruktur optimal, jedoch ent-
spricht diese nicht dem funktionalen Zusammenhang der betrachteten Testfunktion.
Hiermit liegt ein dominanter Biasfehler vor, der durch die Verwendung raumfüllender
Versuchspläne reduziert werden kann.

Stimmt hingegen die angenommene Modellstruktur der D-optimalen Versuchspläne
mit der Testfunktion überein, werden die Vorteile dieser Art von Versuchsplänen
deutlich. Bild 3.11b stellt diesen Fall mit einem quadratischen Polynom als Test-
funktion dar. Das inkrementelle Modell auf Basis der D-optimalen Versuchspläne
weist für alle Testdatensätze geringere Fehler auf als das LHC basierte inkrementelle
Modelle. Auch das Vergleichsmodell erzielt für σtest > 0.2 bessere Ergebnisse mit
dem D-optimalen Versuchsplan.

Aufgrund der zumeist unbekannten funktionalen Zusammenhänge von realen Prozes-
sen ist die Wahl einer abweichenden polynomialen Modellstruktur eine für die Praxis
realistische Annahme, die zu einem dominierenden Biasfehler führt. Wie exempla-
risch aufgezeigt können raumfüllende Versuchspläne in solchen Fällen zu geringeren
Gesamtfehlern führen als modellbasierte Versuchspläne. Dies bestätigt die Wahl von
raumfüllenden Versuchsplänen im Rahmen der ILHAD-Methodik.

3.3.2 Lokale Modellnetze

Wird die inkrementelle Modellbildung auf Prozesse mit ausgeprägtem nichtlinearen
Verhalten angewandt, sind die zuvor betrachteten polynomialen Modelle oft unzurei-
chend. Im Folgenden wird die flexiblere Modellklasse der lokalen Modellnetze (LMN)
verwendet. Die Grundlagen dieser Modellklasse sowie der zum Training eingesetzte
LOLIMOT-Algorithmus sind in Abschnitt 2.2.2 beschrieben.
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In der inkrementellen Modellstruktur gemäß Bild 3.5 werden die einzelnen Teil-
modelle fi nacheinander in jedem Schritt i = 1, 2, · · · , p mit dem LOLIMOT-Al-
gorithmus erstellt. Jedes Teilmodell besteht aus Li lokalen Modellen gi,l(u) mit
l = 1, 2, · · · , Li. Standardmäßig verwendet LOLIMOT lokal affine Modelle, die auch
im Schritt i = 1 der inkrementellen Modellbildung genutzt werden. Hiermit ergeben
sich die l = 1, 2, · · · , L1 lokalen Modelle im ersten Schritt zu

g1,l(u1) = b0,l + b1,l · u1. (3.9)

Erweiterung der Struktur der lokalen Modelle

Um die in Abschnitt 3.3 beschriebene Anforderung an das Teilmodellverhalten im
zuvor betrachteten Unterraum zu erfüllen, wird jedes lokale Modell in den Schritten
i ≥ 2 analog zu den Polynomen in Abschnitt 3.3.1 erweitert. Hierzu ergibt sich mit

gi,l(u1, u2, · · · , ui) =
(
b0,l +

i∑

j=1
bj,l · uj

)

︸ ︷︷ ︸
affines Basismodell

· Ψ
(
ui − ūi

)

︸ ︷︷ ︸
Nullstellenfunktion

(3.10)

jedes der l = 1, 2, · · · , Li lokalen Modelle aus der Multiplikation eines affinen Basis-
modells mit einer Nullstellenfunktion Ψ(u). Die Nullstellenfunktion ist eine stetige
Funktion für die Ψ(0) = 0 gilt, sodass durch das Argument ui − ūi ein Modellausgang
von null im zuvor betrachteten Unterraum erzwungen wird. Da die lokalen Modelle
trotz dieser Erweiterung linear in den Parametern sind, lassen sich die Modellpara-
meter mit der gewichteten Methode der kleinsten Quadrate gemäß Gleichung (2.13)
schätzen.

Nachfolgend werden zwei alternative Nullstellenfunktionen betrachtet. Analog zu den
Polynommodellen in Abschnitt 3.3.1 wird mit Ψ(u) = u ein Linearfaktor verwendet.
Die zweite Nullstellenfunktion basiert auf einem quadratischen B-Spline. Ein B-Spli-
ne ist über Knoten definiert, zwischen denen stets positive Funktionswerte mittels
abschnittsweise gültiger Polynome erzeugt werden. An den Knoten, an denen die-
se Polynome aufeinandertreffen, liegen zusätzliche Bedingungen bezüglich Stetigkeit
und Differenzierbarkeit vor. Ein quadratischer B-Spline verwendet abschnittsweise
quadratische Polynome, die zu einem stetigen Funktionsverlauf mit stetiger erster
Ableitung führen [22]. Der hier verwendete B-Spline B(u) = B(u|k) ist über den
Knotenvektor k = [(−1/2 · δ) (−1/4 · δ) (1/4 · δ) (1/2 · δ)] definiert. Der Parame-
ter δ gibt die Breite der Funktion vor, da definitionsgemäß außerhalb der Knoten
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B(u) = 0, u /∈ [(−1/2 ·δ), (1/2 ·δ)] gilt. Hiermit ergibt sich die Nullstellenfunktion

Ψ(u) = 1 − B(u)
B(0) . (3.11)

Beide Nullstellenfunktionen sind in Bild 3.12 grafisch gegenübergestellt. Der Linear-
faktor weist eine konstante Steigung über den Eingangsraum auf und beeinflusst
so alle lokalen Modelle. Der Einfluss des B-Splines ist hingegen lokal begrenzt und
betrifft hauptsächlich lokale Modelle mit Partitionen im Bereich des Arbeitspunkts.
Lokale Modelle mit großem Abstand zum Arbeitspunkt werden somit kaum verän-
dert.

Bild 3.13 stellt die Modellausgänge des Modells f2 mit verschiedenen Nullstellenfunk-
tionen gegenüber, wobei der im Weiteren verwendete Wert δ = 0.2 für die Breite des
B-Splines dargestellt ist. Während in (a) durch den Linearfaktor ein quadratisches
Modellverhalten zu sehen ist, bleiben in (b) die lokal affinen Modelle bestehen und
werden ausschließlich im Bereich um die Koordinate des Arbeitspunkts u2 = ū2 = 0.7
verändert. Auf diese Weise bleibt in (b) für weit vom Arbeitspunkt entfernte Modelle
die lokale Interpretierbarkeit und das Extrapolationsverhalten erhalten.

Transformation des Versuchsplans

Ein Vorteil im inkrementellen Vorgehen besteht in der Möglichkeit zur Nutzung
von modelliertem Prozessverhalten aus vorherigen Schritten. Bisher erlernte Zusam-
menhänge zwischen y und u1, u2, · · · , ui−1 liegen in Form von Modellparametern und
Partitionen der LMN vor. Die Partitionen charakterisieren hierbei die Nichtlinearitä-
ten des Prozesses. Wird ein LMN mittels des LOLIMOT-Algorithmus erstellt, führen
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Bild 3.12: Verläufe der verwendeten Nullstellenfunktionen [113].
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(a) Linearfaktor als Nullstellenfunktion (b) Nullstellenfunktion mit B-Spline

Bild 3.13: Vergleich des Teilmodells f2 am Beispiel der Testfunktion Gauß gemäß
Gleichung (3.3) mit verschiedenen Nullstellenfunktionen Ψ(u2 − ū2).

Nichtlinearitäten in Bereichen des Eingangsraums zu einer feineren Partitionierung
dieser Bereiche [80]. Nachfolgend wird ein Verfahren beschrieben, dass die Partitio-
nierung der bestehenden LMN zur Verbesserung des inkrementellen Versuchsplans
nutzt. Ziel ist es, die Dichte an Versuchspunkten in stark nichtlinearen Bereichen
des Eingangsraums zu steigern, wozu der inkrementelle Versuchsplan transformiert
wird. Ein neues Teilmodell kann so diese Bereiche mit komplexem Prozessverhalten
besser abbilden.

In jedem Schritt i ≥ 2 wird der inkrementelle Versuchsplan gemäß Abschnitt 3.2.1
um neue Versuchspunkte Di erweitert. Diese Versuchspunkte bilden zunächst einen
LHC mit äquidistanten Stufen. Mittels der Transformation ũj = zj(uj), die für je-
de bereits betrachtete Eingangsgröße uj, mit j = 1, 2, · · · , i − 1 durchgeführt wird,
werden diese Stufen an die zuvor erkannten Nichtlinearitäten angepasst. Die Trans-
formationsfunktion zj(uj) ist eine abschnittsweise lineare Funktion und ergibt sich
aus der Partitionierung des Teilmodells fj, das uj als neue Eingangsgröße in das
Gesamtmodell einbezieht und deren Haupteffekte abbildet.

Bild 3.14 zeigt exemplarisch, wie sich diese Transformationsfunktion (durchgezogene
Linie) aus der Partitionierung des Teilmodells fj ergibt. Hierzu werden die Grenzen
aller Lj Partitionen in dem jeweiligen Modell fj auf die Achse uj projiziert (linke
Seite). Jede der L̃j ≤ Lj projizierten Partitionen besitzt eine Ausdehnung dk mit
k = 1, · · · , L̃j und definiert einen Abschnitt der Transformationsfunktion (blaue
Markierungen), in dem der Funktionswert linear um den Wert dk ansteigt. Die Breite
jedes Abschnitts wird mit ∆dk bezeichnet und mit der Normierung

∆d̃k = ∆dk

∑L̃j

l=1 ∆dl

(3.12)
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Bild 3.14: Konstruktion der abschnittsweise linearen Transformationsfunktion zj(uj)
aus den projizierten Partitionen des Modells fj, wobei jeder Abschnitt k
über die Ausdehnung dk und Breite ∆d̃k = 1/4 definiert ist. Die transfor-
mierten Stufen (links) ergeben sich aus den äquidistanten Stufen (unten).

an den vorgegebenen Wertebereich der Eingangsgrößen uj ∈ [0, 1] ∀ j = 1, 2, · · · , M

angepasst. Analytisch lassen sich die einzelnen Abschnitte k durch

zj(uj) = dk

∆d̃k

(
uj −

k∑

l=1
∆d̃l

)
+

k∑

l=1
dl, für

k−1∑

l=1
∆d̃l ≤ uj <

k∑

l=1
∆d̃l (3.13)

beschreiben. In Bild 3.14 wird mit ∆dk = 1 eine konstante Breite der Abschnitte
betrachtet, sodass sich ∆d̃k = 1/L̃j = 1/4 ergibt. Beispielhafte LHC-Stufen sind als
gestrichelte Linien dargestellt. Die äquidistanten Stufen (unten) werden zu Stufen,
deren Dichte antiproportional zur Ausdehnung der Partitionen ist (links).

Zusätzlich kann die Breite der Abschnitte mit

∆dk = dr
k (3.14)

in Abhängigkeit der Ausdehnung der projizierten Partitionen dk gewählt werden, wo-
bei der Exponent r die Transformationsstärke beeinflusst. Bild 3.15 stellt Transfor-
mationsfunktionen für verschiedene Werte von r bei einer gegebenen Partitionierung
dar. Für r = 1 ergibt sich eine Gerade, sodass die äquidistanten LHC-Stufen erhal-
ten bleiben. Wird r = 0 gewählt, ergibt sich die zuvor betrachtete konstante Breite
∆dk = 1. Für kleinere Werte wie beispielsweise r = −1 wird die Transformation ver-
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Bild 3.15: Transformationsfunktionen für eine gegebene Partitionierung (links) und
unterschiedliche Exponenten r.

stärkt und somit die Dichte an LHC-Stufen in Bereichen mit kleineren Partitionen
weiter gesteigert. Die Wahl des Exponenten r beeinflusst, in welchem Umfang Pro-
zesswissen, das in Form der Partitionen gespeichert ist, in der Versuchsplanung be-
rücksichtigt wird. Eine schwache Transformation r ∈ [0, 1) verwendet dieses Wissen
kaum und hat primär zum Ziel, den Eingangsraum zu erkunden und gleichmäßig mit
Versuchspunkten abzudecken. Eine starke Transformation r < 0 nutzt das Vorwissen
aus, um nichtlineare Bereiche besser abbilden zu können. Dies kann jedoch durch die
verschlechterte Raumabdeckung zu größeren Fehlern in anderen Bereichen des Ein-
gangsraums führen. Ein Parameter mit einem ähnlichen Effekt existiert im aktiven
Lernen und beeinflusst dort den Grad der Erkundung des Prozessverhaltens (Explo-
ration) und der Ausnutzung der erlernten Zusammenhänge (Exploitation) [109]. Im
aktiven Lernen wird dieser Parameter so variiert, das mit fortschreitender Lerndauer
mehr Prozesswissen genutzt wird, während für die Transformation der Versuchspläne
in der inkrementellen Modellbildung eine Festlegung im Vorfeld erfolgen muss.

Demonstration an einem Testprozess

Um die Eigenschaften der in diesem Abschnitt beschriebenen inkrementellen Mo-
dellbildung auf Basis von LMN zu untersuchen, wird diese Methode auf die zwei
in Abschnitt 3.3 beschriebenen Testfunktionen angewandt. Dabei werden mit r ∈
{−1, −0.5, 0, 0.5, 1} verschieden starke Transformationen der LHC-Stufen verglichen
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und zugleich mit dem Linearfaktor und der auf einem B-Spline basierenden Funkti-
on verschiedene Nullstellenfunktionen betrachtet. Für alle Teilmodelle und die Ver-
gleichsmodelle wird die Fehlerschwelle ϵ = 0.005 als Abbruchkriterium verwendet.

Bild 3.16 stellt den RMSE für die verschiedenen Modelle auf Basis unterschiedlich
verteilter Testdaten gegenüber. Folgende drei wesentliche Beobachtungen lassen sich
in Bild 3.16a anhand der Testfunktion Friedman machen:

1. Durch eine Transformation kann die Modellgüte in der Nähe des Arbeitspunkts
mit σtest ≤ 0.3 gegenüber dem nicht transformierten Fall (r = 1) gesteigert wer-
den, wobei die besten Ergebnisse in diesem Bereich mit der stärksten Trans-
formation r = −1 erzielt werden. Die Modelle mit Transformation können von
der gesteigerten Punktdichte in nichtlinearen Bereichen des Eingangsraums
profitieren und dort eine größere Anzahl an lokalen Modellen erstellen.

2. Eine starke Transformation kann gegenüber dem nicht transformierten Ver-
suchsplan (r = 1) zu einem Anstieg des Fehlers im gesamten Eingangsraum
(Sobol-Sequenz) führen. Dies kann durch die ungleichmäßige Datenverteilung
erklärt werden, die die Abbildung von Interaktionen erschwert.

3. Insgesamt werden mit dem Linearfaktor (links) geringere Fehler erzielt als mit
der auf einem B-Spline basierten Nullstellenfunktion (rechts), was auf die qua-
dratischen Terme zurückzuführen ist, die aus der Multiplikation mit dem Li-
nearfaktor resultieren. Die betrachtete Testfunktion kann durch diese Terme
mit weniger lokalen Modellen genauer approximiert werden.

Für Prozesse mit ausgeprägten Interaktionen zwischen den Eingangsgrößen wie der
Testfunktion Gauß kann hingegen eine Transformation nachteilig sein. So steigt der
Fehler der inkrementellen Modelle in Bild 3.16b mit zunehmender Transformations-
stärke an. Für beide Nullstellenfunktionen werden bei dieser Testfunktion die besten
Ergebnisse mit den inkrementellen Modellen ohne Transformation (r = 1) erzielt.

Für beide Test- und Nullstellenfunktionen können inkrementelle Modelle eine ähn-
liche oder höhere Modellgüte in der Nähe des Arbeitspunkts (σtest ≤ 0.05) erzielen
wie die Vergleichsmodelle. Außer mit der B-Spline basierten Nullstellenfunktion in
Bild 3.16a existieren jeweils inkrementelle Modelle, die für alle Testdatensätze bes-
sere Ergebnisse erzielen als das Vergleichsmodell. Es zeigt sich allerdings auch, dass
der Nutzen einer Transformation von den Eigenschaften des betrachteten Prozes-
ses abhängt. So kann die Modellgüte in der Nähe des Arbeitspunkts insbesondere
dann durch die Transformation gesteigert werden, wenn ein Prozess nichtlineares
Verhalten mit geringen Interaktionen zwischen den Eingangsgrößen aufweist.
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(b) Testfunktion Gauß gemäß Gleichung (3.3)

Bild 3.16: Vergleich verschiedener Modelle auf Basis von LMN mit dem Linearfaktor
(links) und der B-Spline basierten Nullstellenfunktion (rechts) bei ver-
schiedenen Transformationsstärken r. Der RMSE wird anhand von Test-
datensätzen bestimmt, die von links nach rechts den Eingangsraum zu-
nehmend gleichmäßiger abdecken.
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3.3.3 Gaußprozessmodelle

Mit Gaußprozessmodellen (GPM) wird eine weitere Modellklasse im Rahmen der
inkrementellen Modellbildung betrachtet. GPM besitzen als nichtparametrische Mo-
delle eine hohe Flexibilität und sind gut für kleine Trainingsdatenmengen geeignet,
wie sie in Versuchen häufig gegeben sind. Die Grundlagen dieser Modellklasse sind in
Abschnitt 2.2.3 zusammengefasst. Eine Erweiterung von GPM hin zu einer additiven
Modellstruktur wurde bereits in [25] beschrieben, wobei verschiedene Untermengen
der Eingangsgrößen in die Kernel-Funktionen einbezogen werden. Im Gegensatz zu
ILHAD erfolgt die Modellerstellung allerdings in einem Schritt. Eine Strategie, um
ein einzelnes GPM inkrementell zur erweitern wird in [110] vorgeschlagen, indem die
Kovarianzmatrix nacheinander um die einzelnen Eingangsgrößen erweitert wird.

Nachfolgend wird analog zur Verwendung von Polynommodellen und LMN in der in-
krementellen Modellstruktur in jedem Schritt ein separates GPM erstellt. Die Hyper-
parameter dieser GPM werden in jedem Schritt individuell durch eine Maximierung
der Log-Marginal-Likelihood bestimmt (siehe Abschnitt 2.2.3). Eine Ausnahme ist
die angenommene Standardabweichung des Rauschens σ̂n, die nur einmalig im ersten
Schritt bestimmt wird. In diesem ILHAD-Schritt ist die höchste Dichte an Versuchs-
punkten gegeben, sodass von einer bestmöglichen Schätzung dieses Hyperparameters
ausgegangen werden kann. Ein additives weißes Rauschen am Prozessausgang ist un-
abhängig von der Anzahl an variierten Eingangsgrößen und damit unabhängig vom
ILHAD-Schritt. Der durch das Teilmodell f1 bestimmte Wert für σ̂n wird somit für
alle weiteren Teilmodelle fj mit j = 2, 3, · · · , p übernommen. Um zu verhindern,
dass ein Teilmodell auf Basis von GPM das Gesamtmodell im zuvor betrachteten
Unterraum verändert (vgl. Abschnitt 3.3), werden zwei verschiedene Methoden vor-
gestellt, die zusätzliche Dummy-Punkte in diesem Unterraum platzieren (GPM-DP)
oder nicht stationäre Kernel-Funktionen verwenden (GPM-NS). Diese Ansätze treten
an Stelle der Nullstellenfunktionen.

GPM mit Dummy-Punkten

Eine Methode, um einem GPM ein gewünschtes Verhalten aufzuprägen, ist in [12]
beschrieben. Diese Methode verwendet ein Gitter aus Dummy-Datenpunkten (DP),
um ein vorgegebenes Monotonieverhalten zu erzwingen. Die zu diesen Punkten gehö-
renden Ausgangswerte werden nicht vermessen, sondern durch ein Optimierungsver-
fahren bestimmt, wobei das geforderte Monotonieverhalten als Nebenbedingungen
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einfließt. Die in diesem Abschnitt beschriebene Teilmodellstruktur GPM-DP basiert
auf derselben Grundidee und platziert in jedem i-ten Schritt Nd,i zusätzliche Dum-
my-Punkte ud,i(j) mit j = 1, 2, · · · , Nd,i im zuvor betrachteten Unterraum. Da für
diesen Unterraum ein Teilmodellausgang von null gefordert ist, wird allen Dummy-
Punkten der Ausgangswert null zugewiesen, sodass im Gegensatz zu [12] keine re-
chenaufwändige Optimierung der Ausgangswerte notwendig ist. Die Platzierung aller
Dummy-Punkte Dd,i = {ud,i(1), ud,i(2), · · · , ud,i(Nd,i)} in einem Schritt i erfolgt mit
einem raumfüllenden Versuchsplan in dem zuvor betrachteten Unterraum. Hierzu
wird ein LHC verwendet, der mittels EDLS-Algorithmus [26] optimiert wird.

Das Teilmodell in einem Schritt i ≥ 2 wird auf Basis aller Punkte Di ∪ Dd,i aus dem
jeweiligen inkrementellen Versuchsplan Di und den zugehörigen Dummy-Punkten
Dd,i erstellt, sodass sich für das GPM eine (Ni +Nd,i)× (Ni +Nd,i) dimensionale Ko-
varianzmatrix ergibt. Während zu den Punkten in Di eine gemessene Ausgangsgröße
vorliegt, für die ein Rauschen mit der Standardabweichung σ̂n angenommen wird,
ist für alle Dummy-Punkte in Dd,i ein Ausgangswert von exakt null ohne Rauschen
gefordert. Aus diesem Grund wird Gleichung (2.15), in der die Rauschannahme in
die Kovarianzmatrix einbezogen wird, abgewandelt zu:

K(u(k), u(l)) →





K(u(k), u(l)) + σ̂2
n für k = l und u(k) ∈ Di

K(u(k), u(l)) sonst,
(3.15)

mit k = 1, 2, · · · , Ni + Nd,i und l = 1, 2, · · · , Ni + Nd,i. Das Rauschen wird nur für
Punkte außerhalb des Unterraums angenommen, während das GPM innerhalb des
Unterraums interpoliert. Dieses GPM besitzt somit eine von den Eingangsgrößen ab-
hängige Rauschannahme. Für eine Betrachtung von GPM mit komplexen, von den
Eingangsgrößen abhängigen Rauschannahmen sei auf [38] verwiesen. Um eine Verfäl-
schung der Hyperparameter und numerische Probleme durch die Dummy-Punkte zu
vermeiden, wird zunächst ein GPM ohne Berücksichtigung der Dummy-Punkte auf
Basis von Di erstellt. Diese Hyperparameter werden anschließend für das Teilmodell,
das auch die Dummy-Punkte mit einschließt, übernommen.

Bild 3.17a zeigt den Modellausgang des Teilmodells f2 mit den verwendeten Trai-
ningsdatenpunkten und Dummy-Punkten. Der Modellausgang in dem Unterraum
mit u2 = ū2 = 0.7 ist gesondert in Bild 3.17b dargestellt, wobei zusätzlich das 95 %-
Konfidenzintervall zu sehen ist. Anhand des Konfidenzintervalls wird deutlich, dass
die hier beschriebene Methode GPM-DP in dem zuvor betrachten Unterraum keinen
exakten Modellausgang von null erzeugt, sondern sehr kleine Abweichungen möglich
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Bild 3.17: Das GPM-DP Teilmodell f2 wird in (a) auf Basis der Trainings- und Dum-
my-Punkte erstellt. Der Modellausgang im Unterraum (graue Ebene) er-
gibt sich in (b) durch die Dummy-Punkte näherungsweise zu null [114].

sind. Dies liegt zum einen an einem zusätzlichen Offset (Ridge Regularisierung) von
10−8, der aus numerischen Gründen zu allen Diagonalelementen der Kovarianzmatrix
addiert wird und somit kleine Abweichungen an den Dummy-Punkten zulässt. Zum
andern ist das Modellverhalten zwischen den Dummy-Punkten nicht spezifiziert und
kann von null abweichen. Die auftretenden Abweichungen sind unter anderem von
der Anzahl an verwendeten Dummy-Punkten abhängig, für die im Folgenden dieselbe
Anzahl Nd,i = Ni gewählt wird, wie Trainingsdatenpunkte vorhanden sind.

GPM mit nicht stationärer Kernel-Funktion

Typische Kernel-Funktionen wie ein Gaußkern gemäß Gleichung (2.17) sind sta-
tionär. Die Charakteristik dieser Kernel-Funktionen ist unabhängig von den Ein-
gangsgrößen u und damit von der Position im Eingangsraum [88]. Soll durch eine
Kernel-Funktion ein Modellausgang von null im zuvor betrachteten Unterraum er-
zeugt werden, muss sich die Charakteristik der Kernel-Funktionen in Abhängigkeit
der Eingangsgrößen u ändern, was als nicht stationäres Verhalten bezeichnet wird.
Der hier gewählte Ansatz basiert auf der Interpretation des Modellausgangs eines
GPM als gewichtete Summe der auf jedem Trainingsdatenpunkt platzierten Kernel-
Funktionen (vgl. Gleichung (2.19)). Demnach ist an einer Position im Eingangsraum
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ein Modellausgang von null gegeben, wenn alle Kernel-Funktionen an dieser Position
einen Wert von null aufweisen. Nachfolgend wird eine stationäre Kernel-Funktion, die
für zwei Punkte u(k) mit k = 1, 2, · · · , Ni und u(l) mit l = 1, 2, · · · , Ni ausgewertet
wird, mithilfe zweier Linearfaktoren modifiziert:

K(u(k), u(l)) → (ui(k) − ūi) · (ui(l) − ūi) · K(u(k), u(l)) . (3.16)

Diese Linearfaktoren werden zu null, sobald die i-te Koordinate ui von einem der
betrachteten Punkte u(k) oder u(l) den Wert des Arbeitspunkts ūi aufweist und
somit einer der Punkte im zuvor betrachteten Unterraum liegt. Nachfolgend wird
diese Modifikation auf einen Gaußkern angewandt. Wegen der resultierenden nicht
stationären (NS) Kernel-Funktion wird diese Methode als GPM-NS bezeichnet.

GPM-NS verwendet für das Training eines Teilmodells ausschließlich die Ni Daten-
punkte des inkrementellen Versuchsplans, während bei GPM-DP die zusätzlichen
Dummy-Punkte zu insgesamt Ni + Nd,i Trainingsdatenpunkten führen. Die resultie-
rende Ni × Ni Kovarianzmatrix führt bei GPM-NS zu einem verringerten Rechen-
aufwand gegenüber der (Ni + Nd,i) × (Ni + Nd,i) Kovarianzmatrix bei GPM-DP.
Zusätzlich ist ein exakter Modellausgang von null im gesamten zuvor betrachteten
Unterraum sichergestellt. Allerdings folgt die Modifikation der Kernel-Funktion in
Gleichung (3.16) nicht den Konstruktionsprinzipien für Kernel-Funktionen, wie sie
in [36] beschrieben sind. Die resultierende Funktion erfüllt damit nicht die Anforde-
rung einer positiv definiten Funktion, sodass die mathematischen Bedingungen für
zulässige Kernel-Funktionen nicht gegeben sind. Jedoch kann dieser Ansatz als regu-
larisiertes radiales Basisfunktionsnetz interpretiert werden, bei dem auch Basisfunk-
tionen zulässig sind, die keine positive Definitheit aufweisen [70]. Eine zuverlässige
Angabe eines Konfidenzintervalls ist somit allerdings nicht möglich, weil die hierfür
notwendige Bayes’sche Interpretation des Modells nur bei positiv definiten Kernel-
Funktionen gültig ist.

Interpretation der Kernel-Standardabweichungen

GPM ermögliche es, irrelevante Eingangsgrößen anhand der Standardabweichungen
der Kernels zu detektieren. Hierfür werden Kernel-Funktionen wie der Gaußkern
in Gleichung (2.17) mit separaten Standardabweichungen für jede Dimension be-
nötigt, die als ARD-Kernels (engl. automatic relevance determination, kurz: ARD)
bezeichnet werden [88]. Die Hyperparameteroptimierung während des Trainings eines
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GPM führt dann dazu, dass irrelevanten Eingangsgrößen große Standardabweichun-
gen zugewiesen werden, wodurch der Modellausgang nahezu unabhängig von diesen
Eingangsgrößen ist.

In der inkrementellen Modellstruktur können mit diesem Mechanismus Haupteffek-
te und Interaktionen der einzelnen Eingangsgrößen identifiziert werden, indem die
Kernel-Standardabweichungen der Teilmodelle verglichen werden. Tabelle 3.2 stellt
die Kernel-Standardabweichungen σj mit j = 1, 2, · · · , 5 der Teilmodelle fj und des
Vergleichsmodells dar, wobei die Testfunktion Friedman gemäß Gleichung (3.4) mo-
delliert wird. Alle sehr großen Standardabweichungen z. B. über einem Schwellwert
von σj > 1000 deuten auf eine für das Teilmodell irrelevante Eingangsgröße hin und
sind grau hinterlegt.

Jedes Teilmodell fj in der inkrementellen Struktur bezieht eine weitere Eingangsgrö-
ße uj mit der zugehörigen Kernel-Standardabweichung σj in das Gesamtmodell ein
und bildet so den Haupteffekt dieser Eingangsgröße ab. Aus den kleinen Werten die-
ser Standardabweichungen (blaue Markierungen) kann geschlossen werden, dass alle
Eingangsgrößen einen signifikanten Haupteffekt aufweisen. Im Teilmodell f3 ist auch
die zuvor einbezogene Eingangsgröße u2 mit einer ebenfalls kleinen Standardabwei-
chung σ2 ≈ σ3 versehen (orange Markierung), was auf Interaktionen zwischen den
Eingangsgrößen u2 und u3 hindeutet. Für alle anderen Teilmodelle fj mit j = 2, 4, 5
sind mit σl ≫ σj ∀ l = 1, 2, · · · , j − 1 alle zuvor betrachteten Eingangsgrößen irre-
levant, sodass keine weiteren Interaktionen erkennbar sind. Auf diese Weise spiegelt
sich die Struktur der verwendeten Testfunktion mit Interaktionen zwischen u2 und
u3 und den unabhängigen Eingangsgrößen u1, u4 und u5 korrekt in den Kernel-Stan-

Tabelle 3.2: Vergleich der Kernel-Standardabweichungen zwischen einem inkremen-
tellen Modell am Beispiel von GPM-DP und dem Vergleichsmodell bei
der Modellierung der Testfunktion Friedman gemäß Gleichung (3.4).

Modell- Teil- Kernel-Standardabweichungen
typ modell σ1 σ2 σ3 σ4 σ5

GPM- f1 3.4
DP f2 2.6 · 106 1.1

f3 4.1 · 106 0.7 0.7
f4 1.2 · 107 1.7 · 107 3.1 · 1017 2.5
f5 1.2 · 1015 1.1 · 108 1.6 · 106 4.5 · 106 1.0

Vergleichs- 4.7 1.4 1.5 43.0 89.6
modell
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dardabweichungen wider. Im Gegensatz dazu verdeutlichen die Kernel-Standardab-
weichungen des Vergleichsmodells mit Werten unterhalb des gewählten Schwellwerts
ausschließlich eine Relevanz aller Eingangsgrößen. Aus einem inkrementellen GPM
können somit zusätzliche Informationen über die abgebildeten funktionalen Zusam-
menhänge extrahiert werden.

Demonstration an einem Testprozess

Um Unterschiede zwischen GPM-DP und GPM-NS herauszustellen, erfolgt eine Mo-
dellbildung am Beispiel der Testfunktion Friedman gemäß Gleichung (3.4) in p = 3
Schritten und mit einem erhöhten Rauschlevel von σn = 10−3. Bild 3.18 stellt den
RMSE dieser Modelle und des Vergleichsmodells für (a) eine Testdatenverteilung mit
σtest = 0.05 und (b) eine Sobol-Sequenz gegenüber. Alle Modelle wurden auf Basis
einer Gesamtzahl von NΣ = 91 Versuchspunkten erstellt, die bei den inkrementellen
Modellen unterschiedlich auf die einzelnen Schritte verteilt sind. Neben einer kon-
stanten Anzahl an Punkten (blau) ist ein linearer Anstieg der Anzahl an Punkten
(rot) mit jedem Schritt dargestellt. Der lineare Anstieg führt im gewählten Beispiel
bei beiden inkrementellen GPM und beiden Testdatensätzen zu einem verringerten
Median des RMSE.

R
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E

(a) Testdatenverteilung mit σtest = 0.05

R
M

S
E

(b) Sobol-Sequenz als Testdatensatz

Bild 3.18: Vergleich verschiedener GPM anhand der Testfunktion Friedman gemäß
Gleichung (3.4). Der RMSE der Modelle ist für zwei Testdatenverteilungen
über 100 Wiederholungen dargestellt.
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Insgesamt kann mit beiden Typen an inkrementellen GPM in der Nähe des Arbeits-
punkts in (a) eine vergleichbare Güte wie mit dem Vergleichsmodell erzielt werden.
Wird hingegen in (b) der gesamte Eingangsraum betrachtet, ist das Vergleichsmodell
aufgrund der gleichmäßigeren Datenverteilung im Vorteil. Auch die kleinere Streu-
ung des RMSE beim Vergleichsmodell in (b) ist auf die gleichmäßigere Verteilung
der Versuchspunkte zurückzuführen, da hierdurch zufällige Einflüsse durch Rauschen
oder die Initialisierung der LHC einen geringeren Einfluss haben.

Im Vergleich der inkrementellen Modelle erzielt GPM-NS einen etwas geringeren
mittleren Fehler als GPM-DP. Dies kann durch die unmittelbare Berücksichtigung
des geforderten Verhaltens im zuvor betrachteten Unterraum bei der Hyperparame-
teroptimierung erklärt werden, während das Modellverhalten bei GPM-DP nach-
träglich durch die zusätzlichen Dummy-Punkte verändert wird. Im Gegenzug ist
GPM-NS durch die durchgeführte Modifikation der Kernel-Funktion stärker von nu-
merischen Fehlern betroffen als GPM-DP, was zu einem RMSE mit einer größeren
Streuung und mehr Ausreißern führt.

3.4 Beurteilung der Methodik

In diesem Abschnitt werden Vor- und Nachteile der ILHAD-Methodik diskutiert.
Diese Vor- und Nachteile beziehen sich sowohl allgemein auf die Methodik als auch
auf einzelne Modellklassen. Neben der erzielbaren Modellgüte stehen weitere Aspek-
te wie die Einbeziehung von Prozesswissen und die praktische Anwendbarkeit im
Fokus.

3.4.1 Bewertung der Modellgüte und -komplexität

Die verschiedenen Modellklassen in der inkrementellen Modellbildung wurden in den
vorherigen Abschnitten betrachtet und einzeln untersucht. In diesem Abschnitt er-
folgen Bewertung und Vergleich der entworfenen Teilmodellstrukturen miteinander.
Alle inkrementellen Modelle werden mit N = [21 40 60]T Trainingsdatenpunkten
und die zugehörigen Vergleichsmodelle mit in Summe derselben Anzahl NΣ = 121
an Trainingsdatenpunkten in p = 3 Schritten erstellt, wobei die Testfunktion Gauß
gemäß Gleichung (3.3) und die Testfunktion Friedman gemäß Gleichung (3.4) mo-
delliert werden. Alle Modelle werden mit den Standardparametern aus Abschnitt 3.3
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erstellt. Für das inkrementelle Modell mit LMN wird mit r = 1 keine Transformati-
on der LHC-Stufen durchgeführt, ein Linearfaktor als Nullstellenfunktion eingesetzt
und eine Fehlerschwelle von ϵ = 0.005 als Abbruchkriterium für den LOLIMOT-
Algorithmus verwendet.

Vergleich der Modellgüte

Tabelle 3.3 fasst den RMSE der verschiedenen Modelle auf Basis von zwei Testdaten-
verteilungen zusammen. Anhand der Testdaten mit σtest = 0.05 wird deutlich, dass
die inkrementellen Modelle typischerweise eine höhere Güte in einem Bereich um
den Arbeitspunkt erzielen als das jeweilige Vergleichsmodell. Wird hingegen mit der
Sobol-Sequenz der gesamte Eingangsraum betrachtet, erzielen die Vergleichsmodelle
aufgrund der gleichmäßigeren Datenverteilung bessere Ergebnisse. Eine Ausnahme
stellen die inkrementellen Modelle mit LMN dar, die von der geringen Parameterzahl
der lokalen Modelle in den ersten Schritten profitieren. Dies ermöglicht gegenüber
den Vergleichsmodellen eine insgesamt größere Anzahl an lokalen Modellen, was auch

Tabelle 3.3: Vergleich der Modellklassen anhand zweier Testfunktionen. Für jedes
Modell sind mit µ ± σ Mittelwert µ und Standardabweichung σ des
RMSE auf Basis zweier Testdatenverteilungen angegeben.

Test- Modell- Art RMSE · 103 RMSE · 103

funktion klasse σtest = 0.05 Sobol
Gauß Polynom Inkrementell 26.84 ± 0.75 53.82 ± 1.16
(3.3) Vergleichsmodell 27.56 ± 0.58 48.63 ± 0.01

LMN Inkrementell 13.62 ± 0.74 22.54 ± 4.14
Vergleichsmodell 49.29 ± 0.50 29.56 ± 0.04

GPM GPM-DP 0.64 ± 0.26 2.66 ± 0.64
GPM-NS 0.85 ± 0.99 4.10 ± 4.58

Vergleichsmodell 0.57 ± 0.29 0.96 ± 0.11
Fried- Polynom Inkrementell 11.22 ± 1.86 104.21 ± 0.98
man Vergleichsmodell 54.62 ± 0.36 89.76 ± 0.01
(3.4) LMN Inkrementell 6.82 ± 0.45 15.88 ± 2.60

Vergleichsmodell 21.90 ± 0.43 33.34 ± 0.05
GPM GPM-DP 0.44 ± 0.20 1.51 ± 0.51

GPM-NS 0.47 ± 0.19 1.69 ± 0.53
Vergleichsmodell 0.72 ± 0.29 1.26 ± 0.12
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für den gesamten Eingangsraum zu einer genaueren Abbildung des Prozessverhal-
tens führt. Werden die Fehler der einzelnen Modellklassen miteinander verglichen,
ist eine Verbesserung mit zunehmender Flexibilität der Modelle erkennbar. Die Poly-
nommodelle mit der geringsten Flexibilität schneiden insgesamt am schlechtesten ab,
während die GPM mit der höchsten Flexibilität zu den besten Ergebnissen führen.

Um das Verhalten der inkrementellen Modellbildung bei den verschiedenen Testfunk-
tionen zu vergleichen, werden die GPM betrachtet, da diese auf geringen Annahmen
über den betrachteten Prozess beruhen. Bei den Polynommodellen und LMN kön-
nen hingegen der polynomiale Grad oder die Abbruchbedingung im LOLIMOT-Al-
gorithmus unterschiedlich gut für die jeweilige Testfunktion geeignet sein und so die
Ergebnisse beeinflussen. Die inkrementellen GPM sind für σtest = 0.05 bei der Test-
funktion Friedman im Vorteil, während das Vergleichsmodell bei der Gaußfunktion
die besten Ergebnisse erzielt. Für die Sobol-Sequenz als Testdatenverteilung sind bei
der Testfunktion Friedman die Mittelwerte des RMSE der inkrementellen Modelle
gegenüber dem Vergleichsmodell um 20 % bei GPM-DP und 34 % bei GPM-NS er-
höht. Bei der Gaußfunktion steigen diese Fehler um 277 % bei GPM-DP und 427 %
bei GPM-NS gegenüber dem Vergleichsmodell an. Insgesamt zeigt sich somit, dass
die inkrementellen Modelle besser in der Lage sind, die funktionalen Zusammenhänge
der Testfunktion Friedman abzubilden, als die der Gaußfunktion.

Der größere Nutzen der inkrementellen Modellbildung bei der Testfunktion Fried-
man kann durch die vorliegenden Interaktionen der Eingangsgrößen in Verbindung
mit dem verwendeten Versuchsplan erklärt werden. Wird in einem Schritt i eine Ein-
gangsgröße ui in ein inkrementelles Modell einbezogen, sind alle zuvor betrachteten
Eingangsgrößen, die nicht mit ui interagieren, irrelevant für das jeweilige Teilmodell.
Relevante Informationen sind somit nur in einer Projektion des verwendeten Ver-
suchsplans Di ohne diese irrelevanten Eingangsgrößen enthalten. Durch die LHC-
Eigenschaft von Di weist jede mögliche Projektion gute raumfüllende Eigenschaften
auf (siehe Abschnitt 2.4.2) und ermöglicht auf diese Weise eine hohe Modellgüte.
Bei der Testfunktion Friedman kann diese LHC-Eigenschaft in jedem Schritt ge-
nutzt werden, da weder u2 noch u3 mit der Eingangsgröße u1 interagieren. Bei der
Testfunktion Gauß kann dieser Vorteil von ILHAD nicht genutzt werden, da alle
Eingangsgrößen miteinander interagieren.

Für alle Modellklassen sind in Tabelle 3.3 typischerweise größere Standardabweichun-
gen des RMSE für die inkrementellen Modelle als für die Vergleichsmodelle gegeben.
Dies verdeutlicht die größere Sensitivität der inkrementellen Modelle auf zufällige
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Einflüsse wie Prozessrauschen oder die Initialisierung der LHC in jedem Schritt des
inkrementellen Versuchsplans. Durch das Konstruktionsprinzip der inkrementellen
Modelle sind diese Schwankungen des RMSE bei Betrachtung des gesamten Ein-
gangsraums mit der Sobol-Sequenz größer als in der Nähe des Arbeitspunkts mit
σtest = 0.05. Für eine Untersuchung der Auswirkungen von Prozessrauschen auf die
inkrementelle Modellbildung sei auf [114] verwiesen.

Vergleich der Modellkomplexität

Neben dem Modellfehler ist die Komplexität der einzelnen Modelle von Bedeutung.
Von mehreren Modellen mit vergleichbarer Güte ist typischerweise dasjenige zu be-
vorzugen, das die geringste Komplexität aufweist. Dieses Prinzip wird als Ockhams
Rasiermesser bezeichnet und führt zu einer höheren Interpretierbarkeit, einer grö-
ßeren Robustheit und einem geringeren Speicherbedarf der Modelle [23]. Tabelle 3.4
stellt die Komplexität der verschiedenen Modelle anhand der Anzahl an lokalen
Modellen und Parametern gegenüber. Hierbei sind exemplarisch die Modelle aus
Tabelle 3.3 aufgeführt, die zur Modellierung der Gaußfunktion dienen.

Für das inkrementelle Polynommodell und GPM-NS ist jeweils dieselbe Anzahl an
Modellparametern gegeben wie für das jeweilige Vergleichsmodell. Bei GPM-DP
ist die Anzahl an Modellparametern durch die zusätzlichen Dummy-Punkte in den
Schritten i ≥ 2 erhöht. Zu beachten ist, dass die effektive Anzahl an Parametern
bei allen GPM durch die Regularisierung verringert wird und so von den jeweili-
gen Hyperparametern des GPM abhängt [80]. Bei einem inkrementellen Modell mit

Tabelle 3.4: Anzahlen an lokalen Modellen und Parametern der in Tabelle 3.3 zur
Modellierung der Gaußfunktion verwendeten Modelle.

Modellklasse Art Anzahl lokaler Modelle Anzahl Parameter
Polynom Inkrementell / 10

Vergleichsmodell / 10
LMN Inkrementell 22 72

Vergleichsmodell 19 76
GPM GPM-DP / 221

GPM-NS / 121
Vergleichsmodell / 121
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LMN besitzt ein lokal affines Modell, das in einem Schritt i erstellt wird, i + 1 Para-
meter. Ein lokal affines Modell des Vergleichsmodells besitzt hingegen immer p + 1
Parameter. Bei gleicher Anzahl an lokalen Modellen sind somit insgesamt weniger
effektive Parameter in einem inkrementellen Modell enthalten. Dies ermöglicht dem
inkrementellen Modell mit einer gegebenen Anzahl an Versuchspunkten mehr lokale
Modelle zu erstellen als das Vergleichsmodell.

3.4.2 Berücksichtigung von Prozesswissen

In der praktischen Durchführung von Versuchen müssen unweigerlich Annahmen
über den betrachteten Prozess getroffen werden, die Auswirkungen auf die Versuchs-
durchführung und die Modellbildung haben. Das hierzu eingesetzte Prozesswissen
trägt dazu bei, erfolgreiche Versuche durchzuführen und eine hohe Modellqualität
zu erzielen [77]. Folgende Aufgaben der experimentellen Modellbildung sind in be-
sonderem Maße von diesem Wissen abhängig:

1. Auswahl der im Versuch betrachteten Eingangsgrößen,
2. Definition der zulässigen Bereiche im Eingangsraum,
3. Auswahl eines Versuchsplans bzw. einer Modellstruktur (z. B. bei optimalen

Versuchsplänen).

Durch das schrittweise Vorgehen der ILHAD-Methodik müssen diese Aufgaben nicht
im Vorfeld der Versuche abgeschlossen sein, sondern können für jeden einzelnen
Schritt bearbeitet und angepasst werden. Hierbei kann auf Wissen zurückgegrif-
fen werden, das bereits in den vorherigen Schritten über den Prozess erlangt wurde.
Somit ergeben sich folgende Anpassungen der zuvor aufgeführten Aufgaben:

1. Anstatt alle betrachteten Eingangsgrößen auszuwählen, wird vor Beginn der
Versuche eine Rangfolge der Eingangsgrößen gemäß ihrer Bedeutung für den
Prozess festgelegt. Mit einer sinnvoll gewählten Rangfolge kann bei vielen Pro-
zessen bereits in wenigen Schritten eine hohe Modellgüte erzielt werden. Die
Sicherheit, mit der die Bedeutung einer Eingangsgröße beurteilt werden kann,
kann zusätzlich in die Rangfolge einfließen. Eingangsgrößen, bei denen eine
große Unsicherheit über die Bedeutung besteht, können in der Rangfolge an
hintere Positionen verschoben werden. Dies ermöglicht, diese Größen vorerst
unberücksichtigt zu lassen und nur bei Bedarf in das inkrementelle Modell auf-
zunehmen. Bei einer Vorauswahl müssten solche Größen direkt im Versuchsplan
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berücksichtigt werden, um keine potentiell wesentlichen Einflüsse zu vernach-
lässigen, was die Dimensionalität und den Versuchsaufwand steigert.

2. Viele Prozesse weisen Grenzwerte der Ausgangsgrößen auf, die nicht unter- oder
überschritten werden dürfen. Für einen Versuchsplan muss daher der zulässi-
ge Eingangsraum definiert werden. Die Komplexität dieser Aufgabe nimmt mit
steigender Dimensionalität des Eingangsraums zu, da die überlagerten Auswir-
kungen einer zunehmenden Anzahl an Eingangsgrößen beurteilt werden müs-
sen. Die ILHAD-Methodik vereinfacht die Festlegung von zulässigen Bereichen
durch die niedrige Dimensionalität in den ersten Schritten. Zusätzlich kann
in den Schritten i ≥ 2 auf Wissen aus vorherigen Schritten zurückgegriffen
werden, das bereits durch das inkrementelle Modell abgebildet ist. Kritische
Bereiche im Eingangsraum, in denen die Ausgangsgröße Werte in der Nähe
vorgegebener Grenzwerte aufweisen, können in einem Schritt i anhand des ak-
tuellen Modells bestimmt werden. Im nächsten Schritt i+1 müssen hauptsäch-
lich die Auswirkungen der zusätzlichen Eingangsgröße ui+1 in diesen Bereichen
beurteilt werden, was die Definition des zulässigen Eingangsraums erleichtert.

3. Der inkrementelle Versuchsplan ist durch seine in jedem Schritt raumfüllende
Eigenschaft für verschiedene Modellklassen geeignet und ermöglicht es, ver-
schiedene inkrementelle Modelle zu erstellen und zu vergleichen. Auf diese
Weise können die Vorteile der einzelnen Modellklassen wie die einfache Inter-
pretierbarkeit der Polynommodelle, die Detektion von Nichtlinearitäten mit-
hilfe der durch LOLIMOT erstellten LMN-Partitionen und die Unterscheidung
von Haupteffekten und Interaktionen zwischen den Eingangsgrößen anhand der
Kernel-Standardabweichungen des GPM kombiniert werden.

Eine zusätzliche Aufgabe in der ILHAD-Methodik, die auf der Grundlage von Pro-
zesswissen erfolgen muss, ist die Festlegung des Arbeitspunkts. Durch das Konstruk-
tionsprinzip des inkrementellen Versuchsplans und die Teilmodellstrukturen kann ei-
ne hohe Güte eines inkrementellen Modells in der Nähe dieses Arbeitspunkts erwartet
werden. Trotzdem wird durch die Wahl des Arbeitspunkts auch die Modellqualität
im gesamten Eingangsraum beeinflusst, wenn Interaktionen zwischen den Eingangs-
größen vorliegen. Je nach Wahl des Arbeitspunkts können mit einem inkrementellen
Modell funktionale Zusammenhänge mit unterschiedlicher Komplexität erfasst und
abgebildet werden. Bild 3.19 stellt solche unterschiedlich komplexen funktionalen
Zusammenhänge am Beispiel der Testfunktion Friedman gemäß Gleichung (3.4) dar,
wobei die Koordinate ū3 des Arbeitspunkts variiert wird. Bei der Wahl des Arbeits-
punkts sollten daher zwei Ziele abgewogen werden. Zum einen sollte der Arbeitspunkt
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(a) Testfunktion mit u3 = ū3 = 0.1 (b) Testfunktion mit u3 = ū3 = 0.9

Bild 3.19: Testfunktion Friedman für verschiedene Werte der Koordinate des Ar-
beitspunkts ū3. Hieraus ergeben sich funktionalen Zusammenhänge mit
unterschiedlicher Komplexität, die approximiert werden müssen.

aufgrund der in dessen Nähe zu erwartenden hohen Güte möglichst repräsentativ für
die spätere Verwendung des Modells sein. Zum anderen sollte er so gewählt werden,
dass jedes Teilmodell funktionale Zusammenhänge mit einer angemessenen Komple-
xität abbilden kann.

3.4.3 Praktische Anwendbarkeit

Eine erfolgreiche experimentelle Modellbildung hängt wie in Abschnitt 3.4.2 beschrie-
ben in hohem Maße von dem verfügbaren Prozesswissen ab. Die in diesem Kapitel
vorgestellte ILHAD-Methodik bietet einen intuitiven Zugang, um dieses Prozesswis-
sen in den Modellbildungsprozess einfließen zu lassen. Hierzu trägt die geringe Di-
mensionalität des Eingangsraums in den ersten Schritten bei. Insbesondere sind die
Versuchspläne für i ≤ 3 und das Modellverhalten für i ≤ 2 einfach visualisierbar.
Die ILHAD-Methodik ermöglicht somit in den ersten Schritten ein Verständnis des
grundlegenden Prozessverhaltens. Zwar existieren zahlreiche Methoden zur Visuali-
sierung hochdimensionaler Daten [69], allerdings sind diese Darstellungen schwer zu
interpretieren und führen stets zu einem Informationsverlust.

Eigenschaften zur Erzielung eines geringen Modellierungsaufwands

Die Anzahl an Schritten muss bei ILHAD nicht im Vorfeld der Versuche festgelegt
werden. Dies ermöglicht es, die Eignung eines inkrementellen Modells für die prak-
tische Anwendung nach jedem Schritt zu evaluieren. Indem nur so viele Schritte
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durchgeführt und damit Eingangsgrößen betrachtet werden, wie notwendig, wird ei-
ne geringe Dimensionalität des Eingangsraums erreicht. Dies führt zu einer geringen
Komplexität des inkrementellen Modells und trägt zur Interpretierbarkeit bei.

Eine bedeutende Aufgabe bei der Durchführung von Versuchen ist die Einstellung der
Eingangsgrößen. Schwer veränderbare Eingangsgrößen, wie beispielsweise eine Tem-
peratur, die sich mit einer großen Zeitkonstante ändert, oder Eigenschaften eines
Werkzeugs, das manuell getauscht werden muss, können einen hohen Stellaufwand
verursachen. ILHAD ermöglicht es, diesen Stellaufwand gegenüber klassischen Ver-
suchsplänen zu reduzieren, indem solche Eingangsgrößen erst in späteren Schritten
in das Modell einbezogen werden. In den vorherigen Schritten, in denen diese Größen
auf dem Wert eines Arbeitspunkts konstant gehalten werden, ist nur eine einmalige
Einstellung notwendig.

In der inkrementellen Modellstruktur werden die einzelnen Teilmodelle nacheinander
erstellt und bleiben trotz der Erweiterung durch zusätzliche Teilmodelle unverändert.
Dies ermöglicht einen geringen Rechenaufwand bei der Modellerstellung, da jeweils
nur wenig Modellparameter bestimmt werden müssen. Damit ist diese Methode auch
für große Versuchsumfänge geeignet, wenn beispielsweise vollautomatische Messun-
gen durchgeführt werden können.

Einschränkungen der Anwendbarkeit

Die inkrementelle Modellstruktur kann beim Vorliegen von Grenzen im Eingangs-
raum, wie sie beispielsweise bei der Modellierung des Bitumenofens in Abschnitt 5.2.1
gegeben sind, zu einer Extrapolation von Teilmodellen führen. Bild 3.20 verdeut-
licht dieses Problem für die ersten beiden Schritte der inkrementellen Modellbildung.
Durch die gewählte Koordinate des Arbeitspunkts ū2 = 1 und die gegebene Grenze
im Eingangsraum (blaue Markierung) wird das Teilmodell f1 nur mit Trainingsda-
ten aus dem Wertebereich u1 ∈ [0, 0.5] trainiert. Für das Modell f2 sind für u2 < 1
auch Werte im Bereich u1 ∈ (0.5, 1] zulässig, in denen das Modell f1 extrapoliert.
Durch die additive Überlagerung aller Teilmodelle in der inkrementellen Modellstruk-
tur (vgl. Bild 3.5) müssen Abweichungen, die aus der Extrapolation des Modells f1

resultieren, durch das Modell f2 ausgeglichen werden, was insbesondere bei komple-
xem Extrapolationsverhalten problematisch ist. Aus diesem Grund sind bei starken
Einschränkungen Teilmodellstrukturen wie LMN mit einer Nullstellenfunktion auf
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Eingangsraum im Schritt i = 1
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Bild 3.20: Der Eingangsraum im ersten Schritt (oben) ist ein Unterraum (orange
Markierung) des Eingangsraums im zweiten Schritt (unten). Die Grenze
(blau) führt zusammen mit der Koordinate ū2 = 1 des Arbeitspunkt zu
einem großen Extrapolationsbereich des Modells f1 (grau).

Basis von B-Splines zu bevorzugen, die ein lineares Extrapolationsverhalten aufwei-
sen. Auch GPM mit lokalen Kernel-Funktionen sind hierbei vorteilhaft, da deren
Modellausgänge bei Extrapolation gegen null streben. Prinzipiell ist eine Extrapo-
lation für alle zuvor erstellten Teilmodelle zu vermeiden. Hierzu sollten die Grenzen
bei der Wahl des Arbeitspunkts berücksichtigt werden, sodass insbesondere für die
zuerst betrachteten Eingangsgrößen möglichst geringe Einschränkungen vorliegen.

Sind sehr viele Eingangsgrößen hochrelevant, ist ein inkrementelles Modell nur be-
dingt geeignet. So führt die additive Modellstruktur dazu, dass sich Fehler der ein-
zelnen Teilmodelle insbesondere beim Vorliegen von starkem Prozessrauschen auf-
summieren. Eine Korrektur dieser Fehler durch ein nachfolgend erstelltes Teilmodell
ist aufgrund der verminderten Punktdichte bei höherer Dimensionalität nicht ziel-
führend. Daher wird eine solche Korrektur durch die geforderte Eigenschaft, dass ein
Teilmodell den Modellausgang im zuvor betrachteten Unterraum nicht verändern
darf, ausgeschlossen. Die inkrementelle Modellbildung ist aus diesem Grund für Pro-
zesse mit vielen Eingangsgrößen und starkem Prozessrauschen ungeeignet [114].

3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Incremental Latin Hypercube Additive Design (ILHAD)
Methode zur Versuchsplanung und Modellbildung beschrieben, die sich insbesonde-
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re für eine Anwendung bei bestehenden mechatronischen Prozessen wie z. B. indu-
striellen Fertigungsanlagen eignet. Das Prozessverhalten wird ausgehend von einem
Arbeitspunkt schrittweise erfasst und modelliert, wobei in jedem Schritt eine zusätz-
liche Eingangsgröße einbezogen wird. Beginnend mit nur einer Eingangsgröße steigt
die Dimensionalität des betrachteten Eingangsraums mit jedem Schritt an. Für den
jeweiligen Eingangsraum wird mittels eines optimierten Latin Hypercubes (LHC)
ein raumfüllender Versuchsplan erstellt. Die auf Basis dieses Versuchsplans erfassten
funktionalen Zusammenhänge werden dann durch ein Teilmodell abgebildet und die-
ses Teilmodell additiv zu einem Gesamtmodell hinzugefügt. Das Gesamtmodell wird
somit in jedem Schritt um weitere Informationen ergänzt und verbessert.

Für die Teilmodelle wurden mit Polynommodellen, lokalen Modellnetzen (LMN) und
Gaußprozessmodellen (GPM) verschiedene Modellklassen untersucht. Dabei wurden
die Teilmodellstrukturen so erweitert, dass das Gesamtmodell im zuvor betrachteten
Unterraum des Eingangsraums nicht verändert wird, also das vorherige Modell in
seinem Gültigkeitsbereich nicht verfälscht wird. Des Weiteren können Informationen
aus den Teilmodellen extrahiert werden, die die folgenden Schritte der inkrementel-
len Modellbildung unterstützen und eine Validierung des Modells ermöglichen. Es
wurde gezeigt, dass Informationen über die Nichtlinearitäten des betrachteten Pro-
zesses zur Verbesserung des inkrementellen Versuchsplans genutzt werden können.
Hierzu wurden die Partitionsgrenzen der LMN ausgewertet und für eine Transfor-
mation der LHC-Stufen im nächsten Schritt verwendet. Für Teilmodelle auf Basis
von GPM wurde eine Möglichkeit aufgezeigt, Interaktionen zwischen den Eingangs-
größen anhand der Standardabweichungen der Kernel-Funktion zu detektieren, was
zur Steigerung des Prozesswissens beiträgt.

Die Methodik wurde anhand von Simulationen evaluiert und die Ergebnisse an-
hand eines Vergleichsmodells für jede Modellklasse bewertet. Diese Vergleichsmodel-
le wurden in einem Schritt auf Basis von optimierten LHC mit derselben Anzahl an
Datenpunkten wie in den jeweiligen inkrementellen Versuchsplänen erstellt und re-
präsentieren ein klassisches Vorgehen zur experimentellen Modellbildung. Es wurde
gezeigt, dass inkrementelle Modelle in der Lage sind, eine vergleichbare oder hö-
here Modellgüte in Bereichen um den Arbeitspunkt zu erzielen wie die jeweiligen
Vergleichsmodelle. Dies setzt voraus, dass eine moderate Anzahl an Schritten durch-
geführt wird, geringes Prozessrauschen vorliegt und das notwendige Prozesswissen
korrekt eingebracht wird. Auf dem Prozesswissen beruhen unter anderem die Aus-
wahl eines Arbeitspunkts, die Definition einer Rangfolge der Eingangsgrößen und die
Festlegung der Anzahlen an Versuchspunkten in den einzelnen Schritten.



3 Inkrementelle Modellbildung 83

Insgesamt zielt die inkrementelle Modellbildung darauf ab, den Aufwand in der prak-
tischen Anwendung gegenüber klassischen Verfahren zur experimentellen Modellbil-
dung deutlich zu reduzieren, wobei die Einbußen der Modellgüte möglichst gering
ausfallen sollen. Die gute praktische Anwendbarkeit wird durch die schrittweise an-
steigende Dimensionalität und damit Komplexität der Versuchsplanung und Modell-
bildung erzielt. Insbesondere in den ersten Schritten ist auf diese Weise eine einfache
Versuchsdurchführung und Bewertung der Ergebnisse z. B. durch eine Visualisierung
des Modellausgangs möglich. Da in jedem Schritt ein Prozessmodell vorliegt, dass
das Verhalten des Prozesses in Abhängigkeit der bisher betrachteten Eingangsgrößen
abbildet, kann das Vorgehen jederzeit beendet werden. Auf diese Weise kann mit der
inkrementellen Modellbildung bereits in wenigen Schritten ein für die praktische An-
wendung geeignetes Modell erstellt werden, das durch eine geringe Dimensionalität
einfach zu interpretieren ist und eine geringe Anzahl an Versuchspunkten benötigt.
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4 Versuchsplanung für
zusammengesetzte Einheiten

In vielen realen Prozessen werden Gesamtsysteme aus mehreren Komponenten zu-
sammengesetzt. Jede der verwendeten Komponenten wird durch einen festen Satz
an Merkmalen beschrieben und beeinflusst die Eigenschaften des Gesamtsystems,
sodass aus unterschiedlichen Kombinationen der Komponenten unterschiedliche Ge-
samtsysteme resultieren. Diese Art von Problemstellung erfordert angepasste Ver-
suchsplanungsmethoden, um in der praktischen Anwendung einen akzeptablen Ver-
suchsaufwand zu erzielen. Hierzu wird in diesem Kapitel ein Vorgehen beschrieben,
das mit einem geringen Versuchsaufwand möglichst viele Informationen über einen
solchen Prozess erfasst. Im Folgenden werden Montageprozesse als Anwendung für
diese Art der Versuchsplanung betrachtet. Ein solcher Montageprozess, in dem zwei
unterschiedlich lange Stangen (Komponenten) rechtwinklig zueinander zu Baugrup-
pen (Gesamtsysteme) kombiniert werden, ist schematisch in Bild 4.1 dargestellt. Die
Versuchsplanungsaufgabe besteht darin, aus allen möglichen Baugruppen diejenigen
auszuwählen, die in den Versuchen montiert werden sollen. Die Methodik kann aber
auch auf andere Arten von Prozessen angewendet werden, in denen Gesamtsysteme

Komponenten

Kombination

Mögliche Baugruppen

Bild 4.1: Beispiel für einen einfachen Montageprozess, in dem zwei Stangen mit un-
terschiedlichen Längen rechtwinklig zueinander montiert werden.
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aus mehreren Komponenten zusammengesetzt werden. Denkbar wäre z. B. die Kreu-
zung von Pflanzen oder die Mischung von Vorprodukten, wie sie bei der Entwicklung
von Lebensmitteln oder Baustoffen erfolgt.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert: Zunächst wird in Abschnitt 4.1 in das Thema ein-
geführt und Vorarbeiten aufgezeigt. Die entwickelte Versuchsplanungsmethodik wird
in Abschnitt 4.2 beschrieben, wobei ein lokaler und ein globaler Optimierungsalgo-
rithmus verglichen werden. In Abschnitt 4.3 wird ein alternatives Optimierungskrite-
rium betrachtet, mit dem möglichst ähnliche Punkte in einem Versuchsplan erzeugt
werden können. Diese ähnlichen Punkte tragen zu einer verbesserten Schätzung der
Rauschvarianz bei. Als Maßnahme zur Reduzierung des Versuchsaufwands wird in
Abschnitt 4.4 ein Verfahren zur Punktselektion erläutert, das sequentiell die Punkte
aus dem Versuchsplan entfernt, von denen der geringste Informationsgewinn erwartet
wird. Abschnitt 4.5 beschäftigt sich mit der Montage von rotationssymmetrischen
Komponenten und bezieht deren rotatorische Ausrichtung in die Versuchsplanung
mit ein. Das Kapitel endet mit der Zusammenfassung der wichtigsten Erkenntnisse
in Abschnitt 4.6. Eine reale Anwendung dieses Verfahrens ist am Beispiel einer Trom-
melmontage für Waschmaschinen in Abschnitt 5.3 zu finden. Teile dieses Kapitels
wurden bereits in Form der Konferenzbeiträge [115, 116] veröffentlicht.

4.1 Einführung

Montageprozesse werden vielfältig in der Industrie eingesetzt. Hierbei werden Bau-
gruppen aus mehreren Komponenten montiert, wobei verschiedene Verbindungsver-
fahren wie zum Beispiel Schrauben, Nieten oder Schweißen zum Einsatz kommen
können. Die Eigenschaften der resultierenden Baugruppe werden zum einen durch
den Montageprozess selbst und die dabei verwendeten Prozessparameter (z. B. An-
zugsmoment einer Schraubverbindung oder Schweißparameter), zum andern durch
die Merkmale der verwendeten Komponenten (z. B. Abmessungen oder Materialei-
genschaften) beeinflusst. Zur systematischen Untersuchung der Einflüsse von Pro-
zessparametern ist der Einsatz von klassischen Versuchsplanungsmethoden, wie z. B.
faktoriellen oder D-optimalen Versuchsplänen üblich [19, 74]. Auch die in Kapitel 3
beschriebene inkrementelle Modellbildung kann hierfür verwendet werden. Für die
Untersuchung der Einflüsse der Komponenten sind diese Methoden zumeist nicht
geeignet, da eine freie Platzierung von Datenpunkten zumindest auf diskreten Stu-
fen der Merkmale erforderlich ist [77]. Bild 4.2a stellt ein klassisches Vorgehen mit
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Erstellung einer
optimalen Datenverteilung
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Bild 4.2: Gegenüberstellung eines klassischen Vorgehens zur Versuchsplanung und
des in diesen Kapitel gewählten Vorgehens am Beispiel des Montageprozes-
ses aus Bild 4.1.

einem raumfüllenden Versuchsplan dar, in dem die Punkte frei platziert wurden.
Experimente mit einem solchen Versuchsplan würden jedoch eine Anfertigung spe-
zieller Komponenten mit den im Versuchsplan festgelegten Merkmalsausprägungen
erfordern. Bei vielen Montageprozessen ist eine Anfertigung solcher Komponenten
nicht möglich. So können Merkmale nicht in der geforderten Genauigkeit realisiert
werden, oder dies würde zu hohen Kosten führen.

Eine Möglichkeit, um kosteneffiziente Versuche an Montageprozessen durchzuführen,
ist in Bild 4.2b dargestellt, wobei reguläre Komponenten aus einer laufenden Pro-
duktion verwendet werden. Die Komponenten eines jeden Typs bilden einen Kompo-
nentensatz, in dem jede Einzelkomponente durch die Fertigungsstreuung individuelle
Merkmalsausprägungen besitzt. Unterschiedliche Kombinationen dieser Komponen-
ten führen zu unterschiedlichen Datenverteilungen.

Können Baugruppen montiert und wieder demontiert werden, ohne die Eigenschaften
der Komponenten zu verändern, ist der Einsatz klassischer Versuchsplanungsverfah-
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ren möglich, um verschiedene Kombinationen dieser Komponenten zu untersuchen.
In [14] ist ein solches Vorgehen am Beispiel einer Einspritzdüse beschrieben, wo-
bei ein vollfaktorieller Versuchsplan verwendet wird, um mittels statistischer Tests
fehlerhafte Komponenten zu identifizieren. Ist eine Demontage nicht ohne Verände-
rungen an den Komponenten möglich, müssen angepasste Versuchsplanungsmethode
verwendet werden. Eine solche Methode mit einmaliger Verwendung von Kompo-
nenten aus gegebenen Sätzen ist in [98] beschrieben und dient zur Erstellung von
D-optimalen Versuchsplänen. Hierzu wird ein Austauschalgorithmus verwendet, der
mit der Fedorov-Methode mögliche Tauschvorgänge hinsichtlich der Verbesserung der
D-Optimalität bewertet und denjenigen mit der besten Bewertung durchführt. Zu-
sätzlich liegt ein Schwerpunkt auf der Einbeziehung von Merkmalen, die sich aus
geometrischen Beziehungen zwischen mehreren Komponenten ergeben. In [4] ist eine
alternative Strategie zur Erstellung von D-optimalen Versuchsplänen für Montage-
prozesse beschrieben, die einen genetischen Algorithmus verwendet. Hierbei stellt die
hohe Anzahl an Hyperparametern eine Herausforderung dar. Beide Verfahren werden
in [97] anhand der Montageprozesse einer Hydraulikpumpe und eines Schallwandlers
verglichen, wobei der Austauschalgorithmus insgesamt bessere Ergebnisse erzielt.

Ziel der in diesem Kapitel vorgestellten Versuchsplanungsmethodik ist es, die best-
möglichen Kombinationen aus gegebenen Komponentensätzen zu erzeugen, wobei
jede Komponente nur einmal verwendet wird. Die resultierenden Datenverteilungen
sollen den Eingangsraum möglichst gleichmäßig abdecken. Auf diese Weise soll der
funktionale Zusammenhang zwischen den Merkmalen der verwendeten Komponen-
ten und den resultierenden Eigenschaften der Gesamtbaugruppe mit einer möglichst
hohen Güte und einem für die industrielle Praxis akzeptablen Versuchsaufwand da-
tenbasiert modelliert werden können.

4.2 Versuchsplanungsmethodik

Die nachfolgend beschriebene Versuchsplanungsmethodik zielt darauf ab, mit gerin-
gem Aufwand in der praktischen Anwendung möglichst viele Informationen über
einen Montageprozess zu erlangen, in dem eine Baugruppe aus I verschiedenen
Komponententypen zusammengesetzt wird. Hierzu werden ausschließlich gegebene
Sätze an Komponenten verwendet, die jeweils Komponenten eines Typs enthal-
ten. Bild 4.3 zeigt die Zusammenstellung einer Baugruppe aus gegebenen Kom-
ponentensätzen. Ein Komponentensatz mit N Komponenten eines Typs wird als
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Bild 4.3: Erstellung einer Baugruppe aus gegebenen Komponentensätzen.

Menge Ci = {ci(1), ci(2), · · · , ci(N)} beschrieben, wobei ci(k) mit i = 1, 2, · · · , I

und k = 1, 2, · · · , N eine Einzelkomponente bezeichnet. Eine Baugruppe P(k) =
{c1(k1), c2(k2), · · · , cI(kI)} mit ki ∈ {k ∈ N | 1 ≤ k ≤ N} ∀ i = 1, 2, · · · , I ist eine
spezifische Kombination von Einzelkomponenten und besteht aus je einer Kompo-
nente jeden Typs.

Die Aufgabe der Versuchsplanung ist die Erstellung von Kombinationen aller Ein-
zelkomponenten, sodass alle Baugruppen gemeinsam eine optimale Datenverteilung
bilden. Bild 4.4 stellt beispielhaft diese Versuchsplanungsaufgabe zur Erstellung von
N = 3 Baugruppen aus I = 2 Komponententypen dar. Komponenten werden aus
den gegebenen Mengen C1 und C2 ohne zurücklegen gezogen und zu den Baugrup-
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Bild 4.4: Darstellung der Versuchsplanungsaufgabe (DoE) für Baugruppen aus zwei
verschiedenen Komponenten mit zufälligen Merkmalsausprägungen und zu-
fälliger Zuordnung der Komponenten zu den Baugruppen [115].
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pen P(1), P(2) und P(3) kombiniert. Die Komponenten des Typs C1 werden hierbei
durch zwei Merkmale u1 und u2 und die Komponenten in C2 durch ein Merkmal u3

beschrieben. Alle Merkmale der verwendeten Komponenten u1, u2, u3 sind zugleich
Merkmale der resultierenden Baugruppe. Die Anzahl an betrachteten Merkmalen
eines Komponententyps i wird im Folgenden mit mi ∈ N bezeichnet. Aus deren
Summe ergibt sich die Dimensionalität des Eingangsraums zu

p =
I∑

i=1
mi. (4.1)

Jede Baugruppe P(k), die sich aus der Kombination ihrer Einzelkomponenten er-
gibt, entspricht einem Punkt u(k) = [u1(k) u2(k) · · · up(k)]T mit k = 1, 2, · · · , N

im p-dimensionalen Eingangsraum, wobei uj(k) mit j = 1, 2, · · · , p die einzelnen
Merkmale bezeichnet. Die N Datenpunkte aller Baugruppen können zeilenweise in
einer Datenmatrix

X =

u1(1) u2(1) · · · up(1)
u1(2) u2(2) · · · up(2)

... ... ...
u1(N) u2(N) · · · up(N)







u1(1) u2(1) · · · up(1)
u1(2) u2(2) · · · up(2)

... ... ...
u1(N) u2(N) · · · up(N)

Datenpunkt u(2)

Merkmal u2

(4.2)

zusammengefasst werden, wobei exemplarisch eine Spalte und eine Zeile dieser Ma-
trix hervorgehoben sind. Jede Spalte enthält alle Ausprägungen eines Merkmals uj,
die durch die zur Verfügung stehenden Einzelkomponenten eines Typs festgelegt sind.
Mit der Datenmatrix wir das spezielle Versuchsplanungsproblem für kombinierbare
Einheiten in eine Standardform überführt. Auf diese Weise wird die Verwendung
üblicher Methoden, z. B. zur Bewertung der Datenverteilungen ermöglicht.

Randbedingungen

Im Gegensatz zu klassischen Versuchsplanungsverfahren ergeben sich bei der Be-
trachtung von zusammengesetzten Einheiten mehrere Randbedingungen, die berück-
sichtigt werden müssen, um einen gültigen Versuchsplan zu erhalten. So dürfen in
den Versuchspunkten ausschließlich die vorgegebenen Merkmalsausprägungen der
Komponenten verwendet werden. Da jede Komponente nur in genau einer Bau-
gruppe verbaut werden kann, definiert diese Merkmalsausprägungen in genau einer
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Zeile der Datenmatrix. Bild 4.5 stellt die hieraus resultierenden Einschränkungen
anhand eines Montageprozesses von zwei Komponenten, die durch jeweils ein Merk-
mal beschrieben werden, dar. Ausgehend von einem initialen Versuchsplan in (a)
sind alle Permutationen der Komponenten in (b) dargestellt. Hierbei handelt es sich
um alle Versuchspunkte, die prinzipiell aus den gegebenen Sätzen an Komponenten
erzeugt werden können. Im Beispiel sind keine Merkmalsausprägungen im Bereich
um u1 = 0.5 gegeben, sodass hier in jedem Versuchsplan eine Lücke verbleibt. Ein
gültiger Versuchsplan in (c) ist eine Untermenge mit N Elementen dieser möglichen
Menge an Versuchspunkten, wobei jede gegebene Komponente als Randbedingung in
nur genau einer Baugruppe verwendet werden kann. Zusätzlich muss durch den Ver-
suchsplanungsalgorithmus sichergestellt werden, dass bei Komponenten i mit meh-
reren Merkmalen mi > 1 die gegebenen Kombinationen an Merkmalsausprägungen
erhalten bleiben. Dies ist beispielsweise in Bild 4.4 für den Komponententyp C1 mit
den Merkmalen u1 und u2 notwendig.

Optimierung

Für die Optimierung von Versuchsplänen können zahlreiche Algorithmen verwendet
werden. So wurden beispielsweise D-optimale Versuchspläne mittels lokaler Opti-
mierungsverfahren [81], genetischer Algorithmen [76] oder Simulated Annealing [43]
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0.5

1

Initialer Versuchsplan

(a)
0 0.5 1

0

0.5

1

Mögliche Permutationen

(b)
0 0.5 1

0

0.5

1

Gültiger Versuchsplan

(c)

Bild 4.5: Aus einem initialen Versuchsplan (a) mit zwei Komponenten, die jeweils
durch ein Merkmal beschrieben werden, werden alle möglichen Permutatio-
nen (b) erzeugt. Diese Punkte können prinzipiell auf Basis des gegebenen
Satzes an Komponenten realisiert werden. Ein gültiger Versuchsplan (c) ist
eine Auswahl dieser Punkte, wobei zu berücksichtigen ist, dass jede Kom-
ponente nur in genau einer Baugruppe verbaut werden kann.
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erstellt. Diese Verfahren können prinzipiell auch auf das Versuchsplanungsproblem
für zusammengesetzte Einheiten angewandt werden. Nachfolgend werden ein loka-
les (Abschnitt 4.2.1) und ein globales Optimierungsverfahren (Abschnitt 4.2.2) zur
Erstellung von Versuchsplänen für zusammengesetzte Einheiten beschrieben. Beide
Verfahren zielen darauf ab, raumfüllende Versuchspläne zu erstellen, wobei die zuvor
genannten Randbedingungen berücksichtigt werden.

4.2.1 Lokaler Suchalgorithmus

Lokale Suchalgorithmen stellen eine häufig verwendete Klasse von Optimierungs-
verfahren für kombinatorische Optimierungsprobleme dar. Diese heuristischen Ver-
fahren zielen darauf ab, ein hinreichend gutes lokales Optimum in akzeptabler Re-
chenzeit zu finden. Hierzu werden ausgehend von einer Startlösung benachbarte Lö-
sungen systematisch durchsucht und bei einer Verbesserung des Optimierungskri-
teriums übernommen. Dieses Vorgehen wird iterativ fortgesetzt, bis beispielsweise
keine signifikante Verbesserung des Optimierungskriteriums mehr erzielt wird [75].
Eine Möglichkeit, um benachbarte Lösungen zu erzeugen, ist die Durchführung von
Tauschvorgängen. So tauscht der in Abschnitt 2.4.2 beschriebene EDLS-Algorithmus
Koordinaten von Versuchspunkten, um einen gegebenen Versuchsplan zu optimieren.
Da die Merkmalsausprägungen bei diesen Koordinatentauschvorgängen erhalten blei-
ben, ist dieser Algorithmus direkt zur Erstellung von Versuchsplänen für zusammen-
gesetzte Einheiten geeignet. Allerdings darf dann jede Komponente nur durch exakt
ein Merkmal mi = 1 ∀ i = 1, 2, · · · , I beschrieben werden.

Erweiterung auf mehrere Merkmale pro Komponente

Für viele reale Anwendungen ist die Beschränkung auf ein Merkmal pro Kompo-
nente unzureichend. Aus diesem Grund wird der Koordinatentauschmechanismus im
EDLS-Algorithmus zu einem Komponententauschmechanismus erweitert. Bei einem
Tauschvorgang wird für alle mi Merkmale einer Komponente dieselbe Tauschope-
ration durchgeführt, sodass die durch eine Komponente definierte Kombination an
Merkmalsausprägungen erhalten bleibt. In Bild 4.6 ist eine Abfolge von Komponen-
tentauschvorgängen und deren Auswirkung auf die Datenmatrix (X1, X2 und X3)
dargestellt. Zusätzlich ist die minimale Punktdistanz dmin (siehe Gleichung 2.21)
angegeben, die durch den EDLS-Algorithmus maximiert wird. Das Beispiel basiert
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u1 u2 u3

4.2 3.4 4.9
7.8 1.2 7.2
2.7 4.4 3.5
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P(3)

C1 C2
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4.2 3.4 4.9
7.8 1.2 3.5
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P(2)
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u1 u2 u3
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2.7 4.4 7.2

P(1)
P(2)
P(3)

C1 C2

X1 X2 X3

dmin = 2.28 dmin = 2.92 dmin = 4.12

Bild 4.6: Beispielhafte Tauschvorgänge von Komponenten und deren Auswirkungen
auf die Datenmatrix für den in Bild 4.4 dargestellten Montageprozess.

auf dem in Bild 4.4 beschriebenen Montageprozess und dem dort dargestellten Ver-
suchsplan. Im ersten Schritt erfolgt ein Tausch einer Komponente des Typs C2 zwi-
schen den Baugruppen P(2) und P(3). Da hiervon mit u3 nur ein Merkmal betroffen
ist, entspricht der Komponententausch einem Koordinatentausch des ursprünglichen
EDLS-Algorithmus. Im zweiten Schritt wird eine Komponente des Typs C1 zwischen
den Baugruppen P(1) und P(2) getauscht, die durch m1 = 2 Merkmale beschrieben
wird. Bei diesem Tauschvorgang werden die Ausprägungen der Merkmale u1 und u2

gemeinsam getauscht. Beide Optimierungsschritte führen zu einer Vergrößerung der
minimalen Punktdistanz dmin und bewirken somit eine Verbesserung des Versuchs-
plans.

Demonstration an einem einfachen Montageprozess

Eine Anwendung des lokalen Suchalgorithmus für zusammengesetzte Einheiten ist
am Beispiel eines Montageprozesses mit I = 2 Komponententypen, die durch jeweils
zwei Merkmale m1 = m2 = 2 beschrieben werden, in Bild 4.7 dargestellt. Alle N = 8
Versuchspunkte sind in (a) entlang einer Diagonalen im Eingangsraum initialisiert,
sodass dieser Versuchsplan in Bezug auf eine gleichmäßige Abdeckung des Eingangs-
raums einen ungünstigen Fall darstellt. In (b) ist der resultierende Versuchsplan
nach der Optimierung mittels des lokalen Suchalgorithmus zu sehen. Die grau hin-
terlegten Streudiagramme können bei der Optimierung nicht verändert werden, da
diese ausschließlich Merkmale eines Komponententyps darstellen und jede Einzel-
komponente eine feste Kombination dieser Merkmalsausprägungen definiert. In allen
anderen Streudiagrammen ist die gesteigerte Gleichförmigkeit der Datenverteilung
durch die Anwendung des lokalen Suchalgorithmus sichtbar. Je mehr Merkmale einer
Komponente in die Versuchsplanung miteinbezogen werden, desto mehr feste Kom-
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Bild 4.7: Matrixplots zum Vergleich (a) eines ungünstig initialisierten Versuchsplans
für einen Montageprozess und (b) des Versuchsplans nach der Optimie-
rung [116]. Es werden zwei Komponententypen C1 und C2 mit jeweils zwei
Merkmalen betrachtet. Die grau hinterlegten Felder enthalten nur Merk-
male eines Komponententyps und können daher nicht verändert werden.

binationen zwischen Merkmalen (grau hinterlegte Felder) sind vorhanden, die nicht
durch die Versuchsplanung beeinflusst werden können.

4.2.2 Globaler Suchalgorithmus mittels genetischer Optimierung

In diesem Abschnitt wird ein genetischer Algorithmus (GA) vorgestellt, der zur Klas-
se der globalen Optimierungsverfahren zählt. Eine grundlegende Version dieses Al-
gorithmus wurde im Rahmen der Masterarbeit [44] implementiert. Das Vorgehen
orientiert sich an [4], in dem ein GA zur Erstellung D-optimaler Versuchspläne für
Montageprozesse verwendet wird. Eine Beschreibung der Grundlagen der genetischen
Optimierung ist in Anhang A.3 zu finden, während in diesem Abschnitt nur die An-
passungen an das betrachtete Versuchsplanungsproblem beschrieben werden.

Bei dieser Anwendung der Versuchsplanung für zusammengesetzte Einheiten be-
schreibt jedes der A Individuen Sl mit l = 1, 2, · · · , A einen vollständigen Versuchs-
plan und gibt somit vor, welche Kombinationen von Einzelkomponenten zu Baugrup-
pen zusammengefügt werden. Es existieren verschiedene Möglichkeiten, dieses Opti-
mierungsproblem für den GA zu beschreiben. Da es sich bei der Zusammenstellung
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der Komponenten um ein kombinatorisches Problem handelt, wird eine Beschrei-
bung als Permutationen gewählt [64]. Hierbei gibt eine Sequenz natürlicher Zahlen
die in den Baugruppen verwendeten Einzelkomponenten an. Bild 4.8 stellt den Ver-
suchsplan aus Bild 4.4 mit der für den genetischen Algorithmus gewählten Codierung
dar. Hierzu werden in (a) alle Komponenten in den gegebenen Komponentensätzen
durchnummeriert. Durch Anwendung der Permutationen (b) ergibt sich eine geän-
derte Reihenfolge der Komponenten, die in (c) der Reihe nach den N Baugruppen
zugeordnet werden. Die Permutationen dienen als Gensequenz im GA und werden
in Form eines N -Tupels si für jeden Komponententyp i = 1, 2, · · · , I beschrieben.
Ein Individuum ist über I solcher Sequenzen definiert, die wiederum zu einem Tupel
Sl = (s1, s2, · · · , sI) zusammengefasst werden. Das Individuum in Bild 4.8 ergibt sich
somit zu S = ((2, 3, 1), (3, 1, 2)).

Selektion von Individuen

Zur Auswertung der Fitnessfunktion F (Sl) eines Individuums wird zunächst die zum
Individuum zugehörige Datenmatrix X l generiert. Diese ist durch die Permutationen
der gegebenen Komponenten mit den zugehörigen Merkmalsausprägungen eindeu-
tig beschrieben. Auf Grundlage dieser Datenmatrix wird anschließend die minimale
euklidische Distanz dmin im Versuchsplan bestimmt. Der GA maximiert diese Di-
stanz, sodass dasselbe Optimierungskriterium wie bei dem lokalen Suchalgorithmus
vorliegt. Wird durch eine genetische Operation ein Individuum erzeugt, das einen
verbesserten Versuchsplan beschreibt, führt dies typischerweise nur zu kleinen Wer-
tänderungen von dmin. Somit wäre bei Verwendung der üblichen Roulette Wheel Se-
lection (siehe Anhang A.3) nur eine geringfügig erhöhte Selektionswahrscheinlichkeit
dieses Individuums gegenüber den weiteren Individuen in einer Generation gegeben.

Komponenten in C1

c1(1) c1(2) c1(3)

Komponenten in C2

c2(1) c2(2) c2(3)

c1(2) c1(3) c1(1)

c2(3) c2(1) c2(2)

s1 = (2, 3, 1)

s2 = (3, 1, 2)

P(1) P(2) P(3)

Durchnummerierung
der Komponenten

(a) Anwendung der
Permutationen

(b) Zuordnung zu
den Baugruppen

(c)

Bild 4.8: Codierung des Versuchsplanungsproblems für die genetische Optimierung
am Beispiel von N = 3 Baugruppen aus I = 2 Komponententypen.
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Die erzielte Verbesserung würde daher nicht in dem benötigten Maße fortbestehen.
Um das Problem des geringen Wertebereichs der Fitnessfunktion zu beheben, wird
die Tournament Selection genutzt, in der die Fitnesswerte mehrerer Individuen ver-
glichen werden. Um ein Individuum zu selektieren, werden zunächst q Individuen
zufällig aus der aktuellen Generation ausgewählt. Unter diesen Individuen wird an-
schließend dasjenige mit dem höchsten Fitnesswert bestimmt und einer genetischen
Operation unterzogen [37].

Genetische Operationen

Die genetische Operation der Mutation ermöglicht durch zufällige Veränderung von
Individuen ein Verlassen lokaler Optima. Typischerweise werden nur geringfügige
Veränderungen vorgenommen, um einen Großteil der Informationen zu bewahren,
die in den vorherigen Iterationsschritten in das Individuum eingeflossen sind. Hierzu
wird eine vertauschende Mutation verwendet, bei der zwei zufällige Zahlen innerhalb
eines zufällig ausgewählten Tupels si, das eine Permutation der Einzelkomponenten
eines Typs beschreibt, miteinander vertauscht werden. Durch das Vertauschen wird
sichergestellt, dass stets eine gültige Permutation vorliegt [118].

Bei der Rekombination werden zwei Individuen SA und SB einer Generation kombi-
niert, wobei jedes Individuum Teile seiner Gensequenz weitergibt. Die hier verwen-
dete Rekombination bezieht sich auf einen zufällig ausgewählten Komponententyp,
sodass sich neue Permutationen si für die betrachteten Individuen ergeben. Bei dem
vorliegenden kombinatorischen Problem muss sichergestellt werden, dass jede resul-
tierende Gensequenz eine gültige Permutation darstellt und somit jede Komponente
genau einer Baugruppe zugewiesen wird. Zu diesem Zweck wird das Partially-Mat-
ched-Crossover-Verfahren (PMX) [59] verwendet.

Exemplarisch ist eine Rekombination mittels PMX für die Gensequenz s1 des Kom-
ponententyps i = 1 in Bild 4.9 dargestellt. Im ersten Schritt (a) wird hierzu ein
zufälliger Bereich der Gensequenz (grau) gewählt. Hieraus ergibt sich eine Zuord-
nungsvorschrift (unten), deren Anwendung in (b) zu einem Vertauschen der Elemen-
te in diesem Bereich führt. Die resultierenden Tupel weisen Duplikate auf und stellen
somit keine Permutationen dar. Um hieraus zulässige Permutationen zu erzeugen,
wird in (c) die zuvor erstellte Zuordnung verwendet, um die mehrfach auftretenden
Elemente außerhalb des Bereichs zu ersetzen. Im Beispiel wird so das erste Element
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s1,A = (2, 3, 1, 5, 4) ∈ SA

s1,B = (1, 5, 2, 4, 3) ∈ SB

Zufällige Wahl
eines Bereichs

(a)

(2, 5, 2, 4, 4)

(1, 3, 1, 5, 3)

Vertauschen innerhalb
des Bereichs

(b)

s̃1,A = (1, 5, 2, 4, 3) ∈ S̃A

s̃1,B = (2, 3, 1, 5, 4) ∈ S̃B

Ersetzen außerhalb
des Bereiches

(c)

Zuordnung für SA
3 7→ 5
1 7→ 2
5 7→ 4

Zuordnung für SB
5 7→ 3
2 7→ 1
4 7→ 5

Bild 4.9: Beispiel (a) für die Rekombination zweier Individuen SA und SB mittels
PMX, wobei der zufällig gewählte Bereich die Elemente 2-4 umfasst. Nach
(b) dem Vertauschen der Elemente in diesem Bereich werden in (c) Elemen-
te außerhalb des Bereichs ersetzt, um zulässige Permutationen zu erzeugen.

der Sequenz s1,A gemäß der Zuordnung 2 7→ 1 ausgetauscht. Elemente an einer Positi-
on können auch mehrmals hintereinander ersetzt werden, um Duplikate aufzulösen.
So werden auf das fünfte Element von s1,A die Zuordnungen 4 7→ 5 und 5 7→ 3
nacheinander angewandt, sodass keine Duplikate mehr vorliegen. Die resultierenden
Individuen S̃A und S̃B werden Teil der Nachfolgegeneration.

Die Wahl der Hyperparameter hat bei einem GA einen großen Einfluss auf das Kon-
vergenzverhalten und die erzielte Güte. Die wichtigsten dieser Hyperparameter sind
in Tabelle 4.1 zusammengefasst, wobei die gewählten Werten der Literatur entnom-
men wurden.

Tabelle 4.1: Verwendete Hyperparameter des genetischen Algorithmus
Hyperparameter Wert Quelle
Anzahl der Individuen A = 50 [4]
Mutationswahrscheinlichkeit pM = 0.02 [59]
Rekombinationswahrscheinlichkeit pK = 0.6 [59]
Reproduktionswahrscheinlichkeit pP = 0.38 [59]
Anzahl der Iterationen WG = 2000 [4]
Betrachtete Individuen in der Tournament Selection q = 3 [66]
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4.2.3 Vergleich der Optimierungsalgorithmen

Die vorgestellten Optimierungsalgorithmen werden anhand einer initialen Datenver-
teilung der Komponente verglichen, in der die Versuchspunkte konzentriert in zwei
Clustern vorliegen. Diese Datenverteilung stellt eine realitätsnahe Annahme für das
Verhalten industrieller Prozesse zur Herstellung der Einzelkomponenten dar. So wei-
sen Einzelkomponenten, die unter ähnlichen Bedingungen gefertigt werden, häufig
eine geringe Streuung auf und bilden somit ein Cluster. Mehrere solcher Cluster ent-
stehen durch Einflüsse von zum Beispiel Werkzeugwechseln oder geänderten Chargen
des Rohmaterials. Die angenommene Datenverteilung besteht aus zwei Clustern mit
jeweils N/2 Datenpunkten, die durch multivariate Normalverteilungen N (µ

j
, σ2

CI)
mit j = 1, 2 und σC = 0.15 beschrieben werden. Es werden zwei unterschiedliche
Erwartungswertvektoren µ1 = [0.2 0.2]T und µ2 = [0.8 0.8]T verwendet, sodass sich
Cluster in gegenüberliegenden Ecken des Eingangsraums ergeben.

Die beschriebene Datenverteilung mit der Dimensionalität von p = 2 wird zum Ver-
gleich der Algorithmen verwendet, wobei zwei Komponententypen mit jeweils einem
Merkmal betrachtet werden. Bild 4.10a zeigt exemplarisch eine initiale Datenvertei-
lung für N = 50 Versuchspunkte. Die resultierenden optimierten Datenverteilungen
sind in Bild 4.10b für den lokalen Suchalgorithmus und in Bild 4.10c für den GA
dargestellt. Bei allen Datenverteilungen ist im Vergleich zu den Ecken eine gerin-
gere Punktdichte in der Mitte des Eingangsraums sichtbar, die aus den gegebenen
Merkmalsausprägungen der Komponenten resultiert. Werden die mittels Optimie-
rung erzeugten Datenverteilungen verglichen, ist tendenziell eine höhere Gleichför-
migkeit der in (b) durch den lokalen Suchalgorithmus erzeugten Datenverteilung
erkennbar.
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Bild 4.10: Vergleich der Datenverteilungen vor und nach der Optimierung. Aus (a)
der initialen Datenverteilung werden (b) und (c) erzeugt.
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Um dieses Ergebnis zu quantifizieren und die Optimierungsverfahren hinsichtlich
der erzielten Raumabdeckung zu vergleichen, werden die in Abschnitt 2.3 beschrie-
benen Bewertungsmaße verwendet. Bild 4.11 zeigt die mit beiden Algorithmen er-
zielten Ergebnisse für verschiedene Umfänge der Versuchspläne, wobei mit DKL und
dS die vom Optimierungskriterium unabhängigen Bewertungsmaße dargestellt sind.
Als Vergleich wird zusätzlich eine zufällige Zusammenstellung der Komponenten zu
Baugruppen betrachtet. Eine solche zufällige Zusammenstellung ist ein übliches Vor-
gehen für reale Versuche, wie sie z. B. zur Überprüfung von Toleranzsimulationen
durchgeführt werden, und stellt damit eine Referenzmethode aus der industriellen
Praxis dar [8].

Mit steigender Anzahl N an Datenpunkten ist für alle Verfahren eine Zunahme von
DKL sichtbar. Dies ist auf die verwendete initiale Datenverteilung zurückzuführen,
in der Cluster von Datenpunkten vorliegen. Die Datenpunkte in diesen Clustern
werden durch die Optimierung hauptsächlich über die Randbereiche des Eingangs-
raums verteilt. Je mehr Punkte in den initialen Clustern liegen, desto größer wird
die Punktdichte in diesen Randbereichen, während die Punktdichte in der Mitte des
Eingangsraums klein bleibt. Für DKL sind bei beiden Optimierungsverfahren kleine-
re Werte und damit eine höhere Gleichförmigkeit der Datenverteilung als bei einer
zufälligen Zusammenstellung der Baugruppen sichtbar, wobei die lokale Suche die
besten Ergebnisse erzielt. Das Kriterium dS beschreibt die größte Lücke im Eingangs-
raum, die sich mit steigender Anzahl N an Datenpunkten verringert. Auch in Bezug
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(a) Beurteilung der Gleichförmigkeit mittels
DKL.
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Bild 4.11: Vergleich der lokalen Suche und des GA bei verschiedenen Anzahlen an
Datenpunkten. Mittelwerte über 100 Wiederholungen sind dargestellt.
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auf dieses Kriterium erzielt der lokale Suchalgorithmus die geringsten Werte und
damit die besten Ergebnisse.

Zusammenfassend sind beide Algorithmen zur Erstellung von Versuchsplänen für
zusammengesetzte Einheiten geeignet und führen zu besseren Datenverteilungen als
zufällige Versuchspläne. Hierbei erzielt der lokale Suchalgorithmus insgesamt besse-
re Ergebnisse als der GA, was bereits in [97] bei der Erstellung von D-optimalen
Versuchsplänen für Montageprozesse beobachtet wurde. Dies kann durch die unmit-
telbare Sicherstellung gültiger Versuchspläne durch die Tauschoperationen bei der
lokalen Suche erklärt werden. Beim GA erfolgt hingegen eine nachträgliche Korrek-
tur der Permutationen durch die PMX-Rekombination, was die Zufälligkeit steigert.
Das Verhalten des GA kann prinzipiell durch geeignete Hyperparameter weiter ver-
bessert werden, jedoch stellt dieser Anpassungsbedarf einen entscheidenden Nachteil
in der praktischen Anwendung dieser Versuchsplanungsmethode dar. Nachfolgend
wird aufgrund der besseren Ergebnisse und der einfacheren Anwendung die lokale
Suche verwendet.

4.3 Verbesserte Schätzung von Rauscheinflüssen

Die raumfüllenden Versuchspläne, die mittels der in diesem Kapitel beschriebenen
Methodik erstellt werden, dienen zur Schätzung von datenbasierten Modellen. Hier-
bei ist es das Ziel, die funktionalen Zusammenhänge zwischen den Merkmalen der
Komponenten und den Eigenschaften der Baugruppen im gesamten Eingangsraum
abzubilden. Die Auswirkungen verschiedener Versuchspläne auf die Modellgüte wer-
den nachfolgend anhand von Gaußprozessmodellen (GPM) untersucht. Werden de-
terministische Prozesse modelliert, wie es beispielsweise bei vielen Computersimula-
tionen der Fall ist, sind raumfüllende Versuchspläne eine typische Wahl [60]. Handelt
es sich bei dem zu modellierenden Prozess jedoch um einen stochastischen Prozess,
können ausschließlich raumfüllende Versuchspläne zu einer fehlerhaften Schätzung
der Rauschvarianz σ̂2

n führen [61].

Eine häufig genutzte Möglichkeit, die Modellqualität beim Vorliegen stochastischer
Einflüsse zu steigern, ist die wiederholte Vermessung von Punkten (Replikationen).
Beispielsweise wird in [3] ein Verfahren für GPM beschrieben, um eine festgelegte
Anzahl an Wiederholungen auf gegebene Versuchspunkte zu verteilen. Bei Versuchen
mit zusammengesetzten Einheiten sind exakte Wiederholungen von Versuchspunkten
durch die individuellen Merkmalsausprägungen der Komponenten im Allgemeinen
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nicht möglich. Stattdessen ist es das Ziel des nachfolgend beschriebenen Vorgehens,
eine vorgegebene Anzahl an möglichst ähnlichen Punkten zu erzeugen. Wie in [117]
beschrieben, hat ein Cluster ähnlicher Punkte einen vergleichbaren Effekt auf den
Vorhersagefehler eines GPM wie eine exakte Wiederholung von Versuchspunkten.

Erzeugung von näherungsweisen Wiederholpunkten

Zur Erzeugung möglichst ähnlicher Versuchspunkte wird anstatt des bisher verwen-
deten Maximin-Kriteriums (siehe Gleichung (2.28)) mit

min
D

(dmin) = min
D

(
min

u(k),u(l)∈D, k ̸=l

(
d(u(k), u(l))

))
(4.3)

ein Minimin-Kriterium verwendet. Bild 4.12 stellt in (a) einen initialen Versuchsplan
für zwei Komponententypen dar. Dieser Versuchsplan wird mit dem lokalen Suchal-
gorithmus unter Verwendung des Minimin-Kriteriums optimiert und führt zu dem
Versuchsplan in (b), der Cluster von Versuchspunkten aufweist. Aus diesen Clustern
sollen die K Punkte ausgewählt werden, die sich am ähnlichsten sind. Hierzu wird für
jeden Versuchspunkt die Summe der euklidischen Abstände zu dessen K−1 nächsten
Nachbarn bestimmt. Diejenigen Punkte mit der geringsten Summe dieser Abstände
werden als die K ähnlichsten Punkte im Versuchsplan betrachtet (grüne Markie-
rung). Die ähnlichsten Punkte bleiben während der in (c) folgenden Optimierung
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Bild 4.12: Vorgehen zur Erzeugung eines raumfüllenden Versuchsplans mit ähnlichen
Versuchspunkten. Der initiale Versuchsplan (a) mit N = 40 Punkten wird
in (b) mittels Minimin-Kriterium optimiert. K = 5 Punkte (grün) bleiben
während der anschließenden Maximin-Optimierung in (c) unverändert.
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mit dem Maximin-Kriterium unverändert. Auf diese Weise entsteht ein raumfüllen-
der Versuchsplan mit K näherungsweise wiederholten Versuchspunkten.

Demonstration der näherungsweisen Wiederholpunkte an einem Testprozess

Um den Nutzen dieser ähnlichen Punkte für die Modellgüte zu untersuchen, wird
ein Testprozess definiert. Hierzu wird die multivariate Gaußfunktion

f(u) = exp
(

− 1
2

p∑

j=1

(uj − 0.5)2

0.32

)
+ n (4.4)

als Testfunktion verwendet. Zur Einbeziehung stochastischer Einflüsse wird ein addi-
tives weißes Rauschen n ∼ N (0, σn) berücksichtigt. Es werden I = 3 Komponenten
mit jeweils einem Merkmal m1 = m2 = m3 = 1 und N = 90 Baugruppen betrachtet.
Die verschiedenen Trainingsdatensätze werden zur Erstellung von GPM genutzt.

Die aus den unterschiedlichen Versuchsplänen resultierenden Modelle sind in Tabel-
le 4.2 für verschiedene Standardabweichungen des Rauschens gegenübergestellt. Sie
werden anhand des RMSE auf Basis einer Sobol-Sequenz mit Ntest = 214 Testda-
tenpunkten und der geschätzten Standardabweichung des Rauschens σ̂n verglichen.
Diese Standardabweichung des Rauschens wird bei der Modellerstellung zusammen

Tabelle 4.2: Vergleich der Modellgüte und der geschätzten Standardabweichung des
Rauschens von GPM, die auf Basis verschiedener Versuchsplänen mit
und ohne Erzeugung ähnlicher Versuchspunkte erstellt wurden. Alle Er-
gebnisse sind über 100 Wiederholungen gemittelt.

Rauschen Erzeugte Anzahl RMSE Geschätztes
σn ähnlicher Punkte Rauschen σ̂n

0.01 keine 0.0176 0.0040
6 0.0183 0.0081

3 · 2 0.0177 0.0075
0.025 keine 0.0358 0.0174

6 0.0359 0.0200
3 · 2 0.0355 0.0198

0.05 keine 0.0637 0.0423
6 0.0639 0.0432

3 · 2 0.0637 0.0425
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mit weiteren Hyperparametern wie den Standardabweichungen der Kernelfunktio-
nen aus den Trainingsdaten geschätzt, indem die Log-Marginal-Likelihood maximiert
wird (siehe Abschnitt 2.2.3). Die verwendeten Versuchspläne unterscheiden sich in
Bezug auf die erzeugten ähnlichen Punkte, wobei entweder keine oder K = 6 solcher
Punkte betrachtet werden. Zusätzlich ist eine Aufteilung der ähnlichen Punkte auf
drei Cluster mit jeweils 2 Punkten (3 · 2) gegenübergestellt. Obwohl die ähnlichen
Punkte zu einer ungleichmäßigeren Abdeckung des Eingangsraums führen, weisen al-
le Modelle vergleichbare Werte des RMSE auf. Bei allen Modellen, die unter Nutzung
von Versuchsplänen mit ähnlichen Datenpunkten erstellt wurden, liegt die geschätz-
te Standardabweichung des Rauschens näher am wahren Wert. Somit führen die
ähnlichen Datenpunkte zu robusteren und interpretierbareren Modellen.

Die Verteilung der ähnlichen Datenpunkte auf mehrere Cluster führt insgesamt zu
geringfügig besseren Ergebnissen bezogen auf den RMSE, was durch die gleichmäßi-
gere Verteilung der Datenpunkte und die größere Ähnlichkeit zwischen den Punkten
in den Clustern zu erklären ist. Bei mehreren kleinen Clustern ist anzunehmen, dass
sich die Punkte jeweils ähnlicher sind als bei einem einzelnen großen Cluster. Einem
großen Cluster müssen zur Erzielung der vorgegebenen Anzahl an Punkten auch
vergleichsweise weit entfernte Punkte zugeordnet werden.

Neben der realistischeren Schätzung des Rauschens bieten die ähnlichen Datenpunk-
te dieselben Vorteile bei der praktischen Umsetzung der Experimente wie wiederholt
vermessene Zentralpunkte in klassischen Versuchsplänen, wie z. B. Central Compo-
site Designs. So kann unter anderem zeitvariantes Prozessverhalten während der
Versuche detektiert werden, indem die einzelnen Wiederholungsmessungen zeitlich
über die Versuchsreihe verteilt werden. Außerdem kann eine Rauschvarianz aus den
Wiederholungsmessungen geschätzt werden [77]. Ist eine größere Anzahl an ähnlichen
Datenpunkten in mehreren Clustern über den Eingangsraum verteilt, kann für jedes
Cluster eine eigene Rauschvarianz ermittelt und somit zusätzlich die Unabhängigkeit
des Rauschens von den Eingangsgrößen überprüft werden.

4.4 Reduzierte Versuchspläne mittels Punktselektion

Das in diesem Kapitel beschriebene Verfahren ermöglicht es, aus einem gegebenen
Satz an Komponenten eine im Sinne der Raumabdeckung bestmögliche Datenvertei-
lung zu erzeugen. Die erzielbare Gleichförmigkeit der Datenverteilung hängt dabei
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jedoch stark von den zur Verfügung stehenden Komponenten und deren Merkmals-
ausprägungen ab. Aus industriellen Prozessen resultieren häufig Komponenten mit
einer geringen Streuung der Merkmalsausprägungen, da z. B. bei der Herstellung
dasselbe Umformwerkzeug verwendet wird. Ein Versuchsplan für zwei Komponen-
tentypen mit jeweils einem Merkmal ist in Bild 4.13a dargestellt, wobei ca. die Hälf-
te der Komponenten jedes Typs geringe Streuungen aufweisen. Die Datenverteilung
resultiert aus der Überlagerung einer Gleichverteilung und einer Normalverteilung
und führt zu einer Konzentration von Punkten in der Mitte des Eingangsraums.
Durch die Optimierung dieses Versuchsplans werden die Versuchspunkte gleichför-
miger verteilt (siehe Bild 4.13b). Trotzdem verbleiben zahlreiche Versuchspunkte in
der Mitte des Eingangsraums und weisen somit eine hohe Ähnlichkeit zueinander auf.
Eine Vermessung solcher Punkte kann sinnvoll sein, wenn signifikantes Prozessrau-
schen vorliegt, um eine bessere Schätzung dieses Rauschens zu ermöglichen (siehe
Abschnitt 4.3). Andernfalls wird der Versuchsaufwand erhöht, ohne nennenswerte
Informationen über die funktionalen Zusammenhänge des betrachteten Prozesses zu
erlangen.

Verfahren zur Punktselektion

Ziel des in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahrens zur Punktselektion ist es,
die informativsten Punkte aus einem gegebenen Versuchsplan auszuwählen. Bezogen
auf einen Montageprozess werden somit Untermengen der gegebenen Komponenten-
sätze in einem Versuch zu Baugruppen verbaut. Ein ähnliches Vorgehen ist in [2]

0 0.5 1
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1

(a) Initialer Versuchsplan der durch die
Überlagerung einer Normal- und ei-
ner Gleichverteilung generiert wurde

0 0.5 1
0

0.5

1

(b) Ergebnis des lokalen Suchalgorith-
mus zur Optimierung des initialen
Versuchsplans

Bild 4.13: Einschränkungen der erzielbaren Gleichförmigkeit durch die gegebenen
Komponenten. Die Punkte in der Mitte des Eingangsraums können nur
bedingt gleichförmiger verteilt werden.
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am Beispiel von Bauteilen beschrieben, die einer zerstörenden Prüfung unterzogen
werden sollen. Hierbei wird ein D-optimaler Versuchsplan mittels eines Austauschal-
gorithmus erzeugt, der Bauteile auf Grundlage ihrer gemessenen Merkmale aus einem
großen Kandidatensatz auswählt. Im Gegensatz zum Versuchsplanungsproblem für
zusammengesetzte Einheiten sind die Punkte in diesem Kandidatensatz fest vorge-
geben und können nicht durch weitere Operationen wie dem Tauschen von Kompo-
nenten verändert werden. Um mittels Punktselektion einen raumfüllenden Versuchs-
plan zu erzeugen, wird das in Abschnitt 2.3.3 beschriebene Punktselektionsverfahren
verwendet. Dieses vergleicht hierarchisch die Nächste-Nachbarn-Distanzen der Ver-
suchspunkte und entfernt sequentiell denjenigen Punkt, der zuerst ein Minimum
bei einer dieser Distanzen aufweist. Somit kann die Gleichförmigkeit von Versuchs-
plänen, insbesondere bei ungünstigen Komponentensätzen wie dem in Bild 4.13a
gezeigten, gesteigert werden. In der praktischen Anwendung führt dieses Vorgehen
zur Verringerung des Versuchsaufwands bei möglichst geringer Reduzierung des In-
formationsgehalts der Versuchsdaten.

Demonstration der Punktselektion am Testprozess

Bild 4.14 zeigt am Beispiel der Datenverteilung aus Bild 4.13a und dem Testprozess
in Gleichung (4.4) den Nutzen der Punktselektion. Der RMSE wird hierbei auf Ba-
sis einer Sobol-Sequenz mit Ntest = 214 Testdatenpunkten ermittelt. Beginnend mit
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Bild 4.14: Gleichförmigkeit der Versuchspläne und resultierende Modellfehler für un-
terschiedliche Anzahlen an selektierten Punkten NSub. Alle Ergebnisse sind
über 100 Wiederholungen gemittelt.
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einem optimierten Versuchsplan für 90 Baugruppen wird fortlaufend die Anzahl der
Versuchspunkte mittels Punktselektion reduziert. Zum Vergleich ist ein Versuchs-
plan mit NSub zufällig zusammengestellten Baugruppen gegeben, deren Komponen-
ten zufällig aus denselben Komponentensätzen selektiert wurden. Zusätzlich wird
eine Kombination aus Punktselektion und lokaler Suche betrachtet, bei der die lo-
kale Suche nach jedem durch die Punktselektion entfernten Versuchspunkt erneut
ausgeführt wird. Da jeder entfernte Versuchspunkt andere Versuchspunkte während
der Optimierung nicht mehr behindern kann, können auf diese Weise weitere Kom-
ponententauschvorgänge durchgeführt und der Versuchsplan so verbessert werden.

In Bild 4.14a ist eine kontinuierliche Verringerung von DKL durch die Punktselektion
sichtbar, die somit eine gleichförmigere Abdeckung des Eingangsraums beschreibt.
Hierbei werden geringfügig bessere Ergebnisse durch die Kombination von Punktse-
lektion und lokaler Suche erzielt. Dieses Verhalten spiegelt sich auch im Vergleich der
Modellfehler in Bild 4.14b wider. Während der Fehler des auf dem zufälligen Ver-
suchsplan basierenden Modells kontinuierlich ansteigt, bleibt der Modellfehler bei
Verwendung der Punktselektion bis ca. NSub = 40 näherungsweise konstant. Auch
hier werden durch die Kombination von Punktselektion und lokaler Suche geringfügig
bessere Ergebnisse erzielt. Diese Kombination ist daher bei geringen Versuchsumfän-
gen und somit geringer praktischer Bedeutung der Rechenzeit zu bevorzugen.

Die Punktselektion kann auch dazu verwendet werden, um aus einem größeren Satz
an Komponenten eines Typs diejenigen Komponenten auszuwählen, die am besten
für die Erstellung eines Versuchsplans geeignet sind. Hierbei werden ausschließlich die
Merkmale dieses Komponententyps betrachtet, die einen Unterraum des Eingangs-
raums aufspannen. Wird in diesem Unterraum durch die Punktselektion bereits eine
möglichst gleichförmige Datenverteilung erzielt, ermöglicht dies die Erstellung von
Gesamtversuchsplänen mit einer hohen Gleichförmigkeit.

4.5 Anwendung auf Montageprozesse mit Rotation
von Komponenten

Die zuvor beschriebene Methode ist allgemeingültig auf zusammengesetzte Einheiten
anwendbar und zielt durch eine systematische Zuordnung verschiedener Einzelkom-
ponenten darauf ab, den Informationsgehalt der experimentell erfassten Daten zu
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maximieren. Hierbei liegen jedoch Einschränkungen der realisierbaren Datenpunkte
durch die zur Verfügung stehenden Komponenten vor (siehe Bild 4.5b).

Eine Möglichkeit, um diese Einschränkungen zu vermindern und die Vielfalt an
möglichen Datenpunkten zu steigern, ist die Einbeziehung anwendungsspezifischer
Operationen in den Versuchsplanungsprozess. Diese Operationen verändern die zur
Verfügung stehenden Merkmalsausprägungen oder die Randbedingungen durch die
gegebenen Komponenten. Damit können weitere Bereiche des Eingangsraums er-
schlossen werden, was Versuchspläne mit einer höheren Gleichförmigkeit ermöglicht.
Beispielsweise können gezielte Manipulationen von Komponenten oder die Montage
von Komponenten in unterschiedlichen Positionen zu den anwendungsspezifischen
Operationen gezählt werden.

Im Folgenden wird die Rotation von Komponenten bei radialsymmetrischen Bau-
gruppen als eine solche Operation betrachtet. Ein Beispiel für eine radialsymmetri-
sche Baugruppe ist die in Bild 5.11 dargestellte Waschmaschinentrommel. Nachfol-
gend wird davon ausgegangen, dass unterschiedliche Winkelpositionen vorliegen, an
denen Merkmale und Ausgangsgrößen erfasst werden. Bild 4.15 verdeutlicht diese
Annahme anhand eines Montageprozesses mit I = 2 Komponenten, die schematisch
jeweils als zweidimensionale Projektion in einem eigenen Koordinatensystem dar-
gestellt sind. Bei der Montage werden die Komponenten so aufeinander montiert,
dass diese Koordinatensysteme deckungsgleich sind. Jede Komponente wird durch
m1 = m2 = 3 Merkmale beschrieben, die an w = 3 gleichmäßig verteilten Winkelpo-
sitionen entlang des Umfangs der jeweiligen Komponente gemessen werden und bis
auf die räumliche Zuordnung dieselbe Messgröße beschreiben. In der montierten Bau-
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Bild 4.15: Schematische Darstellung einer rotationssymmetrischen Baugruppe aus
I = 2 Komponenten, mit den rotatorischen Ausrichtungen α1 und α2. An
jeder der w = 3 Messpositionen (gestrichelte Linien) werden Merkmale der
Komponenten u1, u2, · · · , u6 und die Ausgangsgrößen y1, y2, y3 gemessen.
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gruppe wird an denselben Winkelpositionen die Ausgangsgröße yl, mit l = 1, 2, · · · , w

gemessen. Jeder Einzelkomponente wird eine rotatorische Ausrichtung αi(k) zuge-
ordnet, die durch den Versuchsplan vorgegeben ist. Nachfolgend werden zwei Ansätze
zur Berücksichtigung der Rotation von Komponenten mit unterschiedlichen Auswir-
kungen auf die Versuchsplanung und das resultierende Prozessmodell vorgestellt.

4.5.1 Globaler Versuchsplanungs- und Modellierungsansatz

Für den Montageprozess in Bild 4.15 ist im Allgemeinen die Ausgangsgröße an ei-
ner Position der Baugruppe ŷj = fj(u1, u2, u3, u4, u5, u6), mit j = 1, 2, 3 von allen
Merkmalen der Komponenten abhängig und kann jeweils durch ein separates Modell
fj(·) vorhergesagt werden. Ein Nachteil dieses Ansatzes, bei dem alle gemessenen
Merkmale in das Modell einfließen, ist die hohe Dimensionalität des Eingangsraums,
die mit einem hohen Bedarf an Datenpunkten einhergeht. Um eine sinnvolle Mo-
dellierung mit den geringen Datenmengen zu ermöglichen, die im Rahmen von Ver-
suchen erzielt werden können, ist eine Verdichtung der gemessenen Merkmale zu
wenigen aussagekräftigen Merkmalen üblich. In diesem Prozess des Feature-Enginee-
rings wird zusätzliches Prozesswissen eingebracht [24]. Nachfolgend werden verdich-
tete Merkmale der Komponenten betrachtet, denen eine Wirkrichtung zugeordnet
werden kann. Durch Rotation einer Komponente kann diese Wirkrichtung und da-
mit der Einfluss der Einzelkomponenten auf die Baugruppe verändert werden. Dieser
globale Ansatz wird in Abschnitt 5.3.2 zur Modellierung der Rundlaufabweichungen
von Waschmaschinentrommeln verwendet.

Einbeziehung des globalen Ansatzes in die Versuchsplanung

Der globale Ansatz basiert darauf, dass jede der I Komponenten durch mi = 2 aussa-
gekräftige Merkmale beschrieben wird. Diese Merkmale werden als zweidimensionale
Vektoren [ux,i uy,i]T mit i = 1, 2, · · · , I dargestellt, um Wirkrichtungen abbilden zu
können. Bild 4.16 zeigt ein Beispiel für solche globalen Merkmale, die die radia-
le Abweichung einer Komponente vom Ursprung eines Referenzkoordinatensystems
beschreiben, das beispielsweise in einer Bauteilzeichnung festgelegt wurde. Hierzu
wird aus den gemessenen Punkten (Quadrate) ein Ausgleichskreis berechnet. Der
Vektor zum Mittelpunkt dieses Kreises dient als globaler Merkmalsvektor.
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ux

uy

[ux,i uy,i]T

Bild 4.16: Bestimmung der globalen Merkmale einer Einzelkomponente des Typs i.
Der Kreis ergibt sich als Ausgleichskreis aus den Messpunkten (Quadra-
te). Der Merkmalsvektor charakterisiert die Abweichung des Kreismittel-
punkts vom Ursprung.

Durch die Rotation einer Komponente um den Winkel αi(k) wird die Richtung des
zugehörigen Merkmalsvektors verändert, was mittels der linearen Transformation


ũx,i(k)
ũy,i(k)


 =


cos(αi(k)) − sin(αi(k))

sin(αi(k)) cos(αi(k))


 ·


ux,i(k)
uy,i(k)


 (4.5)

beschrieben werden kann. Um optimale Werte für diese Ausrichtungen zu bestimmen,
wird der in Abschnitt 4.2.1 beschriebene lokale Suchalgorithmus erweitert. Im Schritt
(c) des Algorithmus (siehe Bild A.1) werden nicht nur weitere Versuchspunkte als
mögliche Tauschpartner für einen Komponententausch betrachtet, sondern zusätzlich
auch alle Punkte, die aus den Rotationen der Komponenten resultieren.

Bild 4.17 stellt exemplarisch den gemessenen Merkmalsvektor [−0.2 0.8]T einer Kom-
ponente zusammen mit den transformierten Merkmalsvektoren dar, die aus der Rota-
tion der Komponente resultieren. Durch die Betrachtung diskreter Winkelpositionen
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1ux,1

uy,1

60 ◦

gemessener Merkmalsvektor
transformierte Merkmalsvektoren

Bild 4.17: Realisierbare Merkmalsvektoren durch Rotation einer Komponente in 60 ◦-
Schritten, die als mögliche Tauschpartner bei einem Komponententausch
betrachtet werden [115].
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wie den dargestellten 60 ◦-Schritten ist hierbei eine endliche Menge an möglichen
Tauschpartnern für einen Komponententausch gegeben. Führt ein Tauschvorgang
mit einem transformierten Merkmalsvektor zu einer Verbesserung des Optimierungs-
kriteriums, wird neben der Zuordnung der Komponenten zu den Baugruppen auch
die rotatorische Ausrichtung der Komponenten im Versuchsplan verändert.

Demonstration für zwei Komponententypen

Zur Demonstration werden N = 20 Baugruppen mit I = 2 Komponententypen
betrachtet, die jeweils durch einen globalen Merkmalsvektor beschrieben werden.
Hieraus ergibt sich ein Eingangsraum der Dimensionalität p = 4, der zur Ermögli-
chung der Rotation auf [−1, 1]4 normiert ist. Bild 4.18 stellt die durch beide Kompo-
nententypen beeinflussten Unterräume dieses Eingangsraums für zwei Versuchspläne
mit und ohne Rotation von Komponenten gegenüber. In (a) ist ein durch Kompo-
nententausch optimierter Versuchsplan ohne Rotation von Komponenten dargestellt,
sodass αi(k) = 0 ◦ ∀ i = 1, 2, · · · , I und k = 1, 2, · · · , N gilt. Da die Merkmalsvekto-
ren aller Komponenten eine ähnliche Richtung aufweisen, können die resultierenden
Versuchspunkte allein durch Tauschvorgänge von Komponenten nicht weiter über
den Eingangsraum verteilt werden. Werden hingegen Rotationen von Komponenten
in 60 ◦-Schritten miteinbezogen, ergibt sich die in (b) dargestellte Datenverteilung,
die größere Bereiche des Eingangsraums gleichmäßiger abdeckt.
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Bild 4.18: Vergleich zweier optimierter Versuchspläne mit und ohne Rotation von
Komponenten. Jeder Komponententyp C1 und C2 wird durch einen globa-
len Merkmalsvektor beschrieben.
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4.5.2 Lokaler Versuchsplanungs- und Modellierungsansatz

Dem lokalen Ansatz liegt die Annahme zugrunde, dass sich die an einer Position ge-
messenen Merkmale hauptsächlich in räumlicher Nähe zu dieser Position auswirken.
Dieser Ansatz wird in Abschnitt 5.3.1 zur Vorhersage der Höhe von Waschmaschi-
nentrommeln an verschiedenen lokalen Positionen verwendet.

Der lokale Modellansatz verwendet ein gemeinsames Modell, das zur Vorhersage der
Ausgangsgröße an allen Positionen dient. Hierbei werden alle gleichartigen Merkma-
le pro Komponente zu einem lokalen Merkmal zusammengefasst. Bezogen auf den
beispielhaften Montageprozess in Bild 4.15 beinhaltet das lokale Merkmal ũ1 der
ersten Komponente alle Merkmalsausprägungen von u1, u2 und u3, während sich
ũ2 aus u4, u5 und u6 zusammensetzt. Bild 4.19 zeigt exemplarisch die Überführung
der gemessenen Merkmale und Ausgangsgrößen in die für den lokalen Ansatz be-
nötigte Darstellung. Jede einzelne Position stellt im lokalen Ansatz einen lokalen
Datenpunkt u = [ũ1 ũ2]T dar, sodass die Anzahl der verfügbaren Datenpunkte bei
N Baugruppen auf N · w gesteigert wird. Zugleich fließen nur die Merkmale ũ1 und
ũ2 als Eingangsgrößen in das lokale Modell ŷ = f(ũ1, ũ2) ein, wodurch sich die Di-
mensionalität des Eingangsraums im Vergleich zur Einbeziehung aller p gemessenen
Merkmale auf p

w
verringert.

Einbeziehung des lokalen Ansatzes in die Versuchsplanung

Wird der lokale Ansatz mit Rotation von Komponenten im Versuchsplanungspro-
zess berücksichtigt, werden Randbedingungen wie die feste Zuordnung von Merk-

Nr. u1 u2 u3 u4 u5 u6 y1 y2 y3

1 5 2 1 7 4 3 1.5 0.8 1.2
2 2 3 9 5 2 1 1.8 0.9 1.0

P(1)
P(2)

ũ1 ũ2

Nr. ũ1 ũ2 y

1 5 7 1.5
2 2 4 0.8
3 1 3 1.2
4 2 5 1.8
5 3 2 0.9
6 9 1 1.0

P(1)

P(2)

Globale Darstellung

Lokale Darstellung

Bild 4.19: Überführung der globalen Darstellung in die lokale Darstellung für den
Montageprozess aus Bild 4.15 am Beispiel von N = 2 Baugruppen P(1)
und P(2) mit w = 3 lokalen Positionen.
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malsausprägungen zu den Positionen aufgehoben und weitere Tauschvorgänge von
Komponenten ermöglicht. Weisen Komponenten eine kleine Streuung der Merkmals-
ausprägungen an einer Position, aber größere Unterschiede zwischen den Positionen
auf, kann eine Rotation zu einer deutlichen Verbesserung des Versuchsplans führen.
Dies ist beispielsweise häufig bei Komponenten gegeben, die mittels eines Umform-
werkzeugs in einer Presse gefertigt werden. Das in Abschnitt 4.2.1 beschriebene Ver-
suchsplanungsverfahren wurde zu diesem Zweck so erweitert, dass neben Tauschvor-
gängen von Komponenten nacheinander auch alle rotatorischen Ausrichtungen der
Einzelkomponenten überprüft werden (vgl. Schritt (e) in Bild A.1). Die Rotation ei-
ner Komponente führt zur gleichzeitigen Veränderung von w lokalen Datenpunkten,
die somit alle bei der Auswertung des Optimierungskriteriums berücksichtigt werden
müssen. Hierbei verringert die größere Anzahl an gleichzeitig veränderten Punkten
die Wahrscheinlichkeit, dass durch eine solche Operation das Optimierungskriterium
dmin verbessert wird. Aus diesem Grund wird die Bedingung für die Durchführung
einer Operation aus Gleichung A.3 von „>“ zu „≥“ abgeschwächt, sodass mit

d̃∗
min ≥ d̃min (4.6)

auch Rotationen zugelassen werden, die zu einem gleichbleibenden Wert von d̃min

führen. Um trotzdem sicherzustellen, dass ein Tauschvorgang zu einer Verbesserung
des Versuchsplans führt, wird mit der zusätzlichen Bedingung

N ·w∑

j=1
min

u(k),u(l)∈D∗, k ̸=l

(
d(u(k), u(l))

)
>

N ·w∑

j=1
min

u(k),u(l)∈D(i), k ̸=l

(
d(u(k), u(l))

)
(4.7)

die Summe der Nächste-Nachbarn-Distanzen vor und nach einer Operation vergli-
chen. Führt eine Operation zu keiner Verschlechterung von d̃min und steigt die Summe
der Nächste-Nachbarn-Distanzen im Versuchsplan an, so wird diese durchgeführt.

Beispiel zur Optimierung mittels lokalem Ansatz und Rotation

Bild 4.20 stellt beispielhaft zwei Optimierungsschritte für zwei Baugruppen mit
w = 3 lokalen Positionen dar. In dem ersten dargestellten Schritt des lokalen Suchal-
gorithmus wird im Versuchsplan D(1) der Punkt u2(1) (blau) betrachtet, für den der
Punkt u1(1) (orange) als möglicher Tauschpartner für das Merkmal ũ1 ausgewählt
wurde. Beide Punkte gehören zur selben Baugruppe P(1), sodass ausschließlich ei-
ne Rotation der Komponente erfolgt, die die ũ1 Werte dieser Punkte vorgibt. Dem
betrachteten Punkt u2(1) wird hierbei die Merkmalsausprägung des Tauschpartners
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Punkt ũ1 ũ2
u1(1) 1 2
u2(1) 2 3
u3(1) 4 1
u1(2) 2 4
u2(2) 2 5
u3(2) 5 5

P(1)

P(2)

Punkt ũ1 ũ2
u1(1) 4 2
u2(1) 1 3
u3(1) 2 1
u1(2) 2 4
u2(2) 2 5
u3(2) 5 5

P(1)

P(2)

Punkt ũ1 ũ2
u1(1) 4 5
u2(1) 1 4
u3(1) 2 5
u1(2) 2 3
u2(2) 2 1
u3(2) 5 2

P(1)

P(2)

D(1) D(2) D(3)

Bild 4.20: Beispiel für zwei Optimierungsschritte unter Verwendung des lokalen An-
satzes bei der Rotation von Komponenten [116]. Zwei Baugruppen P(1)
und P(2) mit w = 3 Positionen sind gegeben, sodass jede Baugruppe drei
Datenpunkte definiert. Im Vergleich zum Versuchsplan D(1) ist in D(2)
eine Komponente rotiert. In D(3) wurde ein Tauschvorgang mit gleichzei-
tiger Rotation durchgeführt.

u1(1) zugeordnet (roter Pfeil). Alle weiteren Tauschoperationen der beteiligten Punk-
te werden entsprechend der Rotation ausgeführt.

Da für die dargestellte Operation beide Bedingungen gemäß Gleichung (4.6) und
Gleichung (4.7) erfüllt sind, wird die nächste Iteration mit dem Versuchsplan D(2)
fortgesetzt. In D(2) wird u1(2) (blau) betrachtet und u2(1) (orange) als ein geeigneter
Tauschpartner für das Merkmal ũ2 identifiziert. Da diese Punkte zu unterschiedli-
chen Baugruppen gehören, wird ein Komponententausch mit gleichzeitiger Rotation
durchgeführt. Die Rotation erfolgt so, dass ein direkter Tausch der Merkmalsausprä-
gung von ũ2 zwischen den ausgewählten Punkten u2(1) und u1(2) stattfindet (roter
Pfeil). Alle weiteren lokalen Datenpunkte der betroffenen Baugruppen werden zu-
gleich durch die Rotation verändert. Auch für diese Operation sind die Bedingungen
gemäß Gleichung (4.6) und Gleichung (4.7) erfüllt. Im Vergleich zwischen D(1) und
D(3) zeigt sich, dass durch die Rotation von Komponenten in Verbindung mit dem
lokalen Ansatz die minimale Punktdistanz dmin gesteigert und so eine höhere Gleich-
förmigkeit des Versuchsplans erzielt werden kann.
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Sowohl die Steigerung der Datenmenge als auch die Reduzierung der Dimensionali-
tät durch den lokalen Ansatz sind vorteilhaft für die Modellbildung. Somit werden
die typischen Probleme in der Versuchsplanung für zusammengesetzte Einheiten von
kleinen Stichprobenumfängen und einer großen Anzahl an Merkmalen pro Kompo-
nente vermindert. Allerdings ist es hierdurch nicht möglich, Interaktionen zwischen
den verschiedenen Positionen abzubilden, was die Anwendbarkeit dieses Ansatzes
einschränkt.

4.6 Zusammenfassung

Um Versuche mit zusammengesetzten Einheiten mit überschaubarem Aufwand und
Kosten praktisch umsetzen zu können, wurde in diesem Kapitel eine Versuchspla-
nungsmethode vorgestellt, die auf gegebene Sätze an Komponenten zurückgreift. Ein
resultierender Versuchsplan beschreibt die Zusammenstellung der Komponenten zu
Einheiten und zielt darauf ab, raumfüllende Datenverteilungen zu erzeugen. Hierbei
müssen im Gegensatz zu klassischen Versuchsplanungsmethoden zusätzliche Rand-
bedingungen hinsichtlich der realisierbaren Merkmalsausprägungen, dem Erhalt fes-
ter Kombinationen von Merkmalsausprägungen und der einmaligen Verwendung der
Komponenten berücksichtigt werden. Zur Erstellung solcher Versuchspläne unter Be-
rücksichtigung dieser Randbedingungen wurden mit einem lokalen Suchalgorithmus
und einem genetischen Algorithmus zwei verschiedene Optimierungsverfahren be-
trachtet. Im Vergleich erzielte der lokale Suchalgorithmus bessere Ergebnisse und
benötigte zugleich keine Anpassung von Hyperparametern.

Durch ein geändertes Optimierungskriterium wurden mit demselben lokalen Suchal-
gorithmus möglichst ähnliche Versuchspunkte erzeugt. Es wurde gezeigt, dass eine
geringe Anzahl solcher ähnlichen Versuchspunkte in Verbindung mit einem Gaußpro-
zessmodell zu einer verbesserten Schätzung von Rauscheinflüssen beitragen kann.

Als Möglichkeit zur Steigerung der Gleichförmigkeit von Versuchsplänen und zur Re-
duzierung des Versuchsaufwands wurde ein Verfahren zur Punktselektion beschrie-
ben. Hiermit ist es möglich, sequentiell Versuchspunkte zu entfernen, die hauptsäch-
lich redundante Informationen tragen und nicht weiter optimiert werden können. An
einem Beispiel wurde gezeigt, das bei gegebenen Datenverteilungen unter Umstän-
den viele Versuchspunkte entfernt werden können und somit nicht vermessen werden
müssen, ohne zu einer signifikanten Verschlechterung der Modellgüte zu führen.
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Neben der gezielten Zusammenstellung von Komponenten können anwendungsspe-
zifische Operationen zu einer Verbesserung eines Versuchsplans genutzt werden. Die
Rotation von Komponenten in einer radialsymmetrischen Baugruppe wurde als eine
solche Operation betrachtet. Hierfür wurden zwei verschiedene Ansätze vorgestellt,
die unterschiedliche Annahmen an den zu modellierenden Prozess stellen. Für beide
Ansätze wurde gezeigt, wie durch die Rotation von Komponenten eine gleichförmi-
gere Datenverteilung erzielt werden kann.
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5 Anwendungen

In diesem Kapitel werden verschiedene praktische Anwendungen der in dieser Ar-
beit entwickelten Versuchsplanungsverfahren beschrieben. In Abschnitt 5.1 wird die
inkrementelle Modellbildung an einem Labormodell einer Heizstrecke demonstriert,
wobei verschiedene inkrementelle Versuchspläne anhand dieses realitätsnahen Pro-
zesses verglichen werden. Abschnitt 5.2 präsentiert die systematische Vermessung
und Modellierung eines Bitumenofens unter Verwendung der inkrementellen Mo-
dellbildung. Auf Basis des erstellten Prozessmodells wird eine optimale Steuerung
realisiert und im regulären Betrieb validiert. In Abschnitt 5.3 werden Versuche für
Montageprozesse von Waschmaschinentrommeln beschrieben. Hierbei werden mit
einem lokalen und einem globalen Modellansatz zwei verschiedene Strategien mit
unterschiedlichen Auswirkungen auf die Versuchsplanung und die Modellbildung an-
gewandt. Die entwickelten Modelle können direkt dazu eingesetzt werden, die im
Montageprozess erzielte Qualität zu steigern.

5.1 Inkrementelle Modellbildung einer Heizstrecke

Die in diesem Abschnitt betrachtete Heizstrecke ist ein Labormodell der Firma
ELWE Technik, das viele Eigenschaften realer industrieller Prozesse aufweist und
mittels der in Abschnitt 3 beschriebenen inkrementellen Modellbildung modelliert
wird. Als Labormodell ermöglicht die Heizstrecke im Vergleich zu produktiv genutz-
ten Prozessen eine sichere Durchführung und einen größeren Umfang von Versuchen.
Somit ist eine Vermessung mehrerer Versuchspläne praktikabel, auf deren Basis ver-
schiedene Modelle erstellt und verglichen werden können.

Die Heizstrecke mit deren wichtigsten Komponenten ist in Bild 5.1 dargestellt. Sie
besteht aus einem Lüfter, der mit variabler Leistung PL betrieben werden kann. Die
geförderte Luft wird durch eine Heizung mit der Heizleistung PH erwärmt und gelangt
in ein Rohr, in dem die Lufttemperatur ϑL und der Luftmassenstrom ṁL gemessen
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Drosselklappe

Lüfter

Heizung
Temperatursensor Luftmassenmesser

einströmende Luft

ausströmende
Luft

Bild 5.1: Betrachtetes Labormodell einer Heizstrecke [113].

werden. Zusätzlich ist eine manuell zu bedienende Drosselklappe am Lufteinlass ver-
baut, deren Winkelposition β erfasst wird. Durch eine Kopplung mit Matlab-Simulink
ist eine automatische Erfassung aller Messdaten sowie eine Vorgabe der Eingangs-
größen PL und PH möglich. Abgesehen von der Variation der Drosselklappenposition
können somit automatische Versuche durchgeführt werden. Um eine Überhitzung
der Heizstrecke zu vermeiden, ist eine maximale Lufttemperatur vorgegeben. Liegt
die Lufttemperatur mit ϑL > 100 ◦C außerhalb des zulässigen Bereichs, erfolgt eine
Notabschaltung der Heizstrecke. Diese Begrenzung muss bei der Versuchsplanung
berücksichtigt werden und führt dazu, dass nicht alle Kombinationen der Eingangs-
größen zulässig sind. So kann beispielsweise eine hohe Heizleistung bei niedriger
Lüfterleistung zu einer unzulässig hohen Lufttemperatur führen.

Zusammenfassend besitzt die Heizstrecke folgende Eigenschaften, die in der nachfol-
genden inkrementellen Modellbildung berücksichtigt werden:

• Es sind drei Eingangsgrößen PL, PH und β gegeben, die das Prozessverhalten
unterschiedlich stark beeinflussen und miteinander interagieren.

• Es sind zwei Ausgangsgrößen ϑL und ṁL gegeben, von denen eine einen vorge-
gebenen Grenzwert nicht überschreiten darf.

• Der Prozess weist dynamisches Verhalten auf, soll aber statisch modelliert wer-
den. Daher erfolgt die Messung der Ausgangsgrößen erst, wenn ein stationärer
Zustand erreicht ist.



5 Anwendungen 119

5.1.1 Anwendung der inkrementellen Modellbildung

Die inkrementelle Modellbildung der Heizstrecke zielt auf die Lufttemperatur ϑL als
zu modellierende Ausgangsgröße ab, da diese von allen drei Eingangsgrößen signifi-
kant beeinflusst wird. Der Luftmassenstrom ṁL als zweite mögliche Ausgangsgröße
unterliegt hingegen vernachlässigbaren Einflüssen durch die Heizleistung.

Rangfolge und Wertebereiche der Eingangsgrößen

Auf Grundlage physikalischer Überlegungen erfolgt die Festlegung einer Rangfolge
der Eingangsgrößen, woraus sich der Eingangsgrößenvektor u = [PL PH β]T ergibt.
In der gewählten Rangfolge steht die Lüfterleistung an erster Stelle, da diese gegen-
über der Heizleistung mit einer kleineren Zeitkonstante auf die Ausgangsgröße wirkt.
Bei ausschließlicher Variation dieser Größe wird ein stationärer Zustand schneller er-
reicht, was die Versuchsdauer im ersten Schritt der inkrementellen Modellbildung
verringert. Die inkrementelle Modellbildung erfasst das Prozessverhalten ausgehend
von einem Arbeitspunkt, der an der Heizstrecke zu ū = [43 % 57 % 44 ◦]T gewählt
wird. Um ein Überschreiten der zulässigen Lufttemperatur während der Versuche
zu vermeiden, erfolgt eine Beschränkung der Wertebereiche der Eingangsgrößen auf
PL ∈ [15 %, 85 %], PH ∈ [15 %, 85 %] und β ∈ [20 ◦, 80 ◦]. Hierdurch ist wie in Ka-
pitel 3, ein quaderförmiger Eingangsraum gegeben. Eine praktische Anwendung der
inkrementellen Modellbildung in einem aufgrund von Randbedingungen nicht qua-
derförmigen Eingangsraum ist in Abschnitt 5.2 beschrieben.

Versuchspläne und Modelle

Die Heizstrecke wird mit verschiedenen inkrementellen Modellen modelliert, wobei
Polynommodelle, lokale Modellnetze (LMN) und Gaußprozessmodelle (GPM) zum
Einsatz kommen. Um den Nutzen der inkrementellen Modellbildung aufzuzeigen und
mit einem klassischen Vorgehen zur experimentellen Modellbildung zu vergleichen,
werden folgende Messungen an der Heizstrecke durchgeführt:

1. Ein inkrementeller Versuchsplan für Polynommodelle, LMN und GPM,
2. Zwei inkrementelle Versuchspläne mit Transformation für LMN,
3. Ein optimierter Latin Hypercube (LHC) für Polynommodelle, LMN und GPM,
4. Zwei Testdatensätze mit unterschiedlicher Streuung um den Arbeitspunkt,
5. Ein raumfüllender Testdatensatz auf Basis einer Sobol-Sequenz.
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Alle inkrementellen Modelle werden jeweils in p = 3 Schritten erstellt, wobei N =
[21 20 20]T Versuchspunkte vermessen werden. Auf Basis des Versuchsplans in 1.
werden mit einem Polynommodell, einem LMN und zwei GPM (GPM-DP und GPM-
NS) vier verschiedene inkrementelle Modelle erstellt. Die Versuchspläne in 2. dienen
zur Erstellung zweier weiterer inkrementeller Modelle mit LMN. Hierbei werden die
LHC-Stufen mittels einer Transformation angepasst, um die Dichte an Versuchspunk-
ten in nichtlinearen Bereichen des Eingangsraums zu steigern. Die Transformation
erfolgt auf Grundlage der Partitionierung der LMN in den vorherigen Schritten (sie-
he Abschnitt 3.3.2), wobei mit r = 0 und r = −0.5 zwei unterschiedliche Stärken
dieser Transformation betrachtet werden. Als ein klassisches Vorgehen zur experi-
mentellen Modellbildung wird mit dem Versuchsplan in 3. ein optimierter LHC für
alle p = 3 Eingangsgrößen vermessen. Dieser LHC besitzt dieselbe Anzahl an Punk-
ten ||N ||1 = N1 + N2 + N3 = 61 wie ein inkrementeller Versuchsplan nach p = 3
Schritten und wird zur Erstellung von drei Vergleichsmodellen aus unterschiedlichen
Modellklassen (Polynom, LMN und GPM) verwendet. Für alle Modelle werden die
in Kapitel 3 beschriebenen Standardparameter verwendet. Hierzu zählt ein Grad von
m = 2 für alle Polynommodelle und eine Fehlerschwelle von ϵ = 0.5 ◦C als Abbruch-
kriterium für den LOLIMOT-Algorithmus.

Die Bewertung der Modelle erfolgt anhand von Testdatensätzen, bei denen der vor-
gegebene Arbeitspunkt im Fokus steht. Diese Testdatensätze werden in 4. gemäß
Gleichung 3.2 aus um den Arbeitspunkt ū zentrierten Normalverteilungen erstellt.
Mit σtest = 0.05 und σtest = 0.2 werden unterschiedliche Standardabweichungen
für jeden Testdatensatz verwendet, wobei jeweils Ntest = 20 Datenpunkte vermessen
werden. Zusätzlich wird mit dem Versuchsplan in 5. ein Testdatensatz mit Ntest = 20
Datenpunkten auf Basis einer Sobol-Sequenz erstellt. Dieser raumfüllende Versuchs-
plan dient zur Beurteilung der Modellgüte im gesamten Eingangsraum.

Versuchsdurchführung

Für jeden Versuchsplan bzw. Schritt in der inkrementellen Modellbildung werden
nacheinander die N Versuchspunkte u(k) mit k = 1, 2, · · · , N vermessen. Hierzu
werden die durch den jeweiligen Punkt vorgegebenen Kombinationen an Eingangs-
größen an der Heizstrecke eingestellt. Da die inkrementelle Modellbildung darauf
abzielt, das statische Prozessverhalten abzubilden, werden diese Eingangsgrößen für
eine Dauer von 25 s konstant gehalten, sodass ein stationärer Zustand der Lufttem-
peratur erreicht wird. Der statische Prozessausgang ϑL(k) ergibt sich zur Vermin-
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derung von Messrauschen als arithmetischer Mittelwert über die letzten 4 s dieser
Zeitspanne, wobei die zugrunde liegenden Messwerte mit einer Frequenz von 10 Hz
abgetastet werden. In der Versuchsdurchführung an der Heizstrecke wird ein Vorteil
der inkrementellen Modellbildung gegenüber klassischen Versuchsplanungsverfahren
deutlich. Da die Drosselklappenposition, die mit einem hohen Stellaufwand manuell
eingestellt werden muss, erst im Schritt i = 3 einbezogen wird, sind vollautomatische
Versuche in den Schritten i = 1 und i = 2 möglich. Insgesamt sind somit 21 manuelle
Einstellvorgänge der Drosselklappe nötig, während die Position bei dem optimierten
LHC mit derselben Anzahl an Versuchspunkten 61 Mal variiert werden muss.

5.1.2 Ergebnisse

Bild 5.2 zeigt exemplarisch die gemessene Lufttemperatur ϑL für die Versuchspunkte
in den Schritten i = 1 und i = 2 sowie die Modellausgänge für zwei verschiedene
inkrementelle Modelle mit der Drosselklappenposition β = 44 ◦. Beide Modelle sind
in der Lage, das Prozessverhalten abzubilden, wobei das GPM in (b) insgesamt einen
glatteren Verlauf der Ausgangsgröße erzielt. Beim LMN in (a) wurde mit r = 0 eine
Transformation der LHC-Stufen durchgeführt. Die durch diese Transformation an die
Nichtlinearität angepasste Datenverteilung ist im Bild sichtbar und führt im Schritt
i = 2 zu einer höheren Dichte an Versuchspunkten im Bereich PL < 50 %.

(a) Inkrementelles LMN mit r = 0 (b) Inkrementelles GPM-NS

Bild 5.2: Messwerte der Lufttemperatur ϑL für zwei inkrementelle Versuchspläne in
den Schritten i = 1 und i = 2 mit β = 44 ◦. Zusätzlich sind die Mo-
dellausgänge ϑ̂L von zwei auf Basis der jeweiligen Versuchsdaten erstellten
inkrementellen Modelle dargestellt.
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Die verschiedenen inkrementellen Modelle und die zugehörigen Vergleichsmodelle
werden auf Basis der Testdatensätze miteinander verglichen. Die erzielten Ergeb-
nisse sind in Bild 5.3 nach den einzelnen Modellklassen geordnet dargestellt. Bei
allen inkrementellen Modellen aller Modellklassen ist eine Zunahme des Fehlers mit
steigender Raumabdeckung der Testdaten gegeben. So erreichen die inkrementellen
Modelle ihre höchste Güte in der Nähe des Arbeitspunkts mit σtest = 0.05, wäh-
rend jeweils ein größerer Fehler bei Verwendung der Sobol-Sequenz als Testdaten-
satz gegeben ist. Die Vergleichsmodelle sind durch die größere Anzahl an gleichmä-
ßiger verteilten Datenpunkten in der Lage, das Prozessverhalten für den gesamten
Eingangsraum besser abzubilden. Hierdurch weisen die Vergleichsmodelle abgesehen
vom inkrementellen LMN mit r = 0 jeweils den geringsten Fehler bei der Sobol-
Sequenz als Testdatensatz auf.

Das polynomiale Vergleichsmodell in (a) erzielt bei allen Testdatensätzen einen ge-
ringeren Fehler als das inkrementelle Polynommodell. Dies kann durch die unzurei-
chende Flexibilität der Polynommodelle erklärt werden, die bei dem inkrementellen
Modell bereits in den ersten Schritten zu großen Modellfehlern führt. Diese Fehler
können in weiteren Schritten nicht mehr korrigiert werden. Bei den LMN in (b) ist
mit zunehmender Transformationsstärke von r = 1 bis r = −0.5 eine Steigerung
der Modellgüte in der Nähe des Arbeitspunkts sichtbar. Durch die Transformation
können mehr lokale Modelle in nichtlinearen Bereichen des Eingangsraums erstellt
werden, was bei dem LMN mit r = 0 zu einer insgesamt gesteigerten Modellgüte
führt, die bei der Sobol-Sequenz als Testdatensatz sogar das Vergleichsmodell über-
trifft. Wird die Transformation mit r = −0.5 zu stark gewählt, steigt der Fehler
im gesamten Eingangsraum durch die ungleichmäßige Verteilung der Trainingsdaten
an. Für die inkrementellen GPM in (c) sind für alle Testdatensätze bessere Ergeb-
nisse von GPM-NS gegenüber GPM-DP zu erkennen. Beide inkrementelle Modelle
bieten für σtest = 0.05 eine höhere Modellgüte als das Vergleichsmodell, während
für σtest = 0.2 und die Sobol-Sequenz das Vergleichsmodell die besten Ergebnisse
erzielt.

Im Vergleich der verschiedenen Modellklassen sind ähnliche Fehlerwerte für σtest =
0.05 zu erkennen, was verdeutlicht, dass alle Modelle in der Lage sind, die funktiona-
len Zusammenhänge in einem Bereich um den Arbeitspunkt zu approximieren. Den
insgesamt geringsten Fehler erzielt hier das LMN mit der stärksten Transformati-
on r = −0.5. Für σtest = 0.2 und die Sobol-Sequenz können geringere Fehler mit
den flexibleren Modellklassen LMN und GPM erzielt werden als mit den Polynom-
modellen. Bei Betrachtung der Sobol-Sequenz als Testdatensatz ist das LMN mit
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(a) Inkrementelles Modell und Vergleichsmodell mit polynomialer Struktur
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(b) Inkrementelles Modell und Vergleichsmodell mit LMN
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(c) Inkrementelles Modell und Vergleichsmodell mit GPM

Bild 5.3: Vergleich verschiedener Modelle der Heizstrecke anhand des RMSE un-
ter Verwendung verschiedener Testdatensätze. Diese Testdatensätze decken
von links nach rechts einen zunehmenden Anteil des Eingangsraums mit Da-
tenpunkten ab.
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r = 0 das beste inkrementelle Modell mit einem RMSE von 0.98 ◦C und das GPM
als Vergleichsmodell insgesamt das beste Modell mit einem RMSE von 0.74 ◦C.

Zusammenfassend zeigt sich anhand dieser Anwendung, dass die inkrementelle Mo-
dellbildung in der Lage ist, eine vergleichbare bzw. in der Nähe des Arbeitspunkts
sogar höhere Modellgüte zu erzielen als ein klassisches Vorgehen zur experimentel-
len Modellbildung. Zugleich werden Vorteile bei der Versuchsdurchführung durch
das schrittweise Vorgehen deutlich, die bei dieser Anwendung eine Verringerung des
Stellaufwands bewirken. Außerdem wurde der praktische Nutzen der Transformati-
on von Versuchsplänen auf Basis von Informationen aus den LMN der vorherigen
Schritte anhand dieser Anwendung demonstriert.

5.2 Modellbasierte Optimierung eines Bitumenofens

In diesem Abschnitt wird ein industrieller Ofen betrachtet, der bei der Firma Mie-
le & Cie. KG zum Aufschmelzen von Bitumenmatten auf Laugenbehälter dient. In
einer Waschmaschine rotiert die Trommel mit der zu waschenden Wäsche innerhalb
eines solchen Laugenbehälters, wobei die Bitumenmatte zu einer Geräuschreduktion
während des Waschvorgangs führt. Mehrere Laugenbehälter mit aufgelegten Bitu-
menmatten sind in Bild 5.4 am Eingang des Ofens zu sehen. Im Ofen werden die
Laugenbehälter und Bitumenmatten mittels Infrarotstrahlung erwärmt, wobei die

Bandgeschwin-

digkeit
v

B

Heizleistung PH

Laugenbehäl-
terhöhe hL

Bitumenmatten-
temperatur ϑB

Bild 5.4: Laugenbehälter mit aufgelegten Bitumenmatten am Eingang des Bitumen-
ofens [114]. Die betrachteten Eingangsgrößen und die Bitumenmattentem-
peratur ϑB als Qualitätsgröße sind kenntlich gemacht.
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Heizleistung PH in diskreten Stufen variiert werden kann. Die Bandgeschwindigkeit
vB, mit der sich die Laugenbehälter durch den Ofen bewegen, bestimmt die Verweil-
zeit unter den Infrarotstrahlern. Als weitere Eingangsgröße wird die Laugenbehälter-
höhe hL miteinbezogen, die aufgrund der Abstrahlcharakteristik der Infrarotstrahler
die Erwärmung der Bauteile beeinflusst. Als Qualitätsgröße für den Prozess dient
die Bitumenmattentemperatur ϑB, die nach dem Durchlaufen des Ofens kontakt-
los auf jeder Bitumenmatte gemessen wird. Für diese Temperatur sind Grenzwerte
einzuhalten, um ein Ablösen oder Überhitzen der Bitumenmatte zu vermeiden.

Ziel ist es, eine vorgegebene Bitumenmattentemperatur im regulären Betrieb des
Ofens möglichst exakt einzuhalten. Hierzu wird eine Optimierungsstrategie ent-
wickelt, die unter Berücksichtigung von zusätzlichen Produktionsvorgaben optimale
Werte für die Eingangsgrößen des Bitumenofens vorgibt. In einem ersten Schritt wird
der Bitumenofen mittels der ILHAD-Methodik (siehe Kapitel 3) vermessen und da-
tenbasiert modelliert, um ein Prozessmodell zur Vorhersage der Bitumenmattentem-
peratur zu erhalten. Am Modell werden anschließend mittels eines Optimierungsver-
fahrens Betriebsparameter ermittelt, wobei Produktionsvorgaben berücksichtigt wer-
den. Eine solche Produktionsvorgabe ist der Typ des verarbeiteten Laugenbehälters.
Für jeden Laugenbehältertyp mit spezifischer Höhe werden somit optimale Werte
der Bandgeschwindigkeit und Heizleistung bestimmt. Neben der Sicherstellung ei-
ner gleichbleibenden Produktqualität wird ein minimaler elektrischer Energiebedarf
des Ofens als weiteres Optimierungsziel berücksichtigt. Die Implementierung der
Optimierungsstrategie in der Anlagensteuerung ermöglicht eine fortlaufende Anpas-
sung der Betriebsparameter an variierende Betriebsbedingungen. Erste Ergebnisse
der Modellbildung des Bitumenofens wurden in [114] veröffentlicht. Weitere Details
zu dieser Anwendung sind in [82] zu finden.

5.2.1 Anwendung der inkrementellen Modellbildung

Eine Fertigungsanlage wie der betrachtete Bitumenofen verfügt über zahlreiche Pa-
rameter, die das Prozessverhalten beeinflussen. Viele dieser Parameter wie die Geo-
metrie des Ofenraums wurden bei der Konstruktion festgelegt und können nur mit
großem Aufwand verändert werden. Weitere Parameter wie die Dicke der Bitumen-
matten unterliegen genauen Vorgaben und können somit als konstant angenommen
werden. Für die Modellierung des Bitumenofens wurden diejenigen Prozessparame-
ter als Eingangsgrößen ausgewählt, die gemäß dem vorhandenen Prozesswissen den



126 5.2 Modellbasierte Optimierung eines Bitumenofens

größten Einfluss auf den Prozess haben und einfach auf einen durch den Versuchs-
plan vorgegebenen Wert eingestellt werden können. Diese Größen sind in Tabelle 5.1
aufgelistet und mit vorhandenem Prozesswissen bewertet worden. Die Bandgeschwin-
digkeit und die Heizleistung wurden als die bedeutendsten Eingangsgrößen identifi-
ziert, wobei die Bandgeschwindigkeit in der Rangfolge aufgrund der besseren Ein-
stellbarkeit priorisiert wird. Die Heizleistung weist für die Versuchsdurchführung eine
schlechtere Einstellbarkeit auf, da sich diese aufgrund von Aufheiz- bzw. Abkühlvor-
gängen der Heizstrahler verzögert auf den Prozess auswirkt. Die Laugenbehälterhöhe
kann durch manuelles Zuführen verschiedener Bauteiltypen während der Versuche
eingestellt werden, besitzt aber eine geringere Bedeutung, sodass diese an dritter
Stelle in der Rangfolge steht. Somit ergibt sich für die inkrementelle Modellbildung
der Eingangsgrößenvektor u = [vB PH hL]T, mit dem die Bitumenmattentemperatur
ϑ̂B,inkr = f(u) vorhergesagt werden soll. Als Arbeitspunkt wird der in der Vergan-
genheit häufigste Betriebspunkt ū = [0.058 m/s 56 kW 0.412 m]T gewählt.

Die Ofentemperatur ϑO wird nicht in das inkrementelle Modell einbezogen. Sie weist
ein dynamisches Verhalten auf und wird durch weitere Eingangsgrößen beeinflusst,
wobei der größte Einfluss von der Heizleistung ausgeht. Da die Versuche mit variabler
Heizleistung stattfinden, kann die Ofentemperatur folglich nicht konstant gehalten
werden. Stattdessen wird ein polynomiales Korrekturmodell mit Wechselwirkung

∆ϑ̂B = g(vB, ϑO) = b0 + b1vB + b2ϑO + b3vBϑO (5.1)

verwendet, das den Einfluss der Ofentemperatur im für den Betrieb relevanten Tem-
peraturbereich näherungsweise kompensiert. Da der Einfluss der Ofentemperatur von
der Verweilzeit der Laugenbehälter im Ofen abhängt, wird in diesem Modell auch die
Bandgeschwindigkeit berücksichtigt. Die Parameter b0, b1, b2 und b3 wurden mit der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate (siehe Abschnitt 2.2.1) auf Grundlage eines
gesonderten vollfaktoriellen Versuchsplans (siehe Abschnitt 2.4.2) mit vier Versuchs-

Tabelle 5.1: Betrachtete Eingangsgrößen am Bitumenofen und Kriterien zur Festle-
gung einer Rangfolge.

Bezeichnung Stufen Bedeutung Einstellbarkeit Rangfolge
Bandgeschwindigkeit vB keine + + 1
Heizleistung PH 5 + 0 2
Laugenbehälterhöhe hL 5 0 + 3
Ofentemperatur ϑO keine 0 - /
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punkten geschätzt. Aus dem inkrementellen Modell und dem Korrekturmodell ergibt
sich die vorhergesagte Bitumenmattentemperatur ϑ̂B = ϑ̂B,inkr + ∆ϑ̂B.

Inkrementelle Versuchsplanung unter Berücksichtigung von Randbedingungen

Am Bitumenofen existieren Kombinationen von Eingangsgrößen, die aufgrund physi-
kalischer Überlegungen ausgeschlossen werden können. So ist bei einer hohen Band-
geschwindigkeit und geringen Heizleistung mit einer zu niedrigen Bitumenmatten-
temperatur zu rechnen. Eine Vermessung dieses Bereichs hätte kaum praktischen
Nutzen, würde aber den Versuchsaufwand erhöhen. Auch ein Bereich mit niedriger
Bandgeschwindigkeit und hoher Heizleistung ist nicht relevant und kann zusätzlich
aufgrund der hohen Temperatur und damit steigender Feuergefahr die Anlage ge-
fährden. Um diese Bereiche des Eingangsraums auszuschließen, wurde der zulässige
Eingangsraum mittels Randbedingungen in Form zweier Ungleichungen definiert.
Die Berücksichtigung dieser Randbedingungen im EDLS-Algorithmus wird in An-
hang A.2 erläutert.

Bild 5.5 stellt den inkrementellen Versuchsplan für die drei durchgeführten Vermes-
sungs- und Modellierungsschritte am Bitumenofen dar. Bereiche, die aufgrund der
Randbedingungen ausgeschlossen sind, sind grau gekennzeichnet. Im ersten Schritt
i = 1 wurde eine Verletzung der zuvor definierten Randbedingungen in Kauf genom-
men, um den Extrapolationsbereich des ersten Teilmodells möglichst klein zu halten
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(b) Versuchsplan im Schritt i = 3

Bild 5.5: Inkrementeller Versuchsplan für die Vermessung des Bitumenofens. Unzu-
lässige Bereiche bzw. die Grenzen des zulässigen Eingangsraums sind grau
markiert und nicht vermessene Punkte ausgekreuzt.
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(siehe Abschnitt 3.4.3). Aus dem ersten Datenpunkt außerhalb des zuvor definierten
Eingangsraums resultierte jedoch bereits eine Überschreitung der zulässigen Tempe-
ratur, sodass auf eine Vermessung der weiteren Punkte im Schritt i = 1 mit noch
niedrigerer Bandgeschwindigkeit (ausgekreuzte Quadrate) verzichtet wurde.

Im zweiten und dritten Schritt wurden Eingangsgrößen in den Versuchsplan einbe-
zogen, für die durch die Anlagenkonstruktion diskrete Stufen vorgegeben sind. Diese
vorgegebenen Stufen müssen folglich auch für den in jedem Schritt erzeugten Latin
Hypercube (LHC) verwendet werden. Durch das Konstruktionsprinzip des LHC mit
nur einem Punkt pro Stufe wird allerdings die Anzahl der möglichen Versuchspunkte
limitiert, sodass mit den fünf diskreten Stufen von PH und hL nur fünf Versuchspunk-
te in jedem Schritt realisierbar sind. Um eine größere Anzahl an Versuchspunkten zu
ermöglichen, können die vorgegebenen Stufen mehrfach mit Punkten besetzt. Trotz
dieser Änderung kann der EDLS-Algorithmus zur Erzeugung eines raumfüllenden
Versuchsplans verwendet werden, ohne dass Anpassungen am Algorithmus notwen-
dig sind. Für den Bitumenofen wurden drei Punkte pro Stufe gewählt, wodurch der
inkrementelle Versuchsplan über N = [9 12 12]T Versuchspunkte verfügt.

Versuchsdurchführung und Modellbildung

Zur Vermessung der einzelnen Punkte gemäß des aufgestellten Versuchsplans wurden
die Eingangsgrößen Bandgeschwindigkeit und Heizleistung am Bitumenofen einge-
stellt und das Abklingen der dynamischen Effekte abgewartet. Falls nötig, wurde
durch gezieltes Aufheizen oder Abkühlen eine für den regulären Betrieb typische
Ofentemperatur herbeigeführt, sodass das Korrekturmodell gültig ist. Anschließend
wurden Laugenbehälter des benötigten Typs einzeln dem Ofen zugeführt und die er-
zielten Bitumenmattentemperaturen gemessen. Mit zusätzlichen Messungen wurde
ein unabhängiger Testdatensatz erstellt. Hierzu wurde ein unter Berücksichtigung
der Randbedingungen optimierter LHC mit allen drei betrachteten Eingangsgrößen
und Ntest = 15 Versuchspunkten verwendet.

Auf Basis des inkrementellen Versuchsplans wurden mehrere inkrementelle Model-
le mit Polynommodellen, lokalen Modellnetzen (LMN) und Gaußprozessmodellen
(GPM) erstellt. Bild 5.6a zeigt exemplarisch die Trainingsdaten in den Schritten
i = 1 und i = 2 und den Modellausgang des GPM-DP Modells für die zwei wich-
tigsten Eingangsgrößen vB und PH. Der Modellausgang weist physikalisch sinnvolle
Monotonieeigenschaften auf, sodass das Modellverhalten plausibel erscheint. Eine
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(a) Trainingsdaten und Modellausgang
von GPM-DP im Schritt i = 2
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(b) RMSE mit verschiedenen Teilmodell-
strukturen in den Schritten i

Bild 5.6: Ergebnisse der inkrementellen Modellbildung des Bitumenofens.

genauere Bewertung der Modelle erfolgt auf Grundlage der Testdaten. Die dabei
erzielten Fehlerwerte für verschiedene Teilmodellstrukturen sind in Bild 5.6b dar-
gestellt. Bei allen Modellen ist eine Abnahme des RMSE mit einer zunehmenden
Anzahl an durchgeführten Schritten sichtbar. Diese Abnahme resultiert aus der Be-
rücksichtigung weiterer Eingangsgrößen, deren Einflüsse durch das Modell abgebil-
det werden. Alle Teilmodellstrukturen weisen ähnliche Modellfehler auf, wobei das
GPM-DP Modell im Schritt i = 3 die besten Ergebnisse erzielt.

5.2.2 Implementierung der Optimierungsstrategie

Das erstellte Prozessmodell kann zur Bestimmung optimaler Prozessparameter für
den Betrieb des Bitumenofens verwendet werden. Ziel der Optimierung ist es, eine
vorgegebene Bitumenmattentemperatur ϑB,soll für jeden verarbeiteten Laugenbehäl-
ter zu erreichen und damit |ϑ̂B − ϑB,soll| zu minimieren. Zusätzlich wird im Sinne
eines ökonomischen und ökologischen Anlagenbetriebs ein minimaler Energiebedarf
angestrebt. Bei isolierter Betrachtung der Anlage, kann dieses zweite Ziel als eine
Minimierung des Energiebedarfs pro verarbeitetem Laugenbehälter

EL = PH · t

DL(vB) · t
= PH

DL(vB) (5.2)

formuliert werden, wobei DL ∝ vB den Durchsatz an Laugenbehältern pro Zeit be-
zeichnet und vereinfacht die Heizleistung PH als Leistung der gesamten Anlage ange-
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nommen wird. Für die Lösung des resultierenden multikriteriellen Optimierungspro-
blems werden die in Bild 5.7 dargestellten Pareto-Optima betrachtet. Für jede der
drei häufigsten Laugenbehälterhöhen ist eine Pareto-Front dargestellt, also die Punk-
te, bei denen keine weitere Verbesserung eines Optimierungskriteriums möglich ist,
ohne das andere zu verschlechtern [55]. Am Bitumenofen geht folglich eine Verringe-
rung des Energiebedarfs mit einer größeren Abweichung der Bitumenmattentempe-
ratur einher. Aus diesen Pareto-optimalen Betriebspunkten können anschließend für
den Betrieb geeignete Punkte ausgewählt werden. Im Sinne einer möglichst hohen
Qualität können Punkte ausgewählt werden, bei denen die gewünschte Bitumenmat-
tentemperatur gemäß Modell mit |ϑ̂B − ϑB,soll| = 0 ◦C exakt getroffen wird.

Optimierung unter Berücksichtigung von Produktionsvorgaben

Die zuvor ermittelten Betriebspunkte sind bezogen auf die einzelne Anlage energe-
tisch optimal. Wird der Bitumenofen allerdings in eine Produktionskette eingebun-
den, müssen weitere Vorgaben bei der Optimierung berücksichtigt werden. Bild 5.8
stellt die Berücksichtigung dieser Produktionsvorgaben am Bitumenofen dar. Die-
se werden entweder als vorgegebene Größen für das Prozessmodell verwendet oder
beeinflussen den Optimierer. Im regulären Betrieb sind die Laugenbehälterhöhe hL,
die aus dem aktuellen Fertigungsauftrag resultiert, und die in der Anlage gemessene
Ofentemperatur ϑO vorgegebene Größen für das Prozessmodell. Weitere Produkti-
onsvorgaben sind der Sollwert der Bitumenmattentemperatur ϑB,soll und ein benö-

Bild 5.7: Pareto-Optima der multikriteriellen Optimierung des Bitumenofens, bezo-
gen auf einzelne Laugenbehälter. Die Ergebnisse sind für verschiedene Lau-
genbehälterhöhen hL und ϑB,soll = 125 ◦C dargestellt.
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Bild 5.8: Einbeziehung von Produktionsvorgaben bei der Optimierung des Bitumen-
ofens als Eingangsgrößen für das Prozessmodell und als Sollwertvorgabe
bzw. Nebenbedingung bei der Optimierung. Die aus der Optimierung re-
sultierenden Eingangsgrößen vB und PH sind in orange hervorgehoben.

tigter Bauteildurchsatz DL(vB,min), dem eine minimale Bandgeschwindigkeit vB,min

zugeordnet werden kann. Die Bandgeschwindigkeit muss mindestens vB,min entspre-
chen, damit der Bitumenofen keinen Flaschenhals in der Produktionskette darstellt.
Eine Steigerung der Bandgeschwindigkeit über den Minimalwert hinaus führt hin-
gegen zu keinem gesteigerten Durchsatz DL(vB) = DL(vB,min) für vB > vB,min, da
der Gesamtdurchsatz in einer verketteten Produktion durch die Anlage mit dem ge-
ringsten Durchsatz bestimmt wird. Das Kriterium eines minimalen Energiebedarfs
pro verarbeitetem Laugenbehälter gemäß Gleichung (5.2) kann bei einem solchen
konstanten Durchsatz als ein Betrieb mit kleinstmöglicher Leistung PH formuliert
werden. Ziel des Optimierers ist die Bestimmung der kleinstmöglichen Heizleistung
PH und der dazugehörigen Bandgeschwindigkeit vB, die gemäß des Prozessmodells
zu der vorgegebenen Bitumenmattentemperatur ϑ̂B = ϑB,soll führen.

Die realisierte Optimierungsstrategie ist in Bild 5.9 gezeigt. Dargestellt sind alle
Kombinationen der Eingangsgrößen PH und vB, die gemäß des Prozessmodells bei
festen Produktionsvorgaben zu ϑ̂B = ϑB,soll führen. Um die minimale Bandgeschwin-
digkeit vB,min und die diskreten Heizstufen zu berücksichtigen, werden nacheinander
folgende Schritte durchgeführt:

i Bestimmung der minimalen Heizleistung bei gegebener minimaler Bandge-
schwindigkeit PH,min = arg min

PH
(|ϑ̂B(vB,min, PH, hL, ϑO) − ϑsoll|).

ii Wahl der Heizstufe PH = min(PH ∈ {24, 34, 44, 56, 68} kW|PH ≥ PH,min) basie-
rend auf der zuvor ermittelten minimalen Heizleistung.
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Bild 5.9: Durch Optimierung am Modell ermittelte Kombinationen der Eingangsgrö-
ßen vB und PH für die ϑB = ϑB,soll = 125 ◦C gilt. Exemplarisch wurden die
Produktionsvorgaben hL = 0.412 m, ϑO = 80 ◦C und vB,min = 0.05 m/s zu-
grunde gelegt. Die Optimierungsstrategie besteht aus drei Schritten (i.-iii.).

iii Ermittlung der optimalen Bandgeschwindigkeit für die gewählte Heizstufe vB =
arg min

vB
(|ϑ̂B(vB, PH, hL, ϑO) − ϑsoll|).

Es ergeben sich ausschließlich einkriterielle Optimierungsprobleme in den Schritten
i. und iii., die mittels Newton-Verfahren [92] gelöst werden.

Implementierung und Evaluation im laufenden Prozessbetrieb

Um den regulären Anlagenbetrieb zu verbessern, wurde die zuvor beschriebene Op-
timierungsstrategie in der speicherprogrammierbaren Steuerung (SPS) der Anlage
implementiert. Eine solche Implementierung kann auf verschiedene Weise erfolgen,
wobei Beschränkungen der Anlagensteuerung hinsichtlich Rechenleistung und Spei-
cherkapazität zu berücksichtigen sind. Ein übliches Vorgehen, um rechenaufwändige
Optimierungsstrategien trotz dieser Beschränkungen zu realisieren, ist das Abbil-
den von offline ermittelten Optimierungsergebnisse mit einem datenbasierten Mo-
dell (Optimalsteuerung). In [96] werden für ein solches Vorgehen Kennfelder, loka-
le Modellnetze und Radial-Basisfunktionen-Netze für die Implementierung in Mo-
torsteuergeräten verglichen. Für den Bitumenofen wurde aufgrund des akzeptablen
Rechenaufwands der entwickelten Optimierungsstrategie eine Online-Optimierung
gewählt, wozu das inkrementelle Polynommodell des Bitumenofens und die Opti-
mierungsstrategie in einen Programmbaustein für die SPS überführt wurden. Das
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Polynommodell wurde hierbei aufgrund der einfachen Implementierung bei zugleich
hinreichender Modellgüte ausgewählt.

Bild 5.10 stellt die gemessene Bitumenmattentemperatur im regulären Prozessbe-
trieb über einen Zeitraum von jeweils 5 Wochen vor und nach der Inbetriebnahme
des Optimierungsbausteins gegenüber. Hierbei werden nur diejenigen Bauteile be-
trachtet, bei denen für mindestens vier Minuten eine konstante Heizleistung vor-
liegt, um dynamische Effekte durch das Aufheizen oder Abkühlen der Heizstrahler
auszuschließen. Im Vergleich der Histogramme ist im Betrieb mit aktiviertem Opti-
mierungsbaustein eine geringere Streuung der Bitumenmattentemperatur sichtbar.
Insbesondere hohe Temperaturen mit ϑB > 130 ◦C treten vermindert auf. Diese Re-
duktion von hohen Temperaturen führt zugleich zu einer Verringerung des Energie-
bedarfs. So wird der mittlere Energiebedarf pro Laugenbehälter in dem betrachteten
Zeitraum durch den Optimierungsbaustein um ca. 8 % reduziert.

Darüber hinaus erhöht der implementierte Optimierungsbaustein die Flexibilität der
Anlage. So können auch andere Typen von Laugenbehältern mit einer Höhe im ver-
messenen Wertebereich verarbeitet werden, ohne dass neue Messungen oder Einstell-
arbeiten notwendig sind. Außerdem werden Einschränkungen im Anlagenbetrieb wie
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(a) Ohne Optimierungsbaustein: Bitumenmattentemperaturen von ca. 37000 Bauteilen

100 110 120 130 140 150
0
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2000

(b) Mit Optimierungsbaustein: Bitumenmattentemperaturen von ca. 27000 Bauteilen

Bild 5.10: Histogramme der Bitumenmattentemperatur im regulären Prozessbetrieb
ohne und mit Optimierungsbaustein.
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ein Ausfall von Heizstrahlern, der zu veränderten Heizstufen führt, bei der Optimie-
rung berücksichtigt und automatisch kompensiert.

5.3 Qualitätsvorhersage für die Montage von
Waschmaschinentrommeln

Als industrielle Anwendung für die Versuchsplanung für zusammengesetzte Einhei-
ten wird in diesem Abschnitt ein Montageprozess von Waschmaschinentrommeln der
Firma Miele & Cie. KG betrachtet. Waschmaschinentrommeln sind Baugruppen, die
aus mehreren Komponenten zusammengesetzt werden und an die hohe Qualitätsan-
forderungen gestellt werden. So sind insbesondere Rund- und Planlauf der Trommel
wichtige Qualitätsgrößen. Zu hohe Abweichungen können dazu führen, dass Wäsche
während des Waschvorgangs unter die Trommel gezogen wird.

Bild 5.11 stellt die wichtigsten Komponenten einer Waschmaschinentrommel zusam-
men mit den nachfolgend betrachteten Qualitätsgrößen schematisch dar. Bei den
Hauptkomponenten einer Trommel handelt es sich um Kappe (c1), Mantel (c2), Bo-
den (c3) und Flansch (c4). Diese Komponenten sind radialsymmetrisch und können

Kappe: c1 ∈ C1

Mantel: c2 ∈ C2

Boden: c3 ∈ C3

Flansch: c4 ∈ C4

Trommel: P = {c1, c2, c3, c4}

∆hT

∆rT

Bild 5.11: Schematische Darstellung der Hauptkomponenten einer Waschmaschinen-
trommel. Die Qualitätsgrößen beschreiben die Spannweiten der Abwei-
chungen über den Umfang der Trommelöffnung (blau) in radialer ∆rT
und axialer ∆hT Richtung.
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daher in unterschiedlichen rotatorischen Ausrichtungen verbaut werden. Die Montage
erfolgt in einem vollautomatisierten Prozess, der die Komponenten fest miteinander
verbindet. Eine montierte Trommel P = {c1, c2, c3, c4} besitzt eine Rotationsach-
se (Strichpunktlinie). Die Rundlaufabweichung ∆rT beschreibt die Spannweite der
Abweichungen der Kappenöffnung (blau) in radialer Richtung, während die Plan-
laufabweichung ∆hT die Spannweite der axialen Abweichungen der Kappenöffnung
angibt.

Mittels eines Modells sollen die Rund- und Planlaufabweichungen der montierten
Waschmaschinentrommeln aus Merkmalen der verwendeten Komponenten vorherge-
sagt werden. Hierzu erfolgt eine experimentelle Modellbildung auf Basis der in Ka-
pitel 4 beschriebenen Versuchsplanungsmethodik. Dieses Vorgehen wurde gegenüber
einer Modellierung auf Basis von Prozessdaten aus dem regulären Anlagenbetrieb
gewählt, da es in dem betrachteten Anwendungsfall folgende Vorteile aufweist:

• Steigerung der Eingangsraumabdeckung durch eine gezielte Zuordnung der
Einzelkomponenten und eine Vorgabe der rotatorischen Ausrichtung.

• Geringere Anforderungen an die Datenerfassung durch manuelle Bauteilzufüh-
rung (z. B. keine Notwendigkeit der Rückverfolgbarkeit der Komponenten).

• Frühzeitige Modellerstellung bereits in der Inbetriebnahmephase eines Monta-
geprozesses.

Ein Modell zur Vorhersage der Abweichungen einer Trommel kann direkt genutzt
werden, um diese Abweichungen zu reduzieren. Dies ermöglicht es, die Qualität der
Baugruppen zu steigern sowie Ausschuss bzw. Nacharbeit zu reduzieren. Hierzu kön-
nen verschiedene Kombinationen von Komponenten bzw. Chargen an Komponenten
am Modell evaluiert werden. Die Kombination mit der geringsten vorhergesagten
Abweichung kann anschließend montiert werden. Eine solche gezielte Zusammen-
stellung der Komponenten würde allerdings den logistischen Aufwand in der Pro-
duktion erhöhen. Eine weniger aufwändige Möglichkeit zur Steigerung der Qualität
ist eine gezielte rotatorische Ausrichtung der Komponenten zueinander. Typischer-
weise ist in der Praxis eine geringe Anzahl diskreter Winkelpositionen vorteilhaft, für
die mittels vollständiger Enumeration optimale Rotationswinkel am Modell ermittelt
werden können.

Um ein solches Modell zu erstellen, werden nachfolgend zwei verschiedene Ansät-
ze betrachtet, die schwerpunktmäßig auf die Vorhersage einer der Qualitätsgrößen
abzielen und auf konstruktiv unterschiedliche Typen an Waschmaschinentrommeln
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angewandt wurden. Der in Abschnitt 5.3.1 beschriebene lokale Ansatz wird zur Vor-
hersage der Trommelhöhe an diskreten Positionen entlang der Trommelöffnung ver-
wendet und charakterisiert die Planlaufabweichung. Durch die Vernachlässigung von
Interaktionen zwischen den einzelnen Positionen wird eine geringe Dimensionalität
und ein hoher Trainingsdatenumfang erzielt. Der in Abschnitt 5.3.2 beschriebene
globale Ansatz ist hingegen in der Lage, Interaktionen zwischen den einzelnen Mess-
positionen einzubeziehen. Hierfür werden globale Merkmale der Einzelkomponenten
verwendet und für die Vorhersage der Rundlaufabweichung genutzt. Erste Ergebnisse
zu dieser Anwendung wurden in den Konferenzbeiträgen [115, 116] veröffentlicht.

5.3.1 Lokaler Ansatz zur Vorhersage von Höhenabweichungen

In diesem Abschnitt wird der lokale Ansatz gemäß Abschnitt 4.5.2 zur Vorhersa-
ge von Höhenabweichungen einer montierten Trommelbaugruppe verwendet. Diesem
Ansatz liegt die Annahme zugrunde, dass sich die Trommelhöhe an einer Winkel-
position hauptsächlich aus den Merkmalen der verwendeten Komponenten an dieser
Winkelposition ergibt. Ist beispielsweise die Höhe einer Kappe an einer Winkelpositi-
on vergrößert, wird angenommen, dass dies zu einer Vergrößerung der Trommelhöhe
an dieser Winkelposition beiträgt. Auswirkungen auf die Trommelhöhe an anderen
Winkelpositionen werden aufgrund der Verformbarkeit der Komponenten im Mon-
tageprozess vernachlässigt.

Versuchsplanung

Der Versuchsplan basiert auf einem historischen Datensatz mit 25 zufällig hergestell-
ten Trommeln ohne Rotation der Komponenten. Dieser gegebene Datensatz wird
um zusätzliche 60 Trommeln erweitert, wobei sowohl die Abstände der neuen Ver-
suchspunkte untereinander als auch die Abstände zu den gegebenen Datenpunkten
optimiert werden. Für alle Komponenten werden w = 3 Winkelpositionen 0 ◦, 120 ◦

und −120 ◦ betrachtet, in denen diese verbaut werden können. An diesen Winkel-
positionen werden jeweils 8 verschiedene Merkmale gemessen, die beispielsweise Hö-
hen oder Außenradien von Komponenten beschreiben. Somit ergeben sich insgesamt
M = 24 Merkmale der Komponenten, die bei einem globalen Modell zu einer hohen
Dimensionalität führen würden. Der lokale Ansatz betrachtet nur die M

w
= 8 loka-

len Merkmale und führt zugleich bei N = 85 Trommeln zu einer Steigerung der für
die Modellschätzung verfügbaren Datenpunkte auf N · w = 255. Von den lokalen
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Merkmalen entfallen m1 = 4 auf die Kappe, m3 = 2 auf den Boden und m4 = 2 auf
den Flansch, wobei ausschließlich geometrische Maße der Komponenten betrachtet
werden. Der Mantel bleibt mit m2 = 0 Merkmalen unberücksichtigt, da von diesem
Komponententyp die geringsten Auswirkungen auf die Trommel erwartet werden.

Bild 5.12 stellt in (a) eine initiale Datenverteilung von zufällig zusammengestell-
ten Baugruppen ohne Rotation der Komponenten dar, während in (b) der gemäß
dem lokalen Ansatz optimierte Versuchsplan unter Berücksichtigung der Rotation
von Komponenten zu sehen ist. Hierbei sind Datenpunkte, die aus dem historischen
Datensatz stammen, schwarz markiert. Diese Datenpunkte werden als nicht verän-
derbare Punkte in alle Versuchspläne übernommen und bei der Optimierung der
neuen Versuchspunkte (blau) berücksichtigt. Alle grau hinterlegten Felder können
durch die Optimierung nicht verändert werden, da diese ausschließlich Merkmale ei-
nes Komponententyps zeigen. So beschreiben zum Beispiel die Merkmale u1, u2, u3

und u4 unterschiedliche Bauteilmaße des Komponententyps Kappe (C1). Aufgrund
der Kopplung dieser Merkmale an das jeweilige physikalische Objekt sind keine Tau-
schoperationen möglich, die eine Untermenge dieser Merkmale betreffen. In allen
anderen Feldern ist durch die Optimierung eine verbesserte Raumabdeckung sicht-
bar. Die gleichmäßigere Verteilung der Punkte in den dargestellten Projektionen
wird besonders in den orange markierten Feldern deutlich. Zusätzlich wurden im
optimierten Versuchsplan K = 5 möglichst ähnliche Datenpunkte erzeugt (siehe Ab-
schnitt 4.3), die in grün dargestellt sind. Um keine Details der Bauteilvermessung
der Firma Miele & Cie. KG preiszugeben, sind alle betrachteten Eingangsgrößen auf
den Wertebereich [0, 1] normiert dargestellt.

Zur Quantifizierung der Raumabdeckung werden in Tabelle 5.2 verschiedene Ver-
suchspläne für die realen Komponenten anhand der in Abschnitt 2.3 beschriebenen
Bewertungsmaße verglichen, wobei bei beiden Bewertungsmaßen kleinere Werte bes-
sere Ergebnisse charakterisieren. Hierbei werden 1) der zufällige Versuchsplan ohne
Rotation von Komponenten aus Bild 5.12a sowie 2) ein weiterer zufälliger Versuchs-
plan, bei dem zusätzlich eine zufällige Rotation der Komponenten erfolgt, einem
3) mittels lokaler Suche optimierten Versuchsplan gegenübergestellt. Zusätzlich ist
4) der in den Versuchen verwendete Versuchsplan aus Bild 5.12b mit 5 möglichst
ähnlichen Versuchspunkten aufgeführt. Es zeigt sich, dass die Rotation von Kom-
ponenten durch die zusätzlichen Freiheiten bei der Versuchsplanung zu einer deutli-
chen Verbesserung der Versuchspläne gemäß des Kriteriums DKL führt. Die besten
Ergebnisse mit dem geringsten Wert von DKL werden durch 3) den lokalen Suchal-
gorithmus erzielt. Bei 4) führt die Erzeugung ähnlicher Versuchspunkte durch die
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(a) Zufälliger Versuchsplan ohne Rotation
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(b) Optimierter Versuchsplan mit Rotation

Bild 5.12: Gegenüberstellung von Datenverteilungen gemäß dem lokalen Ansatz (a)
ohne und (b) mit Optimierung. Der historische Datensatz (schwarz) wurde
um raumfüllende (blau) und möglichst ähnliche Punkte (grün) ergänzt.
Nicht optimierbare Felder sind grau hinterlegt, während der Nutzen der
Optimierung in den orange markierten Feldern besonders deutlich wird.
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Tabelle 5.2: Bewertung von Versuchsplänen gemäß des lokalen Ansatzes mittels DKL
für die Gleichförmigkeit (siehe Abschnitt 2.3.3) und dS für die größten
Löcher im Eingangsraum (siehe Abschnitt 2.3.2). Die Ergebnisse der
zufälligen Versuchspläne sind über 100 Wiederholungen gemittelt.

Nr. Zuordnung der Rotation ähnliche Punkte DKL dS
Komponenten

1) zufällig keine keine 8.30 1.27
2) zufällig keine 7.08 1.24
3) lokale Suche keine 7.06 1.24
4) lokale Suche 5 7.11 1.15

hiermit verbundenen Einschränkungen zu einer leichten Verschlechterung dieses Kri-
teriums. Es ist allerdings zu beachten, dass durch die Dimensionalität von acht ein
großer Fehler bei der Kerndichteschätzung gegeben sein kann [95], die dem Krite-
rium DKL zugrunde liegt. Insgesamt verdeutlichen der von null verschiedene Wert
von DKL sowie die Darstellung in Bild 5.12b, dass die erzielten Datenverteilungen
deutlich von einer Gleichverteilung abweichen. Ursächlich hierfür sind Einschränkun-
gen durch die gegebenen Komponenten. Es liegt allerdings eine Punktverteilung vor,
die unter Berücksichtigung der gegebenen Komponenten möglichst große Bereich des
Eingangsraums möglichst gleichmäßig abdeckt.

Bezogen auf die größte Lücke im Eingangsraum sind nur geringe Veränderungen des
Kriteriums dS zwischen den zufälligen Versuchsplänen und dem lokalen Suchalgo-
rithmus sichtbar. Eine deutliche Verbesserung wird in dem betrachteten Fall bei der
lokalen Suche mit zusätzlicher Erzeugung von ähnlichen Punkten erzielt. Im Allge-
meinen ist jedoch mit dem gegenteiligen Effekt zu rechnen, da die Erzeugung ähnli-
cher Datenpunkte zu Einschränkungen in der Versuchsplanung führt, die Lücken im
Eingangsraum tendenziell vergrößern.

Versuchsdurchführung und Modellbildung

In den Versuchen wurden die Komponenten in den durch den Versuchsplan vorge-
gebenen Kombinationen und rotatorischen Ausrichtungen der Montageanlage zuge-
führt. Innerhalb der Anlage erfolgte die vollautomatische Montage zu Waschmaschi-
nentrommeln mit einer anschließenden Messung der Abweichungen dieser Trommeln.
Um eine Zuordnung der Messwerte zu den einzelnen Baugruppen zu ermöglichen,
wurden diese manuell gekennzeichnet.
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Auf Basis der Versuchsdaten wird zur Vorhersage jeder Qualitätsgröße ein separates
Gaußprozessmodell (GPM) erstellt. Die acht Eingangsgrößen für diese Modelle sind
durch den Versuchsplan vorgegeben, während die jeweils gemessenen Abweichungen
der Trommelhöhe bzw. die radiale Abweichung der Trommelöffnung als Ausgangs-
größen verwendet werden. Die Validierung der Modelle erfolgt mittels Leave-One-
Out-Kreuzvalidierung, bei der für einen Validierungsdatenpunkt jeweils eine Vor-
hersage durch ein Modell erfolgt, das auf den verbleibenden N − 1 Datenpunkten
trainiert wurde. Dieser Vorgang wird N mal wiederholt, wobei jeder Datenpunkt
einmal die Rolle des Validierungsdatenpunkts einnimmt [80]. Der RMSE über alle
Validierungsdatenpunkte wird als Leave-One-Out-Fehler bezeichnet.

Die erzielten Ergebnisse sind in Tabelle 5.3 zusammengefasst. Bei der radialen Ab-
weichung rT zeigt sich anhand der nahezu identischen Werte von Leave-One-Out-
Fehler und Standardabweichung, dass das erstellte Modell eine vergleichbare Mo-
dellgüte wie ein Mittelwertmodell der Ausgangsgröße aufweist. Da bei einem solchen
Mittelwertmodell die Eingangsgrößen unberücksichtigt bleiben, kann geschlussfolgert
werden, dass diese Größe mit dem lokalen Ansatz und den ausgewählten Merkmalen
nicht vorhergesagt werden kann. Die Vernachlässigung der Interaktionen zwischen
den einzelnen Positionen beim lokalen Ansatz kann hierfür ursächlich sein.

Für die Trommelhöhe hT ergibt sich ein um 33 % reduzierter Fehler im Vergleich zur
Standardabweichung, was darauf schließen lässt, dass das Modell funktionale Zusam-
menhänge des Prozesses erlernt hat. In der Anwendung des Modells soll eine optimale
Ausrichtung gegebener Komponenten bestimmt werden, bei der Abweichungen der
Trommelhöhe minimal sind. Hierbei könnte ein praktischer Einsatz des Modells trotz
des großen Fehlers zielführend sein, da nur die korrekte Ausrichtung, aber nicht der
Wert des vorhergesagten Optimums von Bedeutung ist. Eine Validierung des Modells
im regulären Betrieb konnte allerdings aufgrund der fehlenden Rückverfolgbarkeit der
Bauteile an der betrachteten Anlage nicht umgesetzt werden.

Tabelle 5.3: Vergleich des Leave-One-Out-Fehlers mit der Standardabweichung der
beiden betrachteten Qualitätsgrößen.

Maß Radiale Abweichung Trommelhöhe
rT hT

Leave-One-Out-Fehler 0.254 0.163
Standardabweichung 0.253 0.240
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5.3.2 Globaler Ansatz zur Vorhersage von Rundlaufabweichungen

In diesem Abschnitt wird der globale Ansatz zur rotatorischen Ausrichtung von
Komponenten (vgl. Abschnitt 4.5.1) verwendet. Hierbei werden die mittleren Ab-
weichungen der einzelnen Komponenten durch globale Merkmale charakterisiert. Als
Anwendung dieses Ansatzes wird ein Montageprozess für einen neu entwickelten Typ
von Waschmaschinentrommeln betrachtet. Dieser Montageprozess dient zur Erstel-
lung einer Teilbaugruppe ohne montierten Flansch, sodass nur die Komponenten
Kappe, Mantel und Boden montiert werden. Durch ein geändertes Montageverfah-
ren ist davon auszugehen, dass Abweichungen der Trommelhöhe im Vergleich zu
dem in Abschnitt 5.3.1 betrachteten Montageprozess eine geringe Relevanz haben.
Somit können die Rundlaufabweichungen als entscheidende Größe für die Gesamt-
qualität der Trommeln betrachtet werden. Diese Art von Abweichung steht daher in
der nachfolgend beschriebenen experimentellen Modellbildung im Fokus.

Bild 5.13 stellt zwei verschiedene Ursachen für das Auftreten von Rundlaufabwei-
chungen dar, die durch die verwendeten Komponenten hervorgerufen werden kön-
nen. Zusätzlich können Überlagerungen dieser beiden Ursachen auftreten. In (a) ist
schematisch die Kontur einer Komponente dargestellt, deren Mittelpunkt mit der
Konstruktionsvorgabe übereinstimmt, die aber von der vorgegebenen Kreisform ab-
weicht. Hieraus resultiert ein Einfluss der Komponente auf die Baugruppe, der sich
an den einzelnen Winkelpositionen unterschiedlich auswirkt. Im dargestellten Bei-
spiel ist dieser Einfluss z. B. in Richtung der rx-Achse positiv (größere Ausdehnung
als vorgesehen) und in Richtung der ry-Achse negativ (kleinere Ausdehnung als vor-

rx

ry

(a) Rundlaufabweichungen durch unrun-
de Komponenten

rx

ry

[rx,i, ry,i]T

(b) Rundlaufabweichungen als Resultat
von Konzentrizitätsabweichungen

Bild 5.13: Darstellung zweier Ursachen für Rundlaufabweichungen. Die Kontur einer
Komponente (durchgezogene Linie) weicht auf verschiedene Arten von der
Konstruktionsvorgabe (gestrichelte Linie) ab.
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gesehen). Für die Abbildung eines solchen lokal unterschiedlichen Einflusses ist der in
Abschnitt 5.3.1 beschriebene lokale Ansatz geeignet. Allerdings zeigen die Ergebnisse
in Tabelle 5.3, dass bei einem vergleichbaren Trommeltyp mit dem lokalen Ansatz
keine sinnvollen Zusammenhänge abgebildet werden können.

Als Hauptursache für Rundlaufabweichungen kann die in (b) dargestellte Konzen-
trizitätsabweichung von Komponenten angenommen werden, die einen Versatz der
Kreismittelpunkte beschreibt. Da eine Trommel aus mehreren Komponenten besteht,
die aufeinander montiert werden, kann jede dieser Komponenten mit ihrer Konzen-
trizitätsabweichung einen radialen Versatz hervorrufen, der sich auf die Baugruppe
auswirkt. Um diese Einflüsse zu erfassen und zu modellieren, wird der globale An-
satz aus Abschnitt 4.5.1 verwendet. Hierbei beschreibt jeweils ein Merkmalsvektor
[rx,i ry,i]T die Abweichung des Kreismittelpunkts vom Nennmittelpunkt jeder ein-
zelnen Komponente des Typs i. Der Kreismittelpunkt errechnet sich als Ausgleichs-
kreis aus mehreren Messpunkten (siehe Bild 4.16). Je nach Ausrichtung, in der eine
Komponente in der Baugruppe verbaut wird, wirkt sich diese radiale Abweichung
unterschiedlich auf die Baugruppe aus. Ein Ausgangsgrößenvektor [rx,T ry,T]T ergibt
sich analog zur Bestimmung der Merkmalsvektoren aus den entlang der Trommelöff-
nung gemessenen radialen Abweichung rT. Dieser Vektor charakterisiert die radiale
Abweichung der gesamten Trommelbaugruppe.

Versuchsplanung

Für die Versuche standen insgesamt 45 Komponenten jedes Typs zur Verfügung.
Aus diesen Komponenten konnten maximal 45 Baugruppen montiert werden, die mit
dem globalen Ansatz zu N = 45 Datenpunkten führen. Der Komponententyp Boden
bleibt zugunsten einer niedrigen Dimensionalität des Eingangsraums im Versuchs-
plan unberücksichtigt. Diese Vernachlässigung wird aufgrund einer hohen Reprodu-
zierbarkeit bei der Herstellung der Böden und den geringen radialen Abweichungen
dieses Komponententyps gewählt. In den Versuchen werden alle Böden in derselben
rotatorischen Ausrichtung in den Baugruppen verbaut. Da jede der zwei betrachte-
ten Komponenten Kappe und Boden durch einen zweidimensionalen Merkmalsvek-
tor beschrieben wird, ergibt sich ein Eingangsraum der Dimensionalität M = 4. Um
die Streuung der Merkmalsausprägungen bei den Kappen zu vergrößern, wurde die
Hälfte der verfügbaren Kappen vor deren Vermessung manuell in zufälliger radialer
Richtung verformt. Durch die Versuchspläne werden sowohl gezielte Zuordnungen
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der Kappen (C1) und Mäntel (C2) beschrieben als auch die rotatorischen Ausrich-
tungen der Kappen relativ zu den Mänteln vorgegeben. Aus praktischen Gründen
werden nur diskrete Winkelpositionen in 60 ◦-Schritten zugelassen. Bild 5.14 zeigt die
resultierende Datenverteilung in (a) vor und in (b) nach der Optimierung mit dem
lokalen Suchalgorithmus unter Einbeziehung der Rotation von Komponenten. Durch
die Optimierung wird in (b) eine gleichmäßigere Datenverteilung erzielt. Allerdings
sind weiterhin die Bereiche des Eingangsraums, die mit Versuchspunkten abgedeckt
werden können, durch die verfügbaren Komponenten eingeschränkt.

Auf Basis der Komponenten werden verschiedene Versuchspläne verglichen, die in
Tabelle 5.4 anhand der in Abschnitt 2.3 beschriebenen Bewertungsmaße gegenüber-
gestellt sind. Hierbei werden zwei Versuchspläne mit zufälliger Zuordnung der Kom-
ponenten zu den Baugruppen betrachtet, wobei in 1) keine Rotation der Komponen-
ten erfolgt, während in 2) eine zufällige rotatorische Ausrichtung der Komponenten
gegeben ist. Durch die Einbeziehung der Rotation wird die Gleichförmigkeit der Da-
tenverteilung gemäß des Kriteriums DKL verbessert und zusätzlich die größte Lücke
im Eingangsraum gemäß dS verkleinert. Eine weitere Verbesserung von DKL ist in
3) durch die Anwendung der lokalen Suche gegeben, wobei dS einen nahezu identi-
schen Wert wie in 2) aufweist. Auf den Versuchsplan in 3) wird die in Abschnitt 4.4
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nenten

Bild 5.14: Datenverteilung gemäß des globalen Ansatzes vor und nach der Optimie-
rung. Felder mit ausschließlichen Merkmalen des Mantels sind unverän-
derbar (grau), da der Mantel als Bezug für die Rotation dient. Bei der
Kappe können alle Felder durch die Rotation verändert werden.
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Tabelle 5.4: Bewertung von Versuchsplänen gemäß des globalen Ansatzes mittels
DKL für die Gleichförmigkeit (siehe Abschnitt 2.3.3) und dS für die größ-
ten Löcher im Eingangsraum (siehe Abschnitt 2.3.2). Die Ergebnisse der
zufälligen Versuchspläne sind über 100 Wiederholungen gemittelt.

Nr. Zuordnung der Rotation DKL dS
Komponenten

1) zufällig keine 10.7 0.82
2) zufällig 4.3 0.79
3) lokale Suche 3.8 0.79
4) Punktselektion nach lokaler Suche 3.1 0.79
5) Kombination Punktselektion & lokale Suche 2.7 0.74

beschriebene Punktselektion angewandt, wodurch die Gleichförmigkeit weiter zu-
nimmt. Indem ähnliche Versuchspunkte entfernt werden, solange das Kriteriums dS

unverändert bleibt, ergibt sich in 4) ein auf NSub = 38 Punkte reduzierter Versuchs-
plan. Schließlich kann durch die Kombination von lokaler Suche und Punktselektion
in 5) mit ebenfalls NSub = 38 Punkten ein Versuchsplan mit den besten Ergeb-
nissen bei beiden Kriterien erstellt werden. Dies verdeutlicht, dass das sequentielle
Entfernen von Punkten durch die Punktselektion weitere Tauschvorgänge im loka-
len Suchalgorithmus ermöglicht und somit zu einem besseren Optimierungsergebnis
führen kann.

Versuchsdurchführung und Modellbildung

Aufgrund der besten Bewertung wurden die realen Versuche mit dem Versuchsplan
5) durchgeführt. Da die Montageanlage für den betrachteten Trommeltyp noch nicht
vollständig in Betrieb genommen war, wurden alle Komponenten manuell einander
zugeordnet und der Montagevorrichtung zugeführt. Alle Trommeln wurden anschlie-
ßend halbautomatisch vermessen, wobei eine Trommel aufgrund einer fehlerhaften
Messung nicht in den Trainingsdatensatz aufgenommen werden konnte. Die durch die
Punktselektion aussortierten Komponenten wurden zu N − NSub = 7 zusätzlichen
Baugruppen montiert, um einen unabhängigen Testdatensatz zu erhalten. Hierzu
wurde ein gesonderter raumfüllender Versuchsplan mittels lokaler Suche erstellt.

Auf Basis der Versuchsdaten werden zwei unabhängige Gaußprozessmodelle (GPM)
erstellt, die aus den vier betrachteten Eingangsgrößen jeweils eine Komponente der
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radialen Abweichung r̂x,T bzw. r̂y,T vorhersagen. Zum Vergleich wird mit

[r̂x,T r̂y,T]T = [rx,1 + rx,2 ry,1 + ry,2]T (5.3)

ein einfaches theoretisches Modell (TM) betrachtet, das die radialen Abweichungen
der einzelnen Komponenten addiert. Eine solche Addition kann angenommen werden,
wenn der Einfluss des Montageprozesses vernachlässigbar ist, sodass die Abweichun-
gen der Komponenten unverändert in die Baugruppen einfließen.

Die gemessenen und die vorhergesagten Ausgangsgrößenvektoren werden in Bild 5.15
anhand ihrer Norm verglichen. Dies erfolgt in (a) auf Basis der Trainingsdaten und
in (b) auf Basis der Testdaten. In beiden Bildern sind deutliche Abweichungen des
TM erkennbar, die durch eine Vernachlässigung der Verformung von Komponenten
bei der Montage erklärt werden können. Ein auf Basis der Versuchsdaten trainiertes
Modell wie das GPM ist in der Lage, diese Einflüsse abzubilden, was anhand der
höheren Konzentration von Punkten entlang der gestrichelten Linie erkennbar ist.

Zusätzlich wird ein Polynommodell betrachtet, das mittels Stepwise Regression (SR)
erstellt wurde. Durch die SR werden nur statistisch signifikante Regressoren eines
Polynommodells in das Regressionsmodell aufgenommen, was zu einer Verringerung
der Parameteranzahl führt und die Modellqualität steigert [80]. Mittels SR werden
in dieser Anwendung quadratische Polynommodelle mit vier Eingangsgrößen und
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Bild 5.15: Vergleich der gemessenen und vorhergesagten Abweichungen der montier-
ten Trommeln anhand der Vektornormen [115]. Entlang der gestrichelten
Linie sind vorhergesagte und gemessene Norm identisch.



146 5.4 Zusammenfassung

ursprünglich 15 Parametern auf sechs (rx,T) bzw. fünf (ry,T) signifikante Parameter
reduziert.

Tabelle 5.5 fasst die mit den verschiedenen Modellen erzielten Ergebnisse zusammen.
Beide auf den Versuchsdaten basierenden Modelle SR und GPM weisen gegenüber
dem TM einen geringeren Fehler auf. In Bezug auf die verschiedenen Richtungen
der Abweichungen zeigt sich, dass die x-Richtung (rx,T) von beiden datenbasierten
Modellen besser vorhergesagt werden kann als die y-Richtung (ry,T). Würden die
Abweichungen der Baugruppen ausschließlich aus den betrachteten Komponenten
resultieren, wären aufgrund der radialsymmetrischen Komponenten ähnliche Fehler
für beide Richtungen zu erwarten. Es kann daher geschlossen werden, dass diese
Asymmetrie durch Einflüsse der Montageanlage hervorgerufen wird.

Für die Qualität einer Baugruppe ist die Gesamtabweichung ausschlaggebend, die
durch die Norm beschrieben wird. Hierbei erzielt das SR-Modell den geringsten Feh-
ler. Aus diesem Grund und durch die im Vergleich zum GPM einfachere Imple-
mentierung in der Anlagensteuerung der Montageanlage wird dieses Modell für den
praktischen Einsatz bevorzugt. Die Validierung des Modells im realen Betrieb steht
aufgrund der noch nicht abgeschlossenen Inbetriebnahme der Montageanlage wäh-
rend der Erstellung dieser Arbeit noch aus.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden drei verschiedene Anwendungen für die entwickelten Ver-
suchsplanungsmethoden vorgestellt, die zur Demonstration der praktischen Anwend-
barkeit dienen. Die auf Basis realer Datensätze erstellten Versuchspläne und Modelle
wurden bewertet sowie deren Nutzen in den Anwendungen aufgezeigt.

Tabelle 5.5: Bewertung der Modellgüte für die radiale Abweichung in x-Richtung
rx,T, y-Richtung ry,T und die Norm ||[rx,T ry,T]T||. Das theoretische
(TM), das Stepwise Regression (SR) und das Gaußprozessmodell (GPM)
werden mittels RMSE anhand des Testdatensatzes bewertet.

Modell rx,T ry,T ||[rx,T ry,T]T||
in [mm] in [mm] in [mm]

TM 0.3187 0.2210 0.2170
SR 0.1126 0.1470 0.0557

GPM 0.1024 0.1845 0.0625
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Die inkrementelle Modellbildung wurde zuerst auf ein Labormodell einer Heizstrecke
angewandt. An diesem Labormodell konnten im Gegensatz zu realen industriellen
Prozessen mehrere Versuchspläne und umfangreiche Testdatensätze vermessen wer-
den. Mit der inkrementellen Modellbildung wurde eine vergleichbare bzw. in der
Nähe des Arbeitspunkts sogar höhere Modellgüte erzielt als mit einem klassischen
Vorgehen zur experimentellen Modellbildung. Insbesondere konnte anhand dieser
Anwendung der praktische Nutzen der Transformation von Versuchsplänen in Ver-
bindung mit lokalen Modellnetzen demonstriert werden, die auf der Partitionierung
des Eingangsraums in vorherigen Schritten beruht. Eine solche Nutzung von Informa-
tionen aus vorherigen Schritten und der verminderte Stellaufwand bei der Versuchs-
durchführung wurden als wesentliche Vorteile der Methodik gegenüber klassischen
Verfahren deutlich.

Als zweite Anwendung diente ein Bitumenofen, der mittels der inkrementellen Mo-
dellbildung vermessen und modelliert wurde. Hierbei wurden Randbedingungen be-
rücksichtigt, die den zulässigen Eingangsraum einschränken. Auf Basis der Versuchs-
daten wurden verschiedene inkrementelle Modelle erstellt und anhand eines zusätz-
lich aufgenommenen Testdatensatzes verglichen. Die bezogen auf die Modellqualität
besten Ergebnisse erzielte das Gaußprozessmodell GPM-DP. Schließlich wurde ei-
ne Optimierungsstrategie entwickelt und in der Anlagensteuerung des Bitumenofens
implementiert, die ein inkrementelles Modell zur Bestimmung optimaler Betriebspa-
rameter nutzt. Im regulären Produktionsbetrieb resultieren hieraus geringere Ab-
weichungen der Bitumenmattentemperatur vom vorgegebenen Sollwert als mit den
zuvor manuell festgelegten Arbeitspunkten. Auf diese Weise wird die mit dem Prozess
erzielte Qualität gesteigert und zugleich der Energiebedarf des Ofens verringert.

Als Anwendung für die entwickelte Methodik zur Versuchsplanung für zusammenge-
setzte Einheiten wurde ein Montageprozess von Waschmaschinentrommeln betrach-
tet. Anhand von zwei unterschiedlichen Trommeltypen mit separaten Montagean-
lagen konnten zwei verschiedene Versuchsplanungsansätze für die Berücksichtigung
der Rotation von Komponenten angewandt werden. Beim lokalen Ansatz wird ein
Modell verwendet, das Abweichungen an einer lokalen Position aus Merkmalen an
dieser Positionen vorhersagt, aber dabei Einflüsse anderer Positionen vernachlässigt.
Mit diesem Ansatz konnten Höhenabweichungen eines Trommeltyps vorhergesagt
werden. Der globale Ansatz verwendet hingegen Merkmale, die eine mittlere Ab-
weichung der verwendeten Komponenten beschreiben. Hiermit konnten Rundlaufab-
weichungen eines anderen Trommeltyps vorhergesagt werden. Die erstellten Modelle
bieten die Möglichkeit, im regulären Prozessbetrieb zu einer Verbesserung der Qua-
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lität der Waschmaschinentrommeln beizutragen, indem gegebene Komponenten ein-
ander zugeordnet oder rotatorisch so ausgerichtet werden, dass die vorhergesagten
Abweichungen minimal sind.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden zwei Methoden zur experimentellen Modellbildung ent-
wickelt, die mit einem geringen Aufwand auf bestehende mechatronische Prozesse
angewendet werden können. Die resultierenden Modelle eignen sich insbesondere,
um die betrachteten Prozesse zu optimieren, sodass die Produktqualität gesteigert
und der Ressourcen- bzw. Energiebedarf verringert werden kann. Bei der Modellbil-
dung stehen Aufwände bei der Versuchsplanung und -durchführung im Fokus, die
durch eine effiziente Nutzung von Prozesswissen und die Ausnutzung von typischen
Prozesseigenschaften möglichst klein ausfallen.

Inkrementelle Modellbildung

Die experimentelle Modellbildung wird mit steigender Dimensionalität des Eingangs-
raums komplexer, sodass Versuche aufwendiger zu planen, durchzuführen und zu
überwachen sind. Mit der inkrementellen Modellbildung wird in dieser Arbeit ein
schrittweises Verfahren vorgestellt, das mit einer Dimensionalität von eins beginnt
und mit jedem Schritt eine weitere Eingangsgröße einbezieht. Somit ist ein intuiti-
ves Vorgehen mit ansteigender Komplexität gegeben. Durch eine im Vorfeld erstellte
Rangfolge werden die wichtigsten Eingangsgrößen zuerst betrachtet, was eine Ab-
bildung des wesentlichen Prozessverhaltens in wenigen Schritten erlaubt. Der inkre-
mentelle Versuchsplan, der auf Basis von optimierten Latin Hypercubes erstellt wird
und auf einen vorgegebenen Arbeitspunkt ausgerichtet ist, sowie die inkrementelle
Modellstruktur, bestehend aus additiv überlagerten Teilmodellen, werden in jedem
Schritt um die weitere Eingangsgröße ergänzt.

Als Teilmodellstrukturen werden Polynommodelle, lokale Modellnetze (LMN) und
Gaußprozessmodelle (GPM) betrachtet, die in dieser Arbeit so erweitert werden, dass
die bereits erzielte Modellgüte in weiteren Modellierungsschritten nur gesteigert wer-
den kann. Die inkrementellen Modelle mit allen betrachteten Teilmodellstrukturen
sind in der Lage, eine ähnliche oder besser Modellgüte in der Nähe des vorgegebenen
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Arbeitspunkts zu erzielen, wie ein nicht inkrementelles Vergleichsmodell derselben
Modellklasse. Anhand der Polynommodelle werden die Vorteile raumfüllender Ver-
suchspläne demonstriert, wenn die exakten funktionalen Zusammenhänge des Prozes-
ses unbekannt sind. In solchen Fällen können höhere Modellgüten erzielt werden als
mit optimalen Versuchsplänen, die auf Fehlannahmen über die funktionalen Zusam-
menhänge beruhen. Durch das schrittweise Vorgehen kann das bereits modellierte
Prozessverhalten in die Versuchsplanung in folgenden Schritten einfließen. Hierzu
wird eine Transformation des inkrementellen Versuchsplans auf Grundlage der Par-
titionierung von LMN in den vorherigen Schritten beschrieben, um diesen an bereits
detektierte Nichtlinearitäten des Prozesses anzupassen. Darüber hinaus ermöglicht
die inkrementelle Modellstruktur zusätzliche Interpretationen wie die Detektion von
Haupteffekten und Wechselwirkungen. Hierzu werden die Standardabweichungen der
in einem GPM verwendeten Kernel-Funktionen ausgewertet.

Die praktische Anwendbarkeit der inkrementellen Modellbildung wird anhand einer
Heizstrecke und eines Bitumenofens demonstriert. Hierbei werden an der Heizstrecke
verschiedene inkrementelle Versuchspläne verglichen. Für den Bitumenofen wird die
Realisierung einer modellbasierten Optimierung auf Basis eines inkrementellen Mo-
dells beschrieben.

Versuchsplanung für zusammengesetzte Einheiten

Die Eigenschaften von zusammengesetzten Einheiten werden durch die in den Ein-
heiten verwendeten Komponenten beeinflusst. Jede Komponente kann durch eine
oder mehrere Eingangsgrößen beschrieben werden, die beispielsweise deren Qualität
charakterisieren und für die sie feste Werte vorgibt. Ziel der Versuchsplanung für zu-
sammengesetzte Einheiten ist es, eine bestmögliche Datenverteilung aus gegebenen
Sätzen an Komponenten zu erzeugen, wobei raumfüllende Versuchspläne angestrebt
werden. Hierzu werden mit einem lokalen Suchalgorithmus und einem genetischen
Algorithmus zwei verschiedene Optimierungsalgorithmen betrachtet, die optimale
Kombinationen der Komponenten erzeugen. Mit dem lokalen Suchalgorithmus wer-
den im Rahmen dieser Arbeit bessere raumfüllende Eigenschaften erzielt.

Durch ein geändertes Optimierungskriterium können dieselben Algorithmen zur Er-
zeugung möglichst ähnlicher Versuchspunkte verwendet werden, die als näherungs-
weise Wiederholpunkte dienen. Indem einige näherungsweise Wiederholpunkte in
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einem ansonsten raumfüllenden Versuchsplan platziert werden, können bei vergleich-
barer Modellgüte Rauscheinflüsse besser geschätzt werden. Dieses Verhalten wird in
Verbindung mit GPM demonstriert und führt zu einer gesteigerten Interpretierbar-
keit der Modelle. Trotz der Optimierung können aus realen Datenverteilungen zahl-
reiche Punkte resultieren, die nah beieinanderliegen. Die Vermessung dieser Punkte
verursacht Aufwand in den Versuchen, liefert allerdings wenig Informationen über
den Prozess. Durch die Anwendung eines Verfahrens zur Punktselektion hat sich ge-
zeigt, dass bei solchen Datenverteilungen viele Punkte entfernt werden können, ohne
die Modellgüte signifikant herabzusetzen.

Die Einbeziehung der Rotation von Komponenten stellt eine zusätzliche Erweite-
rung dar, die bei Montageprozessen von radialsymmetrischen Baugruppen genutzt
werden kann. Für die Versuchsplanung und Modellbildung werden dabei mit einem
globalen und einem lokalen Ansatz zwei unterschiedliche Ansätze für Auswirkungen
der Komponenten auf die Baugruppe betrachtet. Indem Komponenten in verän-
derten Orientierungen verbaut werden, ergeben sich größere Freiheiten in der Ver-
suchsplanung, die zu gleichmäßigeren Datenverteilungen führen. Zur Verifizierung
der entwickelten Versuchsplanungsmethodik unter Einbeziehung beider Ansätze zur
Rotation von Komponenten werden zwei verschiedene Montageprozesse für Wasch-
maschinentrommeln als reale Anwendungen betrachtet. Die resultierenden Modelle
dienen zur Vorhersage von Qualitätsgrößen und können somit zur Verbesserung der
Montageprozesse eingesetzt werden.

Ausblick

Folgende Themenfelder können im Rahmen zukünftiger Forschungsvorhaben adres-
siert werden, um ein breiteres Anwendungsfeld der entwickelten Methoden zu ermög-
lichen oder deren praktische Anwendbarkeit zu steigern:

Einsatz sequentieller Versuchspläne: Die Festlegung einer Anzahl an Versuchspunk-
ten im Vorfeld der Messungen stellt eine große Herausforderung in der Praxis dar.
Sequentielle Versuchspläne erfordern keine solche Festlegung und ermöglichen meh-
rere kleine Experimente nacheinander anstatt eines einzelnen umfangreichen Expe-
riments. Zugleich können Informationen aus vorherigen Messungen in die weitere
Versuchsplanung einbezogen werden [60]. Indem sequentielle Versuchspläne sowohl
in jedem Schritt der ILHAD-Methodik als auch in der Versuchsplanung für zusam-
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mengesetzte Einheiten verwendet werden, können Versuchsressourcen effizienter ein-
gesetzt werden.

Detektion des zulässigen Eingangsraums: Mit steigender Dimensionalität des Ein-
gangsraums ist eine manuelle Beschreibung der multivariaten Grenzen von zulässigen
Bereichen zunehmend schwieriger. Automatische Methoden zur Erkundung des zu-
lässigen Eingangsraums [93] können dazu beitragen, diese Aufgabe zu vereinfachen.
Eine solche Kombination wäre sowohl für ILHAD als auch für die Versuchsplanung
für zusammengesetzte Einheiten eine sinnvolle Erweiterung, die zu einer sicheren
Versuchsdurchführung beitragen kann.

Dynamische Modellbildung: Die ILHAD-Methode kann auch auf dynamische Prozes-
se angewandt werden, indem die einzelnen dynamischen Eingangsgrößen schrittweise
einbezogen und angeregt werden. Neben geeigneten Anregungssignalen werden hier-
für dynamische Modelle benötigt, die sich für den Einsatz in der additiven Modell-
struktur von ILHAD eignen.
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A Anhang

A.1 Grundlagen des EDLS-Algorithmus

Bei dem Extended Deterministic Local Search-Algorithmus (EDLS) [26] handelt es
sich um einen lokalen Suchalgorithmus, der zur Optimierung von Latin Hypercubes
(LHC) entwickelt wurde. Das verwendete Optimierungskriterium basiert auf dem
Maximin-Kriterium (siehe Gleichung 2.28) und wird durch wiederholte Koordinaten-
tauschvorgänge zwischen den Versuchspunkten verbessert. Auf diese Weise ermög-
licht der Algorithmus die Erstellung von raumfüllenden Versuchsplänen mit einem
moderaten Rechenaufwand.

Der grundlegende Ablauf des EDLS-Algorithmus ist in Bild A.1 dargestellt. In (a)
wird der Versuchsplan D(0) = D mit einem vorgegebenen Versuchsplan D mit N

Versuchspunkten initialisiert. Zusätzlich wird eine Dimension für den Koordinaten-
tausch j und eine Menge an ausgeschlossenen Punkten mit E = ∅ initialisiert. Zu
Beginn jeder Iteration i ∈ N wird in (b) der kritische Punkt ukrit und dessen nächster
Nachbar uNN identifiziert. Der kritische Punkt bezeichnet einen der Versuchspunkte,
die zu der geringsten Nächsten-Nachbarn-Distanz

d̃min = min
ukrit∈D(i)\E, uNN∈D(i), ukrit ̸=uNN

(
d(ukrit, uNN)

)
, (A.1)

führen, wobei derjenige Punkt mit dem niedrigeren Index als ukrit gewählt wird. In (c)
werden anschließend die möglichen Tauschpartner M = D(i) \ ({ukrit, uNN} ∪ E) für
einen Koordinatentausch ermittelt, aus denen in (d) jeweils ein neuer Tauschpartner
u∗ ausgewählt wird. Der Koordinatentausch erfolgt in (e) zwischen dem kritischen
Punkt ukrit und dem Tauschpartner u∗ in der Dimension uj, sodass sich ein neuer
Versuchsplan D∗ mit der Nächsten-Nachbarn-Distanz

d̃∗
min = min

u1∈D∗\E, u2∈D∗, u1 ̸=u2

(
d(u1, u2)

)
(A.2)
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Start

Initialisierung: Iteration i = 0,
Menge der Punkte im Versuchsplan: D(0) = D,

Menge der ausgeschlossenen Punkte: E = ∅,
Dimension für Koordinatentausch: j = 1

(a)

N − |E| > 2

Ende

Ermittlung der Nächsten-Nachbarn-Distanz d̃min im Versuchsplan
zwischen dem kritischen Punkt ukrit und dessen nächsten Nachbarn uNN

(b)

Ermittlung der möglichen Tauschpartner M = D(i) \ ({ukrit, uNN} ∪ E)
(c)

Auswahl eines neuen Tauschpartners u∗ ∈ M, M = M \ {u∗}
(d)

Erstellung eines neuen Versuchsplans D∗ aus D(i) durch Koordinatentausch
zwischen den Punkten ukrit und u∗ in der Dimension uj und Auswertung

der minimalen Distanz d̃∗
min

(e)

d̃∗
min > d̃min|M| > 0

j ≤ M

Neuer Versuchsplan
D(i + 1) = D∗

E = ∅
i = i + 1

(f)

Ausschluss von ukrit
E = E ∪ {ukrit}

(g)

Nächste
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j = j + 1

Nächste
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Bild A.1: Grundlegender Ablauf des EDLS-Algorithmus.

ergibt. Eine Vergrößerung der Nächsten-Nachbarn-Distanz durch den Tausch fungiert
als Tauschbedingung

d̃∗
min > d̃min (A.3)

des EDLS-Algorithmus. Ist diese Bedingungen erfüllt, beginnt eine neue Iteration
mit dem Versuchsplan D(i + 1) = D∗. Ist die Tauschbedingung nicht erfüllt, werden
systematisch weitere Koordinatentauschvorgänge überprüft.

Wurden mit |M| = 0 alle Tauschvorgänge mit allen möglichen Tauschpartnern in
allen Dimensionen uj mit j = 1, 2, · · · , M überprüft, ist keine Optimierung mit dem
in der jeweiligen Iteration ermittelten kritischen Punkt ukrit möglich. Dieser Punkt
wird daher in die Menge E aufgenommen und ist so von den nachfolgenden Koor-
dinatentauschvorgängen ausgeschlossen. Dieser Ausschluss von Punkten ermöglicht
es dem EDLS-Algorithmus nicht nur die kleinste Nächste-Nachbarn-Distanz gemäß
Gleichung (2.21), sondern auch weitere Distanzen wie die zweit- oder drittklein-
ste Punktdistanz im Versuchsplan zu maximieren. Da ein erfolgreich durchgeführter
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Koordinatentausch neue Tauschvorgänge für bereits ausgeschlossene Punkte ermög-
lichen kann, wird die Menge der ausgeschlossenen Punkte in (f) auf E = ∅ zurück-
gesetzt. Der Algorithmus wird beendet, wenn N − |E| = 2 gilt, sodass in (c) mit
D(i) \ ({ukrit, uNN} ∪ E) = ∅ keine Tauschpartner mehr zur Verfügung stehen.

A.2 Berücksichtigung von Randbedingungen im
EDLS-Algorithmus

Viele reale Prozesse weisen Betriebsbereiche auf, die zu einem unzulässigen Pro-
zessverhalten führen und daher bei der Durchführung von Versuchen vermieden wer-
den müssen. Ein Beispiel ist der in Abschnitt 5.2 betrachtete Bitumenofen, bei dem
eine unzulässige Erwärmung der Bitumenmatten vermieden werden muss. Um sol-
che Prozesse zu vermessen, müssen diese unzulässigen Bereiche des Eingangsraums
in Form von Randbedingungen bei der Versuchsplanung berücksichtigt werden.

Im Folgenden wird der zulässige Eingangsraum durch eine beliebige mathematische
Funktion beschrieben, die einen Wahrheitswert liefert. Als Beispiel wird in einem
zweidimensionalen Eingangsraum die Randbedingung

u2 ≥ 0.4 · u1 − 0.1 ∧ u2 ≤ 0.6 · u1 + 0.7 (A.4)

verwendet, die sich aus zwei linearen Ungleichungen zusammensetzt. Zur Berück-
sichtigung dieser Randbedingung im EDLS-Algorithmus [26] wird die Bedingung für
einen akzeptierten Koordinatentausch erweitert. Nur wenn beide Punkte, die sich
durch einen Koordinatentausch ergeben, zur Verbesserung des Versuchsplans führen
(Gleichung (A.3)) und zusätzliche die Randbedingung (Gleichung (A.4)) erfüllen,
wird der Tauschvorgang durchgeführt.

Bild A.2 stellt in (a) einen Versuchsplan mit drei Punkten und der resultierenden
minimalen Distanz dmin dar, die optimiert werden soll. Hierzu werden gemäß dem
EDLS-Algorithmus zwei verschiedene Koordinatentauschoperationen in der Dimen-
sion u1 dargestellt. Beide Tauschvorgänge führen zu einer Vergrößerung der mini-
malen Distanz dmin und damit zu einem verbesserten Versuchsplan im Sinne des
Optimierungskriteriums. Unter Berücksichtigung der Randbedingung ist allerdings
nur der Tauschvorgang (c) zulässig, da bei (b) ein Punkt außerhalb des zulässigen
Eingangsraums liegen würde.
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Bild A.2: Optimierung eines Versuchsplans durch den EDLS-Algorithmus unter Be-
rücksichtigung von Randbedingungen. Durch Koordinatentausch werden
die Punkte von ihren vorherigen Positionen (grau) verschoben. Der Tausch-
vorgang in (b) ist durch die Randbedingungen unzulässig.

Bild A.3 stellt einen auf diese Weise optimierten Versuchsplan für zwei Eingangsgrö-
ßen dar. Im ersten Schritt wird ein initialer Versuchsplan (a) erzeugt, dessen Punkte
ausschließlich im zulässigen Eingangsraum liegen. Die Optimierung dieses Versuchs-
plans erfolgt mittels des EDLS-Algorithmus unter Berücksichtigung der Randbedin-
gungen und führt zu dem raumfüllenden Versuchsplan in (b).

Bei einem großen Anteil der unzulässigen Bereiche am gesamten Eingangsraum kann
das beschriebene Verfahren zur Optimierung eines Versuchsplans zu einer ungenügen-
den Raumabdeckung führen. So werden die Möglichkeiten zum Koordinatentausch
durch die Randbedingungen eingeschränkt, womit die Zahl lokaler Optima steigt.
Beispielsweise könnte ein Versuchsplan ohne Beachtung der Randbedingung durch
die Durchführung von zwei aufeinanderfolgenden Tauschoperationen verbessert wer-
den und anschließend trotzdem die Randbedingung wieder erfüllen. Da im beschrie-
benen Algorithmus jedoch jede Verletzung der Randbedingung unterbunden wird,
kann ein solcher Versuchsplan nicht durch die beschriebene Strategie erzeugt werden.
Bei großen unzulässigen Bereichen im Eingangsraum könnten bessere Ergebnisse mit
Verfahren wie in [85] erzielt werden, bei denen Randbedingungen zu Beginn verletzt
und die Einhaltung durch wiederholte Tauschoperationen herbeigeführt wird.

A.3 Grundlagen genetischer Optimierung

Genetische Algorithmen zählen zu den evolutionären Algorithmen und bilden da-
mit evolutionäre Prozesse nach. Hierbei werden A Individuen Sl mit l = 1, 2, · · · , A
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Bild A.3: Versuchsplan für zwei Eingangsgrößen mit Randbedingungen vor und nach
der Optimierung mittels EDLS-Algorithmus. Die grau hinterlegten Berei-
che im Eingangsraum wurden als unzulässig definiert.

betrachtet, die jeweils durch eine Gensequenz codierte Eigenschaften besitzen. Die-
se Eigenschaften repräsentieren die zu optimierenden Parameterwerte und werden
mittels eines Optimierungskriteriums bewertet. Die Individuen werden zu einer Ge-
neration G = {S1, S2, · · · , SA} zusammengefasst. In jedem Iterationsschritt (Epoche)
j, mit j = 1, 2, · · · , WG des genetischen Algorithmus wird aus den Individuen eine
Generation G(j) eine Nachfolgegeneration G(j + 1) mit veränderten Gensequenzen
erzeugt. Hierbei wird durch die Verwendung verschiedener genetischer Operationen
eine Verbesserung des Optimierungskriteriums angestrebt, aber auch durch Einbrin-
gung zufälliger Variationen ein Verlassen lokaler Optima ermöglicht [118].

Bild A.4 stellt die grundlegenden Elemente des in dieser Arbeit verwendeten geneti-
schen Algorithmus und dessen Ablauf dar. Zu Beginn wird in (a) eine Startgeneration
G(1) erstellt, deren Individuen zufällig initialisiert werden. Die Nachfolgegeneration
wird in (b) als leere Menge initialisiert. Für jedes Individuum in der aktuellen Ge-
neration G(j) wird anschließend in (c) die Fitnessfunktion F (·) ausgewertet. Mittels
dieser Fitnessfunktion werden die einzelnen Individuen bewertet. Individuen mit ei-
ner höheren Bewertung werden bevorzugt zur Erstellung der Nachfolgegeneration
verwendet. Trotzdem soll die Vielfalt in der Nachfolgegeneration nicht zu sehr einge-
schränkt werden. Die Fitnessfunktion basiert auf der zu optimierenden Zielfunktion,
die beispielsweise so skaliert wird, dass Unterschiede zwischen den Individuen ver-
stärkt werden [118]. In (d) werden basierend auf den Fitnesswerten jeweils zwei
Individuen SA und SB aus der aktuellen Generation G(j) selektiert. Die Selektions-
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Bild A.4: Grundlegender Ablauf der genetischen Optimierung.

wahrscheinlichkeit eines Individuums

pSel(S) = F (S)
∑A

i=1 F (Si)
(A.5)

wird dabei üblicherweise proportional zu dessen Fitnesswert F (S) gewählt. Dieser
Selektionsmechanismus wird Roulette Wheel Selection genannt und kann mit dem
Drehen eines Rouletterads veranschaulicht werden, dessen Flächen proportional zu
den Fitnesswerten der einzelnen Individuen sind [80]. Beide Individuen werden in (e)
gemeinsam einer zufällig ausgewählten genetischen Operation unterzogen, wobei die
Wahrscheinlichkeiten pM für eine Mutation, pK für eine Rekombination und pP für
eine Reproduktion gegeben sind. Diese drei genetischen Operationen haben folgende
Auswirkungen auf die Individuen:
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• Bei einer Mutation werden zufällige Veränderungen in den Gensequenzen der
jeweiligen Individuen durchgeführt, die das Verlassen lokaler Optima ermögli-
chen. Hierbei werden wird das Individuum S̃A durch Veränderung von SA und
S̃B durch Veränderung von SB erzeugt. Bei der Mutation werden typischerwei-
se kleine Änderungen an den Individuen vorgenommen, wie die Veränderung
eines einzelnen zufällig ausgewählten Bits in der Gensequenz [59].

• Ein Rekombinationsvorgang erzeugt zwei neue Individuen S̃A und S̃B, die eine
Kombination der Eigenschaften von SA und SB darstellen. Jedes der neuen In-
dividuen erhält dabei Teile der Gensequenzen der vorherigen Individuen. Durch
die gleichzeitige Erzeugung zweier nachfolgender Individuen bestehen alle Tei-
le der Gensequenzen weiter fort, sodass hierdurch in der gesamten Generation
kein Informationsverlust eintritt [118].

• Die Reproduktion fügt Individuen der aktuellen Generation unverändert in die
Nachfolgegeneration ein, sodass S̃A = SA und S̃B = SB gilt. Durch die Ab-
hängigkeit der Selektionswahrscheinlichkeit vom Fitnesswert (Gleichung A.5)
werden die besten Individuen bevorzugt reproduziert [37]. Gute Lösungen kön-
nen mittels dieser Operation fortbestehen.

Die aus einer der genetischen Operationen resultierenden Individuen werden an-
schließend in (f) zur Nachfolgegeneration hinzugefügt. Die Schritte (d) bis (f) werden
solange iterativ durchlaufen, bis dieselbe Anzahl A an Individuen in der Nachfolge-
generation enthalten ist wie in der Startgeneration.

Ist eine Nachfolgegeneration erstellt, ist eine Epoche des genetischen Algorithmus
abgeschlossen. Typischerweise wird eine festgelegte Anzahl an Epochen WG durch-
laufen, wobei die Schritte (b) bis (f) wiederholt ausgeführt werden. Schließlich wird
in (g) aus der aktuellen Generation das Individuum mit dem höchsten Fitnesswert
als Lösung des Optimierungsproblems S∗ ausgewählt.

Für genetische Algorithmen existieren zahlreiche Variationsmöglichkeiten, die bei-
spielsweise die Berechnung der Fitnesswerte, die Realisierung der genetischen Ope-
rationen oder die Abbruchbedingung betreffen und eine Anpassung auf verschiedene
Optimierungsprobleme ermöglichen. Weitere Informationen hierzu sind in den Bü-
chern [37, 59, 118] zu finden.
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