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Berechnung hadronischer Übergangsamplituden in
der Charm-Physik

Zusammenfassung

Übergänge von Hadronen mit einem charm-Quark sind von wichtiger Bedeutung,
da sie die Möglichkeit bieten, die CKM -Matrixelemente Vcd und Vcs zu bestimmen,
sowie interessante Kanäle für die Suche nach neuer Physik zur Verfügung stellen.
Quarks sind allerdings in Hadronen gebunden, und man braucht eine verlässliche
Beschreibung dieses Effekts, um die zugrunde liegende Flavour-Dynamik untersu-
chen zu können. Dazu ist die Verwendung nichtperturbativer Methoden erforderlich,
um entsprechende Übergangsamplituden bestimmen zu können. Die Ergebnisse sol-
cher Berechnungen erlauben zudem umgekehrt auch einen Test der QCD und kön-
nen zu einem tieferen Verständnis der Bindungsstruktur von Hadronen beitragen.

In dieser Dissertation werden mit der Methode der QCD-Lichtkegelsummenregeln
zwei Themengebiete untersucht. Das erste sind die Formfaktoren für die semilep-
tonischen Zerfälle D → π`ν` und D → K`ν`, für die - unter Nutzung neuester
Ergebnisse - aktuelle Werte bestimmt werden. Da hier keine direkte Vorhersage im
gesamten kinematischen Bereich möglich ist, werden sie unter Verwendung geeig-
neter Parametrisierungen extrapoliert und stimmen sehr gut mit dem Experiment
überein.

Das zweite Gebiet sind die Übergänge von Baryonen mit einem charm-Quark in
Nukleonen. Auch hier werden die entsprechenden Übergangsformfaktoren, sowie
zusätzlich die hadronischen ΛcD

(∗)N - und ΣcD
(∗)N -Kopplungskonstanten (unter

Verwendung doppelter Dispersionsrelationen) berechnet. Letztere sind insbesonde-
re für die Beschreibung hadronischer Wechselwirkungen von Bedeutung, wie der
Produktion von charm-Quark-Hadronen in Proton-Antiproton-Kollisionen. Dabei
tritt zudem das Problem auf, dass beide Paritätszustände der betrachteten Baryo-
nen in die verwendete Darstellung einfließen, zu deren Trennung eine konsistente
Methode vorgestellt wird.
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Calculation of hadronic transition amplitudes in
charm physics

Abstract

Transitions of charmed hadrons are of significant importance, since they provide
possibilities to extract the CKM matrix elements Vcd and Vcs from experimental
data as well as interesting channels to search for new physics effects. However,
quarks are bound in hadrons, and it is necessary to describe this effect in a reliable
way, to study the underlying flavour dynamics. For this, one has to use nonpertur-
bative tools, to determine the corresponding transition amplitudes. The results of
such calculations can furthermore be of use, to test the predictions of QCD and to
contribute to a deeper understanding of the structure of hadrons.

In this thesis two topics are investigated using the method of QCD light-cone sum
rules (LCSRs). The first topic consists in the form factors of the semileptonic decays
D → π`ν` and D → K`ν`, for which new results are calculated using up-to-date
input values. Since LCSRs are not applicable in the whole range of kinematics, they
are extrapolated by the use of appropriate parametrisations and the results agree
well with experimental data.

The second topic are the transitions of charmed baryons to a nucleon. Here the
corresponding transition form factors and in addition the hadronic ΛcD

(∗)N and
ΣcD

(∗)N coupling constants are calculated - the latter by the consideration of dou-
ble dispersion relations. These coupling constants are of special interest for the des-
cription of hadronic interactions, like open charm production in proton-antiproton-
collisions. Furthermore there appears the problem, that both parity states of a ba-
ryon contribute to the considered functional representation, for which a consistent
way to seperate them is presented.
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Kapitel 1.

Einleitung

„There should be no combination of events for which
the wit of man cannot conceive an explanation.“

- Sherlock Holmes 1

„Höchste Aufgabe der Physiker ist also das Aufsuchen jener allgemeinsten elemen-
taren Gesetze, aus denen durch reine Deduktion das Weltbild zu gewinnen ist.“

- Albert Einstein

Seit je her sind die Menschen darum bemüht, die Welt um sie herum zu verstehen,
ihre Gesetzmäßigkeiten zu erkennen und diese für sich nutzbar zu machen. Aus
zunächst noch mystischen Erklärungen entwickelte sich im Laufe der Jahrhunderte
immer mehr die wissenschaftliche Methode, die insbesondere auf den Prinzipien der
Reproduzierbarkeit experimenteller Ergebnisse und der mathematischen Modellie-
rung von Naturvorgängen beruht. Die daraus resultierenden, zahllosen Entdeckung-
en und Erfindungen im Laufe der Geschichte beeinflussten und bereicherten das Le-
ben der Menschen stets auf neue Weise. Trotz der bis heute enormen Fortschritte
gibt es immer noch viele Probleme zu lösen und Fragen zu beantworten, an denen
Wissenschaftler aus aller Welt und aus allen Nationen und Kulturkreisen arbeiten.

Das Gebiet der Teilchenphysik hat - zusammen mit der Astrophysik und Kosmo-
logie - das Ziel, die fundamentalen Gesetze zu verstehen, nach denen unsere Welt
aufgebaut ist. Das Standardmodell der Teilchenphysik fasst unsere heutige - bereits
sehr ausführliche - Kenntnis auf diesem Gebiet zusammen, doch bleiben auch hier
noch viele Fragen offen, die die aktuelle Forschung beschäftigen.

Die so betriebene Grundlagenforschung ist von großer Bedeutung, da sich deren
Wert in der Geschichte immer als unschätzbar erwiesen hat. Bis ins 17. Jahrhundert
fand das Phänomen der Elektrizität beispielsweise lediglich zur Volksbelustigung
Beachtung und niemand hätte geglaubt, dass es die Welt einmal derart verändern
würde. Die zukünftige Forschung auf dem Gebiet der Teilchenphysik verspricht
daher nicht nur die Beantwortung der Frage, wie unsere Welt aufgebaut ist und
funktioniert, sondern öffnet möglicherweise auch die Tür für zukünftige bahnbre-

1Aus: Arthur Conan Doyle, „The Valley of Fear“
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Kapitel 1. Einleitung

chende Erkenntnisse. Diese fallen oft nicht nur aus der Teilchenphysik selbst, son-
dern auch aus der für die Experimente notwendigen Technologie ab. Beispiele dafür
sind insbesondere die medizinische Strahlenbehandlung, Anwendungen in der Ma-
terialforschung oder Entwicklungen in der Computertechnologie, vor allem die des
World Wide Web 1989 am Teilchenforschungszentrum CERN.

1.1. Einführung: Vergangenheit und Zukunft

„Education never ends Watson.
It is a series of lessons with the greatest for the last. “

- Sherlock Holmes 2

„’Data! Data! Data!’ he cried impatiently. ’I can’t make bricks without clay.’ “
- Sherlock Holmes 3

In vielen alten Hochkulturen finden sich bereits beeindruckende Kenntnisse über
Astronomie, Mathematik, physikalische Gesetze und viele andere Gebiete. Noch
heute sind antike Bauwerke - wie die Pyramiden der Ägypter, die Aquädukte, Tem-
pel und Amphitheater der Römer und Griechen oder die chinesische Mauer - stei-
nerne Zeugen dieses Wissens. Im Europa des ausgehenden Mittelalters schließlich
entwickelte sich die moderne Wissenschaft. Die ersten fundamentalen Gesetze der
Mechanik wurden durch Forscher wie Galileo Galilei, Isaac Newton und Johannes
Kepler aufgestellt und durch Experimente und astronomische Beobachtungen veri-
fiziert. Diese Zeit kann als Beginn der modernen Physik angesehen werden und das
Zusammenspiel von Experiment und Theorie ist noch heute ein zentraler Grundpfei-
ler der Forschung, der in der immer komplexer werdenden modernen Wissenschaft
mehr von Bedeutung ist, denn je.

Das von dieser Zeit an begonnene Studium von Mechanik, Elektrodynamik und
Thermodynamik veränderte unsere Welt in grundlegender Weise, da es - neben
einem sich stets verfeinernden Verständnis unserer Welt - vor allem auch viele tech-
nische Neuerungen ermöglichte, ohne die unser Leben heute kaum noch vorstellbar
wäre. Zu Beginn des 20. Jahrhunderts kamen dann (als man schon glaubte, man
könne alles mit dem erklären, was man bis dahin wusste) zwei völlig neue Gebiete
hinzu, die das bisherige physikalische Weltbild revolutionierten - die Relativitäts-
theorie von Albert Einstein und die Quantenmechanik, welche maßgeblich durch
Werner Heisenberg, Erwin Schrödinger und Max Planck entwickelt wurde.

Neben diesen neuen theoretischen Sichtweisen kamen auch auf experimenteller Sei-
te seit dem Anfang des 20. Jahrhunderts viele Entdeckungen auf. Das Gebiet der
Teilchenphysik entwickelte sich in dieser Zeit, gründend auf fundamentalen Er-
kenntnissen, wie:

2Aus: Arthur Conan Doyle, „The Red Circle“
3Aus: Arthur Conan Doyle, „The Adventure of the Copper Beeches“
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1.1. Einführung: Vergangenheit und Zukunft

• der Entdeckung der Röntgenstrahlung durch Wilhelm Conrad Röntgen im
Jahr 1895 und der Radioaktivität durch Antoine Henri Bequerel im Jahr
1896,

• dem Nachweis des Elektrons als Teilchen durch Joseph John Thomson im
Jahr 1897,

• dem Streuversuch von Ernest Rutherford 1909, der zeigte, dass Atome aus
einer Elektronenhülle und einem Kern bestehen, welcher wiederum später als
aus Protonen und Neutronen zusammengesetzt erkannt wurde,

• der Entdeckung der Höhenstrahlung durch die Ballonversuche von Victor Hess
1912,

• dem Nachweis des quantisierten Spins des Elektrons durch Otto Stern und
Walther Gerlach 1922,

• der Entdeckung des 1928 von Paul A.M. Dirac postulierten Positrons als erstes
bekanntes Antiteilchen durch Carl David Anderson 1932,

• der Entdeckung des 1930 von Wolfgang Pauli postulierten Neutrinos durch
Clyde Lorrain Cowan und Frederick Reines 1956.

Dies ist nur eine kleine Auswahl wichtiger Meilensteine, und einige weitere werden
auch noch in den folgenden Abschnitten bei der Behandlung des Standardmodells
erwähnt. Eine detaillierte Übersicht über die Geschichte der Physik im 20. Jahr-
hundert findet sich in [1].

In der zweiten Hälfte des 20. Jahrhunderts wurden - insbesondere durch den Bau
immer ausgereifterer Teilchenbeschleuniger und Detektoren - noch sehr viel mehr
Teilchen entdeckt, so dass man in den 50er Jahren schon von einem „Teilchenzoo“
sprach und nicht glauben konnte, dass diese alle elementar sind. Etwa zwei Jahr-
zehnte später fand man dann heraus, dass viele von diesen sich tatsächlich aus wei-
teren Teilchen, den Quarks, zusammensetzen. Diese zusammengesetzten Teilchen
bezeichnet man als Hadronen und durch die Kombination der wenigen verschie-
denen Quarksorten können viele davon in unterschiedlichen Anregungszuständen
gebildet werden.

Durch stetig fortgeführte Bemühungen von experimenteller und theoretischer Seite
gelang es schließlich, sehr viel über die uns heute als fundamental bekannten Teil-
chen und die Wechselwirkungen zwischen ihnen zu erfahren. Dieses Wissen ist in
einem einheitlichen mathematischen Formalismus in Form einer Quantenfeldtheorie
im Standardmodell der Teilchenphysik zusammengefasst.

Dieses beschreibt den Großteil der uns in diesem Gebiet bekannten Phänomene -
und damit die zu Grunde liegenden Gesetze für andere Bereiche der Naturwissen-
schaften - mit erstaunlicher Genauigkeit. Das beste Beispiel ist das anomale magne-
tische Moment des Elektrons, ge ' 2, 0023... , dessen experimenteller Wert bis auf
11 Nachkommastellen genau mit der theoretischen Vorhersage übereinstimmt. Es
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Kapitel 1. Einleitung

gibt jedoch noch einige Anhaltspunkte und offene Fragen im Standardmodell, die
nahe legen, dass noch weitere bisher unbekannte Teilchen und Phänomene existieren
müssen. Diese werden im Allgemeinen unter dem Begriff Neue Physik zusammen-
gefasst. Das Standardmodell ist demnach in dem für uns zugängigen Energiebereich
eine effektive Theorie einer übergeordneten, allgemeineren Theorie, so wie etwa die
Newtonsche Mechanik eine effektive Theorie der Quantenmechanik und Relativi-
tätstheorie im Bereich des alltäglichen Lebens ist.

Heute - am Anfang des 21. Jahrhunderts - stehen wir nun diesen neuen, interessan-
ten Fragen gegenüber, zu deren Beantwortung viele theoretische und experimentelle
Bemühungen im Gange sind. Die wohl bekannteste davon ist (neben vielen anderen
Experimenten) der kürzlich in Betrieb genommene Large Hadron Collider (LHC)
am Forschungszentrum CERN bei Genf. Der LHC wird Zugang zu vielen neuen
Daten in einem bisher nicht erreichbar gewesenen Energiebereich von bis zu 14TeV
liefern. Es gibt überzeugende Hinweise, dass in diesem Bereich neue Teilchen, wie
das postulierte Higgs-Boson entdeckt werden könnten und viele der möglichen, als
Erweiterung zum Standardmodell entwickelten Modelle (wie Supersymmetrie oder
Extra-Dimensionen) überprüfbar sind.

Aber auch das Studium der starken Wechselwirkung (zu dem diese Arbeit zen-
tralen Bezug hat) und die Suche nach neuen Existenzformen der Materie, wie
dem Quark-Gluon-Plasma, wird in den nächsten Jahren vor allem durch Expe-
rimente mit Schwerionen und Antiprotonen weitergeführt - wie etwa beim ALICE-
Experiment am LHC und an der im Bau befindlichen Beschleunigeranlage FAIR
am GSI Helmholtzzentrum für Schwerionenforschung. Die Astrophysik ist ebenfalls
mit terrestrischen Experimenten (wie AUGER oder ICECUBE) und Satelliten (wie
PAMELA, WMAP oder Planck) vertreten und wenn am LHC neue, schwere Teil-
chen gefunden werden, sind diese auch Kandidaten für Dunkle Materie. Zusammen
mit unzähligen weiteren Anstrengungen von Experiment und Theorie verspricht all
dies sehr spannende Ergebnisse für die Zukunft.
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1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

„The theories which I have expressed there, and which appear
to you to be so chimerical, are really extremely practical

- so practical that I depend upon them for my bread and cheese. “
- Sherlock Holmes 4

In diesem und dem folgenden Abschnitt wird ein kurzer, zusammenfassender Über-
blick über das Standardmodell gegeben. Es existiert eine große Auswahl an Lehr-
büchern, die das Thema sehr ausführlich behandeln. Einige davon sind z.B. [2, 3],
die insbesondere Bezug zur Phänomenologie und zum Experiment nehmen, sowie
[4, 5, 6, 7, 8], die ausführlich die theoretischen Hintergründe behandeln. Mit stär-
kerem Bezug zur Hadronphysik sind ebenfalls [9, 10] zu empfehlen.

1.2.1. Der grundlegende Formalismus: Quantenfeldtheorie

„Everything in this world is relative, my dear Watson. “
- Sherlock Holmes 5

Wie bereits oben erwähnt, beschreibt das Standardmodell der Teilchenphysik die
uns bekannte Materie und deren Wechselwirkungen im mikroskopischen Bereich.
Um möglichst kleine Strukturen aufzulösen, sind nach der de-Broglie-Beziehung
λ = h/p möglichst hohe Energien erforderlich. Daher ist hier in der Regel die Ver-
wendung der relativistischen Formulierung der Quantenmechanik zur Beschreibung
der Natur nötig - der Formalismus der Quantenfeldtheorie (QFT). Jede Klasse von
Teilchen wird dabei über ein dazugehöriges Feld beschrieben und die umfangreiche
Anwendung der QFT hat sich in der Teilchenphysik als zutreffende Beschreibung
bewährt. Das Standardmodell ist als eine spezielle Klasse von Quantenfeldtheorien
formuliert, nämlich als Eichtheorie.

Die Dynamik dieser Teilchen - also Bewegungsgleichungen und Wechselwirkungen -
wird in Form der Lagrangedichte der zugehörigen Feldtheorie betrachtet. Im Folgen-
den ist als grundlegendes Beispiel die Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik
(QED) angegeben:

LQED(x) = ψ̄(x)(i∂µγ
µ −me)ψ(x)− 1

4
F µν(x)Fµν(x)− eψ̄(x)γµψ(x)Aµ(x) . (1.1)

Dabei ist F µν(x) = ∂µAν(x)−∂νAµ(x) der Feldstärketensor. Die ersten beiden (ki-
netischen) Terme der Lagrangedichte beschreiben jeweils die Dynamik der einzelnen
Felder für sich, während der dritte - der Wechselwirkungsterm - ihre Kopplung in
der hier vorliegenden wechselwirkenden Theorie beschreibt. Die Quantenelektro-
dynamik stellt das einfachste Beispiel für die Anwendung der Quantenfeldtheorie

4Aus: Arthur Conan Doyle, „A Study in Scarlet“
5Aus: Arthur Conan Doyle, „The Dying Detective“
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Kapitel 1. Einleitung

in der Teilchenphysik dar, das sich jedoch sehr anschaulich zum Standardmodell
verallgemeinern lässt.

Die durch die jeweilige Lagrangedichte beschriebene Feldtheorie wird dann übli-
cherweise über den Formalismus der kanonischen Quantisierung den Regeln der
Quantenmechanik unterworfen, indem man die Felder als Operatoren in einem Hil-
bertraum ansieht und entsprechende (Anti-)Vertauschungsrelationen fordert. Die
Feldoperatoren werden nach ebenen Wellen entwickelt und die einzelnen, quanti-
sierten Anregungen der Schwingungsmoden entsprechen jeweils physikalischen Teil-
chen.

Um aus diesem Formalismus Vorhersagen für physikalische Prozesse wie Teilchen-
zerfälle- und Kollisionen machen zu können, werden sie über den LSZ-Reduktions-
formalismus [4, 5] mit Green’schen Funktionen 〈0|φ1(x1) · · ·φn(xn) |0〉 der auftre-
tenden Felder φ = {ψ, ψ̄, Aµ} in Verbindung gebracht, und diese nach den Regeln
der Quantenfeldtheorie berechnet. Durch eine Entwicklung in Potenzen der elek-
tromagnetischen Feinstrukturkonstanten6 αem = e2

4π
≈ 1

137
erhält man als Ergebnis

eine Störungsreihe. Da αem klein ist, konvergiert diese schnell und es ist (insbe-
sondere in der QED) möglich, mit der Berechnung einiger führender Ordnungen
präzise Vorhersagen zu machen. Die einzelnen Beiträge zur Störungsreihe sind als
Feynman-Diagramme (Abb. 1.1) darstellbar, in denen die Teilchen zwischen den
durch die Wechselwirkung verursachten Vertizes frei propagieren. Der fundamenta-
le Wechselwirkungsvertex, der in den Feynman-Diagrammen der QED auftaucht,
ist in Abbildung 1.1(a) dargestellt.

Mithilfe der Quantenelektrodynamik können viele Prozesse wie z.B. e+e− → µ+µ−,
der Comptoneffekt, Elektron-Elektron-Streuung, Paarbildung, usw. berechnet wer-
den. Diese Rechnungen sind heute mit sehr großer Präzision durchgeführt und auch
in allen Bereichen experimentell bestätigt, wie schon oben für das anomale magne-
tische Moment des Elektrons erwähnt wurde.

(a) (b) (c)

Abbildung 1.1.: (a) Der fundamentale Wechselwirkungsvertex, sowie Beispiele für
Prozesse der Quantenelektrodynamik: (b) Ein führender Beitrag
und (c) die erste Schleifenkorrektur zum darin auftretenden Pho-
tonpropagator („Vakuumpolarisation“).

6Wie in der Teilchenphysik üblich, werden natürliche Einheiten ~ = c = 1 verwendet.
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1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

Renormierung

Für die berechneten Prozesse treten Korrekturen in höheren Ordnungen der Stö-
rungstheorie auf, zum Beispiel die in (c) dargestellte Schleifenkorrektur zum füh-
renden Diagramm in Abbildung 1.1 (b). Diese enthalten jedoch Integrale über alle
möglichen Impulse, die in der Schleife laufen können, und können somit zum Auftre-
ten von divergenten Beiträgen in der Störungsreihe führen, mit denen entsprechend
umgegangen werden muss. Dies geschieht durch Umdefinition der physikalischen
Parameter der Theorie, die sogenannte Renormierung. Die Idee dabei ist, dass bei-
spielsweise ein Elektron ständig von einer Wolke virtueller Photonen umgeben ist,
die seinem elektromagnetischen Feld entsprechen. Ohne diese können seine Eigen-
schaften wie Masse und Ladung gar nicht sinnvoll definiert werden, es wäre „nackt“.
Die Parameter, die in der Lagrangedichte und damit der perturbativen Berechnung
auftauchen, sind zunächst „nackte“ Größen Aµ0 , ψ0, e0 und m0. Die physikalischen,
renormierten Größen definiert man über:

Aµ0 =
√
Z3A

µ , ψ0 =
√
Z2ψ , e0 = Zee , m0 = Zmm. (1.2)

Dabei enthalten die sogenannten Z-Faktoren Divergenzen und werden in der Renor-
mierungsprozedur so gewählt, dass sich endliche Ergebnisse aus der perturbativen
Berechnung ergeben. Man kann diese Methode der multiplikativen Renormierung
auch leicht in eine äquivalente Gestalt umformen, bei der die Divergenzen durch das
Einführen von Countertermen in der Lagrangedichte wieder abgezogen werden. Die
Forderung, dass man ein endliches Ergebnis erhält, ist nicht eindeutig und lässt die
Freiheit zu, bestimmte endliche Anteile mit in die renormierten Größen zu definie-
ren. So ergeben sich verschiedene Renormierungsschemata. Das verbreitetste und
üblicherweise genutzte ist das MS (modifiziertes minimal substraction-scheme),
das die Divergenzen mit Hilfe der Technik der dimensionalen Regularisierung aus-
drückt. Bei dieser werden die auftretenden Integrale verallgemeinert, indem deren
Dimension D als kontinuierlicher Parameter angesehen wird. Für D → 4 werden
sie dann divergent und im MS-Schema werden nur diese Divergenzen sowie ein
konstanter numerischer Faktor durch Renormierung beseitigt. (Für weitere Details
siehe etwa die genannten Lehrbücher oder [11, 12, 8].)

Die Renormierungsprozedur führt eine Energieskala µ ein, bei der die physikali-
schen Größen definiert werden. In der dimensionalen Regularisierung ist diese aus
Dimensionsgründen nötig. Die renormierten Größen und die Z-Faktoren hängen
dann von µ ab (und zwar nur von lnµ, was die unten folgenden Formen der Ablei-
tungen motiviert). Die nackten Größen müssen allerdings davon unabhängig sein,
was zur Renormierungsgruppengleichung führt. Für die Ladung e lautet sie:

0 = µ
d

dµ
e0 =

d

d lnµ
(Ze(µ)e(µ)) =

(
Ze(µ)

d e(µ)

d lnµ
+ e(µ)

dZe(µ)

d lnµ

)
. (1.3)
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Kapitel 1. Einleitung

Die Skalenabhängigkeit von e(µ) beschreibt man durch die β-Funktion, definiert
durch:

β(e(µ)) =
d e(µ)

d lnµ
= − e(µ)

Ze(µ)

dZe(µ)

d lnµ
, (1.4)

wobei der letzte Schritt aus der obigen Renormierungsgruppengleichung folgt. Diese
Funktion ist somit über Ze perturbativ berechenbar und wird in der Form

β(e(µ)) = −β0
e(µ)3

(4π)2
+ β1 · O(e(µ)5) + · · · (1.5)

angegeben. Der führende Term lautet in der QED β0 = −4
3
. Sie gibt das Verhalten

der nun von der Renormierungsskala µ abhängigen Ladung an, der sogenannten
„laufenden Kopplung“, welche man in der Regel durch die Feinstrukturkonstante
αem(µ) = e(µ)2

4π
ausdrückt. Diese wird mit steigender Energie größer, ändert sich

aber im Energiebereich einiger GeV nur wenig. Eine komplett andere Situation
ergibt sich allerdings in der Quantenchromodynamik, was in Abschnitt 1.3 genauer
erläutert wird.

Operatorproduktentwicklung

Das Auftreten von Divergenzen in störungstheoretischen Rechnungen aus der Quan-
tenfeldtheorie hat seinen Grund darin, dass mathematisch das Produkt zweier Feld-
operatoren am selben Ort nicht definiert ist, wie leicht an der Darstellung der
Zweipunkt-Greensfunktion - also des Propagators - des Skalarfeldes erkennbar ist:

〈0|T{φ(x)φ(0)} |0〉 = i

∫
d4p

(2π)4

e−ip·x

p2 −m2 + iε
. (1.6)

Mit der Definition des Normalprodukts für freie Felder, bei dem alle Vernichtungs-
operatoren rechts von Erzeugungsoperatoren gestellt werden, kann man dies in
folgender Weise umschreiben und eine Entwicklung nach dem Ortsvektor durch-
führen:

φ(x)φ(0) = 〈0|T{φ(x)φ(0)} |0〉 · 1+ : φ(x)φ(0) :

= 〈0|T{φ(x)φ(0)} |0〉 · 1 + 1 · : φ(0)2 : +xµ · : (∂µφ(0))φ(0) :

+
1

2
xµxν · : (∂µ∂νφ(0))φ(0) : + · · · . (1.7)

Dies ist das einfachste Beispiel einer Operatorproduktentwicklung. In ihrer allgemei-
nen Form lautet sie für lokale Operatoren A und B:

A(x)B(0) =
∑
k

Ck(x)Ok(0) . (1.8)

Dabei sind Ok lokale Operatoren und die Ortsabhängigkeit steckt in den sogenann-
ten Wilson-Koeffizienten Ck(x). Letztere werden in der Regel mit absteigender Sin-
gularität sortiert und demnach die Operatoren aufsteigend nach ihrer Dimension.
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1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

Im obigen Beispiel ist der Koeffizient des Einheitsoperators singulär und danach
folgen endliche Terme entsprechend der eben erwähnten Sortierung. Somit kann
man das Produkt der beiden skalaren Felder als Normalprodukt definieren, indem
man die Singularität abzieht:

: φ(0)2 := lim
x→0
{φ(x)φ(0)− 〈0|φ(x)φ(0) |0〉} . (1.9)

Es ist auch für wechselwirkende Felder möglich, eine Operatorproduktentwicklung
der Form (1.8) entsprechend zu definieren. Für weitere Details muss hier allerdings
auf Lehrbücher, wie [5, 12, 13] verwiesen werden. Wichtig ist, dass diese Darstellung
auch in beliebige Green’sche Funktionen eingesetzt werden kann:

〈0|T{φ(x1)φ(x1) · · ·A(x)B(0) · · ·φ(xn)} |0〉

=
∑
k

Ck(x) 〈0|T{φ(x1)φ(x1) · · · Ok(0) · · ·φ(xn)} |0〉 . (1.10)

Diese erweist sich als nützlich in Theorien wie der Quantenchromodynamik, in de-
nen perturbative Berechnungen nicht ohne weiteres durchgeführt werden können,
und wo die Operatorproduktentwicklung eine systematische Betrachtung der auf-
tretenden Effekte ermöglicht. Neben den in dieser Arbeit betrachteten Anwendun-
gen ist auch die Verwendung in der effektiven Theorie für schwere Quarks (HQET,
s.u.) und der effektiven Hamiltonfunktion für schwache Zerfälle ein wichtiges An-
wendungsbeispiel dafür (siehe z.B. [14, 15, 16]).

1.2.2. Teilchen und Wechselwirkungen des Standardmodells

Heute wissen wir, dass alles in unserem Universum aus einigen, fundamentalen Klas-
sen von Teilchen aufgebaut ist. Fundamental bedeutet dabei, dass sie bis zur heute
zugängigen Messgenauigkeit (einer Energieskala einiger TeV, entsprechend einer
Längenskala von etwa 10−18 m) nicht aus weiteren Teilchen zusammengesetzt sind.
Man unterscheidet dabei zwei Klassen: Zum einen Materieteilchen wie Elektronen
und Quarks, die allesamt Spin 1

2
besitzen und demnach Fermionen sind und aus

denen die gewöhnliche, uns umgebende Materie besteht. Zum anderen Austausch-
teilchen (wie das Photon), die die bestimmten Arten der Wechselwirkung zwischen
den Materieteilchen vermitteln. Diese sind Bosonen und besitzen alle Spin 1. Zu
letzterer Klasse ist zusätzlich noch das Higgs-Boson mit Spin 0 zu zählen, dessen
Existenz allerdings bis heute noch nicht experimentell bestätigt werden konnte. Es
ist für keine Wechselwirkung verantwortlich, sorgt jedoch dafür, dass die meisten
der Teilchen des Standardmodells eine Masse besitzen. Die Teilchen dieser beiden
Klassen sind in den Tabellen 1.1 und 1.2 aufgeführt und werden im Folgenden
ausführlicher erklärt.
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Kapitel 1. Einleitung

1. Generation 2. Generation 3. Generation

e (me ≈ 511keV) µ (mµ ≈ 105,7MeV) τ (mτ ≈ 1,777GeV)
Leptonen

νe (mνe ≈ 0) νµ (mνµ ≈ 0) ντ (mντ ≈ 0)

u (mu ≈ 2,5MeV) c (mc ≈ 1,27GeV) t (mt ≈ 172GeV)
Quarks

d (md ≈ 5MeV) s (ms ≈ 100MeV) b (mb ≈ 4,19GeV)

Tabelle 1.1.: Die fermionischen Materieteilchen des Standardmodells und ihre Mas-
sen im MS-Renormierungsschema [17]. Zu jedem Teilchen existiert
auch das entsprechende Antiteilchen.

Wechselwirkung el.-mag. WW schwache WW starke WW

Eichboson Photon (γ) W+,W−,Z0 8 Gluonen

Masse mγ = 0
mW± = 80, 4GeV
mZ0 = 91, 2GeV mG = 0

Wirkung auf geladene Teilchen alle Teilchen Quarks
Eichtheorie elektroschwache Vereinheitlichung QCD

Tabelle 1.2.: Die Wechselwirkungen und die zugehörigen bosonischen Austausch-
teilchen des Standardmodells.

In der Natur existieren vier fundamentale Wechselwirkungen zwischen Materie: aus
der klassischen Physik bekannt sind Elektromagnetismus und Gravitation, die die
uns auch im Alltag begegnenden Kräfte verursachen. Zudem gibt es die starke
Wechselwirkung, die über eine sehr kurzreichweitige Kraft dafür verantwortlich ist,
dass sich Quarks zu Protonen und Neutronen und diese wiederum zu Atomkernen
binden. Die schwache Wechselwirkung schließlich kann als einzige die Umwandlung
einer Sorte eines Materieteilchens in ein anderes bewirken und ist darüber unter
anderem für den radioaktiven Zerfall verantwortlich. Jede Wechselwirkung wird
über eine bestimmte Anzahl von Austauschbosonen zwischen den Materieteilchen
vermittelt.

Das Standardmodell fasst die elektromagnetische, die schwache und die starke
Wechselwirkung zu einer einheitlichen Theorie zusammen, jedoch nicht die Gra-
vitation, deren Effekte von einem Teilchen auf ein anderes verschwindend gering
sind. Daher spielt sie in der Teilchenphysik keine Rolle, sondern bestimmt vor al-
lem die Phänomene auf makroskopischen und kosmologischen Längenskalen und
wird nach unseren heutigen Kenntnissen sehr genau durch die allgemeine Relativi-
tätstheorie beschrieben. Eine Vereinheitlichung aller vier Wechselwirkungen ist bis
heute noch nicht gelungen.
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1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

Die Materieteilchen, aus denen sich unsere alltägliche Welt zum größten Teil zusam-
mensetzt, sind die up- und down- Quarks, aus denen die Nukleonen im Atomkern
bestehen, sowie die Elektronen in der Atomhülle. Zum Elektron e− gehört zudem
das Elektron-Neutrino νe, welche zusammenfassend als Leptonen bezeichnet wer-
den. Diese vier Teilchensorten bilden zusammen eine sogenannte Generation. Mit
der Entdeckung des Myons in der kosmischen Strahlung durch Carl D. Anderson
und Seth Neddermeyer wurde im Jahr 1936 jedoch ein Teilchen gefunden, das die
selben Eigenschaften besitzt wie das Elektron, aber etwa 200 mal schwerer ist.
Zur Erklärung der vielen Hadronen des „Teilchenzoos“ mittels Quarks wurde im
Laufe der Zeit ebenfalls eine größere Anzahl von Quarks nötig, die heute bis auf
6 bekannte Typen up, down, charm, strange, top und bottom - die sogenannten
Quarkflavours - angewachsen ist. Es wurde ebenfalls noch ein drittes Lepton - das
τ -Lepton - sowie die zu µ und τ gehörigen Neutrinos vorgefunden, die zusammen
mit der ersten Generation noch zwei weitere bilden, dessen Mitglieder sich jeweils
nur in ihrer Masse unterscheiden.

Die Neutrinos haben im Vergleich zu den anderen Materieteilchen eine äußerst
kleine Masse, die bis jetzt noch nicht direkt gemessen werden konnte. Durch die in
den letzten Jahren gefundene Evidenz von Neutrinooszillationen steht jedoch fest,
dass sie nicht masselos sind. Die am genauesten ermittelte obere Grenze für das
Elektron-Antineutrino ist mν̄e . 2, 3 eV und aus verschiedenen astrophysikalischen
Daten ergibt sich eine obere Grenze von ∼ 1, 7 eV auf die Summe aller drei Neu-
trinomassen (beide Werte mit 95% c.l. [17]). Mit dem in Vorbereitung befindlichen
KATRIN-Experiment in Karlsruhe kann bald eine Sensitivität von mν̄e . 0, 2 eV
erreicht werden. Aufgrund der äußerst geringen Neutrinomasse ist es aber für sehr
viele Anwendungen ausreichend, sie dennoch als masselos zu betrachten. Diese Nä-
herung soll auch im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet werden, ohne noch
einmal darauf einzugehen. Eine Erweiterung des Standardmodells für massive Neu-
trinos ist in einer analogen Form zum Quarksektor jedoch problemlos möglich und
führt dort ebenfalls auf die entsprechende Phänomenologie der (Lepton-)Flavour-
Mischung, wie sie für den Fall der Quarks im folgenden Abschnitt 1.2.4 beschrieben
wird. Das entsprechende Analogon zur CKM -Matrix (s.u.) wird PMNS-Matrix
genannt (nach ihren Entdeckern Pontecorvo, Maki, Nakagawa, Sakata).

In den 90ern wurde am Beschleuniger LEP am CERN durch die Untersuchung der
Resonanzkurve des Z0-Bosons festgestellt, dass es exakt 3 Generationen von (leich-
ten) Neutrinos gibt, was sehr nahe legt, dass damit auch die Anzahl der Generatio-
nen im Standardmodell genau 3 ist. Bis heute ist es allerdings weder gelungen, zu
verstehen, warum es sich genau um diese Zahl handelt, noch warum die Teilchen
exakt diese Massen besitzen, die zudem noch über einen Bereich von etwa 12 Zeh-
nerpotenzen verteilt sind. Dies gehört zu einer der Hauptaufgaben der aktuellen
Forschung.
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1.2.3. Das Standardmodell als Eichtheorie

Die Quantenfeldtheorien, die die Teilchen des Standardmodells beschreiben, sind
spezielle „Eichtheorien“. Bei der Formulierung der klassischen Elektrodynamik stell-
te man fest, dass die Maxwellgleichungen invariant unter einer lokalen Transforma-
tion Aµ(x) → Aµ(x) + 1

e
∂µα(x) der elektromagnetischen Potentiale mit einem be-

liebigen Eichfeld α(x) sind. Das Fermionfeld muss sich dann zur Aufrechterhaltung
der Invarianz gemäß ψ(x) → eiα(x)ψ(x) transformieren, also die Phase um α(x)
ändern. Bei einer Eichtheorie macht man dies nun zu einer Forderung, die man an
die Theorie stellt. Um eine Invarianz der Lagrangedichte (1.1) unter Phasentrans-
formationen des Feldes ψ(x) zu erhalten, ist es erforderlich, das Vektorfeld Aµ(x)
als Eichfeld einzuführen.

Die Phasentransformation in der QED ist eine Symmetrietransformation der uni-
tären (abelschen) Gruppe U(1) in einer Dimension. Das Konzept der Eichtheori-
en wurde 1954 von Chen Ning Yang und Robert L. Mills auf höherdimensionale
(nichtabelsche) Symmetriegruppen verallgemeinert, die nach ihnen als Yang-Mills-
Theorien bzw. nichtabelsche Eichtheorien benannt sind. In der Teilchenphysik sind
solche Symmetriegruppen von sehr großer Bedeutung und finden wichtige Anwen-
dungen in vielen Bereichen. Besonders zu nennen ist dabei die spezielle unitäre
Gruppe SU(N) für die Behandlung sogenannter innerer Symmetrien, also der In-
varianz unter der Vertauschung gewisser, diskreter Quantenzahlen der Teilchen.

Die SU(N) ist eine Lie-Gruppe, deren Elemente in der Form

U = exp (iθaTa) (1.11)

mit einer bestimmten Anzahl von kontinuierlichen Argumenten θa als Abfolge von
infinitesimalen Transformationen um den Einheitsoperator dargestellt werden kön-
nen. Die Größen Ta werden Generatoren genannt und genügen Vertauschungsrela-
tionen [Ta, Tb] = fabcTc, durch die die Lie-Algebra definiert wird. Die Anzahl dieser
Generatoren beträgt N2 − 1 für die SU(N) und die Größen fabc heißen Struktur-
konstanten. Die SU(2) beispielsweise hat als Generatoren die drei Pauli-Matrizen
τa und die Strukturkonstanten sind durch den Levi-Civita-Tensor εabc gegeben.

Das Standardmodell ist nun eine Eichtheorie, die symmetrisch unter der Kombi-
nation - mathematisch dem Tensorprodukt - verschiedener Transformationen von
Eigenschaften der Materieteilchen ist:

U(1)Y ⊗ SU(2)W ⊗ SU(3)C . (1.12)

Die U(1)-Symmetrie ist dabei mit der Hyperladungs-Quantenzahl Y verbunden7

und führt zur Einführung eines Eichfeldes Bµ. Die SU(2) ist mit dem schwachen
Isospin (W für engl. weak) verbunden, was zu drei Eichfeldern W a

µ mit a = 1, 2, 3

7Die Beziehung zur elektrischen Ladung Q wird im Folgenden erläutert.
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führt. Diese beiden Symmetriegruppen beschreiben zusammen die elektromagneti-
sche und die schwache Wechselwirkung im Rahmen der sogenannten elektroschwa-
chen Vereinheitlichung, die in den 60er Jahren durch Glashow, Salam und Weinberg
entwickelt wurde. Die SU(3) schließlich beschreibt die Symmetrie zwischen den drei
Farbladungen von Quarks (C für engl. colour) und führt zu 8 Eichfeldern Aaµ, den
sogenannten Gluonen. Diese SU(3)-Eichtheorie trägt den Namen Quantenchromo-
dynamik (QCD) und beschreibt die starke Wechselwirkung. Da sie nicht mit den
anderen beiden Eichsymmetrien gekoppelt ist, kann man das Standardmodell in
zwei „Sektoren“ unterteilen, den elektroschwachen Sektor und die QCD. Ersterer
soll nun im folgenden Abschnitt beschrieben werden und die QCD, die Hauptthema
dieser Arbeit ist, im darauf folgenden.

In der Lagrangedichte von Eichtheorien fasst man die kinetischen Terme der Fer-
mionen und die zugehörigen, durch die Eichinvarianzforderung entstehenden Wech-
selwirkungsterme in die kovariante Ableitung zusammen:

Dµ = ∂µ − igsAaµT a + igW a
µ τ

a + ig′Y Bµ . (1.13)

Dabei sind gs, g und g′ jeweils die zu den Eichgruppen gehörigen Kopplungskon-
stanten. In Yang-Mills-Theorien lautet die Verallgemeinerung des Feldstärketensors,
den man als Ga

µνT
a = Gµν = i

gs
[Dµ, Dν ] darstellen kann:

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gsf

abcAbµA
c
ν . (1.14)

Wegen der Nichtkommutativität der zugrundeliegenden Symmetriegruppe tritt hier
ein zusätzlicher Term im Gegensatz zur QED auf, um die Eichinvarianz zu gewähr-
leisten. Schließlich ergibt sich so eine kompakte Form für die Lagrangedichte einer
nichtabelschen Eichtheorie:

LYM = ψ̄(x)(iDµγ
µ −m)ψ(x)− 1

4
Gaµν(x)Ga

µν(x) . (1.15)

1.2.4. Der elektroschwache Sektor des Standardmodells

Die elektroschwache Vereinheitlichung

Im Jahre 1956 wurde im Experiment von Chien-Shiung Wu beobachtet, dass die
Symmetrie unter Paritätstransformationen, von der man bis dahin glaubte, sie wäre
in allen physikalischen Prozessen gültig, in der schwachen Wechselwirkung verletzt
ist, und zwar „maximal“, so dass es nur linkshändige Neutrinos und rechtshändige
Antineutrinos gibt. Die links- und rechtshändigen Projektionen der Fermionfelder
sind dabei durch ψL = 1

2
(1− γ5)ψ und ψR = 1

2
(1 + γ5)ψ definiert.

Aus der Phänomenologie der schwachen Zerfälle ergab sich, dass die linkshändigen
Fermionen sich als Dublett unter der SU(2)W transformieren müssen (mathema-
tisch unter der fundamentalen Darstellung) und die rechtshändigen Fermionen als
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Singlett (unter der trivialen Darstellung). Unter der U(1)-Symmetrie transformieren
sich alle Fermionfelder gemäß f(x)→ eiα(x)Yff(x) mit der jeweiligen Hyperladung
Yf . Die entsprechenden Quantenzahlen der Fermionen sind in Tabelle 1.3 zusam-
mengefasst. Die Hyperladung ist dabei über die Gell-Mann-Nishijima-Relation

Y = 2(Q− I3) (1.16)

mit der elektrischen Ladung Q verbunden.8 Die Werte von Y wurden entsprechend
der in der Natur beobachteten elektrischen Ladung gewählt. Hätte man die U(1)
direkt mit der Ladung Q eingeführt, würde dies zur Folge gehabt haben, dass die
Fermionen in einem Dublett die gleiche Ladung hätten, was der experimentellen
Beobachtung widerspricht.

Fermionfeld I3 Y Q(
u
d

)
L

(
c
s

)
L

(
t
b

)
L

1
2

−1
2

1
3

2
3

−1
3(

νe
e−

)
L

(
νµ
µ−

)
L

(
ντ
τ−

)
L

1
2

−1
2

−1
0
−1

uR cR tR 0 4
3

2
3

dR sR bR 0 −2
3
−1

3

e−R µ−R τ−R 0 −2 −1

Tabelle 1.3.: Die elektroschwachen Quantenzahlen schwacher Isospin I3, Hyperla-
dung Y und elektrische Ladung Q der Materieteilchen des Standard-
modells.

In der kovarianten Ableitung (1.13) repräsentieren die FelderW 1
µ undW 2

µ die beiden
Ladungszustände des W±-Bosons über:

W±
µ =

1√
2

(W 1
µ ∓ iW 2

µ) . (1.17)

Mit der entsprechenden, zugehörigen Kombination der Pauli-Matrizen bewirken sie
schwache Übergänge zwischen Fermionen mit verschiedenem schwachen Isospin I3

und reproduzieren so korrekt die experimentellen Beobachtungen. Das Feld W 3
µ

kann jedoch nicht dem physikalisch beobachteten Z0-Teilchen entsprechen, da das
Z0 aus experimenteller Beobachtung z.B. `L-`R-Kopplungsterme besitzt, während
W 3
µ nur linkshändige Teilchen miteinander koppelt. Genauso kann es sich bei dem

U(1)-Feld Bµ nicht um das Photon handeln, da Bµ eine Kopplung an die elektrisch
neutralen Neutrinos besitzt.

8Vorsicht: In der Literatur gibt es auch noch eine andere Konvention, bei der 2Y als Hyperladung
definiert wird.
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1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

Die beiden Felder W 3
µ und Bµ besitzen jedoch die selben elektroschwachen Quan-

tenzahlen Y = 0 und I3 = 0 und können daher untereinander zu den physikalischen
Feldern mischen:

Aµ = cos θw Bµ + sin θwW
3
µ , Zµ = − sin θw Bµ + cos θwW

3
µ . (1.18)

Dies reproduziert die empirisch beobachteten Wechselwirkungsterme exakt und
stellt somit die korrekte Beschreibung auch der neutralen Ströme dar. Der Mi-
schungswinkel θw wird als Weinberg-Winkel bezeichnet und ist experimentell zu
sin2 θw = 0, 23116(13) bestimmt worden [17].

Die elektroschwache Symmetriebrechung

Die bisher aufgestellte Theorie beschreibt die elektroschwache Wechselwirkung kor-
rekt, hat aber das Problem, dass die Eichinvarianz keine Massenterme für die Eich-
bosonen erlaubt wie z.B. m2

ZZ
µ(x)Zµ(x). Zudem sind auch Fermion-Massenterme

der Form 1
2
m(f̄LfR + f̄RfL) nicht eichinvariant. Da jedoch sowohl die W - und Z-

Bosonen, als auch alle Fermionen experimentell als massiv vorgefunden wurden,
kann es sich noch nicht um die richtige Theorie handeln.

Um dieses Problem zu beheben, ist es notwendig, Massenterme einzuführen, die
invariant unter SU(2)-Eichtransformationen sind. Dazu wird ein weiteres SU(2)-
Dublett aus zwei skalaren Felder eingeführt, das Higgs-Feld. Es hat die Hyperladung
YH = 1 und besteht damit aus einem mit Q = 1 geladenen und einem neutralen
Feld:

φ =
1√
2

(
φ3 + i φ4

φ1 + i φ2

)
=

1√
2

(
φ+

φ0

)
. (1.19)

Der kinetische Term in der Lagrangedichte des Standardmodells lautet:

LHiggs = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ†φ) mit dem Potential:

V (φ†φ) = −µ2φ†φ+
λ

2

(
φ†φ
)2

. (1.20)

Dies wird als „mexican hat“-Potential bezeichnet (siehe Abb. 1.2). Für µ2 > 0 hat
es ein Minimum bei:

(φ†φ)0 =
µ2

2λ
:=

v2

2
. (1.21)

Die oben definierte Größe v√
2
bezeichnet man als Vakuumerwartungswert des Fel-

des. Hier liegt nun der Fall vor, dass unendlich viele Grundzustände existieren, die
durch eine SU(2)-Symmetrietransformation miteinander verbunden sind. In der
Natur kann ein beliebiger dieser Grundzustände realisiert sein, den man aufgrund
der Symmetrie wählen kann zu:

φ0 =
1√
2

(
0
v

)
. (1.22)
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Kapitel 1. Einleitung

Abbildung 1.2.: Das „mexican hat“-Potential (in willkürlichen Einheiten).

Der Grundzustand weist nun nicht mehr die Symmetrie der Lagrangedichte auf und
hier liegt das Phänomen der spontanen Symmetriebrechung vor. Mit dem Higgs-Feld
H(x) beschreibt man die Auslenkung um dieses Minimum, und es ist möglich, die
anderen Freiheitsgrade durch drei Felder Gk(x) in folgender Weise auszudrücken:

φ =
1√
2
ei
Gk(x)
v

τk
(

0
v +H(x)

)
. (1.23)

Dabei sind τ k die drei Generatoren der SU(2). Die Felder Gk(x) sind masselo-
se Goldstone-Bosonen, von denen nach dem Goldstone-Theorem immer so viele
existieren, wie es Generatoren der gebrochenen Symmetrie gibt (hier drei für die
gebrochene SU(2)). Wie eine genauere Betrachtung zeigt, gehen diese hinterher als
longitudinale Freiheitsgrade in die dann massiven Eichbosonen ein. In einer passend
gewählten Eichung („Unitäre Eichung“) brauchen sie nicht mehr berücksichtigt zu
werden. Setzt man die obige Parametrisierung (1.23) nun in dieser Eichung in die
Lagrangedichte des Standardmodells ein, so erhält man Massenterme für die W -
Bosonen mit der Masse mW = gv

2
. Die Massenterme für die Felder W µ

3 und Bµ

mischen untereinander. Eine Diagonalisierung führt auf die Felder Zµ und Aµ für
ein massives Z-Boson und ein masseloses Photon. Man erhält auch wichtige Re-
lationen zwischen den elektroschwachen Parametern, die experimentell bestätigt
wurden:

mZ =
v

2

√
g2 + g′2 =

gv

2 cos θw
=

mW

cos θw
. (1.24)

Insbesondere hat man nun die elektroschwache U(1)Y ⊗ SU(2)W - Symmetrie zur
physikalisch beobachteten U(1)Q-Symmetrie heruntergebrochen, die der Erhaltung
der elektrischen Ladung entspricht.
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1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

Die Fermionen erhalten schließlich in der Lagrangedichte ihre Masse durch die so-
genannte Yukawa-Kopplung mit dem Higgsfeld, z.B. für das Elektron:

LYukawa = −λe
{(

νe
e

)
L

φ eR + eR φ
†
(
νe
e

)}
= −λe(eLeR + eReL) · 1√

2
(v +H(x))

= −mf ēe−
λe√

2
ēeH(x) . (1.25)

Die Masse hängt über mf =
λfv√

2
mit der Yukawa-Kopplungskonstanten λf zusam-

men, deren Größe allerdings theoretisch im Moment noch nicht erklärt werden kann.
Die Yukawa-Kopplung erzeugt also die Masse eines Fermions durch die Wechsel-
wirkung mit einem Vakuumerwartungswert v und beschreibt die Kopplung an den
angeregten Zustand dieses Feldes, das Higgs-Boson H. Dessen Nachweis und die
Bestimmung seiner Masse ist die letzte noch verbleibende experimentelle Aufga-
be zur Bestätigung des Standardmodells. Hier wurde das einfachste, konsistente
Modell zur elektroschwachen Symmetriebrechung im Standardmodell dargestellt.
Darüber hinaus gibt es natürlich noch viele kompliziertere Modelle, die im Moment
untersucht werden, um neue Erklärungen für unklare Fragen im Standardmodell
zu finden. Verschiedene theoretische und experimentelle Hinweise sprechen dafür,
dass diese Fragen an den vor kurzem angelaufenen Experimenten am LHC geklärt
werden können.

Elektroschwache Übergänge und die CKM-Matrix

Die Massenterme aller Teilchen des Standardmodells entstehen über die Yukawa-
Kopplung, und der allgemeinste Ausdruck für den entsprechenden Beitrag zur La-
grangedichte des Standardmodells lautet:

LYukawa = −
(
M ij

e ē
i
Le

j
R +M ij

u ū
i
Lu

j
R +M ij

d d̄
i
Ld

j
R + h.c.

)
, (1.26)

mit den Ausdrücken:

eiL =
(
e−L , µ

−
L , τ

−
L

)
, uiL = (uL , cL , tL) , diL = ( dL , sL , bL) . (1.27)

Dabei müssen die Massenmatrizen M ij
e,u,d = v√

2
λije,u,d zunächst nicht notwendig dia-

gonal sein. Die physikalisch messbaren Teilchen sind allerdings die sogenannten
Masseneigenzustände, also solche, für die keine Mischterme auftreten. Für die Lep-
tonen kann immer eine diagonale Basis gefunden werden, da die Neutrinos hier
masselos gewählt wurden. Für die Quarks ist dies ebenfalls möglich, allerdings
müssen die Massenmatrizen für die up- und die down-Typ-Quarks i.A. unterschied-
lich diagonalisiert werden. Dies führt dazu, dass dieser Basiswechsel auch in den
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Kapitel 1. Einleitung

Wechselwirkungstermen mit den Eichbosonen durchgeführt werden muss. Für die
neutralen Ströme ergibt sich keine Änderung, jedoch die geladenen W -Bosonen
sorgen nun dafür, dass Übergänge von einem up-Typ-Quark zu allen drei down-
Typ-Quarks und umgekehrt möglich sind. Die up-Typ-Quarks koppeln dabei in
der Form uL ↔ d′L, cL ↔ s′L tL ↔ b′L an Linearkombinationen der down-Typ-
Quarks. Der Zusammenhang zwischen diesen Masseneigenzuständen (d, s, b) und
den Eigenzuständen der schwachen Wechselwirkung (d′, s′, b′) ist gegeben durch die
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix [18, 19] VCKM : d′

s′

b′

 =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb


︸ ︷︷ ︸

VCKM

 d
s
b

 . (1.28)

Sie beschreibt die grundlegende Struktur der Übergänge zwischen verschiedenen
Quarksorten, die nur durch die schwache Wechselwirkung verursacht werden kön-
nen. Dies äußert sich insbesondere in Zerfällen von Hadronen in leichtere Hadro-
nen und Leptonen. Im Standardmodell haben alle Quark-Generationen die gleiche
schwache Kopplungskonstante. Eine Folgerung daraus ist, dass die CKM -Matrix
unitär sein muss:

VCKM · V †CKM = 1 . (1.29)

Flavour-ändernde neutrale Ströme, also Übergänge durch Z-Bosonen zwischen up-
Typ-Quarks bzw. down-Typ-Quarks untereinander, sind in führender Ordnung der
Störungstheorie nicht möglich, sondern existieren nur in Schleifendiagrammen höhe-
rer Ordnung. Der Grund dafür ist der sogenannte GIM-Mechanismus (nach Glas-
how, Iliopoulos, Maiani [20]), der aus dieser Unitarität folgt, und bewirkt, dass sich
die entsprechenden Wechselwirkungsterme exakt aufheben. Auf diese Weise wurde
das bis dahin unbekannte charm-Quark 1974 postuliert und noch im gleichen Jahr
experimentell nachgewiesen. Flavour-ändernde neutrale Ströme sind ein wichtiges
Hilfsmittel auf der Suche nach neuer Physik, da solche Beiträge dort möglicherweise
nicht gegenüber dem Standardmodell unterdrückt sind.

Als komplexe 3× 3-Matrix hat die CKM -Matrix 18 unabhängige Parameter, von
denen allerdings neun durch die Unitaritätsbedingung bestimmt sind und fünf wei-
tere als Phasen durch Umdefinition der Quarkfelder eliminiert werden können. Die
CKM -Matrix kann also durch vier reelle Parameter beschrieben werden, nämlich
drei Mischungswinkel und eine Phase. Ihre Einträge können durch verschiedene
schwache Zerfälle bestimmt werden, und der aktuelle Stand der Messungen ist [17]:

|VCKM | '

0, 97425(22) 0, 2252(9) 0, 00389(44)
0, 230(11) 1, 023(36) 0, 0406(13)
0, 0084(6) 0, 0387(21) 0, 88(7)

 .

Man erkennt, dass die CKM -Matrix stark hierarchisch ist, und Übergänge zwischen
weiter voneinander entfernten Generationen weniger wahrscheinlich sind. Aus der
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1.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

Unitarität ergeben sich - wie beim GIM -Mechanismus schon erwähnt - verschiedene
Relationen zwischen den Matrixelementen. Von besonderem Interesse ist dabei die
folgende, bei der alle auftretenden Produkte von der selben Größenordnung sind:

V ∗ubVud + V ∗cbVcd + V ∗tbVtd = 0 . (1.30)

Diese lässt sich in der komplexen Ebene als das sogenannte Unitaritätsdreieck dar-
stellen (Abb. 1.3). Die experimentelle und theoretische Arbeit zur Bestimmung sei-
ner Parameter ist eine wichtige Prüfung des Standardmodells im Flavour-Sektor.

Abbildung 1.3.: Das Unitaritätsdreieck.

Die Struktur der CKM -Matrix sorgt ebenfalls dafür, dass im Standardmodell das
Phänomen der Verletzung der CP -Symmetrie (also der Kombination aus Ladungs-
konjugation und Paritäts-Transformation) auftritt, das 1964 von den Physikern um
James Cronin und Val Fitch im Zerfall neutraler K-Mesonen erstmals nachgewiesen
wurde. Dies ist eine notwendige Bedingung um den festgestellten Überschuss von
Materie über Antimaterie in unserem Universum zu erklären, bislang ist aber noch
zweifelhaft, ob die im Standardmodell gefundene CP -Verletzung dafür groß genug
ist.

Das Standardmodell, wie es soeben vorgestellt wurde, wird (unter Einbeziehung
massiver Neutrinos als Dirac-Teilchen) durch 25 freie Parameter beschrieben. Warum
diese aber genau die gemessenen Werte besitzen, ist bis heute völlig unbekannt, wie
zum Beispiel warum die CKM -Matrixelemente mit wachsendem Abstand zur Dia-
gonalen kleiner werden, oder warum das Massenspektrum von Quarks und Leptonen
über viele Größenordnungen variiert (insbesondere die fast masselosen Neutrinos
oder das Top-Quark, das etwa so schwer ist wie ein Goldatom). Ein fundamentales
Verständnis der Natur sollte auch Vorhersagen für diese Werte liefern können, und
man hofft durch die weitere Erforschung des Standardmodells, dies zu erreichen.
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Kapitel 1. Einleitung

1.3. Starke Wechselwirkung und
Quantenchromodynamik (QCD)

„Life is infinitely stranger than anything which the mind of man could invent.“
- Sherlock Holmes 9

In diesem Abschnitt werden kurz die wichtigsten Grundlagen zur Quantenchromo-
dynamik - insbesondere mit Bezug zu dieser Arbeit - dargelegt. Für tiefere Details
sind neben den vielen Lehrbüchern vor allem auch die Artikel [21, 22] zu empfehlen.

1.3.1. Grundlagen

Historische Einführung

Die Geschichte der starkenWechselwirkung beginnt mit dem Rutherfordschen Streu-
versuch 1909, in dem der Atomkern entdeckt wurde. Im Jahre 1917 entdeckte Ru-
therford dann das Proton und im Jahre 1932 James Chadwick das Neutron als
dessen fundamentale Bestandteile. Aufgrund der elektrischen Abstoßung musste
jedoch eine weitere, stärkere Kraft zwischen diesen existieren, die man demnach
starke Wechselwirkung nannte. 1935 postulierte Hideki Yukawa den Austausch von
Mesonen, die diese Kraft vermitteln, und die uns heute als Pionen bekannt sind
und am Ende der 40er Jahre auch experimentell gefunden wurden.

Im Jahr 1964 wurden von Murray Gell-Mann und George Zweig die Quarks postu-
liert, die zu dieser Zeit vorerst noch rein mathematische Objekte waren, aber mit
Erfolg Ordnung in den „Teilchenzoo“ mit den drei damals bekannten Flavours up,
down und strange bringen konnten. Ein weiterer entscheidender Hinweis, dass Ha-
dronen aus weiteren Teilchen zusammengesetzt sind, kam dann aus einem anderen
Gebiet, nämlich der tief-inelastischen Streuung von Elektronen an Protonen, bei
der man mit den ausgetauschten, hochenergetischen Photonen die Substruktur der
Protonen studieren konnte. 1969 entdeckte man dort, dass diese sich aus mehreren
Teilchen zusammensetzen, die sich bei hohen Energien in sehr guter Näherung wie
freie Teilchen verhalten. Diesen Effekt (der als asymptotische Freiheit bezeichnet
wird) konnten David Gross, Frank Wilczek und David Politzer dann 1973 tatsäch-
lich aus der Quantenchromodynamik herleiten, welche in den Jahren 1971-1973 von
Physikern wie Harald Fritzsch, Murray Gell-Mann, Gerardus t’Hooft und anderen
als SU(3)-Eichtheorie entwickelt wurde. Es stellte sich schließlich heraus, dass sie
zur Beschreibung der starken Wechselwirkung geeignet war.

Belege dafür, dass Quarks in drei verschiedenen Farbzuständen existieren, sind
zudem bis heute aus verschiedenen Quellen bekannt, insbesondere dem sogenannten

9Aus: Arthur Conan Doyle, „A case of identity“
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R-Verhältnis der Hadron- und Myon-Wirkungsquerschnitte in der e+e−-Streuung:

R =
σ(e+e− → Hadronen)

σ(e+e− → µ+µ−)
. (1.31)

In diesem zeigt sich aus den experimentellen Daten, dass etwa dreimal soviel Ha-
dronen durch Quark-Antiquark-Produktion erzeugt werden, als wenn Quarks nur
in einer Farbe existierten. Weitere Hinweise, wie etwa der hadronische τ -Zerfall
oder der Prozess π0 → γγ (siehe z.B. [21]) belegen eindeutig die Existenz von drei
Farbladungszuständen für die Quarks. Zudem konnte die QCD erklären, warum die
postulierten Quarks nicht einzeln, sondern nur in Hadronen gebunden beobachtet
werden können, was als Confinement bezeichnet wird. 1974 entdeckte man mit dem
J/Ψ einen gebundenen Zustand aus einem charm- und einem Anti-charm-Quark,
dessen Eigenschaften in guter Übereinstimmung mit den Vorhersagen der QCD
standen. Dies war noch einmal ein wichtiger Hinweis auf die Richtigkeit des Quark-
Modells und der QCD. Schließlich konnte 1979 die Existenz des Gluons durch ein
Drei-Jet-Event bei PETRA (DESY) belegt werden.

Die QCD als nichtabelsche Eichtheorie

In der Quantenchromodynamik wird jedes Quark mit Flavour q durch drei Fermion-
felder ψiq(x) beschrieben, wobei der Index i = 1, 2, 3 für die Farbladung steht. Die
Felder transformieren sich dann in der zugehörigen SU(3)-Eichtheorie über (1.11)
mit den entsprechenden acht Generatoren der SU(3)-Lie-Algebra, für die in der
Regel die explizite Darstellung der Gell-Mann-Matrizen λa (siehe z.B. in [22]) ge-
wählt wird. Dies führt zur Einführung von acht Eichfeldern Aaµ(x), die Gluonen
genannt werden, und auch selber Träger von Farbladung sind. Sie koppeln mit der
starken Kopplungskonstanten gs gleich an alle Quark-Flavours. Die Lagrangedichte
der QCD ist dann entsprechend durch die Yang-Mills-Langrangedichte (1.15) der
Eichgruppe SU(3) gegeben. Im Vergleich zur QED hat die QCD durch die im Feld-
stärketensor (1.14) für Gluonen zusätzlichen Terme auch zwei neue fundamentale
Vertizes, die in Abbildung 1.4 gezeigt sind.

(a) (b) (c)

Abbildung 1.4.: Die drei fundamentalen Wechselwirkungsvertizes der QCD.

Da das Gluonfeld Aaµ vier Komponenten hat, die (masselosen) Gluonen aber nur
zwei Polarisationen besitzen, sind zudem noch wichtige Bedingungen nötig, die bei
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der Quantisierung von Vektorfeldern auftreten, um die zusätzlichen Freiheitsgrade
wieder abzuziehen (siehe z.B. Anhang B von [21]). Zum einen ist zur Lagrange-
dichte noch ein Eichfixierungsterm LEF = − 1

2ξ
(∂µAaµ)(∂νAaν) hinzuzufügen (in der

Regel wird in der Feynman-Eichung ξ = 1 gearbeitet). Zum anderen ist es nö-
tig, in gluonischen Schleifendiagrammen die Freiheitsgrade explizit abzuziehen, was
durch Einführung eines entsprechenden skalaren Feldes (das allerdings trotzdem
Antivertauschungsrelationen genügt) geschieht. Dieses wird Fadeev-Popov-Geist-
Feld genannt. Diese Diagramme sind in perturbativen Rechnungen immer mit zu
berücksichtigen.

1.3.2. Störungstheorie in der QCD

In ihrer grundlegenden Struktur sind sich QED und QCD ähnlich. Ein entscheiden-
der Unterschied ist jedoch, dass Gluonen die Farbe der Quarks ändern können und
somit eine Kombination Farbe-Antifarbe tragen. Dies hat zur Folge, dass sie auch
untereinander wechselwirken und zusätzliche Feynman-Diagramme möglich sind,
wie die in Abbildung 1.5 gezeigten zur Renormierung des Gluon-Propagators.

(a) (b) (c)

Abbildung 1.5.: Die drei führenden Beiträge zur Renormierung des Gluon-
Propagators (Das zugehörige Geist-Diagramm zu (b) ist hier nicht
gezeigt, muss aber auch berücksichtigt werden.)

Dadurch ist die sich ergebende β-Funktion in führender Ordnung:

β0 =
11

3
Nc −

2

3
nf . (1.32)

Im Gegensatz zur QED ist diese nun positiv und hat zur Folge, dass die starke Kopp-
lungskonstante αs(µ) = gs(µ)2

4π
bei größeren Energien abfällt, was eine Erklärung für

die asymptotische Freiheit liefert. Sie kann durch die Renormierungsgruppenglei-
chung berechnet werden und ist in führender Ordnung von der Form:

αs(µ) =
4π

β0 ln
(

µ2

Λ2
QCD

) . (1.33)

Diese ist in Abbildung 1.6 gezeigt und durch experimentelle Ergebnisse bestätigt
worden. Die Größe ΛQCD ist dabei die Skala, bei der αs(µ)→∞ gilt. Sie kann nicht
perturbativ berechnet werden, da αs in diesem Bereich nicht mehr klein ist, und
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wurde experimentell zu etwa ΛQCD ≈ 200− 300MeV bestimmt. Das Entstehen ei-
ner solchen charakteristischen Skala auf dynamischem Wege in einer Theorie, in der
zuerst gar keine solche existiert, wird mit dem Begriff dimensionale Transmutation
bezeichnet. Dieses Verhalten sorgt dafür, dass sich bei Energieskalen der Größen-

Abbildung 1.6.: Aktueller Stand der Skalenabhängigkeit der starken Kopplungskon-
stante αs von der Energieskala Q, sowie einige experimentelle Er-
gebnisse für diese und der aktuelle Messwert für αs(MZ). (Quelle:
[17])

ordnung ΛQCD starke, durch die nichtlineare Natur der Gluon-Wechselwirkung ver-
ursachte Kopplungseffekte ergeben. Diese sorgen dafür, dass sich Quarks immer zu
gebundenen Zuständen formieren - den Hadronen - und werden als langreichweitige
bzw. nichtperturbative Effekte bezeichnet. (Die Energieskala ΛQCD entspricht einer
räumlichen Skala ∼ 10−15 m - der ungefähren Ausdehnung von Hadronen.) Prozesse
bei hohen Energien E � ΛQCD finden dagegen auf kurzreichweitigen Skalen statt,
bei denen die Störungstheorie angewandt werden kann.

Bei Hadronen muss es sich um farbneutrale („weiße“) Zustände handeln, also Sing-
letts unter SU(3)C-Transformationen, da die Farbladung bisher nie in direkter Wei-
se beobachtet werden konnte. Man kann zeigen, dass nur bestimmte Kombinationen
von Quarks und Antiquarks solche Singletts bilden können, nämlich insbesondere:

• Mesonen 1√
3
δij
∣∣∣q̄(1)
i q

(2)
j

〉
, die aus einem Quark und einem Antiquark bestehen

und somit Bosonen mit ganzzahligem Spin sind,

• und Baryonen 1√
6
εijk

∣∣∣q(1)
i q

(2)
j q

(3)
k

〉
, die aus 3 Quarks oder 3 Antiquarks be-

stehen und Fermionen mit halbzahligem Spin sind.
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Alle bisher in der Natur beobachteten Hadronen können in eine dieser beiden Klas-
sen eingeteilt werden. In dieser Arbeit werden besonders Hadronen betrachtet, die
ein charm-Quark enthalten, wie pseudoskalare D- und vektorielle D∗-Mesonen mit
Quarkinhalt cq̄ (wobei q für ein leichtes Quark steht) oder Λc und Σc als Spin-1/2-
Baryonen, die jeweils verschiedene Isospin-Zustände zum Quarkinhalt udc sind.
(Eine genauere Übersicht über die Klassifizierung von Hadronen findet sich etwa in
[17] oder in vielen Lehrbüchern.)

Das eben erklärte Phänomen der stets erfolgenden Bindung von Quarks zu Hadro-
nen wird als Confinement bezeichnet. Es konnte für die QCD bisher noch nicht
strikt bewiesen werden, jedoch weisen die Ergebnisse bestimmter Berechnungsme-
thoden wie der Gitter-QCD, so wie alle bisher gemachten experimentellen und
theoretischen Erfahrungen darauf hin. Für die Behandlung der QCD im nichtstö-
rungstheoretischen Bereich ist bisher noch keine systematische Lösung gefunden
worden und dies bleibt eine große Aufgabe für die Zukunft.

Zum Abschluss dieses Abschnittes soll nun noch die Abhängigkeit anderer Größen
von der Renormierungsskala erwähnt werden, zu denen insbesondere die Massen
sowie die Wilson-Koeffizienten aus der Operatorproduktentwicklung gehören. Diese
wird allgemein für eine gegebene Größe A(µ) durch deren perturbativ berechenbare
anomale Dimension γ gegeben. In dieser Arbeit wird sie mit der Bezeichnung γ0

jeweils in führender Ordnung der Störungstheorie verwendet, wozu dann ebenfalls
β0 für die β-Funktion zu verwenden ist. Das Skalenverhalten lautet damit:

A(µ2) = [L(µ2, µ1)]
γ0
β0 A(µ1) , mit L(µ2, µ1) =

αs(µ2)

αs(µ1)
. (1.34)

Ein wichtiges Beispiel ist die anomale Dimension γ(m)
0 = 4 der Quarkmassen m̄(µ)

im hier verwendeten MS-Schema. Schließlich sei hier noch kurz erwähnt, dass
Wilson-Koeffizienten unter Renormierung auch untereinander mischen können, für
genauere Details muss aber auch hier auf die entsprechende Literatur verwiesen
sein (insbesondere [12, 15, 16]). Für die in dieser Arbeit verwendeten Größen wird
dieses Verhalten jeweils entsprechend angegeben und in Betracht gezogen.

1.4. Die Physik des charm-Quarks

„The enchanting charms of this sublime science reveal themselves in all their
beauty only to those who have the courage to go deeply into it.“

- Carl Friedrich Gauss 10

Die Masse mc ≈ 1, 3GeV des charm-Quarks liegt in einem intermediären Bereich
zwischen perturbativen und nichtperturbativen Energieskalen. Dies führt zu eini-

10Übersetzt aus einem französischsprachigen Brief an Sophie Germain.
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1.4. Die Physik des charm-Quarks

gen einzigartigen Besonderheiten in der charm-Physik, die hier zusammen mit den
aktuellen Forschungsschwerpunkten kurz skizziert werden sollen.

1.4.1. Charm in der schwachen Wechselwirkung und als
Fenster zu neuer Physik

Quarks, deren Masse mQ groß im Vergleich zu ΛQCD ist, werden als schwere Quarks
bezeichnet. Dies ist für charm, bottom und top der Fall, wobei das top-Quark jedoch
zu kurzlebig ist, um Hadronen zu bilden. Für Hadronen, die ein schweres Quark
enthalten - also c oder b - stellt die schwere Masse einen großen Vorteil für theo-
retische Vorhersagen dar. Im Grenzfall eines unendlich schweren Quarks entstehen
durch sie zusätzliche Symmetrien, da es als eine statische Quelle von Farbladung
aufgefasst werden kann, mit der die leichten Freiheitsgrade im Hadron wechselwir-
ken. Diese spüren dann weder den Flavour (also den Wert der Masse), noch den Spin
des schweren Quarks. Durch eine Entwicklung der QCD nach der Größe ΛQCD

mQ
kann

man eine effektive Theorie erhalten, die als heavy quark effective theory (HQET)
bezeichnet wird [14, 23, 24]. Für das bottom-Quark sind solche Korrekturterme sehr
klein, so dass man durch Verwendung dieser sogenannten heavy-quark-Symmetrie
sehr gute Ergebnisse erhalten kann. Auch für das charm-Quark lässt sie sich noch
nutzen, jedoch in einer schlechteren Näherung, was präzise theoretische Vorhersa-
gen in der charm-Physik schwieriger macht, als für das bottom-Quark. Es stellt
allerdings auch eine Möglichkeit dar, die Struktur und damit die Gültigkeit der

1
mQ

-Entwicklung explizit an experimentellen Daten zu testen.

Eine weitere Besonderheit ist durch den GIM -Mechanismus für den flavour-
ändernden neutralen Strom des charm-Quarks gegeben. Dieser ist für bottom und
strange mit einem Faktor ∼ 1

16π2

m2
t

m2
W

unterdrückt. Für das charm-Quark lautet der

entsprechende Faktor hingegen ∼ 1
16π2

m2
b

m2
W
, die GIM -Unterdrückung ist also für Ha-

dronen mit charm-Quarks viel stärker. Die D0− D̄0-Mischung ist im Gegensatz zur
K0−K̄0- und B0−B̄0-Mischung beispielsweise erst vor kurzen nachgewiesen worden
[25]. Dies eröffnet die Möglichkeit, Beiträge von neuer Physik mit einem viel bes-
seren Signal-zu-Untergrund-Verhältnis entdecken zu können. (Der Untergrund ist
allerdings sehr hoch und es sind dazu Messungen mit hoher Statistik erforderlich.)
Gegenwärtig ist das charm-Quark in der Flavourphysik daher vor allem ein inter-
essantes Hilfsmittel zur Untersuchung der CP -Verletzung und der Suche nach neuer
Physik. Wichtige Forschungsgebiete sind momentan die Bestimmung von CKM -
Matrixelementen aus schwachen charm-Zerfällen und damit ein wichtiger Test des
elektroschwachen Sektors des Standardmodells, sowie die D0 − D̄0-Mischung, die
möglicherweise Beiträge von neuer Physik enthält (siehe z.B. [26]).
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Kapitel 1. Einleitung

1.4.2. Charm in der QCD

Da Quarks immer in Hadronen gebunden sind, ist es wichtig, hadronische Effekte
zu verstehen, um aus experimentellen Daten auf die grundlegende Dynamik von
Quarks schließen zu können. Für die oben angesprochenen Themen der D0 − D̄0-
Mischung und der schwachen charm-Zerfälle ist die Abschätzung solcher nichtper-
turbativer Effekte wichtig, um eine genaue theoretische Analyse machen zu können.
Zu letzteren gehören beispielsweise die in dieser Arbeit betrachteten semileptoni-
schen Zerfälle D → π`ν` und D → K`ν`.

Zudem sind allerdings noch sehr viele Fragen über die Struktur und Dynamik von
Hadronen und deren Vorhersage aus der QCD bis heute unbeantwortet. Um Ant-
worten auf diese zu finden und die QCD zu testen, laufen derzeit ebenfalls viele
Bemühungen experimenteller und theoretischer Art. Die Masse des charm-Quarks
liegt dabei in einem Bereich, der zwischen perturbativen und nichtperturbativen
Herangehensweisen an die Hadronphysik liegt. In diesem überlappen sich daher
viele Methoden aus der Hadron/Kern-Physik und aus der Hochenergie-(Flavour-)
Physik, was ihn zu einem einzigartigen Forschungsgebiet macht. Das Studium der
charm-Physik in diesem Zusammenhang birgt daher interessante Einblicke und
Möglichkeiten für beide Gebiete. Eines der wichtigsten aktuellen Forschungsfelder
ist die Analyse des Massenspektrums von charm-Hadronen, insbesondere des Char-
moniums, also c̄c-gebundene Zustände. Dort sind einige Anregungszustände (die
sogenannten X-,Y - und Z-Zustände) gefunden worden, die mit den theoretischen
Modellen nicht ausreichend erklärt werden können. Auch die Produktionswirkungs-
querschnitte für charm-Hadronen bei Energien in diesem Bereich und die Dynamik
der hadronischen Wechselwirkungen sind von experimenteller und theoretischer Sei-
te bislang weitgehend unbekannt.

1.5. Motivation und Gliederung

„You know my methods. Apply them. “
- Sherlock Holmes 11

Die im vorigen Kapitel vorgestellten aktuellen Problemstellungen in der charm-
Physik sind ein zentrales Thema dieser Arbeit. Die Vielfalt der Methoden und
Ansätze in der hadronischen Physik ist hoch, da diese mit ihrer reichen Phänome-
nologie und der Schwierigkeit, Vorhersagen aus der zugrundeliegenden Theorie der
Quantenchromodynamik treffen zu können, ein komplexes Feld darstellt. Die Me-
thode der QCD-Summenregeln stellt eine Möglichkeit dar, nichtperturbative Grö-
ßen aus der QCD mit einer gewissen Genauigkeit zu berechnen. Dies wird in dieser
Arbeit geschehen, und die Ergebnisse werden in der Analyse einiger der erwähnten

11Aus: Arthur Conan Doyle, „The Sign of the Four “
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1.5. Motivation und Gliederung

Problemstellungen in der charm-Physik verwendet. Sie stellen neue oder verbesser-
te Werte hadronischer Größen, sowie einige Methoden zur Verfügung, die auch in
zukünftigen Studien Verwendung finden können.

Die Analyse von zwei Anwendungen mittels QCD-Summenregeln sind das Kernthe-
ma dieser Arbeit:

• Die semileptonischen Zerfälle D → π`ν` und D → K`ν`.

Um die Dynamik der elektroschwachen Zerfälle der hier beteiligten Quarks zu
untersuchen und die CKM -Matrixelemente Vcs und Vcd aus experimentellen
Daten zu extrahieren, ist eine Kenntnis des hadronischen Bindungsprozesses
notwendig. Dieser drückt sich in den sogenannten Zerfallsformfaktoren aus,
deren Berechnung hier mittels der Methode der Lichtkegel-Summenregeln er-
folgen wird. Dies stellt - im Gegensatz zur nachfolgenden Anwendung - die
Weiterentwicklung bereits sehr fortgeschrittener Analysen dar, deren Resul-
tate aktualisiert, sowie deren Genauigkeit verbessert werden.

• Die Berechnung von Formfaktoren und hadronischen Kopplungskonstanten
für die Übergänge von Λc- und Σc-Baryonen zu Nukleonen.

Zerfallsprozesse von Baryonen, die ein schweres Quark erhalten, können ne-
ben den mesonischen Zerfällen ebenfalls wichtige Erkenntnisse für die Fla-
vourphysik liefern. Schwache Zerfälle der Λb- und Λc-Baryonen können etwa
in naher Zukunft am LHCb-Experiment mit bisher unerreichter Genauigkeit
studiert werden. Für das Studium semileptonischer oder radiativer Zerfälle
wie Λb → p`ν`, Λc → Λ`ν`, Λb → Λ`¯̀und Λb → Λγ ist ebenfalls die Kenntnis
entsprechender Zerfallsformfaktoren nötig. Letztere können weiterhin auch in
rein hadronischen Zerfällen wie Λb → pπ durch Faktorisierungsansätze ver-
wendet werden. Die Berechnung der Formfaktoren soll in dieser Arbeit eben-
falls unter Verwendung von Lichtkegel-Summenregeln durchgeführt werden.

Zudem sind die Ergebnisse interessant, um Abschätzungen für Wirkungs-
querschnitte der Produktion von Hadronen mit charm-Quarks in Proton-
Antiproton-Kollisionen zu machen, wie sie in einigen Jahren am PANDA-
Experiment durchgeführt werden sollen. Dies ist wichtig, da dort möglicher-
weise hohe Produktionsraten realisiert werden könnten, sofern die Wirkungs-
querschnitte ausreichend groß sind. Sie können durch entsprechende effektive
Theorien beschrieben werden, für deren Modellierung die Kenntnis hadro-
nischer Kopplungskonstanten wie ΛcDN oder ΛcD

∗N notwendig ist. Diese
können mit einem entsprechenden Formalismus, der hier in einer weiterentwi-
ckelten Form im Gegensatz zu früheren Analysen eingesetzt wird, direkt aus
den Summenregeln für die Formfaktoren extrahiert werden.

Die Arbeit ist folgendermaßen gegliedert: Zuerst erfolgt in Kapitel 2 eine kurze Ein-
führung in die Beschreibung hadronischer Prozesse mit der Definition der notwendi-
gen Begriffe und der Erklärung einiger wichtiger theoretischer Herangehensweisen.
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Kapitel 1. Einleitung

Daran schließt sich das Kapitel 3 über QCD-Summenregeln an, in dem alle für diese
Arbeit notwendigen Hilfsmittel zur Berechnung der hadronischen Größen vorgestellt
werden. In Kapitel 4 wird dann die eben erwähnte Anwendung für D → π`ν` und
D → K`ν` vorgestellt, sowie in Kapitel 5 die Berechnung der Formfaktoren und
hadronischen Kopplungskonstanten der Λc → N - und Σc → N -Übergänge. Die
Arbeit schließt mit einem Fazit und einem Anhang, der die vollständigen Formeln
der hier durchgeführten Rechnungen enthält.
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Kapitel 2.

Phänomenologie hadronischer
Wechselwirkungen

„Though this be madness, yet there is method in it.“ 1

Heute besteht aufgrund zahlreicher experimenteller Belege kein Zweifel mehr daran,
dass die starke Wechselwirkung in fundamentaler Weise durch die Quantenchromo-
dynamik beschrieben wird. Da die beteiligten Teilchen, also Quarks und Gluonen
sich jedoch stets zu gebundenen Zuständen - den Hadronen - zusammenfügen, sind
sie experimentell nicht zugängig, denn nur Hadronen können in den Detektoren der
Experimente gemessen werden. Es besteht also die Notwendigkeit, zwischen der
Ebene von Quarks und Gluonen auf der einen, und der Ebene von Hadronen auf
der anderen Seite, die wie zwei Sprachen die selben Gegenstände beschreiben, „über-
setzen“ zu können. Eine direkte perturbative Berechnung ist jedoch nicht möglich.

Es bestehen allerdings heutzutage viele theoretische Methoden und Modelle, die
in gewissen Bereichen der starken Wechselwirkung die Phänomenologie korrekt be-
schreiben und Vorhersagen ermöglichen, und die alle jeweils ihre Vor- und Nach-
teile besitzen. Darunter sind auch spezielle nichtperturbative Methoden, mit de-
nen man Zugang zur Berechnung hadronischer Größen finden kann, und die in
ihrem heutigen Entwicklungsstand vielfältige und bemerkenswerte Vorhersagen er-
lauben. Die zwei in der modernen Anwendung bekanntesten sind die Methoden der
QCD-Summenregeln und der Gitter-QCD. Die QCD-Summenregeln sind Hauptge-
genstand dieser Arbeit und werden ausführlich in Kapitel 3 besprochen, während
im folgenden Abschnitt dieses Kapitels ein allgemeinerer Überblick über andere
Methoden in der hadronischen Phänomenologie gegeben wird. Darauf folgt die De-
finition der grundlegenden Begriffe zur Beschreibung hadronischer Wechselwirkun-
gen. Schließlich wird die im weiteren Verlauf benötigte Methode der analytischen
S-Matrix und Dispersionsrelationen vorgestellt, und einige daraus folgende Parame-
trisierungen für die in dieser Arbeit betrachteten Formfaktoren zusammengefasst,
die später zu deren Beschreibung verwendet werden.

1Aus: Shakespeare, „Hamlet“
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Kapitel 2. Phänomenologie hadronischer Wechselwirkungen

2.1. Überblick

Hadronische Phänomenologie

Die theoretische Beschreibung von Hadronen hängt sehr stark vom betrachteten
Energiebereich ab. Für nichtrelativistische Energien reicht es beispielsweise, ein Ha-
dron klassisch als punktförmiges Teilchen zu betrachten, wie etwa im Wasserstoff-
atom. Bei höheren dagegen (etwa bei der Elektron-Nukleon-Streuung) wird mehr
und mehr die von Quarks und Gluonen herrührende Substruktur wichtig, bis hin
zu sehr hohen Energien, bei denen aufgrund der asymptotischen Freiheit mit per-
turbativer QCD gearbeitet werden kann.

In dieser Arbeit von Interesse ist der mittlere Energiebereich E ∼ O(GeV) in der
Größenordnung der Hadronmassen und darüber. Hier hat die starke Wechselwir-
kung eine sehr reichhaltige Phänomenologie - es treten beispielsweise Resonan-
zen auf, also die Produktion kurzlebiger gebundener Zwischenzustände, die sich
als großer Anstieg im Wirkungsquerschnitt äußern, wenn die Energie der Masse
des intermediären Zustands entspricht (für weitere Details siehe z.B. [9, 10]). Sol-
che Phänomene sind nichtperturbativen Ursprungs und können mit den führenden
Ordnungen der Störungstheorie nicht beschrieben werden. Dazu existieren jedoch
wiederum gewisse Modelle und Herangehensweisen, wie unter anderem die ana-
lytische S-Matrix-Theorie und daraus folgend die Regge-Theorie, die bereits vor
Entdeckung der QCD existierten und ein sehr wichtiges Hilfsmittel zu deren Ana-
lyse darstellen.

Wichtig in der Hadronphysik ist ebenfalls die Nutzung von effektiven Theorien mit
hadronischen Freiheitsgraden, also solche, bei denen man Wechselwirkungen und
Übergänge zwischen Hadronen direkt in einer entsprechenden Feldtheorie für diese
modelliert. Das erfolgreichste und am besten bekannte Beispiel dafür ist die chi-
rale Störungstheorie (siehe z.B. [27, 21]). Ausgehend von der chiralen Symmetrie
in der QCD, die darauf beruht, dass mu ,md � ΛQCD gilt, kann eine erfolgreiche
Beschreibung der Dynamik von Pionen und Nukleonen im entsprechenden Ener-
giebereich formuliert werden. Eine Ausdehnung auf die noch approximativ gültige
SU(3)flavour-Symmetrie mit dem strange-Quark ist ebenfalls möglich.

Als effektive Theorie mit Quark- und Gluon-Freiheitsgraden ist schließlich noch die
oben bereits erwähnte heavy quark effective theory zu nennen. Mit deren Hilfe kön-
nen aus Symmetrieüberlegungen wichtige Relationen für nichtperturbative Größen
von Hadronen mit schweren Quarks getroffen werden.
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2.2. Grundbegriffe der nichtperturbativen QCD

Nichtperturbative Methoden der QCD

Die Methoden der QCD-Summenregeln sowie der Gitter-QCD - zu der hier noch
kurz einige Worte genannt werden sollen - studieren Korrelationsfunktionen
〈0| O(1)(x1)O(2)(x2)...O(n)(xn) |0〉, also Vakuumerwartungswerte von Produkten aus
bestimmten Quark- und Gluon-Operatoren. Diese können jeweils so gewählt wer-
den, dass sie in Verbindung mit entsprechenden hadronischen Größen stehen. Die
Methode der QCD-Summenregeln erlaubt eine Berechnung der Korrelationsfunk-
tionen auf analytischem Weg durch die Technik der Operatorproduktentwicklung.

Die Gitter-QCD behandelt die Korrelationsfunktionen dagegen mithilfe des Pfadin-
tegralformalismus und berechnet die dabei auftretenden Funktionalintegrale nume-
risch auf einem diskreten Raum-Zeit-Gitter. Für ausreichend kleine Abstände der
Gitterpunkte lässt sich damit der kontinuierliche Fall annähern. Diese Technik stellt
ebenfalls eine Möglichkeit der Regularisierung der UV-Divergenzen der QFT dar,
sie ist allerdings auch mit gewissen theoretischen Problemen behaftet. So ist zum
Beispiel die Diskretisierung der Dirac-Algebra für die Quarkfelder eine schwierige
Aufgabe, für die verschiedene Herangehensweisen genutzt werden. Aufgrund der
endlichen Gitterkonstanten muss zudem mit unphysikalischen hohen Massen der
leichten Quarks (und somit auch des Pions) gerechnet werden, von wo dann mit
Hilfe der chiralen Störungstheorie zu den physikalischen Werten extrapoliert wird.

Neben anderen Fehlerquellen, z.B. aus der numerischen Rechnung, erlaubt die heu-
te verfügbare Computertechnik diese äußerst rechenintensiven Aufgaben jedoch mit
immer höherer Präzision, und die Methode wird kontinuierlich verbessert. Viele er-
folgreiche Anwendungen wurden bisher durchgeführt und die Gitter-QCD ist mitt-
lerweile zum wichtigsten Mittel für nichtperturbative Rechnungen geworden. Weite-
re Details können z.B. in [28, 29] gefunden werden. Die Techniken der Gitter-QCD
und der QCD-Summenregeln sind in gewisser Hinsicht komplementär und ergänzen
sich insbesondere über die gegenseitige, voneinander unabhängige Überprüfung der
Resultate.

Zusammenfassende Literatur zu den oben erwähnten Methoden, die hier bei weitem
nicht vollständig aufgezählt werden können, ist in vielen Lehrbüchern und Artikeln
zum Thema zu finden, etwa in [30, 31] oder auch im aktuellen Zusammenhang mit
dem PANDA-Experiment in [32, 33].

2.2. Grundbegriffe der nichtperturbativen QCD

Die Aufgabe der nichtperturbativen QCD ist die Vorhersage grundlegender Eigen-
schaften von Hadronen - z.B. deren Masse - und die Berechnung von Matrixele-
menten für Prozesse, an denen Hadronen beteiligt sind. Ein Hadron H mit Impuls
p wird dabei allgemein beschrieben als ein Zustand |H(p)〉, der eine komplizierte,
nicht perturbativ berechenbare Überlagerung aus Quark- und Gluonzuständen ist.
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Kapitel 2. Phänomenologie hadronischer Wechselwirkungen

Meist ist man jedoch nicht daran interessiert, diese Überlagerung exakt zu kennen,
sondern möchte etwa wissen, wie sich die Bindung der Quarks zu Hadronen auf
deren Dynamik in einem bestimmten Prozess auswirkt. Ein gutes Beispiel dafür
ist der in dieser Arbeit betrachtete Prozess D → π`ν`, bei dem auf Quarkniveau
ein schwacher Zerfall c→ d`ν` stattfindet. Da man jedoch nur die Hadronzustände
|D〉 und |π〉 im Ein- bzw. Ausgangszustand messen kann, müssen diese damit in
Verbindung gebracht werden. Die Begriffe, die zur Beschreibung solcher Prozesse
verwendet werden, sollen in diesem Abschnitt definiert und erklärt werden.

2.2.1. Definition interpolierender Ströme und
Zerfallskonstanten für Mesonen

Einführendes Beispiel: Der Pion-Zerfall

Zur Motivation der folgenden Definitionen wird als einführendes Beispiel der durch
ein W -Boson vermittelte schwache Zerfall eines geladenen Pions betrachtet (Abbil-
dung 2.1).

Abbildung 2.1.: Der Zerfall π− → µ−ν̄µ in führender Ordnung der Störungstheorie.

Entwickelt man den Propagator des W -Bosons in inverse Potenzen von mW , so
ist der führende Term eine Vierpunktwechselwirkung (der V -A-Strom, mit dem die
schwache Wechselwirkung historisch zuerst beschrieben wurde). Der den Übergang
auf Quarkniveau vermittelnde Operator lautet d̄γµ (1− γ5)u · µ̄γµ(1− γ5)νµ. Das
ÜbergangsmatrixelementM, aus dem die Zerfallsbreite berechnet wird, kann dann
in folgender Weise geschrieben werden:

M =
GF√

2

〈
µ νµ

∣∣d̄γµ (1− γ5)u · µ̄γµ(1− γ5)νµ
∣∣ π 〉 . (2.1)

Dabei stellt d̄(1−γµ)γ5u den linkshändigen Strom dar, durch den der Pion-Zustand
über die schwache Wechselwirkung in einen entsprechenden leptonischen Strom
übergeht, der das Myon und das Neutrino erzeugt. Dieses Matrixelement faktorisiert
in einen hadronischen Teil und einen leptonischen Teil, wobei deren Zustände sich
in getrennten Hilberträumen befinden, und beide Teile des Diagramms in der hier
betrachteten Ordnung der Störungstheorie nicht miteinander wechselwirken:

M =
GF√

2

〈
0
∣∣d̄γµ (1− γ5)u

∣∣ π 〉 · 〈µ νµ ∣∣µ̄γµ (1− γ5) νµ
∣∣ 0 〉 . (2.2)
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2.2. Grundbegriffe der nichtperturbativen QCD

Während der leptonische Anteil leicht berechenbar ist, ist die genaue Struktur des
Pion-Zustandes unbekannt. Der in dem Matrixelement

〈
0
∣∣d̄γµ (1− γ5)u

∣∣ π 〉 auf-
tretende Operator hat durch die schwache Wechselwirkung ebenfalls die Struktur
Vektor- minus Axialvektorstrom. Da das Pion jedoch negative Parität besitzt und
der Vektorstrom einen Quarkzustand mit positiver Parität beschreibt, der nicht im
Pion enthalten ist, muss dieser Teil des Matrixelements null sein. Es verbleibt also
das Matrixelement

〈
0
∣∣d̄γµγ5u

∣∣ π(p)
〉
, wobei jetzt der Impuls p des Pions im Aus-

gangszustand aufgeführt wird. Es kann nicht perturbativ berechnet werden, muss
jedoch aufgrund der Lorentzinvarianz proportional zum einzigen in diesem Prozess
vorhandenen Lorentzvektor pµ sein:〈

0
∣∣d̄γµγ5u

∣∣ π(p)
〉

= ifπ p
µ . (2.3)

Die Proportionalitätskonstante wird dabei als Pion-Zerfallskonstante fπ bezeich-
net. Sie ist das klassische Beispiel ein nichtperturbativen Größe und aus diesem
Zerfall auch experimentell messbar. Zur Beschreibung hadronischer Wechselwir-
kungen definiert man in analoger Weise noch weitere Größen, von denen viele in
diesem Abschnitt bzw. im weiteren Verlauf der Arbeit vorkommen werden. Führt
man mit diesem Matrixelement die Berechnung der Zerfallsbreite zu Ende, so erhält
man die bekannte Formel für den Pionzerfall:

Γπ→µνµ =
G2
F

8π
f 2
πmπm

2
µ

(
1−

m2
µ

m2
π

)2

. (2.4)

Definition der D-Meson-Zerfallskonstanten und interpolierender Ströme

Hauptthema dieser Arbeit sind Hadronen, die ein charm-Quark enthalten, wie z.B.
das D-Meson oder das Λc-Baryon. Analog zur Pion-Zerfallskonstante definiert man
daher auch die Zerfallskonstante fD des ebenfalls pseudoskalaren D-Mesons. Die
Notation war im obigen Beispiel jedoch aufgrund des einführenden Charakters etwas
unterdrückt, da die Quarkoperatoren jeweils vom Ort x abhängen und ihr Verhalten
unter Translationen ebenfalls korrekt berücksichtigt werden muss. Dies führt zu
einem Phasenfaktor in der Definition von fD (der für das Pion natürlich auch
hinzugefügt werden muss):

〈0| c̄(x) γµγ5 q(x) |D(p)〉 = ifD p
µe−ip·x . (2.5)

Dabei ist q(x) der Feldoperator eines leichten Quarks u oder d. Der zusammen-
gesetzte Operator jµ(x) = c̄(x) γµγ5 q(x) ist ein Beispiel für einen sogenannten
interpolierenden Strom, also einen Operator, der aus dem Vakuum einen QCD-
Zustand erzeugen kann, welcher einen Überlapp mit dem physikalischen Zustand
des Hadrons hat. Diese interpolierenden Ströme sind ein zentrales Hilfsmittel, das
in der nichtperturbativen QCD genutzt wird.
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Durch Anwendung von ∂µ auf die obige Definition kann diese unter Benutzung der
Dirac-Gleichung noch umgeformt werden zur oft benutzten Relation:

(mc +mq) 〈0| c̄(x) iγ5 q(x) |D(p)〉 = m2
D fD e

−ip·x . (2.6)

Der pseudoskalare Strom j5(x) = (mc + mq) c̄(x) iγ5 q(x) ist somit natürlich auch
ein interpolierender Strom für das D-Meson.

Bemerkung: Aufgrund der Translationsinvarianz der Definition wird oft zur Ver-
einfachung der Schreibweise x = 0 gewählt, bzw. das Argument x der Feldoperato-
ren sowie ggf. auch der Impuls p ganz weggelassen. In diesem Fall ist dann implizit
x = 0 gemeint. Ferner wird in der Regel die Näherung mq = 0 für die leichten
Quarks u und d verwendet. Der Strom j5(x) wird zudem mit dem Faktor mc defi-
niert, damit er invariant unter Transformationen der Renormierungsskala ist. Die
obige Gleichung hat damit und in dieser Kurznotation, die in der Regel im weiteren
Verlauf dieser Arbeit für interpolierende Ströme genutzt wird, also die Gestalt:

〈0| j5 |D(p)〉 = 〈0| c̄ mc iγ5 q |D(p)〉 = m2
D fD . (2.7)

In ähnlicher Weise wird auch noch die hier ebenfalls benötigte Zerfallskonstante des
D∗-Vektormesons definiert:

〈0| c̄ γµu |D∗(p, ε)〉 = mD∗ fD∗ ε
µ(p) . (2.8)

Dabei ist εµ dessen Polarisationsvektor, wobei die Notation λ für die Polarisations-
einstellung hier unterdrückt ist.

Die eben vorgestellten interpolierenden Ströme stellen die einfachsten Fälle dar,
und sind daher auch in praktischen Rechnungen zu bevorzugen. Es können jedoch
natürlich auch viele weitere Operatoren definiert werden, die an ein gegebenes Ha-
dron koppeln. Diese können neben den Feldoperatoren für die Valenzquarks etwa
noch Ableitungen oder Gluon-Operatoren enthalten. Analog zu den Zerfallskonstan-
ten definieren diese entsprechende nichtperturbative Parameter, die vor allem zur
Beschreibung von höheren Termen in der Operatorproduktentwicklung der QCD-
Summenregelrechnungen wichtig sind (höhere Momente). Beispiele dafür sind etwa
die Parameter der in Anhang B aufgeführten Lichtkegelverteilungsamplituden von
Pion und Kaon, welche in Abschnitt 3.2 vorgestellt werden. Auch koppeln die in-
terpolierenden Ströme natürlich nicht nur an den Grundzustand (wie D oder D∗),
sondern auch an höher angeregte hadronische Zustände. Für die einfachsten inter-
polierenden Ströme erwartet man, dass deren Kopplung an den Grundzustand am
größten ist. Kompliziertere interpolierende Ströme mit Ableitungen beispielsweise
werden dagegen eher höhere Drehimpulsanregungen beschreiben.
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2.2.2. Zerfallskonstanten für Baryonen und der Sonderfall
der Parität

Analog zu Mesonen kann man nun auch für Baryonen entsprechende interpolieren-
de Ströme definieren, für die sich jedoch gewisse Unterschiede ergeben. Während
man für Mesonen Ströme aus einem Quark- und einem Antiquark-Operator wählt,
ist hier eine unter Vertauschung der Farben antisymmetrische Kombination dreier
Quark-Operatoren zu verwenden. Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschließlich
Spin-1/2-Baryonen betrachtet, daher sind die drei Operatoren so zu kontrahieren,
dass sie einem Spinor entsprechen. (Mit dem Rarita-Schwinger-Formalismus für
Spin-3/2-Fermionen können aber auch Ströme für diese definiert werden.)

Eine allgemeine Form für Baryon-Ströme ohne Ableitungen, etc. (s.o.) ist also:

η(x) = εijk
(
aTi (x)C Γ bj(x)

)
Γ̃ ck(x) . (2.9)

Dabei sind a, b, c drei beliebige Quark-Flavours, i, j, k Farb-Indizes und Γ und Γ̃
zwei beliebige Dirac-Matrizen. C ist der Ladungskonjugations-Operator (siehe z.B.
[5]), den man benötigt, da der transponierte Quark-Operator sonst ein Antiquark
und kein Quark beschreiben würde. (Siehe auch die grundlegende Arbeit [34] zur
allgemeinen Form dieser Ströme.)

Wie bei Mesonen wird auch hier in der Regel die abgekürzte Notation

η =
(
aT C Γ b

)
Γ̃ c (2.10)

im weiteren verwendet. Je nach Wahl von Γ, Γ̃ und der Quarkflavours beschreiben
die Ströme unterschiedliche Baryonen. Die erste Anwendung und Untersuchung ba-
ryonischer Ströme mit der Methode der QCD-Summenregeln wurde in [35, 36, 37]
vorgenommen. Unter Verwendung dieser Ergebnisse sowie auch unter Betrachtung
der heavy-quark-Symmetrie (siehe [36]) wurde die Eignung der verschiedenen Strö-
me für Vorhersagen untersucht. Für diese Arbeit sind die charm-Baryonen Λc und
Σc von Bedeutung:

• Das Λc-Baryon hat den Quarkinhalt udc, wobei der ud-Diquark-Zustand den
Isospin 0 besitzt. Es bleiben damit drei Möglichkeiten für Ströme ohne Ab-
leitungen, die hier als grundlegende interpolierende Ströme gewählt werden.
Dies sind der pseudoskalare Strom mit Γ = γ5, Γ̃ = 1:

η
(P)
Λc

= (uC γ5 d) c , (2.11)

der Axialvektorstrom mit Γ = γ5γµ, Γ̃ = γµ:

η
(A)
Λc

= (uC γ5γµ d) γµ c , (2.12)

und der skalare Strom mit Γ = 1, Γ̃ = γ5:

η
(S)
Λc

= (uC d) γ5 c . (2.13)
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Die Namensgebung orientiert sich an der Dirac-Struktur des Diquarks (uC Γ d).
Bei letzterem befindet es sich in einem Zustand mit Drehimpuls 1 (P -Welle),
weswegen man hier keine gute Beschreibung des Λc erwartet [38]. Dieser Strom
wird daher im weiteren nicht verwendet.

In der Literatur finden sich zudem noch viele verschiedene alternative De-
finitionen, da auch jede Wahl von Linearkombinationen dieser Ströme oder
auch Ströme mit einer anderen Reihenfolge der Quarkflavours möglich sind.
Letztere können mit Hilfe einer Fierz-Transformation aber auch in die hier
definierten umgeschrieben werden. Mehr dazu folgt bei der Anwendung in
Abschnitt 3.1.2.

• Das Σc-Baryon hat den selben Quarkinhalt udc wie das Λc, jedoch ist hier das
ud-Diquark in einem Isospin 1-Zustand. Dies lässt als Wahl den (vektoriellen)
Ioffe-Strom mit Γ = γµ, Γ̃ = γµγ5:

η
(I)
Σc

= (uC γµ d) γµγ5 c , (2.14)

und den Tensorstrom mit Γ = σµν , Γ̃ = σµνγ5 zu:

η
(T )
Σc

= (uσµν d)σµνγ5 c . (2.15)

Beide Ströme wurden in ihrer ersten Anwendung für das Nukleon betrachtet
(siehe [35], daher auch der Name Ioffe-Strom). Dort stellten sie sich als pas-
sende Wahl heraus. Der Ioffe-Strom wurde als optimal zur Beschreibung des
Nukleons eingeschätzt, was sich auch in neueren Analysen bestätigt [39].

Daraus folgend definiert man die entsprechenden Zerfallskonstanten λ
(i)
B für die

jeweiligen Ströme (i) mit i = P ,A, I, T und Baryonen B. Als Beispiel wird die
Definition der der Zerfallskonstanten für Λc betrachtet (alle anderen sind völlig
analog):

〈0| η(i) |Λc(p)〉 = λ
(i)
Λc
mΛc uΛc(p) . (2.16)

uΛc(p) ist dabei der bekannte Spinor für die Lösungen positiver Energie der Dirac-
Gleichung, da Λc ein Teilchen (und kein Antiteilchen) ist. (Die Notation für die
Helizität wird hier unterdrückt.)

Die obige Definition ist weitgehend analog zum Fall der Mesonen, ein sehr entschei-
dender Unterschied existiert aber im Fall der Baryonen und betrifft die Parität. Es
ist bekannt (siehe z.B. [2]), dass Mesonen klar definierte Parität besitzen, aber für
Dirac-Fermionen nur die Aussage getroffen werden kann, dass Teilchen und Anti-
teilchen relativ zueinander unterschiedliche Parität besitzen. Deren Wahl ist hier
Konvention und wird üblicherweise so getroffen, dass Quarks positive und Anti-
quarks negative haben. Eine wichtige Konsequenz daraus ist, dass ein baryonischer,
interpolierender Strom (obwohl er als Operator eine definierte Parität besitzt) an
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Baryon-Zustände positiver und negativer Parität koppeln kann, was für Mesonen
nicht der Fall ist.

Dies kann man auf folgende Weise sehen. Die für Λc und Σc gewählten interpolieren-
den Ströme haben positive Parität (siehe z.B. [34]). Aufgrund der Definition kann
man durch Multiplikation mit γ5 einen Operator mit negativer Parität definieren,
also hier η̃(i) := γ5η

(i). Dieser koppelt mit einer anderen Kopplungskonstante λ(i)
Λ∗c

an den Grundzustand des Λc-Baryons mit negativer Parität (Λ+
c (2595) [17]), der in

dieser Arbeit mit Λ∗c bezeichnet werden soll:

〈0| η̃(i) |Λ∗c(p)〉 = 〈0| γ5η
(i) |Λ∗c(p)〉 = λ

(i)
Λ∗c
mΛ∗c uΛ∗c (p) . (2.17)

Durch weitere Multiplikation der gesamten Gleichung mit γ5 erhält man dann:

〈0| η(i) |Λ∗c(p)〉 = λ
(i)
Λ∗c
mΛ∗c γ5 uΛ∗c (p) . (2.18)

Daran sieht man, dass der Strom η(i) trotz seiner definierten positiven Parität auch
eine nichtverschwindende Kopplung λ(i)

Λ∗c
an den Zustand mit negativer Parität be-

sitzt. Dieser Punkt wird später bei der Berechnung der Zerfallskonstanten noch von
wichtiger Bedeutung sein.

2.2.3. Formfaktoren und hadronische Wechselwirkungen

In diesem Unterabschnitt werden Formfaktoren zu Beschreibung von hadronischen
Übergängen definiert. Zudem ist es möglich, die Wechselwirkung zwischen Hadro-
nen als eine effektive Theorie zu formulieren, in der diese (und nicht die Quarks)
als fundamental betrachtet werden und es effektive Kopplungskonstanten zwischen
ihnen gibt. Bekannte Beispiele dafür sind die Kernkraft, bei der Pionen zwischen
den Nukleonen im Kern mit einer Kopplungskonstanten gπNN ausgetauscht werden,
sowie die chirale Störungstheorie. Die Formfaktoren und die Kopplungskonstanten
können zudem durch die Methode der analytischen S-Matrix und der Dispersi-
onsrelationen miteinander in Verbindung gebracht werden, was im nächsten Ab-
schnitt 2.3 genauer vorgestellt wird.

Formfaktoren

Formfaktoren dienen der Beschreibung von fundamentalen Wechselwirkungen der
Quarks, die in Hadronen gebunden sind, und beschreiben den Einfluss der hadro-
nischen Bindung auf diese.

Als Beispiel wird der in dieser Arbeit betrachtete schwache Zerfall c → d des
in einem D-Meson mit einem leichten Quark gebundenen charm-Quarks (siehe
Abbildung 2.2) betrachtet. Das D-Meson geht durch den schwachen Quarkstrom
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Abbildung 2.2.: Der Zerfall D0 → π− ¯̀ν` auf Quarkniveau.

d̄γµ (1− γ5) c über in ein π-Meson, wobei analog zum Pionzerfall aufgrund der Pa-
ritätserhaltung aber nur der Vektoranteil beiträgt. Von Interesse ist nun das Über-
gangsmatrixelement 〈π−(p)| d̄γµc |D0(p+ q)〉, hier für den speziellen Fall D0 →
π−W+. Aufgrund der Lorentzinvarianz und der Paritätserhaltung in der starken
Wechselwirkung muss auch dieses, ähnlich zu den Zerfallskonstanten, die folgende
Struktur besitzen:

〈
π−(p)

∣∣ d̄γµc ∣∣D0(p′)
〉

= f+
Dπ(q2)(p′µ + pµ) + f−Dπ(q2)(p′µ − pµ) , (2.19)

mit p′ = p+q. f+
Dπ(q2) und f−Dπ(q2) sind zwei voneinander unabhängige Funktionen

des Impulsübertrags q2 und werden als Formfaktoren bezeichnet. Die Variable q2

kann dabei Werte im Bereich 0 ≤ q2 ≤ q2
max = (mD −mπ)2 annehmen.

Häufig wird auch eine äquivalente Formulierung dazu benutzt, in der statt f−Dπ(q2)
der skalare Formfaktor f 0

Dπ(q2) definiert wird als:

f 0
Dπ(q2) = f+

Dπ(q2) +
q2

m2
D −m2

π

f−Dπ(q2) . (2.20)

Dessen Definition erhält man (analog zu Gl. (2.6)) durch Bildung der Divergenz
des Vektorstroms in Gleichung (2.19), welche sich dadurch auf das durch einen ska-
laren Strom vermittelte Übergangsmatrixelement reduziert. Dieser Formfaktor ist
allerdings in der Zerfallsbreite für D → π`ν` nur proportional zur Leptonmasse und
daher stark unterdrückt. Hier sind daher die Formfaktoren f+(q2) von vorrangigem
Interesse.

Eine entsprechende Aufspaltung der Übergangsmatrixelemente kann analog auch
für andere Prozesse durchgeführt werden. Beispiele dafür sind die in dieser Arbeit
betrachteten Formfaktoren für Λc → N -Übergänge, durch pseudoskalare, Vektor-
oder Axialvektor-Ströme vermittelt:

〈Λc(P − q)| c̄imcγ5 u |N(P )〉 = G(q2)(mΛc +mN)ūΛc(P − q) iγ5 uN(P ) , (2.21)
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〈Λc(P − q)| c̄ γµ u |N(P )〉

= ūΛc(P − q)
{
f1(q2) γµ + i

f2(q2)

mΛc

σµνq
ν +

f3(q2)

mΛc

qµ

}
uN(P ) , (2.22)

〈Λc(P − q)| c̄ γµγ5 u |N(P )〉

= ūΛc(P − q)
{
g1(q2) γµ + i

g2(q2)

mΛc

σµνq
ν +

g3(q2)

mΛc

qµ

}
γ5uN(P ) .

(2.23)

Für den pseudoskalaren Strom existiert ein Formfaktor G(q2) und für die (Axial-)
Vektor-Übergänge jeweils drei, entsprechend den möglichen, unabhängigen Dirac-
Strukturen. Die Vorzeichen und Normierungsfaktoren sind Konvention und können
ggf. unterschiedlich zu anderen Referenzen sein. Sie sind so gewählt, dass die Form-
faktoren immer als dimensionslos definiert sind.

Auch hier kann man durch bilden der Divergenz des Axialvektorstroms folgenden
Zusammenhang finden:

G(q2) = g1(q2)− q2

mΛc(mΛc +mN)
g3(q2) . (2.24)

Zudem lassen sich analog auch Formfaktoren für die Teilchen mit negativer Parität
definieren:

〈Λ∗c(P − q)| imcc̄γ5u |N(P )〉 = i G̃(q2)(mΛ∗c −mN)ūΛc(P − q)uN(P ) , (2.25)

sowie entsprechende Ausdrücke f̃1,2,3(q2) und g̃1,2,3(q2) für die Vektor- und Axial-
vektor-Formfaktoren, die man jeweils durch Hinzufügen von γ5 rechts vom Λc-
Spinor in (2.22) und (2.23) und die Ersetzung Λc → Λ∗c erhält.

Hadronische Kopplungskonstanten

Durch die starke Wechselwirkung können direkt Übergänge von Hadronen in ande-
re über starke Zerfälle vermittelt werden. Das Übergangsmatrixelement für einen
solchen wird durch eine hadronische Kopplungskonstante beschrieben. Ein Beispiel
dafür ist die DD∗π-Kopplungskonstante, definiert durch das folgende Matrixele-
ment:

gDD∗π = 〈D(p)π(q)|D∗(p+ q)〉 . (2.26)

Diese ist durch den ZerfallD∗ → Dπ auch direkt messbar, der aufgrund der beteilig-
ten Massen kinematisch erlaubt ist. Für B-Mesonen ist das wegen mB∗ < mB +mπ

allerdings nicht gegeben, weswegen der entsprechende Übergang dort nur unter
Beteiligung virtueller Teilchen möglich ist.
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In einer effektiven Theorie mit hadronischen Freiheitsgraden tauchen die Kopp-
lungskonstanten als Vertexfaktoren im Wechselwirkungsteil der entsprechenden La-
grangedichte auf. Ein Hauptziel dieser Arbeit ist die Berechnung der entsprechen-
den Konstanten für Übergänge in einer solchen Theorie mit Nukleonen, D- und
D∗-Mesonen und Λc- bzw. Σc-Baryonen. Der Wechselwirkungsterm lautet dafür:

LΛcND(∗) = gΛcNDD
(

Λ̄c iγ5N
)

+Λ̄c

(
gVΛcND∗γ

µD∗µ +
gTΛcND∗

mΛc +mN

σµν∂
νD∗µ

)
N+h. c.

(2.27)
Es existieren drei unabhängige Kopplungskonstanten gΛcND, gVΛcND∗ und g

T
ΛcND∗ für

die erlaubten pseudoskalaren, Vektor- und Tensor-Übergangsvertizes. Sie sind über
die folgenden Matrixelemente definiert:

〈Λc(P − q)D(q)|N(P )〉 = gΛcND ūΛc(P − q) iγ5 uN(P ) ,

〈Λc(P − q)D∗(q)|N(P )〉 = ūΛc(P − q)
(
gVΛcND∗/ε + i

gTΛcND∗

mΛc +mN

σµνε
µqν
)
uN(P ) .

(2.28)

Die entsprechenden Definitionen für Σc sind völlig analog.

2.3. Analytische S-Matrix-Theorie und
Dispersionsrelationen

Wie bereits erwähnt, ist die Theorie der analytischen S-Matrix und die darauf
aufbauenden Methoden eine der frühesten angewandten Konzepte zur Beschreibung
hadronischer Wechselwirkungen. Ausführliche, weiterführende Literatur zu den hier
vorgestellten Konzepten findet sich in [9, 40, 41].

Die formale Definition der S-Matrix für die QCD ist gegeben durch die Übergangs-
amplituden Sfi = 〈f |T

{
exp

(
i
∫
d4x LIQCD(x)

)}
|i〉 zwischen Eingangszuständen

|i〉 und Ausgangszuständen |f〉, die durch den Wechselwirkungsteil LIQCD der QCD-
Lagrangedichte vermittelt werden. Als Beispiel zur Erklärung soll hier kurz der
Wirkungsquerschnitt σDπ→Dπ(s, t, u) eines elastischen, hadronischen Streuprozesses
Dπ → Dπ betrachtet werden (Abbildung 2.3 (a)), wobei s, t, u die bekannten
Mandelstam-Variablen sind.

Bei der Kollision der beiden Hadronen finden komplizierte, nichtperturbative Quark-
Gluon-Wechselwirkungen statt, die zur Bildung hadronischer Zwischenzustände
führen. Diese manifestieren sich in Form von Resonanzen und können sowohl Ein-
teilchen-gebundene Zustände wie das D∗ und höhere Anregungen, sowie kontinu-
ierliche Mehrteilchen-Zustände, wie intermediäre Dπ-, Dπππ-Zustände, etc. ent-
halten. Die Einteilchen-Zustände führen zu isolierten Polen im Übergangsmatrix-
element für diesen Prozess, während die Pole der Mehrteilchen-Zustände in einer
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(a) (b)

Abbildung 2.3.: (a) Die durch hadronische Zwischenzustände mit D(∗)-
Quantenzahlen im s-Kanal vermittelte Streuung π+D− → π+D−,
sowie (b) der dazu gekreuzte Prozess π+π− → D+D− im t-Kanal.

kontinuierlichen hadronischen Spektraldichte ρh(s) zusammengefasst werden:

MDπ→Dπ ∼
g2
DD∗π

s−m2
D∗

+

∞∫
(mD+mπ)2

ds′
ρh(s

′)

s− s′
. (2.29)

Im ersten Term tritt dabei die oben definierte DD∗π-Kopplungskonstante auf.

Die entscheidende Aussage der analytischen S-Matrix-Theorie bezieht sich auf Pro-
zesse, die mit solchen durch crossing-Symmetrie verknüpft sind, wie in diesem Fall
den Prozess ππ → DD, der durch Austausch von Hadronen mit D∗-Quantenzahlen
vermittelt (Abbildung 2.3 (b)) dargestellt werden kann. Über die crossing-Symmetrie
sind die beiden Prozesse kinematisch miteinander verbunden, indem die Variablen
s und t vertauscht werden. Während für Dπ → Dπ (dem s-Kanal) die Werte
s ≥ (mπ +mD)2 dem physikalischen Bereich entsprechen, entspricht für ππ → DD
(dem t-Kanal) der physikalische Bereich der konjugierten Variablen t ≤ tmin < 0.

Das grundlegende Postulat ist nun, dass beide (S-Matrix-)Übergangsmatrixelemente
für diese Prozesse durch die selbe universelle Funktion beschrieben werden, die in
den verschiedenen Bereichen der Variablen jeweils den verschiedenen Prozessen ent-
spricht. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die S-Matrix eine analytische Funktion
der kinematischen Variablen ist, und man sie von einem physikalischen Bereich in
einen anderen durch analytische Fortsetzung im Komplexen extrapolieren kann.
Dieses (niemals streng bewiesene) Postulat beruht auf verschiedenen grundlegen-
den Prinzipien wie Unitarität und Kausalität und hat sich in der Anwendung seit
langer Zeit bewährt. Im Folgenden soll nun dieses Prinzip zur Beschreibung der in
dieser Arbeit betrachteten Formfaktoren angewandt werden.

Abschließend zu erwähnen ist noch, dass aufbauend auf einer Betrachtung wie für
ππ → DD, bei dem die hadronische Wechselwirkung durch Austausch von Ha-
dronen mit D(∗)-Quantenzahlen beschrieben wird, eine allgemeine Formulierung
für die hadronische Phänomenologie bei höheren Energien möglich ist, bei der der
Austausch aller möglichen Hadronen berücksichtigt wird. Dies ist als Regge-Theorie
bekannt (siehe [9, 41]).
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Abbildung 2.4.: Der Integrationsweg in der komplexen q2-Ebene. Der Punkt bei m2

stellt dabei einen Pol und der Balken rechts daneben einen Schnitt
dar.

Dispersionsrelationen

Die analytische Fortsetzung von einem physikalischen Bereich in den anderen wird
über Dispersionsrelationen durchgeführt, welche im Folgenden vorgestellt werden,
und die in dieser Arbeit große Verwendung finden.

Sei Π(q2) eine Funktion der komplexen Variablen q2, die überall analytisch ist,
bis auf einen Schnitt auf der reellen Achse für q2 > m2. Nach dem Cauchy’schen
Integralsatz ist dann folgende Darstellung durch ein komplexes Integral möglich:

Π(q2) =
1

2πi

∮
C

dz
Π(z)

z − q2
. (2.30)

Dabei ist C der in Abbildung 2.4 gezeigte Integrationsweg. Die betrachteten Werte
von q2 sollen innerhalb von diesem liegen und die Abschnitte B und D seien um
einen infinitesimalen Abstand ε von der reellen Achse entfernt. (Der Abschnitt
C liefert dann keinen Beitrag.) Lässt man nun den Radius R des Kreises gegen
unendlich laufen, so folgt:

Π(q2) =
1

2πi

∞∫
m2

ds
Π(s+ iε)− Π(s− iε)

s− q2
+

1

2πi

∮
ds

Π(s)

s− q2
. (2.31)

Dabei läuft das zweite Integral über den (geschlossenen) Kreisbogen.

Das Schwarzsche Reflexionsprinzip aus der Funktionentheorie besagt in Worten,
dass für eine im Reellen definierte Funktion f(x) (also x ∈ R und f(x) ∈ R) die
analytische Fortsetzung ins Komplexe die Eigenschaft f(z) = f ∗(z∗) besitzt (mit
z ∈ C). Daraus kann man für den hier betrachteten Fall zeigen:

Π(q2 + iε)− Π(q2 − iε) = 2i=m
(
Π(q2 + iε)

)
. (2.32)
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Damit ergibt sich die sogenannte Dispersionsdarstellung2 der Funktion Π(q2):

Π(q2) =
1

π

∞∫
m2

ds
=m
(
Π(s)

)
s− q2

+
1

2πi

∮
ds

Π(s)

s− q2
. (2.33)

Das Integral über den Imaginärteil ist von der Form einer Spektralfunktion wie in
Gleichung (2.29) und der Nenner entspricht dem Propagator eines skalaren Teil-
chens.

Das Integral über den Kreisbogen ist null, falls die Funktion Π(q2) für |q2| → ∞
hinreichend schnell gegen 0 läuft, was für =mΠ(s) ∼ s−1 und stärker abfallende
Funktionen der Fall ist. Im Allgemeinen ist dies allerdings nicht so, und man muss
den Term ebenfalls berücksichtigen. Er wird als Subtraktionsterm bezeichnet. Man
kann zeigen, dass für =mΠ(s) ∼ sn als Subtraktionsterm ein Polynom der Ordnung
n entsteht, bzw. man sagt, dass man (n + 1) Subtraktionen (also Terme des Poly-
noms) braucht. Dies kann in einer allgemeinen Formel ausgedrückt werden, mit der
alle Subtraktionen berücksichtigt werden können (siehe auch [42]):

Π(q2) =
1

π

∫ ∞
m2

=m
(
Π(s)

)
s− q2

ds

− 1

π

∫ ∞
m2

ds=m
(
Π(s)

){ 1

s− λ2
+

q2 − λ2

(s− λ2)2
+ . . .+

(q2 − λ2)n

(s− λ2)n+1

}
+

{
Π(λ2) + (q2 − λ2)Π′(λ2) + · · ·+ (q2 − λ2)n

n!
Π(n)(λ2)

}
. (2.34)

Dabei kann λ2 beliebig gewählt werden (mit der Ausnahme von Singularitäten von
Π(q2)). Speziell für λ = 0 ist es möglich, die obige Darstellung auf folgende Weise
zu vereinfachen, die für Anwendungen in QCD-Summenregeln nützlich ist:

Π(q2) =
1

π

(
q2
)n+1

∫ ∞
m2

=m
(
Π(s)

)
s− q2

1

sn+1
ds

+

{
Π(0) + q2Π′(0) + · · ·+ (q2)n

n!
Π(n)(0)

}
. (2.35)

2.4. Parametrisierungen für die D → π- und
D → K-Formfaktoren

In diesem Abschnitt sollen nun die Ergebnisse des vorigen Abschnitts auf die
D → π- und D → K-Formfaktoren angewandt werden, um bestimmte Parame-
trisierungen anzugeben. Im Folgenden wird als Beispiel der D → π-Formfaktor
f+
Dπ(q2) behandelt und die entsprechenden Definitionen für f 0

Dπ(q2) sowie D → K
sind - sofern keine Unterschiede genannt werden - völlig analog.

2Diese Darstellung trägt den Namen „Dispersionsrelation“, der motiviert ist durch die verwandten
Kramers-Kronig-Relationen aus der Optik.
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Parametrisierungen mit Polen

Der semileptonische D-Zerfall D → π`ν` ist durch crossing-Symmetrie etwa mit
dem Prozess → `ν` → Dπ verbunden, in dem - genau wie im Beispiel im vorigen
Abschnitt - entsprechende Resonanzen auftauchen. Eine analytische Fortsetzung
mittels der Dispersionsrelation erlaubt daher die zu (2.29) analoge Darstellung für
den Formfaktor f+

Dπ(q2):

f+
Dπ(q2) =

cD∗

1− q2/m2
D∗

+

∞∫
(mD+mπ)2

ds
ρDπh (s)

s− q2
. (2.36)

Der isolierte D∗-Pol im Bereich q2 > 0 und der Kontinuumsbeitrag, der einen
Schnitt oberhalb von q2 = (mD + mπ)2 auf der reellen Achse erzeugt, können da-
bei in der Dispersionsrelation durch entsprechende Imaginärteile dargestellt werden
(siehe auch Abschnitt 3.1). Man kann zudem zeigen, dass für die Formfaktoren die
Asymptotik lim|q2|→∞ f

+
Dπ(q2) ∼ 1/|q2| gelten muss [43], so dass hier keine Subtrak-

tionen berücksichtigt werden brauchen. Die Konstante cD∗ in der obigen Gleichung
kann folgendermaßen ausgedrückt werden:

cD∗ =
fD∗gD∗Dπ

2mD∗
. (2.37)

Für D → K liegt der Pol für den Zustand D∗s ebenfalls unterhalb der Kontinuums-
schwelle q2 = (mD + mK)2 und die kontinuierlichen intermediären Zustände Dsπ
sind in Isospin-Limit verboten, weswegen hier dann die entsprechende Parametri-
sierung mit D∗ → D∗s und π → K gilt.

Der skalare Formfaktor f 0
Dπ(q2) wird dagegen durch skalare intermediäre Zustände

ausgedrückt, für die kein isolierter Pol unterhalb der Kontinuumsschwelle liegt:

f 0
Dπ(q2) =

∞∫
(mD+mπ)2

ds
ρ̃Dπh (s)

s− q2
. (2.38)

Um nun die Parametrisierung (2.36) praktisch nutzen zu können, ist es nötig, den
Kontinuumsbeitrag durch wenige Parameter auszudrücken. Da dieser gegenüber
dem D∗-Pol in der Regel unterdrückt ist, wird er oft in Form eines einzigen, effek-
tiven Pols beschrieben, dessen Position und Residuum durch Parameter αDπ und
γDπ gegeben sind:

f+
Dπ(q2) = cD∗

( 1

1− q2/m2
D∗
− αDπ

1− q2/(γDπm2
D∗)

)
. (2.39)

In den Summenregelrechnungen sind die Formfaktoren bei q2 = 0 direkt zugängig,
weswegen hier durchgehend f+

Dπ(0) als Parameter gewählt wird. Für diesen gilt in

44



2.4. Parametrisierungen für die D → π- und D → K-Formfaktoren

der obigen Relation f+
Dπ(0) = cD∗(1 − αDπ). Durch Betrachtung von Symmetrie-

relationen für schwere Quarks wurde schließlich von Becirevic und Kaidalov die
Relation γDπ = 1/αDπ motiviert, die auf die BK-Parametrisierung [44] führt:

f+
Dπ(q2) =

f+
Dπ(0)

(1− q2/m2
D∗)(1− αDπq2/m2

D∗)
. (2.40)

Schließlich sei an dieser Stelle noch die (2.36) entsprechende Darstellung für die
Λc → N - und Σc → N -Formfaktoren angegeben (wobei die beiden Baryonen allge-
mein mit Hc bezeichnet werden):

G(q2) =
fDm

2
D gHcND

(mHc +mN)(m2
D − q2)

+

∫ +∞

sD

ds
ρ

(G)
h (s)

s− q2
,

f1(q2) = −
fD∗mD∗ g

V
HcND∗

m2
D∗ − q2

+

∫ +∞

sD∗

ds
ρ

(f1)
h (s)

s− q2
,

f2(q2) = − mHc

mHc +mN

[
fD∗mD∗ g

T
HcND∗

m2
D∗ − q2

+

∫ +∞

sD∗

ds
ρ

(f2)
h (s)

s− q2

]
. (2.41)

z-Parametrisierung

Unter Ausnutzung der Analyzität der Formfaktoren ist ebenfalls eine andere Form
der Parametrisierung möglich, die auf Anwendungen in früheren Arbeiten wie [45]
beruht und hier in einer leicht modifizierten Form genutzt werden soll. Sie basiert
auf einer konformen Abbildung q2 → z(q2) in der komplexen q2-Ebene, definiert
durch

z(q2, t0) =

√
t+ − q2 −

√
t+ − t0√

t+ − q2 +
√
t+ − t0

. (2.42)

Dabei ist t± = (mD ±mπ(K))
2 und t0 < t+ ist ein frei wählbarer Parameter. Diese

Funktion ist so konstruiert, dass sie die ganze komplexe q2-Ebene mit Ausnahme
eines Schnittes auf der positiven reellen Achse auf das Innere des Einheitskreises
abbildet und damit keine Singularitäten für |z| < 1 auftreten. Der Parameter t0
kann so gewählt werden, dass der physikalisch interessierende Bereich q2

min < q2 <
q2
max auf einen Bereich mit kleinstmöglichem |z| abgebildet wird, indem man

t0 = t+ −
√
t+ − q2

max

√
t+ − q2

min (2.43)

setzt. Dies erlaubt, eine Reihenentwicklung um z = 0 durchzuführen, in der wenige
Terme zu einer guten Beschreibung des Formfaktors ausreichen.

Hier wird eine solche Entwicklung verwendet, die in [46] für den B → π-Formfaktor
eingeführt wurde und für D → π folgende Form annimmt:

f+
Dπ(q2) =

1

1− q2/m2
D∗

N∑
k=0

b̃k [z(q2, t0)]k . (2.44)
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Sie erfüllt die bereits erwähnte 1/q2-Asymptotik und berücksichtigt die Existenz des
isolierten D∗-Pols. Für die Koeffizienten gelten aus Unitaritätsbedingungen gewisse
Einschränkungen, die in [46] angegeben sind. (Mit dieser Motivation wurde die
Parametrisierung ursprünglich entwickelt.) Ferner ist dort noch die Relation

b̃N = −(−1)N

N

N−1∑
k=0

(−1)k k b̃k (2.45)

für den größten Koeffizienten in der verwendeten Reihe gegeben. Wie bereits für
die Pol-Parametrisierungen ist es hier nützlich, f+

Dπ(0) als einen Parameter zu ver-
wenden. Dies kann mit einer Umdefinition b̃k = f+

Dπ(0)bk der Koeffizienten erreicht
werden, aus der die Bedingung:

b0 = 1−
N−1∑
k=1

bk

[
z(0, t0)k − (−1)k−N

k

N
z(0, t0)N

]
(2.46)

folgt. Damit erhält man schließlich die in dieser Arbeit verwendete Form der z-Pa-
rametrisierung:

f+
Dπ(q2) =

f+
Dπ(0)

1− q2/m2
D∗

{
1 +

N−1∑
k=1

bk

(
z(q2, t0)k − z(0, t0)k

−(−1)k−N
k

N

[
z(q2, t0)N − z(0, t0)N

])}
. (2.47)

In [46] werden die Vorteile gegenüber vorigen Versionen [45] erläutert. (Siehe ferner
auch [47]). Der analoge Ansatz für f+

DK enthält einen m2
D∗s

-Pol im Vorfaktor. Die
Multiplikation der Parametrisierung mit diesem Polfaktor ist in dem entsprechen-
den Formalismus eigentlich nur vorgesehen, wenn der Pol unterhalb der Schwelle
t+ liegt, was hier nur für D → K der Fall ist. Der Polfaktor wird jedoch auch für
D → π beibehalten, da er mit D∗ sehr nahe an der entsprechenden Dπ-Schwelle
liegt und sein Vorhandensein eine zusätzliche Information darstellt, die genutzt
werden sollte.
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Kapitel 3.

QCD-Summenregeln

Die Methode der QCD-Summenregeln ist seit ihrer Entwicklung Ende der 70er
Jahre eine in weiten Bereichen erfolgreich angewandte Technik zur Bestimmung
nichtperturbativer Größen. Ihre grundlegende Anwendung findet sie in den soge-
nannten Zweipunkt-Summenregeln (nach ihren Entwicklern Shifman, Vainshtein
und Zakharov auch SVZ-Summenregeln genannt) [48]. Diese dienen der Berech-
nung von Eigenschaften einzelner Hadronen, wie Massen, Zerfallskonstanten oder
anderer charakteristischer Größen. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird ihr
Grundprinzip am Beispiel der Berechnung der D-Meson-Zerfallskonstante erklärt.

Zur Beschreibung von Zerfallsformfaktoren und hadronischen Kopplungskonstan-
ten wird heutzutage die darauf aufbauende Methode der Lichtkegel-Summenregeln
(LCSR von engl. light-cone sum-rules) verwendet. Für diese sind die sogenannten
Lichtkegel-Verteilungsamplituden von Bedeutung, die ein Maß für die Impulsver-
teilung von Quarks und Antiquarks in einem Hadron darstellen und im Folgenden
sowohl für leichte Mesonen als auch für das Nukleon betrachtet werden.

Aufbauend auf die nun folgende Darstellung der SVZ-Summenregeln werden in den
daran anschließenden Abschnitten die eben genannten Lichtkegel-Summenregeln
und -Verteilungsamplituden im Detail dargestellt und erläutert. Die in diesem Ka-
pitel eingeführten Grundlagen bilden dann die Basis für die konkreten Rechnun-
gen in den Kapiteln 4 und 5. Ausführliche Beschreibungen der Methode finden
sich beispielsweise in [49, 50, 51, 52, 42] und eine kommentierte Zusammenstellung
wichtiger Orginalliteratur in [53].

3.1. Zweipunktsummenregeln

Der zentrale Punkt der QCD-Summenregeln besteht in der Betrachtung einer Kor-
relationsfunktion - des Vakuumerwartungswertes eines zeitgeordneten Produkts von
interpolierenden Strömen, die entsprechend dem physikalischen Prozess von Inter-
esse gewählt werden.
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Die Korrelationsfunktionen können sowohl durch nichtperturbative Größen (wie
die im vorigen Kapitel eingeführten Zerfallskonstanten oder Formfaktoren) aus-
gedrückt, als auch von der QCD ausgehend berechnet werden. Daher stellen sie
einen Begriff von fundamentaler Bedeutung in nichtperturbativen Methoden der
QCD dar. Im Folgenden soll das prinzipielle Vorgehen bei der Methode der QCD-
Summenregeln an der Berechnung der D-Meson-Zerfallskonstanten gezeigt werden.
Zusätzlich wird danach noch die Summenregelberechnung für die Zerfallskonstan-
te von D∗ und im darauf folgenden Abschnitt für die der Λc- und Σc-Baryonen
angegeben, die alle später in der Arbeit benötigt werden.

3.1.1. Berechnung der Zerfallskonstanten von D- und
D∗-Mesonen

Als grundlegendes Beispiel soll hier die Herleitung der Summenregel für das D-
Meson vorgestellt werden. Alle anderen Anwendungen, insbesondere die Berech-
nung von fD∗ folgen dem selben prinzipiellen Vorgehen.

Das D-Meson kann durch den in Abschnitt 2.2.1 eingeführten interpolierenden
Strom j5(x) = c̄(x)mciγ5q(x) mittels der Definition 〈0| j5(x) |D(p)〉 = m2

D fD be-
schrieben werden. Als Korrelationsfunktion definiert man daher hier:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

〈
0
∣∣T{j5(x), j†5(0)

}∣∣ 0 〉 . (3.1)

Das zeitgeordnete Produkt des Vakuumerwartungswertes der Ströme wird dabei
noch einer Fouriertransformation vom Ortsraum xµ in den Impulsraum qµ unter-
worfen und die Funktion kann aufgrund der Lorentz-Invarianz der Definition nur
von q2 abhängen. Die Korrelationsfunktion kann nun mittels Operatorproduktent-
wicklung berechnet werden, wozu der führende Term in Abbildung 3.1 gezeigt ist
(die Feldoperatoren sind die der wechselwirkenden Felder). Bevor dies vorgestellt
wird, soll aber zuerst der Zusammenhang mit der Zerfallskonstante fD aufgezeigt
werden, die sogenannte hadronische Darstellung.

Abbildung 3.1.: Zweipunkt-Korrelationsfunktion
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3.1. Zweipunktsummenregeln

Hadronische Darstellung

Betrachtet man die obige Korrelationsfunktion Π(q2) im Bereich q2 > 0, so ist
- analog zu den in Kapitel 2 betrachteten Resonanzen - die Produktion von ha-
dronischen Zwischenzuständen mit den entsprechenden Quantenzahlen der Strö-
me möglich. Diese Zustände werden mit |h(~ph)〉 bezeichnet, und umfassen sowohl
Einteilchen- wie auch höhere Anregungs- und Mehrteilchenzustände, welche dann
den Gesamtimpuls ~ph besitzen. Jeder dieser Zustände hat eine invariante Masse
p2
h = m2

h und der Zustand mit der niedrigsten Masse ist hier das D-Meson. Zwi-
schen den Strömen in der Korrelationsfunktion kann nun ein vollständiger Satz
dieser hadronischen Zwischenzustände in Form der folgenden Darstellung eingefügt
werden:

1 =
∑
h

∫
d̃ph
∣∣h(~ph)

〉〈
h(~ph)

∣∣ . (3.2)

Das Lorentz-invariante Integrationsmaß d̃p ist dabei definiert über

d̃p :=
d3p

2(2π)3E(~p)
=

d4p

(2π)3
δ
(
p2 −m2

)
θ(p0) . (3.3)

Durch Ausschreiben des zeitgeordneten Produkts erhält man somit:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

∑
h

∫
d̃ph(

Θ(x0)
〈

0
∣∣j5(x)

∣∣h(~ph)
〉〈
h(~ph)

∣∣ j†5(0)
∣∣ 0 〉

+Θ(−x0)
〈

0
∣∣j†5(0)

∣∣h(~ph)
〉〈
h(~ph)

∣∣ j5(x)
∣∣ 0 〉) . (3.4)

Die Matrixelemente im ersten Term koppeln nun nur an Hadronen hD̄ mit den
Quantenzahlen des D̄-Mesons und entsprechend die im zweiten Term nur an Hadro-
nen hD mit den Quantenzahlen des D-Mesons. Unter Verwendung der Translation
der Ströme j5(x) = eip̂x j5(0) e−ip̂x erhält man damit dann:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

(
Θ(x0)

∑
hD̄

∫
d̃phD̄

〈
0
∣∣j5(0)

∣∣h(~phD̄)
〉〈
h(~phD̄)

∣∣ j†5(0)
∣∣ 0 〉e−iphD̄x

+Θ(−x0)
∑
hD

∫
d̃phD

〈
0
∣∣j†5(0)

∣∣h(~phD)
〉〈
h(~phD)

∣∣ j5(0)
∣∣ 0 〉eiphDx)

= i

∫
d4x eiqx

(
Θ(x0)

∑
hD̄

∫
d̃phD̄

∣∣∣〈 0
∣∣j5(0)

∣∣h(~phD̄)
〉∣∣∣2e−iphD̄x

+Θ(−x0)
∑
hD

∫
d̃phD

∣∣∣〈 0
∣∣j†5(0)

∣∣h(~phD)
〉∣∣∣2eiphDx) . (3.5)

Die beiden auftretenden Betragsquadrate der Matrixelemente sind aufgrund der
CPT -Invarianz der QCD exakt gleich für D und D̄ (ein Spezialfall dieser Aussage
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ist fD = fD̄). Daher kann man für beide Integrationen die selbe Integrationsvariable
phD verwenden:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

(∑
hD

∫
d̃phD

∣∣∣〈 0
∣∣j5(0)

∣∣hD(~phD)
〉∣∣∣2

· (Θ(x0)e−iphDx + Θ(−x0)eiphDx)
)
. (3.6)

Nun ist es möglich, die Summe über die hadronischen Matrixelemente in einer
Funktion zusammenzufassen. Dazu setzt man die Darstellung des Integrationsmaß-
es auf der rechten Seite von Gl. (3.3) ein und fügt zudem noch die Identität 1 =∫
ds
∫
d4p δ(s− p2) δ4(p− phD) ein:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

∫
ds

∫
d4p

∑
phD

δ(s− p2)

∫
d4phD
(2π)3

δ
(
p2
hD
−m2

hD

)
θ(p0

hD
) δ4(p− phD)(

Θ(x0)e−iphDx + Θ(−x0)eiphDx
)
·
∣∣∣〈 0

∣∣j5(0)
∣∣hD(~phD)

〉∣∣∣2
= i

∫
d4x eiqx

∫
ds

∫
d4p

(2π)3
δ(s− p2)

(
Θ(x0)e−ipx + Θ(−x0)eipx

)
(2π)3

∑
hD

∫
d4phD
(2π)3

δ
(
p2
hD
−m2

hD

)
θ(p0

hD
) δ4(p− phD)

∣∣∣〈 0
∣∣j5(0)

∣∣hD(~phD)
〉∣∣∣2 .
(3.7)

Der Ausdruck in der letzten Zeile ist nun eine skalare Funktion, die nur von p2

abhängt und nur für p0 > 0 von 0 verschieden ist. Sie wird als Källen-Lehmann-
Spektraldichte ρ(p2) bezeichnet. Man ersetzt die letzte Zeile somit durch ρ(p2)θ(p0)
und kann wegen δ(s− p2) auch ρ(s) schreiben:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

∫
dsρ(s)

∫
d4p

(2π)3
θ(p0) δ(s− p2)

(
Θ(x0)e−ipx + Θ(−x0)eipx

)
.

(3.8)
Die Integration über p ergibt nun den bekannten Ausdruck für den Feynman-
Propagator:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

∫
dsρ(s)(−i)

∫
d4p

(2π)4

e−ipx

s2 − p2 − iε
. (3.9)

Nach Ausführen der verbleibenden Integrationen, die einfach p → q setzen, ergibt
sich schließlich die Källen-Lehmann-Spektraldarstellung:

Π(q2) =

∞∫
m2
D

ds
ρ(s)

s− q2 − iε
. (3.10)

Im Integral wurde als untere Grenze die Masse m2
D des niedrigsten hadronischen

Zwischenzustands gesetzt. Der Beitrag dieses Zustands zur Spektraldichte kann
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D

s
h

0
m

2

D

ρ(s)

ρ(s)

Abbildung 3.2.: Hadronische Spektraldichte

durch die uns interessierende D-Meson-Zerfallskonstante ausgedrückt werden und
wird separat ausgeschrieben:

Π(q2) =
m4
Df

2
D

m2
D − q2

+

∞∫
sh0

ds
ρ(s)

s− q2
. (3.11)

Dabei ist sh0 die Masse des niedrigsten hadronischen Zustands oberhalb von mD, wo
der Kontinuumsbeitrag zur Korrelationsfunktion beginnt. Die typische Form einer
solchen Spektraldichte ist in Abbildung 3.2 gegeben.

Berechnung der Korrelationsfunktion durch Operatorproduktentwicklung

Wie eben gezeigt, ist es über die hadronische Darstellung möglich, Zugriff auf die
D-Meson-Zerfallskonstante zu erhalten. Eine perturbative Berechnung der Korrela-
tionsfunktion aus der QCD ist in diesem Bereich allerdings nicht möglich. Nichtsde-
stotrotz kann eine solche aber durch eine Operatorproduktentwicklung im Bereich
großer negativer Werte für q2 durchgeführt werden, wo −q2 � Λ2

QCD gilt und das
Integral in (3.1) durch kurzreichweitige Beiträge x2 ≈ 0 dominiert wird [49]. Die
Darstellung über eine Dispersionsrelation erlaubt dann, dies mit der Region q2 > 0
in Verbindung zu bringen. Dies soll im Folgenden geschehen.

Bei der störungstheoretischen Berechnung der Korrelationsfunktion (3.1) treten
auch Quarks und Gluonen mit kleinen Impulsen der Größenordnung O(ΛQCD) auf,
die zu nichtperturbativen Beiträgen führen. Um diese korrekt zu berücksichtigen,
kann nicht wie in der QED einfach eine Schleifenrechnung durchgeführt werden,
sondern es ist eine Operatorproduktentwicklung der Korrelationsfunktion notwen-
dig, um zwischen lang- und kurzreichweitigen Beiträgen trennen zu können. Details
zu diesem Verfahren und viele technische Aspekte, die hier nicht erwähnt werden
können, finden sich etwa in [54, 55, 56] oder den Review-Artikeln [49, 52].

Die Operatorproduktentwicklung für die Korrelationsfunktion lautet:

Π(q2) = i

∫
d4x eiqx

〈
0
∣∣T{j5(x), j†5(0)

}∣∣ 0 〉 =
∑
d

Cd(q
2, µ) 〈0| Od |0〉 (µ) . (3.12)
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Dabei ist µ eine entsprechende Normierungs- bzw. Trennungsskala und die Opera-
toren Od mit der Dimension d haben die Quantenzahlen des Vakuums, und müssen
also Lorentz- und eichinvariant sein. Deren Vakuumerwartungswerte enthalten die
langreichweitigen Beiträge und repräsentieren die Wechselwirkung der Quarks und
Gluonen mit der komplizierten Struktur des QCD-Vakuums, daher werden sie als
Vakuumkondensate bezeichnet. Sie sind fundamentale nichtperturbative Größen.
Ihre Werte werden durch den Vergleich von geeigneten Summenregeln mit experi-
mentellen Daten ermittelt, und können dann in anderen Rechnungen zur Vorhersage
weiterer Größen verwendet werden.

Die ersten Kondensate in der Operatorproduktentwicklung sind in Abbildung 3.3
diagrammatisch dargestellt und im Folgenden aufgelistet:

(a) 〈0| O0 |0〉 = 〈0|1 |0〉 Perturbativer Beitrag
(b) 〈0| O3 |0〉 = 〈0| q̄q |0〉 Quark-Kondensat

(c),(d) 〈0| O4 |0〉 = 〈0|Ga
µνG

aµν |0〉 Gluon-Kondensat
(e) 〈0| O5 |0〉 = 〈0| gs q̄ σµν

(
λa

2

)
Gaµνq |0〉 Quark-Gluon-Kondensat

(f) 〈0| O6 |0〉 = 〈0| (q̄Γrq)(q̄Γsq) |0〉 4-Quark-Kondensat

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abbildung 3.3.: Diagramme zur Berechnung der führenden Vakuumkondensate zur
Zweipunkt-Korrelationsfunktion.

Die Wilson-Koeffizienten Cd(q
2, µ) enthalten die kurzreichweitigen Beiträge und

können störungstheoretisch berechnet werden, wobei der zum Einheitsoperator ge-
hörige der perturbativen Schleifenrechnung entspricht. Die führenden Diagramme
zu dessen Berechnung sind in Abbildung 3.4 gezeigt.
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(a)

(b) (c) (d)

Abbildung 3.4.: Führender Beitrag und αs-Korrekturen zur Zweipunkt-
Korrelationsfunktion.

Unter Benutzung der Feynman-Regeln der QCD kommt man beispielsweise für das
Diagramm (a) auf:

Π(pert)(q2) = 3 im2
c

∫
d4k

(2π)4
· Tr
[
(iγ5)

i(/q − /k)

(q − k)2 + iε
(iγ5)

i(/k +mc)

k2 −m2
c + iε

]
. (3.13)

Nach Auswertung der Spur und unter Verwendung der dimensionalen Regularisie-
rung kann man dies auf Standard-Einschleifenintegrale zurückführen (siehe [11]):

Π(pert)(q2) = −3m2
c

8π2

(
A0(m2

c) + (m2
c − q2)B0(q2, 0,m2

c)
)

= −3m2
c

8π2

[
m2
c

(
∆− ln

(m2
c

µ2

)
+ 1
)

+ (m2
c − q2)

(
∆− ln

(m2
c

µ2

)
+ 2 +

m2
c − q2

q2
ln
(m2

c − q2 − iε
m2
c

))]
.

(3.14)

Zum Vergleich mit der hadronischen Darstellung wird diese nun in Form einer Di-
spersionsrelation, wie sie in Abschnitt 2.3 eingeführt wurde, angegeben. Die Funk-
tion Π(pert)(q2) hat als komplexe Funktion einen Schnitt auf der reellen Achse für
q2 > m2

c , der durch den Logarithmus gegeben ist. Für den Hauptzweig des komple-
xen Logarithmus gilt:

ln(z) = ln |z|+ i arg(z) ⇒ =m
(

ln(−x− iε)
)

= −π , (3.15)

womit sich hier ergibt:

=m
(
Π(pert)(s)

)
=

3m2
c

8π

(s−m2
c)

2

s
. (3.16)

Man sieht, dass man für die Dispersionsdarstellung zwei Subtraktionen braucht,
womit man dann schließlich unter Verwendung von Gl. (2.35) folgendes Endergebnis
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erhält:

Π(q2) = q4

∞∫
m2
c

ds
=m
(
Π(pert)(s)

)
s2(s− q2)

=
3m2

c

8π
q4

∞∫
m2
c

ds
(s−m2

c)
2

s3(s− q2)
. (3.17)

Zur Berechnung der Kondensat-Beiträge aus der Operatorproduktentwicklung sind
die führenden Diagramme in Abbildung 3.3 angegeben. Je höher die Dimension des
auftretenden Operators, desto stärker ist dieser durch Potenzen von ΛQCD/

√
q2

unterdrückt, was es erlaubt, die Reihe nach einer ausreichenden Anzahl von Termen
abzubrechen (üblicherweise wird wie hier die Entwicklung bis Dimension d = 6
betrachtet). Um daraus die entsprechenden Wilson-Koeffizienten zu bestimmen,
wird in der Regel die Fock-Schwinger-Eichung xµAµ = 0 verwendet (siehe [57] für
eine ausführliche technische Beschreibung, oder auch [31]). In dieser Eichung ist
folgende lokale Entwicklung der Quarkfelder möglich:

q(x) = q(0) + xµ∂µq(0) + ... = q(0) + xµDµq(0) + ... . (3.18)

Der Beitrag des Diagramms 3.3 (b) zum Quark-Kondensat lautet:

Πq̄q(q2) =

∫
d4xeiqx 〈0| q̄(x)iαq(0)jβ |0〉 [γ5 Sij(x) γ5] , (3.19)

wobei Sij(x) der freie Propagator des c-Quarks ist. Setzt man die führenden Terme
der oben erwähnten lokalen Entwicklung ein, so erhält man Matrixelemente, die
proportional zum Quark-Kondensat 〈q̄q〉 sind:

〈0| q̄iαqjβ |0〉 =
1

12
δαβδij〈q̄q〉 〈0| q̄iα

←−
Dµqjβ |0〉 =

imq

12
(γµ)αβδij〈q̄q〉 . (3.20)

Der zweite Term verschwindet für die hier verwendete Näherung mq = 0. Das
Ergebnis für den Beitrag des Quark-Kondensats zur Korrelationsfunktion lautet
dann:

Πq̄q(q2) =
m3
c

q2 −m2
c

〈q̄q〉 . (3.21)

Die Ergebnisse für die weiteren Kondensate werden hier nicht weiter im Detail
betrachtet und schließlich am Ende der Rechnung mit einbezogen.

Quark-Hadron-Dualität

Nach der Berechnung der Korrelationsfunktion aus der QCD ist es nun möglich,
durch Vergleich mit der hadronischen Darstellung die D-Meson-Zerfallskonstante
zu bestimmen. Die hadronische Spektraldichtefunktion ρ(s) ist allerdings in der Re-
gel unbekannt. Hier kann jedoch das Prinzip der Quark-Hadron-Dualität genutzt
werden, das detailliert in [58] beschrieben wird. Ein grundlegendes Beispiel da-
für ist z.B. dass der totale Produktionswirkungsquerschnitt für Quarks in einem
bestimmten Prozess aufgrund fundamentaler Erhaltungssätze immer exakt gleich
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dem für die im Experiment zu beobachtenden Hadronen sein muss. Für die hier be-
trachteten Spektralfunktionen ist die Formulierung der semilokalen Quark-Hadron-
Dualität wichtig, die besagt, dass eine Mittelung über die Spektralfunktionen in
einem ausreichend großen Bereich für beide gleich ist:

∞∫
sh0

ds
ρ(s)

s− q2
' 1

π

∞∫
sD0

ds
=m
(
Π(pert)(s)

)
s− q2

. (3.22)

Dabei ist sD0 ein effektiver Parameter, der von der Größenordnung des ersten ange-
regten Zustands ist (siehe Abbildung 3.5).

s
h

0
s

ρ(s)

m
2
c

s
D

0

D

ρ(s)

1

π
ℑm Π(pert)(s)

Abbildung 3.5.: Spektraldichten in der Quark-Hadron-Dualität

Setzt man unter Verwendung der Quark-Hadron-Dualität nun die hadronische Dar-
stellung (3.11) mit dem Ergebnis aus der Operatorproduktentwicklung gleich, so
erhält man:

m4
Df

2
D

m2
D − q2

' 1

π

sD0∫
m2
c

ds
=m
(
Π(pert)(s)

)
s− q2

+
m3
c

q2 −m2
c

〈
q̄q
〉

+ · · · . (3.23)

Dabei repräsentieren die Punkte die weiteren Kondensat-Beiträge. Die Subtrakti-
onsterme des Dispersionsintegrals wurden hier nicht mit angeschrieben, da sie im
folgenden Schritt eliminiert werden.

Anwendung der Borel-Transformation und Aufstellen der Summenregel

Da man am Beitrag des hadronischen Grundzustandes zur Korrelationsfunktion
interessiert ist, ist es sinnvoll, eine Transformation anzuwenden, die höher angeregte
Zustände unterdrückt. Dies wird durch eine Borel-Transformation geleistet, die
definiert ist durch:

Π(M2) = BM2 Π(q2) = lim
−q2, n→∞,

− q
2

n
= M2

(
(−q2)(n+1)

n!

(
d

dq2

)n
Π(q2)

)
. (3.24)
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Hier benötigt man die Spezialfälle:

BM2 (q2)k = 0 , (3.25)

BM2

(
1

(m2 − q2)k

)
=

1

(k − 1)!

e−
m2

M2

M2(k−1)
. (3.26)

Die Vorhersagekraft der Summenregel wird dadurch erheblich verbessert und dar-
über hinaus fallen bei dieser Transformation auch alle Subtraktionsterme der un-
bekannten hadronischen Spektraldichte weg. Dies wird im Laufe dieser Arbeit noch
häufiger geschehen und daher werden auch dort jeweils diese Terme nicht explizit
angeschrieben. Es ergibt sich somit die Beziehung:

f 2
Dm

4
De
−m

2
D

M2 =
3m2

c

8π2

sD0∫
m2
c

ds
(s−m2

c)
2

s
e−

s
M2 −m3

c

〈
q̄q
〉
e
−m2

c
M2 . (3.27)

Berücksichtigt man alle Kondensate bis Dimension 6 [52], so erhält man schließlich
die QCD-Summenregel:

f 2
D =

m2
c

m4
D

e
m2
D

M2

{
3

8π2

∫ sD0

m2
c

ds e−
s
M2

(s−m2
c)

2

s

+ e−
m2
c

M2

{
−mc〈q̄q〉

[
1 +

m2
0

2M2

(
1− m2

c

2M2

)]
+
〈αsG2〉

12π
− 16π

27

αs〈q̄q〉2

M2

(
1− m2

c

4M2
− m4

c

12M4

)}}
. (3.28)

Das Quark-Gluon-Kondensat wird dabei üblicherweise parametrisiert durch:

〈0| gs q̄ σµν
(
λa

2

)
Gaµνq |0〉 = m2

0〈q̄q〉 , (3.29)

und das 4-Quark-Kondensat kann über eine Faktorisierungsformel [52] in guter
Näherung durch das Quadrat des Quark-Kondensats beschrieben werden.

Eingabewerte und Ergebnis

Nun soll die obige Summenregel ausgewertet werden, wofür zuerst die Eingabewerte
festgelegt werden müssen.

Die Skalenabhängigkeit der starken Kopplungskonstante αs(µ) wird in dieser Ar-
beit bis zur störungstheoretischen Ordnung (α3

s) berücksichtigt und es werden
die dafür in [59] zusammengefassten Formeln, sowie der dort angegebene Wert
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αs(mZ) = 0, 1176± 0, 002 verwendet. Die anomalen Dimensionen der hier verwen-
deten Parameter werden jeweils in führender Ordnung in Betracht gezogen. Auch
in den weiteren Anwendungen wird αs in dieser Weise berechnet.

Für die in dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen wird folgender Wert für die
charm-Quark-Masse im MS-Schema verwendet:

m̄c(m̄c) = (1, 29± 0, 03)GeV . (3.30)

Dieser basiert auf aktuellen Charmonium-Analysen durch QCD-Summenregeln mit
einer Genauigkeit von O(α3

s) [60, 61] und wird durch die Gitter-QCD bestätigt
[62]. (Hier wird der Mittelwert der beiden Ergebnisse [60, 61] verwendet und das
doppelte der angegebenen Unsicherheit verwendet.) Als Hadron-Massen werden
mD0 = 1, 865 GeV und weiter unten mD∗ = 2, 01GeV aus [17] verwendet.

Das Quark-Kondensat ist eine bekannte Größe aus der chiralen Störungstheorie und
kann durch die Gell-Mann-Oakes-Renner(GMOR)-Relation bestimmt werden (hier
wird der Wert aus [63] verwendet):

〈q̄q〉(1GeV) = −1

2

f 2
πm

2
π

mu +md

(1GeV) = −(246+28
−19 MeV)3 . (3.31)

Ferner ist das Gluon-Kondensat aus Charmonium-Summenregeln bekannt als:

〈αs
π
GG〉 = 0, 012+0,006

−0,012GeV4 , (3.32)

und der Parameter m0 für das Quark-Gluon-Kondensat lautet:

m2
0 = 0, 8± 0, 2 GeV2 . (3.33)

(Beide Werte stammen aus [63, 56].) Die Skalenabhängigkeit des Quark-Kondensats
ist, wie aus der GMOR-Relation ersichtlich, das einer inversen Masse, also
γ

(q̄q)
0 = −4. Das Gluon-Kondensat hat γ(GG)

0 = 0, der Parameter m2
0 hat γ(m0)

0 = 4
und die Skalenabhängigkeit des 4-Quark-Kondensats ist vernachlässigbar [56].

Die Renormierungs- und die Faktorisierungsskala werden wie üblich gleich gewählt
zu µ = 1, 5± 0, 5 GeV. Dies ist motiviert durch die bekannte Skalenrelation (siehe
etwa [63])

µ ∼
√
m2
D −m2

c ≈
√
m2

Λc
−m2

c , (3.34)

da die hier angegeben Eingabewerte ebenfalls noch in den später folgenden Sum-
menregeln für D∗,Λc und Σc verwendet werden.

Die Wahl des Borel-Parameters wird durch folgenden Überlegungen motiviert: Für
zu kleineM2 ist die (abgebrochene) Kondensat-Entwicklung nicht mehr anwendbar
und die Kondensat-Terme überwiegen in der Summenregel, weswegen man üblicher-
weise verlangt, dass sie nicht den Hauptanteil an der Korrelationsfunktion tragen.
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Für zu große Werte vonM2 hingegen wird der Kontinuumsbeitrag nicht mehr stark
genug unterdrückt. Daher verlangt man, dass dieser nur einen geringen Anteil von
etwa 30 − 40% an der gesamten Korrelationsfunktion (also mit sD0 → ∞) trägt.
Die eben erwähnten Größen sind für diese Summenregel in Abbildung 3.6 gezeigt
und man sieht, dassM2 ∈ [1, 5; 2, 5] GeV2 ein geeigneter Bereich ist. Dieser Bereich
wird üblicherweise als Borel-Fenster bezeichnet und existiert in der Regel für die
Summenregeln (allerdings nicht zwangsweise, siehe [54]).

(a) (b)

Abbildung 3.6.: Zur Bestimmung des Borel-Fensters: (a) Der Anteil der angeregten
Zustände (Integration von s0 bis ∞) an der gesamten Korrelati-
onsfunktion (Integration von m2

c bis ∞), sowie (b) der Anteil der
Kondensat-Beiträge an der Korrelationsfunktion.

Zur Bestimmung des Parameters s0 existiert ein allgemeines Verfahren, das darauf
beruht, dass aus der erhaltenen Summenregel ebenfalls die Masse des betrachteten
Hadrons berechnet werden kann. In diesem Beispiel (und auch den anderen in dieser
Arbeit) sieht es folgendermaßen aus: Nach Borel-Transformation und Subtraktion
der Kontinuumsbeiträge durch Einführung des Parameters s0 ist die Summenregel
in der Form

Π(M2, s0) =
m2
D

mc

f 2
De
−m

2
D

M2 (3.35)

gegeben. Durch Ableitung nach M2 erhält man:

∂Π(M2, s0)

∂M2
=
m2
D

mc

f 2
D e
−m

2
D

M2
m2
D

M4
, (3.36)

und somit kann mD berechnet werden durch:

mD =

√
M4 ∂Π(M2,s0)

∂M2

Π(M2, s0)
. (3.37)

Da mD experimentell mit großer Genauigkeit gemessen ist, kann dieser Zusam-
menhang genutzt werden, um den Parameter s0 im zuvor passend ausgewählten
Borel-Fenster festzulegen. Abbildung 3.7 (b) zeigt den aus der obigen Formel für
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diese Summenregel berechneten Massenwert von mD im Vergleich zum experimen-
tellen. Man erkennt, dass eine gute Übereinstimmung (von unter 4%) im Bereich
s0
D = 6, 5± 0, 5 GeV2 gegeben ist. Dieses Ergebnis wird daher als Eingabeparame-

ter verwendet. In Abbildung 3.7 (a) ist das Ergebnis für fD in Abhängigkeit von
M2 gezeigt. Man kommt somit zum folgenden Wert mit der Genauigkeit α0

s:

f
(0)
D = 171 +10

−13 MeV . (3.38)

(a) (b)

Abbildung 3.7.: (a) Der berechnete Wert von fD in Abhängigkeit vonM2 (durchge-
zogene Linie) und sein Unsicherheitsbereich unter Variation von s0

(gestrichelte Linien), sowie (b) die aus (3.37) bestimmte D-Meson-
Masse in Abhängigkeit von sD0 .

Zur Abschätzung der theoretischen Unsicherheit der Zerfallskonstante werden al-
le Eingabeparameter jeweils einzeln in ihrem eigenen Unsicherheitsbereich variiert
und die Differenz des sich damit aus der Summenregel ergebenden Wertes zum Zen-
tralwert gebildet. Alle Einzelunsicherheiten werden dann zur Gesamtunsicherheit
quadratisch addiert. Hier stammen die größten Unsicherheiten vom Quarkkonden-
sat und der µ-Abhängigkeit.

In der oben angegebenen Summenregel sind keine αs-Korrekturen enthalten. Sie
wird allerdings in Kapitel 5 zur Ordnung O(α0

s) verwendet, da die Zerfallskon-
stanten dort aus Konsistenzgründen in dieser Ordnung betrachtet werden müssen.
Aktuell ist die Berechnung der Zerfallskonstanten von schweren pseudoskalaren Me-
sonen durch QCD-Summenregeln bis zur Ordnung O(α2

s) bekannt [64, 65]. In [65]
wird das Resultat

fD = (195± 20)MeV (3.39)

angegeben. Die Zerfallskonstante fD kann über den leptonischen Zerfall D → `ν`
zudem auch direkt gemessen werden und aktuell steht eine Messung der CLEO-
Kollaboration [66] von

f expD = 205, 8± 8, 9MeV (3.40)
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mit einer guten Genauigkeit zur Verfügung (die dort angegebenen Fehler wurden
hier quadratisch addiert). Dies wird auch durch aktuelle Resultate der Gitter-QCD,
wie fD = (207± 11)MeV [67] bestätigt.

Für die Zerfallskonstante fD∗ des D∗-Mesons kann mit einer entsprechenden Kor-
relationsfunktion unter Verwendung des interpolierenden Stroms jµ = c̄γµq eben-
falls eine entsprechende Summenregel hergeleitet werden, die in Anhang A.1 zur
Ordnung O(α0

s) angegeben ist. Auf analoge Weise zum D-Meson wird hier das
Borel-Fenster zu M2

D∗ ∈ [1, 5; 2, 5] GeV2 bestimmt und im Parameterbereich sD∗0 =
8, 0± 0, 5 GeV2 ergibt sich eine bis auf 2% genaue Bestimmung von mD∗ . Als End-
ergebnis erhält man hier:

fD∗ = 266 +25
−45 MeV . (3.41)

3.1.2. Berechnung der Zerfallskonstanten von Λc- und
Σc-Baryonen

Hier soll die Berechnung der Zerfallskonstanten (2.16) und (2.18) von Λc- und der
analog definierten Zerfallskonstanten von Σc-Baryonen vorgestellt werden, die für
die Anwendung in Kapitel 5 als Eingabeparameter von Bedeutung sind. Außer-
dem wird die Behandlung des bereits erwähnten Problems der Parität vorgestellt,
welches ebenfalls leicht auf die kompliziertere Situation zur Berechnung von Form-
faktoren verallgemeinert werden kann.

In Übereinstimmung mit den Zweipunktsummenregeln für Mesonen definiert man
hier eine Korrelationsfunktion mit den Strömen η(i) und η̄(i):

F (i)(q) = i

∫
d4x eiq·x 〈0|T

{
η(i)(x), η̄(i)(0)

}
|0〉

= F
(i)
1 (q2) 6q + F

(i)
2 (q2) . (3.42)

Diese besitzt die zwei unabhängigen Dirac-Strukturen F
(i)
1 (q2) und F

(i)
2 (q2). Die

hadronische Darstellung der Korrelationsfunktion erfordert nun die Einsetzung ei-
nes vollständigen Satzes von Zwischenzuständen sowohl mit positiver als auch mit
negativer Parität:

F (i)(q) =
〈0| η(i) |Λc(q)〉 〈Λc(q)| η̄(i) |0〉

m2
Λc
− q2

+
〈0| η(i) |Λ∗c(q)〉 〈Λ∗c(q)| η̄(i) |0〉

m2
Λ∗c
− q2

+ Kontinuum . (3.43)

Hier setzt man die Definitionen der Zerfallskonstanten ein, wobei zu beachten ist,
dass sich für die hier auftretenden Dirac-adjungierten Ströme η̄ ergibt: 〈Λc(p)| η̄ |0〉 =
λ∗ΛcmΛc ūΛc(p), aber 〈Λ∗c(p)| η̄ |0〉 = −λ∗Λ∗c mΛ∗c ūΛ∗c (p) wegen ū = u+γ0 und dem bei
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3.1. Zweipunktsummenregeln

Λ∗c zusätzlich auftretenden γ5. Damit erhält man:

F (i)(q) =
|λ(i)

Λc
|2m2

Λc

m2
Λc
− q2

[uΛc(q) ūΛc(q)]−
|λ(i)

Λ∗c
|2m2

Λ∗c

m2
Λ∗c
− q2

[
γ5 uΛ∗c (q) ūΛ∗c (q) γ5

]
+ Kontinuum . (3.44)

Dabei wurde die implizit in dem vollständigen Satz der Zwischenzustände enthalte-
ne Summe über die Polarisationszustände genutzt. Die Kontinuumsbeiträge werden
in zwei Funktionen ρ1(s) und ρ2(s) für die beiden Dirac-Strukturen zusammenge-
fasst:

F (i)(q) =
|λ(i)

Λc
|2m2

Λc

m2
Λc
− q2

( 6q +mΛc)−
|λ(i)

Λ∗c
|2m2

Λ∗c

m2
Λ∗c
− q2

(− 6q +mΛ∗c )

+

∫ +∞

s0

ds

s− q2
[ρ

(i)
1 (s) 6q + ρ

(i)
2 (s)] . (3.45)

Man sieht, dass die beiden verschiedenen Paritätszustände mit unterschiedlichen
Dirac-Strukturen beitragen, was es damit auch erlaubt, sie in der Summenregel
voneinander zu unterscheiden.

Aus der QCD kann durch Operatorproduktentwicklung wieder die Korrelations-
funktion F (i)(q) = F

(i)
1 (q2)/q + F

(i)
2 (q2) berechnet werden. Nach Gleichsetzen der

beiden Darstellungen, Anwenden von Quark-Hadron-Dualität und Borel-Trans-
formation wie im vorigen Abschnitt erhält man dann:

F
(i)
1 (M2) = |λ(i)

Λc
|2m2

Λc exp

[
−
m2

Λc

M2

]
+ |λ(i)

Λ∗c
|2m2

Λ∗c
exp

[
−
m2

Λ∗c

M2

]
, (3.46)

F
(i)
2 (M2) = |λ(i)

Λc
|2m3

Λc exp

[
−
m2

Λc

M2

]
− |λ(i)

Λ∗c
|2m3

Λ∗c
exp

[
−
m2

Λ∗c

M2

]
. (3.47)

Die Funktionen F (i)
1 und F (i)

2 sind dabei in der Dispersionsdarstellung

F
(i)
(1,2)(q

2) =
1

π

∫ s0

m2
c

ds
ImF

(i)
(1,2)(s)

s− q2
bzw. F

(i)
(1,2)(M

2) =
1

π

∫ s0

m2
c

dsImF
(i)
(1,2)(s) e

− s
M2 .

(3.48)

Durch Lösen des obigen Gleichungssystems erhält man damit schließlich die Sum-
menregeln für die Zerfallskonstanten:

|λ(i)
Λc
|2m2

Λc(mΛc +mΛ∗c ) exp
[
−
m2

Λc

M2

]
= mΛ∗cF

(i)
1 (M2) + F

(i)
2 (M2) , (3.49)

|λ(i)
Λ∗c
|2m2

Λ∗c
(mΛc +mΛ∗c ) exp

[
−
m2

Λ∗c

M2

]
= mΛcF

(i)
1 (M2)− F (i)

2 (M2) . (3.50)
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Die Korrelationsfunktionen F (i)(q) wurden für Λc- und Σc-Baryonen in den Ver-
öffentlichungen [68, 69, 38] berechnet. Es ist allerdings zu beachten, dass dabei
größtenteils andere Definitionen der interpolierenden Ströme verwendet wurden,
und es daher nötig ist, diese auf die hier verwendeten zu übertragen:

• Für das Λc-Baryon wurde in [69] der interpolierende Strom

J
(I)
Λc

= (uTCγ5d)c+ b(uTCd)γ5c (3.51)

verwendet, wobei b ein freier, skalarer Parameter ist. Für b = 0 erhält man
somit leicht den in Gl. (2.11) definierten pseudoskalaren Strom: J (I)

Λ

∣∣
b=0

=

η
(P)
Λc

. In [38] wurden die beiden durch SU(3)flavour-Symmetrie motivierten
Ströme

J
(1)
Λc

=
1√
6

[
2(uTCγ5d)c+ (uTCγ5c)d− (dTCγ5c)u

]
(3.52)

J
(2)
Λc

=
1√
6

[
2(uTCd)γ5c+ (uTCc)γ5d− (dTCc)γ5u

]
(3.53)

eingeführt, die dort in der Form J
(II)
Λc

= J
(1)
Λc

+b J
(2)
Λc

zusammengefasst werden,
wobei b wie bei J (II)

Λc
ein freier Parameter ist. Durch eine Fierz-Transformation

(siehe z.B. [2]) können sie umgeformt werden zu:

J
(1)
Λc

=
1√
6

[
5

2
(uTCγ5d)c+

1

2
(uTCd)γ5c+

1

2
(uTCγ5γµd)γµc

]
, (3.54)

J
(2)
Λc

=
1√
6

[
1

2
(uTCγ5d)c+

5

2
(uTCd)γ5c−

1

2
(uTCγ5γµd)γµc

]
. (3.55)

Mit der Wahl b = −1
5
erhält man hier:

J
(II)
Λc

∣∣
b=− 1

5

= J
(1)
Λc
− 1

5
J

(2)
Λc

=

√
6

10
(η

(A)
Λc

+ 4η
(P)
Λc

) . (3.56)

Aus dem Strom J
(I)
Λc

∣∣
b=0

erhält man damit eine Zweipunktsummenregel für

|λ(P)
Λc
| und aus J (II)

Λc

∣∣
b=− 1

5

eine für
√

6
10

∣∣∣λ(A)
Λc

+ 4λ
(P)
Λc

∣∣∣, jeweils in der in Glei-
chung (3.49) angegebenen Form.

• Zur Bestimmung der Zerfallskonstanten von Σc wurde in [68] folgender Strom
gewählt:

JΣc = (uTCγ5c)u+ b(uTCc)γ5u . (3.57)

Dieser beschreibt zwar das Σ++
c -Baryon mit dem Quarkinhalt uuc, dessen

Zerfallskonstante ist jedoch aufgrund der Isospin-Symmetrie identisch zu der
von Σ+

c (in beiden Fällen sind die beiden leichten Quarks in einem symme-
trischen Zustand). Daher kann dieser Strom hier genutzt werden. Auch in
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diesem Fall kann mit Hilfe einer Fierz-Transformation folgende Form angege-
benen werden:

JΣc =
1− b

4
η

(I)
Σc

+
1 + b

8
η

(T )
Σc

, (3.58)

woraus folgt:

η
(I)
Σc

= 2JΣc

∣∣
b=−1

η
(T )
Σc

= 4JΣc

∣∣
b=+1

. (3.59)

Die expliziten Formeln dafür sind in Anhang A.2 gegeben und mit ihnen ist es mög-
lich, mit einer analogen Auswertung zum Fall der Mesonen, die Zerfallskonstanten
λ

(P)
Λc

und λ
(I)
Λc

zu bestimmen. Für Λc und Σc ergeben sich in guter Näherung die
gleichen Borel-Fenster M2

Λc/Σc
∈ [1, 0; 2, 0] GeV2 sowie sΛc/Σc

0 = 10, 0 ± 0, 5 GeV2,
mit welcher die Massen der Baryonen mit einer Genauigkeit von 10% aus den Sum-
menregeln reproduziert werden können.

Die Massen der beteiligten Hadronen lauten mΛc = 2, 286 GeV, mΣc = 2, 454 GeV,
mΛ∗c = 2, 595 GeV aus [17] und für Σ∗c wird der ebenda angegebene Σc(2800)-
Zustand verwendet der mitmΣ∗c = 2, 801 GeV auch die durch heavy-quark-Symmetrie
in etwa erwartete Massenrelation erfüllt:

mΣ∗c = mΣc + (mΛ∗c −mΛc) ' 2, 764 GeV . (3.60)

Nach einer Fehleranalyse erhält man damit die Endergebnisse:

λ
(P)
Λc

= (0, 0119 +0,0019
−0,0028)GeV2 ,

λ
(A)
Λc

= (0, 0151 +0,0037
−0,0039)GeV2 ,

λ
(I)
Σc

= (0, 0308 +0,0049
−0,0074)GeV2 ,

λ
(T )
Σc

= (0, 0608 +0,0090
−0,0148)GeV2 . (3.61)

3.2. Lichtkegel-Summenregeln

Zur Beschreibung hadronischer Wechselwirkungen ist die Betrachtung von Kor-
relationsfunktionen notwendig, an denen mindestens drei Hadronen bzw. interpo-
lierende Ströme beteiligt sind. Eine Möglichkeit dazu besteht in der Betrachtung
von Korrelationsfunktionen mit drei interpolierenden Strömen, den sogenannten
Dreipunktsummenregeln (Abb. 3.8), welche zur Berechnung vieler Übergangsam-
plituden erfolgreich angewandt wurden. Diese Methode hat allerdings auch einige
theoretische Probleme (siehe [70, 49, 52]), die ihre Nützlichkeit einschränken. Die
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Kapitel 3. QCD-Summenregeln

Abbildung 3.8.: Führender Beitrag der Operatorproduktentwicklung für die Kor-
relationsfunktion einer Dreipunktsummenregel des D → π-
Übergangs.

Kondensat-Entwicklung ist etwa nur in einem relativ eingeschränkten kinemati-
schen Bereich gültig, und es ist die Verwendung einer doppelten Dispersionsdarstel-
lung (siehe auch Kapitel 5) notwendig, die die Verwendung verschiedener Modelle
für die Quark-Hadron-Dualität notwendig macht.

Gegen Ende der 80er Jahre wurde eine andere Form der QCD-Summenregeln ent-
wickelt [71, 72, 73], die Lichtkegel-Summenregeln, bei der diese Probleme nicht
auftreten und die einen weiteren Einsatzbereich hat. Sie verbindet das Konzept der
QCD-Summenregeln mit den Methoden der Lichtkegelentwicklung und der Licht-
kegelverteilungsamplituden, welche zur Beschreibung exklusiver Prozesse mit hohen
Impulsüberträgen entwickelt wurden. Seitdem hat sie sich in vielen Anwendun-
gen als sehr nützliches Hilfsmittel zur Berechnung hadronischer Formfaktoren und
Kopplungskonstanten erwiesen. Für weitere Literatur siehe z.B. [49, 52]

3.2.1. Grundlegendes Konzept

Bei der Methode der Lichtkegel-Summenregeln werden Korrelationsfunktionen mit
zwei interpolierenden Strömen und einem (reellen) Hadron im Ein- oder Ausgangs-
zustand verwendet. Das Grundprinzip soll hier am Beispiel der Berechnung der
in (2.19) definierten D → π-Formfaktoren

〈π−(p) | d̄γµc | D0(p+ q)〉 = 2f+
Dπ(q2)pµ + (f+

Dπ(q2) + f−Dπ(q2))qµ (3.62)

gezeigt werden. Es wird folgende Korrelationsfunktion mit einem interpolierenden
Strom für das D-Meson, sowie dem Vektorstrom für den schwachen Übergang ge-
wählt:

Fµ(p, q) = i

∫
d4xeiq·x〈π(p)|T

{
d̄(x)γµc(x),mcc̄(0)iγ5u(0)

}
|0〉

= F (q2, (p+ q)2)pµ + F̃ (q2, (p+ q)2)qµ . (3.63)

Dabei sind F (q2, (p+q)2) und F̃ (q2, (p+q)2) zwei unabhängige Lorentz-Strukturen
der Korrelationsfunktion, aus denen man jeweils eine Summenregel für den entspre-
chend zugehörigen Formfaktor berechnen kann.
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3.2. Lichtkegel-Summenregeln

Der Pion-Zustand ist reell, also p2 = m2
π. Analog zu den Zweipunktsummenregeln

kann auch hier eine hadronische Darstellung gefunden werden:

F (p2, (p+ q)2) =
2m2

DfDf
+
Dπ(p2)

mc(m2
D − (p+ q)2)

+

∞∫
sh0

ds
ρ(s)

s− (p+ q)2
, (3.64)

F̃ (p2, (p+ q)2) =
m2
DfD(f+

Dπ(p2) + f−Dπ(p2))

mc(m2
D − (p+ q)2)

+

∞∫
sh0

ds
ρ̃(s)

s− (p+ q)2
. (3.65)

Eine Berechnung der Korrelationsfunktion aus der QCD wird wie bei den Zwei-
punktsummenregeln wiederummit einer Operatorproduktentwicklung erfolgen. Hier
wird eine spezielle Form, die sogenannte Lichtkegelentwicklung in Potenzen von x2,
verwendet, bei der bestimmte Terme der Operatorproduktentwicklung resummiert
werden und die im Folgenden beschrieben wird. In [49] wurde für den Prozess
π → γ∗γ∗ gezeigt, dass die entsprechende Korrelationsfunktion durch kurzreich-
weitige Beiträge vom Lichtkegel x2 = 0 dominiert wird, was die Anwendung der
Störungstheorie rechtfertigt, und dass daher die Lichtkegelentwicklung dort Gültig-
keit besitzt. Dieser Beweis kann auf Prozesse mit schweren Quarks verallgemeinert
werden [74, 75]. Die Lichtkegeldominanz ist allerdings nur gegeben, wenn q2 � m2

c

und (p+ q)2 � m2
c gelten, also das in der obigen Korrelationsfunktion auftretende

c-quark eine große Virtualität besitzt und das Produkt der c-Quark-Feldoperatoren
um x2 ∼ 0 entwickelt werden kann.

Zur Berechnung der Korrelationsfunktion (3.63) tragen in führender Ordnung die
beiden in Abbildung 3.9 gezeigten Diagramme bei, wobei in dieser Arbeit die Quark-
Antiquark- und die Quark-Antiquark-Gluon-Fock-Zustände des Pions betrachtet
werden (im Folgenden als Zwei- und Dreiteilchenbeitrag bezeichnet).

(a) (b)

Abbildung 3.9.: Der führende Zweiteilchen- und Dreiteilchen-Beitrag der Operator-
produktentwicklung für die Korrelationsfunktion des D → π/K-
Übergangs.
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Diese beiden Beiträge werden durch Kontraktion der c-Quarkfelder in (3.63) zum
Propagator

〈0|ciα(x)c̄jβ(0)|0〉 = −i
∫

d4k

(2π)4
e−ik·x

[
δij

/k +mc

m2
c − k2

+gs

1∫
0

dvGµνa(vx)

(
λa

2

)ij ( /k +mc

2(m2
c − k2)2

σµν +
1

m2
c − k2

vxµγν

)]
αβ

(3.66)

berücksichtigt, wobei die Herleitung der obigen Relation (Lichtkegelentwicklung des
c-Quark-Propagators) in [76] zu finden ist (siehe auch die entsprechende Bemerkung
in [77]). Im Folgenden soll der Zweiteilchen-Beitrag näher untersucht werden. Man
erhält für ihn:

Fµ(p, q) =

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ei(q−k)·x 1

m2
c − k2

〈π(p)| ū(x)γµ(/k +mc)mciγ5d(0) |0〉

= imc

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ei(q−k)·x 1

m2
c − k2

·
[
mc 〈π(p)| ū(x)γµγ5 d(0) |0〉+ kν 〈π(p)| ū(x)γµγνγ5 d(0) |0〉

]
. (3.67)

Betrachtet man nun das erste (nichtlokale) Matrixelement und führt eine Entwick-
lung nach lokalen Operatoren (wie in Gl. 3.18) durch:

ū(x)γµγ5 d(0) =
∞∑
n=0

1

n!
ū(0)

(←−
D · x

)n
γµγ5 d(0) , (3.68)

so erhält man eine Reihe aus Matrixelementen der folgenden, allgemeinen Lorentz-
Struktur:

〈π(p)|ū(0)
←−
Dα1

←−
Dα2 . . .

←−
Dαnγµγ5 d(0) |0〉

= (−i)npµpα1pα2 . . . pαnMn + (−i)npµgα1α2 . . . pαnM
′
n + · · · . (3.69)

Durch Einsetzen in die lokale Entwicklung (3.68) erhält man Terme mit (p · x)n

für die erste Struktur und entsprechende Potenzen von x2 in den weiteren Termen
(hier wird der Name Lichtkegelentwicklung bereits deutlich). Nach Durchführen der
Integrationen erhält man einen Beitrag zur Korrelationsfunktion der Form:

Fµ(p, q) ∼ 1

q2

∞∑
n=0

ξnMn +
4

q4

∞∑
n=2

ξn−2

n(n− 1)
M ′

n + · · · (3.70)

als Reihe in der Variablen ξ = 2p·q
m2
c−q2 = (p+q)2−q2

m2
c−q2 , die in der Regel ∼ 1 ist, wo-

mit die obige Entwicklung nicht nach einigen Termen abgebrochen werden kann.
Man erkennt allerdings, dass die obigen Summen über die jeweiligen Matrixele-
mente Mn,M

′
n, ... eine Reihenentwicklung in 1/q2 bilden, weswegen es sinnvoll ist,
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die Operatorproduktentwicklung nach diesen Größen durchzuführen, die damit zur
Lichtkegelentwicklung wird. Man kann zeigen, dass die so definierten Operatoren
in den einzelnen Termen der Entwicklung sich durch ihren sogenannten Twist aus-
zeichnen, der definiert ist als: Twist = Dimension − Spin. Das führende Matrix-
element 〈π(p)| ū(0)γµγ5 d(0) |0〉 aus dem obigen Beispiel etwa hat die kanonische
Dimension 2 ·3/2 = 3 und die Dirac-Struktur koppelt die Felder zu einem Operator
mit Spin 1, womit sich hier der führende Twist 2 ergibt. Die weiteren Terme der
Entwicklung haben dann Twist 4, 6, ... In dieser Entwicklung lassen sich nun die
nichtlokalen Matrixelemente in Gl. (3.67) durch sogenannte Lichtkegelverteilungs-
amplituden parametrisieren. Diese sollen im folgenden Abschnitt näher erläutert
werden.

3.2.2. Lichtkegel-Verteilungsfunktionen für π- und
K-Mesonen

Definition

Der führende Term zu Twist 2 in der Lichtkegelentwicklung des eben betrachteten
Matrixelements wird durch die Lichtkegelverteilungsamplitude ϕπ(u) parametri-
siert, die definiert ist als:

〈π(p)| ū(x)γµγ5 [x, 0] d(0) |0〉x2=0 = −ifπpµ

1∫
0

du eiup·xϕπ(u, µ) . (3.71)

Sie stellt anschaulich die Impulsverteilung eines leichten Quarks mit dem Bruchteil
u an der longitudinalen Impulskomponente des Pions dar. Als Impulsbruchteil des
Antiquarks taucht auch oft die Variable 1 − u auf, für die man die Abkürzung
ū = 1− u definiert. Entsprechend werden weitere Lichtkegelverteilungsamplituden
für andere Operatoren und höhere Terme in der Lichtkegelentwicklung definiert
(siehe dazu neben den folgenden Abschnitten etwa auch [63, 78]).

[x, 0] ist ein pfadgeordneter Eichfaktor („Wilson-Linie“), der benötigt wird, um die
Eichinvarianz der Definition zu gewährleisten:

[x, 0] = P exp

igs
1∫

0

dt xµAµ(tx)

 , (3.72)

wobei P für das pfadgeordnete Produkt steht. Arbeitet man in der Fock-Schwinger-
bzw. Lichtkegeleichung xµAµ = 0, was im Folgenden stets angenommen werden soll,
ist dieser Faktor 1 und braucht daher nicht weiter berücksichtigt zu werden. Die
Funktion ϕπ(u) ist normiert und aufgrund der G-Parität symmetrisch:

1∫
0

duϕπ(u) = 1 , ϕπ(u) = ϕπ(1− u) . (3.73)
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Da sich für x→ 0 aus dem nichtlokalen Matrixelement in (3.71) die Definition (2.3)
der Pion-Zerfallskonstanten fπ ergibt, taucht diese als fundamentaler Normierungs-
parameter auf. Die Skala µ ist die Faktorisierungsskala, die die Trennung von lang-
und kurzreichweitigen Anteilen beschreibt, analog zu den Vakuumkondensaten. In
großer Analogie zu diesen handelt es sich bei Lichtkegelverteilungsamplituden um
universelle (also prozessunabhängige) Größen, die die nichtperturbative Struktur
eines Hadrons beschreiben und in den Lichtkegel-Summenregeln an deren Stelle als
fundamentale Parameter verwendet werden. Der dem jeweils betrachteten Prozess
zugrunde liegende harte Streuprozess kann dagegen perturbativ durch eine Funk-
tion T

(t)
0(1)(q

2, (p+q)2, u, µ) beschrieben werden, die die kurzreichweitigen Anteile
enthält. Die Korrelationsfunktion kann somit in der folgenden, faktorisierten Form
geschrieben werden:

Fµ(p, q) =
∑
t

∫
du T (t)(q2, (p+q)2, u, µ)φ(t)(u, µ) , (3.74)

wobei die Summe über die verschiedenen Verteilungsamplituden zum Twist t läuft.

Nun folgt die vollständige Definition aller Pion-Zweiteilchen-Verteilungsamplituden
bis Twist 4 [63]:

〈π+(p)|ūiω(x1)djξ(x2)|0〉x2→0 =
iδij

12
fπ

∫ 1

0

du eiup·x1+iūp·x2

(
[/pγ5]ξωϕπ(u)

−[γ5]ξωµπφ
p
3π(u) +

1

6
[σβτγ5]ξωpβ(x1 − x2)τµπφ

σ
3π(u)

+
1

16
[/pγ5]ξω(x1 − x2)2φ4π(u)− i

2
[(6x1− 6x2)γ5]ξω

u∫
0

ψ4π(v)dv

)
. (3.75)

Die Verteilungsamplituden für das K-Meson sind völlig analog definiert und werden
in Gleichung (B.1) in Anhang B angegeben. Unterschiede zur Pion-Verteilungs-
amplitude, die sich in den verschiedenen Werten der Parameter bemerkbar machen,
werden dort sowie im folgenden Kapitel 4 noch angegeben und kommentiert. Die
Definition der Dreiteilchen-Verteilungsamplituden sind dort ebenfalls für das K-
Meson in (B.2) aufgeführt und sollen hier nicht noch einmal angegeben werden. Sie
sind denen für das Pion wieder völlig analog.

Konforme Entwicklung

Die oben definierten Lichtkegelverteilungsamplituden wurden ursprünglich und vor
der Entwicklung der Lichtkegel-Summenregeln im Zusammenhang mit den bereits
erwähnten harten, exklusiven Prozessen eingeführt [79, 80, 81], die von kurzreich-
weitigen Beiträgen vom Lichtkegel x2 ≈ 0 dominiert werden. Für die zugrunde
liegende Theorie sei hier auf die ausführliche Darstellung in [82] verwiesen. Hier
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wird lediglich eine wichtige Methode zu ihrer Beschreibung angegeben, die konfor-
me Entwicklung.

Die Funktion ϕπ(u, µ) genügt einer Renormierungsgruppengleichung

dϕπ(u, µ)

d lnµ
=

1∫
0

dw V (u,w)ϕπ(w, µ) , (3.76)

die als Efremov-Radyushkin-Brodsky-Lepage-Gleichung bekannt ist [79, 80], wobei
die Funktion V (u,w) (siehe [52]) perturbativ bestimmt werden kann. Unter Ver-
wendung der konformen Symmetrie der masselosen QCD ist es möglich, eine Ent-
wicklung in orthogonale Eigenfunktionen dazu zu finden, deren Koeffizienten mul-
tiplikativ renormierbar sind und nicht miteinander mischen. Eine ausführliche Dar-
stellung dieser Methode findet sich in [83]. Die so erhaltene konforme Entwicklung
wird standardmäßig zur Beschreibung der Lichtkegelverteilungsamplituden verwen-
det. Mit ihr ist es möglich, die longitudinalen und transversalen Freiheitsgrade zu
trennen, analog zur Partialwellenanalyse in der Quantenmechanik, bei der Radial-
und Winkelanteile getrennt werden.

Für ϕπ(u, µ) ergibt sie eine Reihe in Gegenbauer-Polynomen:

ϕπ(u, µ) = 6u(1− u)

(
1 +

∑
n=2,4,...

an(µ)C3/2
n (u− (1− u))

)
, (3.77)

wobei für das Pion die ungeraden Terme aufgrund der G-Parität verschwinden
müssen. (Beim Kaon ist dies nicht der Fall.) Die Koeffizienten an(µ) werden auch
Gegenbauer-Momente genannt und haben das durch die anomale Dimension [84]

γ
(n)
0 = CF

(
1− 2

(n+ 1)(n+ 2)
+ 4

n+1∑
m=2

1

m

)
(3.78)

gegebene Renormierungsverhalten. Da dieser Wert für höhere Terme in der Ent-
wicklung ansteigt, reicht es bei ausreichend großer Skala µ, nur die ersten Terme zu
betrachten. Der unter Skalenänderung konstante Teil der Entwicklung wird asymp-
totische Verteilungsamplitude genannt und lautet hier:

ϕ(as)
π (u) = ϕπ(u, µ→∞) = 6u(1− u) . (3.79)

Die Bestimmung der Momente ist durch Zweipunktsummenregeln möglich, jedoch
mit relativ großen Unsicherheiten behaftet. Alternativ können sie durch Anpassung
von Lichtkegel-Summenregel-Resultaten an experimentelle Daten, aus der Gitter-
QCD oder aus verschiedenen nichtperturbativen Modellen, wie Instanton- oder
Renormalon-Modellen, erhalten werden. Entsprechende konforme Entwicklungen
werden analog für die Verteilungsamplituden höheren Twists durchgeführt. Durch
die QCD-Bewegungsgleichungen bestehen zudem noch Zusammenhänge zwischen
Zwei- und Dreiteilchen-Amplituden. Die entsprechenden Ausdrücke für die Licht-
kegelverteilungsamplituden in der konformen Entwicklung, die in dieser Arbeit ver-
wendet werden, sind in Anhang B zusammengefasst.
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3.2.3. Berechnung des führenden Beitrags zu den
Summenregeln der D → π-Formfaktoren

Unter Verwendung der soeben vorgestellten Lichtkegelverteilungsamplituden des
Pions kann nun mit der Berechnung des führenden Zweiteilchenbeitrags desD → π-
Formfaktors in (3.67) fortgefahren werden. Das erste Matrixelement wurde im vori-
gen Abschnitt analysiert und die aus (3.75) zu entnehmende Lichtkegelentwicklung
bis Twist 4 lautet:

〈π(p)| ū(x)γµγ5 d(0) |0〉 = −ifπpµ

1∫
0

du eiup·x
(
ϕπ(u) +

1

16
x2φ4π(u)

)

− 1

2
fπxµ

1∫
0

du eiup·x
u∫

0

dvψ4π(v) . (3.80)

In das zweite Matrixelement wird die Relation

γµγν = gµν − iσµν (3.81)

eingesetzt und die Lichtkegelentwicklung der beiden resultierenden Matrixelemente
bis Twist 3 verwendet, die ebenfalls aus (3.75) entnommen wird:

〈π(p)| ū(x)γ5 d(0) |0〉 = −ifπµπ

1∫
0

du eiup·xφp3π(u) , (3.82)

〈π(p)| ū(x)σµνγ5 d(0) |0〉 = i
fπµπ

6
(pµxν − pνxµ)

1∫
0

du eiup·xφσ3π(u) . (3.83)

Es ist dabei zu beachten, dass die beiden Matrixelemente in (3.67) zu zwei separaten
Lichtkegelentwicklungen führen. Man kommt somit auf:

Fµ(p, q) = im2
cfπ

1∫
0

du

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ei(q−k+up)·x 1

m2
c − k2

·
[
− ipµ

(
ϕπ(u) +

1

16
x2φ4π(u)

)
− 1

2
xµ

u∫
0

dvψ4π(v)

− i µπ
mc

φp3π(u) +
µπ

6mc

(pµxν − pνxµ)φσ3π(u)

]
. (3.84)

Zur weiteren Berechnung ist es nun möglich, die im Integrand auftretenden Terme,
die proportional zu einer Potenz des Ortsvektors xµ sind, durch Ableitungen −i ∂

∂qµ
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zu ersetzen, was auf der folgenden, allgemeinen Relation beruht:∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
f(k)xµei(q−k+up)·x

=

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
f(k)

(
−i ∂
∂qµ

ei(q−k+up)·x
)

= −i ∂
∂qµ

(∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
f(k)ei(q−k+up)·x

)
= −i ∂

∂qµ

(
f(k)

∣∣∣
k=q+u p

)
= −i ∂

∂qµ
f(q + u p) . (3.85)

Nach diesem Schritt ist es dann problemlos möglich, die x- und k- Integrale auszu-
führen, was über eine δ-Distribution zur Ersetzung k → q + u p führt. Damit wird
der Faktor k2 im Nenner des c-Quark-Propagators zu:

k2 → (q + u p)2 = q2 + 2u p · q + u2 p2

= u(p+ q)2 − u p2 − u q2 + u p2 + q2

= u(p+ q)2 + (1− u)q2 − u(1− u)m2
π . (3.86)

In der hier durchgeführten Rechnung wird im chiralen Limesmu = md = mπ = 0 ge-
arbeitet und die Pionmasse vernachlässigt, allerdings die Größe µπ = m2

π/(mu+md)
endlich gehalten. (In späteren Anwendungen mit der Kaon- oder Nukleon-Masse
werden diese nicht vernachlässigt und der entsprechende Massenterm muss dort
ebenfalls berücksichtigt werden.) Nach Durchführen der sich ergebenden Ableitun-
gen nach qµ erhält man schließlich:

F0(q2, (p+ q)2) = m2
cfπ

1∫
0

du

m2
c − q2ū− (p+ q)2u

{
ϕπ(u) +

µπ
mc

uφp3π(u)

+
µπ

6mc

[
2 +

m2
c + q2

m2
c − q2ū− (p+ q)2u

]
φσ3π(u)− m2

cφ4π(u)

2
(
m2
c − q2ū− (p+ q)2u

)2

− u

m2
c − q2ū− (p+ q)2u

u∫
0

dvψ4π(v)

}
. (3.87)

Hier erkennt man, dass die 1/mc-Unterdrückung des Twist 3-Terms gegenüber dem
Twist 2-Term numerisch durch den Parameter µπ > mc ausgeglichen wird, so dass
die Twist 3-Terme den größten Teil zur Korrelationsfunktion liefern, was sich auch in
der späteren numerischen Auswertung bestätigt. Der Dreiteilchenbeitrag ist durch
den im Vergleich zu den anderen Faktoren kleinen Parameter f3π relativ stark
unterdrückt. Die höheren Terme mit Potenzen von xµ aus der Lichtkegelentwicklung
führen über die Ableitungen zu höheren Potenzen des Propagatornenners:

1

D
:=

1

m2
c − q2ū− (p+ q)2u

, (0 ≤ u ≤ 1) , (3.88)
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woraus man beispielsweise eine starke Unterdrückung des Twist 4- zum Twist 2-
Term in der Größenordung ∼ δ2

π/D mit δ2
π ∼ Λ2

QCD erkennen kann. Auch dies wird
in der späteren Auswertung bestätigt. Für die bisher nicht berechneten Twist 5-
Korrekturen erwartet man demnach eine ähnliche Unterdrückung. Man erkennt
hier gut, dass die Unterdrückung höherer Terme durch die Lichtkegelentwicklung
nur dann gültig ist, wenn q2 und (p+q)2 in (3.88) wesentlich kleiner als m2

c gehalten
werden, also das c-Quark ausreichend virtuell ist.

Die so berechnete Korrelationsfunktion wird nun in die Form einer Dispersionsrela-
tion überführt, was entweder durch explizite Bildung des Imaginärteils, oder dazu
äquivalent und technisch einfacher über eine Substitution u → s mit u = m2

c−q2

s−q2

(sowie einer entsprechenden für den Dreiteilchenanteil) möglich ist. Analog zu den
Zweipunktsummenregeln wird nun über die Quark-Hadron-Dualität der Kontinu-
umsbeitrag abgezogen und dazu der Parameter sD0 eingefügt. Nach Rücktransfor-
mation auf die Variable u und Anwendung der Borel-Transformation:

B(p+q)2→M2

{ 1

Dn

}
=

1

(n− 1)!un(M2)n−1
e−

m2
c−q

2ū

uM2 (3.89)

erhält man schließlich das Endergebnis:

F0(q2,M2, sD0 ) = m2
cfπ

1∫
u0

du e−
m2
c−q

2ū

uM2

{
ϕπ(u)

u

+
µπ
mc

(
φp3π(u) +

1

6

[2φσ3π(u)

u
−
(
m2
c + q2

m2
c − q2

)
dφσ3π(u)

du

])

+
1

m2
c − q2

(
− m2

c u

4(m2
c − q2)

d2φ4π(u)

du2
+ uψ4π(u) +

u∫
0

dvψ4π(v)

)}
, (3.90)

mit u0 = m2
c−q2

sD0 −q2 . Die Berechnung des Dreiteilchenbeitrags wird mit den entspre-
chenden Definitionen (B.2) in ähnlicher Weise ausgeführt und soll hier nicht wie-
dergegeben werden. Das Ergebnis kann in [63] für den analogen Fall des B-Mesons
gefunden werden, von wo ebenfalls die Ausdrücke für f+

Dπ(q2) + f−Dπ(q2) zu entneh-
men sind. Zudem sind sie für das K-Meson in Anhang B zusammengefasst und
im anschließenden Kapitel 4 folgt eine ausführliche Analyse der Ergebnisse unter
Einbeziehung von αs-Korrekturen.

Die hier angegebenen Lichtkegel-Summenregeln wurden zudem in [77, 85] erfolg-
reich zur Berechnung der Kopplungskonstanten gDD∗π und gBB∗π genutzt, wozu man
die Korrelationsfunktion in einer doppelte Spektraldichte darstellt. Ein ähnliches,
weiterentwickeltes Verfahren wird in Kapitel 5 zur Berechnung der hadronischen
Kopplungskonstanten für Λc und Σc vorgestellt.
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3.2.4. Lichtkegel-Verteilungsfunktionen und -Summenregeln
für Baryonen

Analog zur Definition (3.75) für das Pion ist die Definition der Lichtkegelvertei-
lungsamplituden des führenden Dreiteilchen-Fock-Zustands des Nukleons möglich,
die in Kapitel 5 benötigt werden. Diese wurden in [86] als wesentliche Erweiterung
der früheren Analyse [87] eingeführt. Eine aktuelle Zusammenfassung ist im Anhang
von [88] gegeben. Das Matrixelement, das die Verteilungsamplituden definiert, kann
in 24 Dirac-Strukturen aufgespalten werden:

4 〈0| εijkuiα(a1x)ujβ(a2x)dkγ(a3x) |N(P )〉
= S1mNCαβ (γ5uN)γ + S2m

2
NCαβ (6xγ5uN)γ + P1mN (γ5C)αβ (uN)γ

+P2m
2
N (γ5C)αβ (6xuN)γ +

(
V1 +

x2m2
N

4
VM1
)

(6PC)αβ (γ5uN)γ

+V2mN (6PC)αβ (6xγ5uN)γ + V3mN (γµC)αβ (γµγ5uN)γ

+V4m
2
N (6xC)αβ (γ5uN)γ + V5m

2
N (γµC)αβ (iσµνxνγ5uN)γ

+V6m
3
N (6xC)αβ (6xγ5uN)γ +

(
A1 +

x2m2
N

4
AM1

)
(6Pγ5C)αβ (uN)γ

+A2mN (6Pγ5C)αβ (6xuN)γ +A3mN (γµγ5C)αβ (γµuN)γ

+A4m
2
N (6xγ5C)αβ (uN)γ +A5m

2
N (γµγ5C)αβ (iσµνxνuN)γ

+A6m
3
N (6xγ5C)αβ (6xuN)γ +

(
T1 +

x2m2
N

4
T M1

)
(P νiσµνC)αβ (γµγ5uN)γ

+T2mN (xµP νiσµνC)αβ (γ5uN)γ + T3mN (σµνC)αβ (σµνγ5uN)γ

+T4mN (P νσµνC)αβ (σµρxργ5uN)γ + T5m
2
N (xνiσµνC)αβ (γµγ5uN)γ

+T6m
2
N (xµP νiσµνC)αβ (6xγ5uN)γ + T7m

2
N (σµνC)αβ (σµν 6xγ5uN)γ

+T8m
3
N (xνσµνC)αβ (σµρxργ5uN)γ . (3.91)

Dabei ist xµ ein Lichtkegelvektor mit x2 = 0. (In einigen Referenzen wird auch die
Notation z dafür verwendet.) Zu jeder Struktur ist jeweils eine Funktion F defi-
niert, die von P · x, den Lichtkegel-Koordinaten ai = {a1, a2, a3} der Quarkfelder
und der Faktorisierungsskala µ abhängt, was in der obigen Notation unterdrückt ist.
Die Notationen S, T ,V ,A, T stehen jeweils für die Skalar-, Pseudoskalar-, Vektor-,
Axialvektor- und Tensor-Struktur des Diquark-Zustands. Die Funktionen VM1 ,AM1
T M1 beschreiben die ersten x2-Korrekturterme zu den Strukturen führenden Twists
(s.u.) der Lichtkegelentwicklung. Weitere werden hier nicht in Betracht gezogen,
genauso wenig wie höhere Fock-Zustände des Nukleons, da die hier auftretenden
Strukturen wesentlich umfangreicher und schwerer zu behandeln sind, als im Fal-
le der Mesonen. Ferner ist in der obigen Definition ebenfalls das Auftreten dreier
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Eichfaktoren (3.72) zwischen den Quarkfeldern nötig, die unter Annahme der Ver-
wendung der Lichtkegeleichung nicht angeschrieben werden.

Die oben definierten Strukturen (die mit kalligraphischen Buchstaben notiert sind)
haben allerdings im Gegensatz zum Meson-Fall keinen definierten Twist, sondern
es ist eine entsprechende weitere Aufspaltung nötig (für Details siehe [86]). Somit
ergeben sich 24 Verteilungsamplituden F mit definiertem Twist (mit Druckbuch-
staben notiert), die wie in Tabelle 3.1 angegeben mit den oben definierten Dirac-
Strukturen zusammenhängen. Dabei haben die Strukturen V1, A1 und T1 Twist 3,
S1, P1, V2, V3, A2, A3, T2, T3 und T7 Twist 4, S2, P2, V4, V5, A4, A5, T4, T5 und T8 Twist
5, sowie V6, A6 und T6 Twist 6. Die Funktionen VM1 ,AM1 T M1 sind die x2-Korrekturen
zu den Twist 3-Termen haben somit den Twist 5.

F F F F
S1 S1 2(P ·x)S2 S1 − S2

P1 P1 2(P ·x)P2 P2 − P1

V1 V1 2(P ·x)V2 V1 − V2 − V3

2V3 V3 4(P ·x)V4 −2V1 + V3 + V4 + 2V5

4(P ·x)V5 V4 − V3 4 (P ·x)2 V6 −V1 + V2 + V3 + V4 + V5 − V6

A1 A1 2(P ·x)A2 −A1 + A2 − A3

2A3 A3 4(P ·x)A4 −2A1 − A3 − A4 + 2A5

4(P ·x)A5 A3 − A4 4 (P ·x)2A6 A1 − A2 + A3 + A4 − A5 + A6

T1 T1 2(P ·x)T2 T1 + T2 − 2T3

2T3 T7 2(P ·x)T4 T1 − T2 − 2T7

2(P ·x)T5 −T1 + T5 + 2T8 4 (P ·x)2 T6 2T2 − 2T3 − 2T4 + 2T5 + 2T7 + 2T8

4(P ·x)T7 T7 − T8 4 (P ·x)2 T8 −T1 + T2 + T5 − T6 + 2T7 + 2T8

VM1 V M
1 AM1 AM1

T M1 TM1

Tabelle 3.1.: Zusammenhang der in (3.91) definierten Dirac-Strukturen F der
Nukleon-Verteilungsamplituden mit den entsprechenden Funktionen
F definierten Twists.

Diese Funktionen werden nun wie im Meson-Fall allgemein in Abhängigkeit der
Anteile xi (mit i = 1, 2, 3) des longitudinalen Nukleon-Impuls geschrieben:

F (a1, a2, a3, P · x) =

∫
dx1dx2dx3δ(1−x1−x2−x3)e−i(P ·x)

∑
i xiaiF (xi) . (3.92)

Die bis zur nächstführenden Ordnung aus der konformen Entwicklung erhaltenen
Ausdrücke für die Lichtkegelverteilungsfunktionen wurden ebenfalls in [88, 89] an-
gegeben und sind in Anhang C zusammengefasst.
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D → π`ν`- und D → K`ν`-
Formfaktoren aus
Lichtkegel-Summenregeln

Die semileptonischen Zerfälle D → π`ν` und D → K`ν` bieten eine viel verspre-
chende Möglichkeit, die CKM -Matrixelemente |Vcd| und |Vcs| aus experimentellen
Daten zu bestimmen. Die Formel für die Zerfallsbreite ist (unter Vernachlässigung
der Leptonmasse) von folgender Gestalt:

Γ
(
D0 → π−(K−) `+ν`

)
=

G2
F

24π3

∣∣Vcd(s)

∣∣2 q2
max∫
0

dq2
∣∣f+
Dπ(K)(q

2)
∣∣2 λ(q2) . (4.1)

Dabei ist q2 das Quadrat des Impulsübertrags auf das `ν`-Paar, q2
max = (mD −

mπ(K))
2 und die Funktion λ(q2) berücksichtigt den Phasenraum. Die Formfaktoren

f+
Dπ(q2) und f+

DK(q2) wurden in (2.19) definiert. Die differentielle Zerfallsbreite dΓ
dq2

ist also direkt proportional zum Produkt aus den Betragsquadraten des Formfaktors
und des CKM -Matrixelements |Vcd| bzw. |Vcs|.

Mit Hilfe der Lichtkegel-Summenregeln können die Formfaktoren berechnet wer-
den, was in diesem Abschnitt im Detail vorgestellt werden soll. Umgekehrt bietet
sich zudem die Möglichkeit, Werte für |Vcd| und |Vcs|, die aus anderen Prozessen
bekannt sind, einzusetzen, und durch Vergleich mit dem Experiment die Resultate
der Lichtkegel-Summenregeln zu überprüfen. Es liegen gute experimentelle Daten
zu beiden Prozessen aus jüngerer Zeit [90, 91], sowie aus einigen älteren Studien
[92, 93, 94, 95] vor.

Die hier verwendeten Formeln zur Berechnung der Formfaktoren wurden bereits
für die semileptonischen Zerfälle B → π`ν` und B → K`ν` erfolgreich angewandt
[63, 96]. Die Anwendung für den Zerfall B → π`ν` ist eine der bedeutendsten und
am besten ausgearbeiteten Anwendungen der Lichtkegel-Summenregeln [77, 97, 98,
99, 100, 63]) und wird erfolgreich zur Bestimmung von |Vub| verwendet.
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Für die Anwendung auf D-Mesonen wurden einige notwendige Korrekturen und
verschiedene Verbesserungen angebracht, und die Formeln - und insbesondere auch
deren numerischen Auswertung - eingehend überprüft. Mittels der in Abschnitt 2.4
eingeführten Parametrisierungen können die Ergebnisse zudem auch in den Bereich
größerer q2 (wo die Lichtkegelsummenregeln nicht anwendbar sind) extrapoliert wer-
den. Eine erfolgreiche Beschreibung der experimentellen Daten für D-Mesonen ist
außerdem auch ein wichtiger Test der Anwendbarkeit der Methode für B-Mesonen.

Diese Arbeit stellt eine ausführliche Aktualisierung älterer Studien dar [101, 102],
die - auch aufgrund der neuen experimentellen Daten - sehr naheliegend ist. Die
Ergebnisse dieses Abschnittes sind einer der Hauptpunkte dieser Dissertation und
wurden in [103] veröffentlicht. Eine darauf aufbauende Anwendung der hier ent-
wickelten Methoden auf das ursprüngliche Gebiet der B-Meson-Zerfälle wurde in
[104] durchgeführt.

Im folgenden Abschnitt werden zuerst die Formeln der Lichtkegel-Summenregeln
zusammengefasst und deren Berechnung erläutert. Daran schließt sich eine Präsen-
tation der numerischen Resultate und die damit mögliche Bestimmung von |Vcd|
und |Vcs| an. Schließlich wird unter Verwendung der Parametrisierungen eine Ex-
trapolation der Ergebnisse in den gesamten physikalischen Bereich durchgeführt.

4.1. Die Lichtkegel-Summenregeln der D → π-
und D → K-Formfaktoren

4.1.1. Zusammenfassung der Summenregeln

Die Dominanz der Korrelationsfunktion durch Beiträge mit x2 = 0, also die An-
wendbarkeit der Lichtkegelentwicklung, ist bereits in Abschnitt 3.2 besprochen wor-
den und erfordert (p + q)2, q2 � m2

c . Die Borel-Variable M2 entspricht negativen
Werten von (p+q)2 in ihrer Größenordnung in der Korrelationsfunktion (siehe [49])
und daher erfüllt dies für den hier zu wählenden M2-Bereich die Bedingung. Für q2

dürfen jedoch nur solche Werte verwendet werden, die nicht zu nah bei q2
max ≈ m2

c

liegen. Aus früheren Analysen ist bekannt, dass der Gültigkeitsbereich unterhalb
einer Skala m2

c − 2mcχ mit χ ∼ 0, 5GeV liegt [101] (für weitere Details siehe die in
Abschnitt 3.2 genannten Referenzen [74, 75]). Das schränkt die Anwendbarkeit auf
q2 . 1GeV für D → π und q2 . 0GeV für D → K ein, weswegen in dieser Arbeit
nur Ergebnisse für q2 ≤ 0 aus den Lichtkegel-Summenregeln berechnet werden.

Die Herleitung der Lichtkegel-Summenregeln für den Zerfall D → π`ν` wurde in
Abschnitt 3.2 für die Terme der Lichtkegelentwicklung bis Twist 4 gezeigt und für
D → K`ν` erhält man mit den K-Meson-Verteilungsamplituden ebenfalls entspre-
chende Ausdrücke. Heute sind die Summenregeln für die semileptonischen Zerfälle
schwerer Mesonen in π- und K-Mesonen in führender Ordnung in αs bis zu Twist
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4, sowohl im Zwei- als auch im Dreiteilchen-Beitrag der Lichtkegelverteilungsampli-
tuden bekannt. Darüber hinaus wurden auch die αs-Korrekturen in erster Ordnung
zu den Twist 2- und Twist 3-Zweiteilchen-Beiträgen berechnet.

Wie bereits erwähnt, sind diese aktuellen Ergebnisse für B-Meson-Zerfälle in [63, 96]
dargelegt. Weitere Details zur Herleitung dieser Ausdrücke finden sich auch in [105].
QCD-Summenregeln, die schwere Quarks mit endlicher Masse behandeln, haben
den Vorteil, dass die Formeln für jeden Quarkflavour gültig sind, der mit den in der
Rechnung durchgeführten Annahmen verträglich ist. Sie können also problemlos
für B- als auch für D-Mesonen verwendet werden, indem einfach die entsprechen-
den Skalen und Eingabewerte, wie z.B. die Quarkmasse, passend gewählt werden.
In diesem Abschnitt werden die Ausdrücke für die Summenregeln komplett darge-
legt, wichtige Punkte für ihre Herleitung erklärt, sowie die numerischen Resultate
berechnet.

Im Vergleich zu den vorausgehenden Studien [101, 102] der D → π/K-Zerfälle
wurden in dieser Arbeit einige wichtige Verbesserungen vorgenommen:

• In [63, 96] wurde erstmals durchgehend das MS-Schema für die schwere
Quarkmasse verwendet, das im Gegensatz zum vorher verwendeten Polmas-
senschema geeigneter für die perturbative Berechnung der Operatorprodukt-
entwicklung ist. Dies wurde motiviert durch die in [64] ebenfalls in diesem
Schema durchgeführte Zweipunktsummenregel-Rechnung für fB, die damit
nun konsistent in den Lichtkegel-Summenregeln verwendet werden kann.

• Die Zerfallskonstante fD wird hier allerdings nicht aus Zweipunktsummenre-
geln, sondern aus einer aktuellen experimentellen Bestimmung [66] verwendet,
die eine Reduktion des Unsicherheitsbereichs im Vergleich zu vorigen Anwen-
dungen erlaubt.

• Neben dem in Gleichung (3.30) angegebenen, aktuellen Wert für die charm-
Quark-Masse mc(mc) sind ebenfalls neuere und genauere Eingabewerte für
die Summenregeln verfügbar, nämlich die strange-Quark-Masse [106, 107] und
die Parameter der π- undK-Meson-Lichtkegelverteilungsamplituden [78]. Für
die führenden Parameter der Pion-Verteilungsamplituden werden ferner die
in [63] durch einen Fit an experimentelle Daten gewonnenen Werte genutzt.

• Die wichtigste Neuerung ist die bereits erwähnte Extrapolation der Formfak-
toren aus dem Bereich q2 ≤ 0 unter Verwendung der Parametrisierungen, die
es erlauben, ihre Form im gesamten physikalischen Bereich anzugeben.

Im Folgenden werden die Lichtkegel-Summenregeln für die Formfaktoren des D →
π`ν`-Übergangs vorgestellt, die in (2.19) definiert wurden. Völlig analog definiert
man die Formfaktoren für den D0 → K−-Zerfall, deren Behandlung weitgehend
analog zum Pion-Fall ist, indem man d → s und π− → K− ersetzt. Aufgrund
der (mit sehr guter Näherung gültigen) Isospin-Symmetrie gelten einfache Zusam-
menhänge zwischen den Formfaktoren unterschiedlicher Ladungszustände der Me-
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sonen. Man kann leicht zeigen, dass f±D+→π0 = 1√
2
f±D0→π− gilt (daher wird hier

nur f±Dπ := f±D0→π− betrachtet), sowie dass die Formfaktoren für D+ → K0 und
D0 → K− gleich sind (welche mit f±DK bezeichnet werden).

Zur Herleitung der Lichtkegel-Summenregeln mit π-Meson-Verteilungsamplituden
wird die in Gleichung (3.63) eingeführte Korrelationsfunktion (siehe Abb. 3.9) ver-
wendet:

F π
µ (p, q) = i

∫
d4xeiq·x〈π(p)|T

{
d̄(x)γµc(x),mcc̄(0)iγ5u(0)

}
|0〉

= F π(q2, (p+ q)2)pµ + F̃ π(q2, (p+ q)2)qµ . (4.2)

Durch die Ersetzung d → s und π → K erhält man auch hier leicht die analoge
Definition FK

µ für D → K.

Die Berechnung der Korrelationsfunktionen durch die Lichtkegelentwicklung bis
zur Ordnung αs führt zu einem Ausdruck, der die folgende allgemeine Darstellung
besitzt:[
F π(q2, (p+q)2)

]
OPE

=
∑
t=2,3,4

F π,t
0 (q2, (p+q)2)+

αsCF
4π

∑
t=2,3

F π,t
1 (q2, (p+q)2) . (4.3)

Die einzelnen Funktionen F π,t
n (q2, (p+ q)2) stehen dabei für die jeweiligen Beiträge

mit Twist t und Ordnung O
(
(αs)

n
)
für n = 0, 1. Jede kann allgemein dargestellt

werden als Faltung einer perturbativ berechneten Funktion T (t)
n mit entsprechenden

Lichtkegelverteilungsamplituden φ(t)
π , wie in Gleichung (3.74) beschrieben:

F π,t
0(1)(q

2, (p+ q)2) =

∫
Du T (t)

0(1)(q
2, (p+q)2,m2

c , u, µ)φ(t)
π (u, µ) . (4.4)

Du ist dabei eine allgemeine Notation für die Integration über die Zwei- oder
Dreiteilchen-Impulsverteilung. Die Zweiteilchenbeiträge zur Ordnung α0

s wurden
in Gleichung (3.87) bereits angegeben und die Dreiteilchenbeiträge sind in [63] zu
finden. Dort wurden zudem die Funktionen F π,t

1 (q2, (p+q)2) für die αs-Korrekturen
zu den Twist 2- und Twist 3-Termen berechnet:

F1(q2,M2, sD0 ) =
fπ
π

sD0∫
m2
c

dse−s/M
2

∫ 1

0

du

{
ImsT1(q2, s, u)ϕπ(u)

+
µπ
mc

[
ImsT

p
1 (q2, s, u)φp3π(u) + ImsT

σ
1 (q2, s, u)φσ3π(u)

]}
. (4.5)

Die Ausdrücke T (t)
1 (q2, s, u) werden aufgrund ihres großen Umfangs in dieser Ar-

beit nicht wiedergegeben und können ebenfalls aus [63] entnommen werden. Die
Notation Ims bedeutet, dass der Imaginärteil der Funktion als analytische Fortset-
zung in der Variablen s zu nehmen ist. Für die Twist 3-Verteilungsamplituden wird
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zudem nur die Näherung der asymptotischen Ausdrücke verwendet, um Komplika-
tionen bei der Mischung mit Twist 2 zu vermeiden (siehe [63]). Das Ergebnis für
den D → π-Fall lautet schließlich

f+
Dπ(q2) =

em
2
D/M

2

2m2
DfD

( ∑
t=2,3,4

F π,t
0 (q2,M2, sD0 ) +

αsCF
4π

∑
t=2,3

F π,t
1 (q2,M2, sD0 )

)
, (4.6)

und ein entsprechender Ausdruck ist für (f+
Dπ + f−Dπ) mit Funktionen F̃ π aus den

oben genannten Quellen und ohne den Vorfaktor 1/2 gegeben.

Zur Berechnung der Korrelationsfunktion FK
µ für die D → K-Formfaktoren müs-

sen im Vergleich zu D → π einige Effekte der nun nicht mehr vernachlässigba-
ren s-Quark-Masse berücksichtigt werden. Zuerst muss bei der Herleitung nun
p2 = m2

K 6= 0 (insbesondere im c-Quark-Propagator, in dem sich ein zusätz-
licher Term +m2

Kuū ergibt) berücksichtigt werden. Zudem müssen SU(3)flavour-
verletzende Effekte in den K-Verteilungsamplituden berücksichtigt werden, die für
das Pion nicht vorhanden waren. Für Twist 2 tritt etwa fK an die Stelle von fπ
und es sind andere Gegenbauer-Momente zu verwenden, insbesondere a1, das für
das Pion null war, und welches die auf den verschiedenen Quarkmassen beruhende
Asymmetrie in der Impulsverteilung der Quarkmassen widerspiegelt. Im Allgemei-
nen ist auch aK2 6= aπ2 . Für höhere Twists sind ebenfalls neue Normierungsparameter
µπ → µK = m2

K/(mu + ms), f3π → f3K und δ2
π → δ2

K , etc. zu verwenden. Zudem
erhalten diese Verteilungsamplituden Beimischungen der Ordnung O(m2

K) aus der
Twist 2-Verteilungsamplitude.

Die vollständigen Ausdrücke für die K-Verteilungsamplituden unter Berücksichti-
gung dieser Effekte wurden in [78] angegeben und sind hier zusammen mit den
Lichtkegel-Summenregeln für die D → K-Formfaktoren in Anhang B wiedergege-
ben. Letztere beruhen durch b → c und B → D auf den Summenregeln in der
erfolgreich durchgeführten Analyse für B → K`ν` [96]. Für die αs-Korrekturen
ist es allerdings nötig, die Näherung ms = mK = 0 zu verwenden, da die Rech-
nung ansonsten technisch erheblich anspruchsvoller würde und bisher noch nicht
durchgeführt werden konnte. Im Anhang B wurde jedoch im Dreiteilchenanteil zu
Twist 3 ein in [96] aufgetretener Fehler und zudem fehlende m2

K-Korrekturen in
den Twist 4-Verteilungsamplituden aus [78] korrigiert. Diese haben auf die nume-
rischen Resultate allerdings nur einen geringen Einfluss. Es wurde ebenfalls ein
Vergleich der Resultate mit [102] angestellt, die dortigen Formeln können jedoch
nicht vollständig reproduziert werden.

4.1.2. Wahl der Eingabeparameter und numerische
Auswertung

Die Berechnung der Formfaktoren geschieht durch Auswertung der Integralaus-
drücke unter Verwendung der unten folgenden Werte. Dabei wurden bei der Aus-
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wertung der Funktionen F π,t
1 (q2, (p+ q)2) für die αs-Korrekturen zwei verschiedene

Methoden verwendet, die ebenfalls im nächsten Kapitel noch einmal Anwendung
finden. Eine Methode besteht in der analytischen Auswertung der in (4.5) auftre-
tenden Imaginärteile, die in das Integral eingesetzt und danach numerisch integriert
werden. Diese Imaginärteile sind in [63] explizit angegeben und stellen komplizier-
te Ausdrücke dar, die aufgrund des Auftretens von Distributionen, etc. zudem eine
sorgfältige und teilweise schwierige numerische Berechnung notwendig machen. Das
Auftreten komplizierter, numerischer Integralrechnungen ist typisch für Lichtkegel-
Summenregeln, und es wurde eine ausführliche Überprüfung der Ergebnisse durch
mehrere unabhängige Berechnungen durchgeführt.

Die zweite, alternative Berechnungsmethode, wurde in [63, 96] vorgeschlagen und
verwendet und für genauere Details sei dorthin verwiesen. Sie beruht auf einer
Umformung des Integrationsweges in (4.5) in der komplexen Ebene, die aufgrund
der Analyzität der hier verwendeten Funktionen möglich ist. Mit dieser Methode
ist nicht nur die explizite Bildung der oben genannten Imaginärteile nicht nötig,
sondern es können auch Probleme in der Integration, die die numerische Auswer-
tung erschweren (wie das Auftreten von Singularitäten) vermieden werden. Unter
Kenntnis der Korrelationsfunktion F1(q2, (p+ q)2) ist zudem auf direkte Weise (oh-
ne Substitution, etc.) die numerische Berechnung der Borel-transformierten und
Kontinuum-subtrahierten Funktion F1(q2,M2, s0) durchführbar. Eine solche Aus-
wertung ist natürlich ebenfalls für die Korrelationsfunktion F0(q2, (p+ q)2) in füh-
render Ordnung möglich und wird im nachfolgenden Kapitel 5 für die gesamten
Summenregeln verwendet. Die Übereinstimmung beider Methoden wurde einge-
hend geprüft, um die Verlässlichkeit der numerischen Auswertung sicherzustellen.

Nun werden die Eingabewerte für die Berechnung der Summenregeln spezifiziert.
Für die c-Quark-Masse wird der bereits bei den Zweipunktsummenregeln in Gl. (3.30)
erwähnte Wert m̄c(m̄c) = (1, 29 ± 0, 03)GeV im MS-Schema verwendet. Für die
Masse des s-Quarks wird der die beiden neueren QCD-Summenregel-Analysen
[106, 107] mit einer Genauigkeit von O(α4

s) abdeckende Wert

ms(µ = 2GeV) = (98± 16)MeV (4.7)

verwendet. Aus der chiralen Störungstheorie können die folgenden Relationen zur
Bestimmung der leichten Quarkmassen mu und md genutzt werden [108]:

R =
2ms

mu +md

= 24, 4± 1, 5 , Q2 =
m2
s − (mu +md)

2/4

m2
d −m2

u

= (22, 7± 0, 8)2 . (4.8)
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In dieser Arbeit wird wie oben erwähnt im chiralen Limes mu = md = mπ = 0
gearbeitet, mit der Ausnahme der Parameter µπ und µK . Diese können mit den
obigen Werten berechnet werden zu:

µπ(2 GeV) =
m2
πR

2ms(2 GeV)
= (2, 43± 0, 42) GeV ,

µK(2 GeV) =
m2
K

ms(2 GeV)
[
1 + 1

R

(
1− R2−1

4Q2

) ] = (2, 42± 0, 39) GeV . (4.9)

Wie bereits bei den Zweipunktsummenregeln wird auch hier eine einheitliche Skala
µ = 1, 4 GeV für die Renormierungs- und Faktorisierungsskalen verwendet, welche
analog zum bereits in Gleichung (3.34) angegeben Wert µ ∼

√
m2
D −m2

c gewählt
wird. Die Ergebnisse der Formfaktoren werden in einem Bereich 1, 0 < µ < 3, 0GeV
variiert, um die auf dem Skalenverhalten beruhende Unsicherheit zu berücksichti-
gen.

Als Hadron-Massen werden mD0 = 1, 865 GeV, mπ± = 139, 6 MeV und mK± =
493, 7 MeV für die Summenregeln verwendet und für die Parametrisierungen sind
ferner die MassenmD∗ = 2, 01GeV undmD∗s = 2, 112GeV notwendig (alle aus [59]).
Die Zerfallskonstanten für Pion und Kaon haben die Werte fπ = 130, 4 MeV und
fK = 155, 5 MeV [59]. Diese sind im Vergleich zu den anderen Eingabeparametern
mit großer Genauigkeit bekannt und der Unsicherheits- oder Fehlerbereich braucht
hier nicht betrachtet zu werden.

Für fD wird in dieser Berechnung bereits der in Abschnitt 3.1 angegebene Wert
fD+ = 205, 8 ± 8, 9MeV aus der Messung des leptonischen Zerfalls D → `ν`
[66] verwendet. Aufgrund der Isospin-Symmetrie wird fD0 = fD± angenommen.
In der experimentellen Analyse wurde allerdings die Näherung |Vcd| = |Vus| mit
|Vus| = 0, 2255 ± 0, 0019 [59] benutzt, um fD aus der gemessenen Zerfallsbreite zu
bestimmen, die proportional zum Produkt fD|Vcd| ist. In der weiteren Auswertung
wird lediglich dieses gemessene Produkt - ohne die zusätzliche Annahme über die
CKM -Matrixelemente - verwendet, was eine Reduktion der Unsicherheit des erhal-
tenen Ergebnisses erlauben wird. Aus diesem Grund und da dieser Wert eine relativ
große Genauigkeit besitzt, wird er hier anstatt dem Summenregel-Wert verwendet.
Letzterer wäre zwar wichtig, um eine gewisse Aufhebung der µ-Abhängigkeiten in
den Lichtkegel-Summenregeln zur Ordnung α1

s zu gewährleisten, jedoch ist dieser
Effekt als gering einzuschätzen und die Verwendung des experimentellen Werts
stellt eine größere Verbesserung der Genauigkeit des Formfaktors dar.

Die führenden nichtperturbativen Parameter der π-Lichtkegelverteilungsamplituden
aπ2 (1GeV) = 0, 16 ± 0, 01 und aπ4 (1GeV) = 0, 04 ± 0, 01 wurden in [63] durch eine
Anpassung der Summenregelberechnung an experimentelle Werte für den B → π-
Formfaktor gewonnen und werden hier verwendet. Sie stimmen im Rahmen der
Ungenauigkeit mit den in [78] zusammengefassten Ergebnissen anderer Analysen
überein. Für dieK-Verteilungsamplituden wurde in [109] der Wert aK1 = 0, 10±0, 04
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aus Zweipunktsummenregeln mit einer Genauigkeit von O(α2
s) erhalten und schließ-

lich wird noch aK2 = 0, 25 ± 0, 15 [110, 78] verwendet. Alle anderen Gegenbauer-
Momente werden vernachlässigt, was fürD-Formfaktoren eine noch bessere gerecht-
fertigte Näherung ist als für B, wie in [102] erwähnt. Zudem wurde auch numerisch
überprüft, dass eine Einbeziehung solcher Momente in einer Größenordnung der
eben genannten zu keiner signifkanten Änderung der Ergebnisse führt. Die neben
(4.9) auftretenden Parameter für die Twist 3- und 4-Verteilungsamplituden wer-
den [78] entnommen. Sie sind in Tabelle B.1 im Anhang B mit ihren jeweiligen
Unsicherheitsbereichen angegeben. Ihre Skalenabhängigkeit ist ebenfalls in [78] zu
finden, und für das Pion auch in [63] zusammengefasst. Da die Parameter f3π ' f3K

der nichtasymptotischen Beiträge zur Twist 3-Verteilungsamplitude vergleichsweise
klein sind, rechtfertigt dies die Verwendung der asymptotischen Ausdrücke in den
αs-Korrekturen zu Twist 3.

Schließlich sind noch die Summenregel-Parameter M2 und sD0 festzulegen, was
durch numerische Auswertungen analog zu Abschnitt 3.1 geschieht. Der Borel-
Parameter sollte groß genug sein, um die Unterdrückung höherer Twist-Terme zu
gewährleisten, aber wieder klein genug, um die höher angeregten Zustände zu un-
terdrücken. Hier wird der bereits in [101] benutzte Wertebereich M2 = (4, 5 ±
1, 0) GeV2 verwendet und es wurde geprüft, dass in diesem die höheren Terme
der Lichtkegelentwicklung unterdrückt sind (die Twist-4-Beiträge bleiben < 5% des
Twist-2-Beitrags) und dass der Kontinuumsbeitrag < 10% der gesamten Korrelati-
onsfunktion ausmacht. Mit dem verwendeten Wertebereich sD0 = (7, 0± 0, 5) GeV2

wird ferner die D-Meson-Masse mit 2% aus der Korrelationsfunktion reproduziert.
Diese Wahl der Parameter ist ebenfalls konform mit vorhergehenden Studien, sowie
Erwartungen aus der heavy-quark-Symmetrie (siehe etwa [99, 111, 112]).

4.2. Ergebnisse für die Formfaktoren und
Bestimmung von |Vcd| und |Vcs|

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Formfaktoren bei q2 = 0 angegeben
und daraus die CKM -Matrixelemente |Vcd| und |Vcs| bestimmt. Daraufhin werden
die Ergebnisse bei q2 6= 0 vorgestellt, die mit Hilfe der Parametrisierungen aus
Abschnitt 2.4 gewonnen wurden.

4.2.1. Ergebnisse für die Formfaktoren bei q2 = 0

Zuerst werden die Ergebnisse für die Formfaktoren f+
Dπ(0) und f+

DK(0) bei q2 = 0
sowie ihr Unsicherheitsbereich unter Variation der jeweiligen Eingabeparameter in
Tabelle 4.1 angegeben. Dabei wird die Größe der noch nicht bekannten Beiträge
von Twist 5 abgeschätzt, indem für ihn das selbe Verhältnis zum Twist 3-Term
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Abbildung 4.1.: Die Abhängigkeit der Formfaktoren f+
Dπ(0) und f+

DK(0) vom Borel-
Parameter M2.

angenommen wird, das zwischen Twist 4 und Twist 2 besteht. Eine Ausnahme ist
der Formfaktor f+

Dπ(K) + f−Dπ(K) bei dem in den Summenregeln kein Twist 2-Term
in führender Ordnung existiert. Hier wird der Twist 5- Beitrag gleich dem von
Twist 4 angenommen. Um die Effekte höherer Gegenbauer-Momente aK3 und aK4
auf die D → K-Formfaktoren abzuschätzen, werden für diese die Werte aK3 = ±aK1
und aK4 = ±aπ4 verwendet und die Variation der daraus resultierenden Ergebnisse
betrachtet. Kleinere Unsicherheitseffekte wie durch die Variation von αs werden hier
nicht aufgeführt, aber in der Gesamtunsicherheit berücksichtigt. Die unter µπ und
µK angeführten Unsicherheiten für die Größen aus Gl. (4.9) stammen von direkter
Variation der entsprechenden Eingabeparameter.

Die Abhängigkeit von M2 ist in Abbildung 4.1 gezeigt und zeigt einen sehr stabi-
len Verlauf, wie auch die µ-Abhängigkeit in Abbildung 4.2. In Tabelle 4.2 werden

Formf.
M2 µ sD0 (fD)exp mc

ms Gegenbauer- Tw.5
Zentralwert µπ,K Momente (Schätzg.)

f+
Dπ(0)

0, 667
+0,003
−0,001

+0,04
−0,003 ±0, 01 ±0, 03

+0,005
−0,006

+0,08
−0,06 ±0, 001 (aπ2,4) ±0, 017

f+
DK(0) ±0, 003 (aK1 )

0, 754
+0,001
−0,0004

+0,04
−0,006 ±0, 01 ±0, 03

+0,005
−0,007

+0,09
−0,06 ±0, 03 (aK2 ) ±0, 001

±0, 01 (aK3,4)

Tabelle 4.1.: Die Werte der Formfaktoren f+
Dπ(0) und f+

DK(0) aus Lichtkegelsum-
menregeln (4.6) mit den aus den einzelnen Eingabeparametern resul-
tierenden Unsicherheiten.
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Abbildung 4.2.: Die Abhängigkeit der Formfaktoren f+
Dπ(0) und f+

DK(0) von der
Renormierungs- und Faktorisierungsskala µ.

Contribution f+
Dπ(0) f+

Dπ(q2 = −2 GeV2) f+
DK(0) f+

DK(q2 = −2 GeV2)
Tw.2 LO 35,9% 32,9% 36,2% 33,7%
Tw.2 NLO 6,3% 8,4% 6,0% 7,9%
Tw.3 LO 66,0% 59,5% 67,9% 58,9%
Tw.3 NLO -9,5% -2,9% -10,1% -2,9%
Tw.4 LO 1,4% 2,2% -0,07% 2,4%

Tabelle 4.2.: Relative Beiträge der einzelnen Terme der Lichtkegelentwicklung zu
den Formfaktoren f+

Dπ(q2) und f+
DK(q2). Dabei bedeutet LO die Ord-

nung O(α0
s) („leading order“) und NLO die Ordnung O(α1

s) („next to
leading order“).

ferner die verschiedenen Twist-Beiträge zu den Formfaktoren f+
Dπ(q2) und f+

DK(q2)
bei q2 = 0 und q2 = −2 gezeigt, wobei der negative Bereich durch die später fol-
gende Betrachtung der Parametrisierungen motiviert ist. Man erkennt hier sehr gut
die Lichtkegelunterdrückung der Twist 4- gegenüber den Twist 2-Termen und den
durch den Faktor µπ/mc > 1 verursachten größeren Beitrag von Twist 3 gegenüber
Twist 2 (die wie oben erwähnt beides führende Terme von separaten Lichtkegelent-
wicklungen sind). Auch die αs-Korrekturen stellen sich als klein heraus.

Durch quadratische Addition aller Einzelunsicherheiten ergibt sich schließlich das
folgende Ergebnis für die f+

Dπ/K(q2)-Formfaktoren:

f+
Dπ(0) = 0, 67+0,10

−0,07, (4.10)

f+
DK(0) = 0, 75+0,11

−0,08 . (4.11)
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und für f+
Dπ/K(q2) + f−Dπ/K(q2) erhält man:

f+
Dπ(0) + f−Dπ(0) = 0, 46+0,12

−0,09, (4.12)

f+
DK(0) + f−DK(0) = 0, 60+0,12

−0,09. (4.13)

Wie aus der hadronischen Darstellung (3.64) erkennbar ist, sagen die Lichtkegel-
Summenregeln immer das Produkt von fD und den Formfaktoren voraus. Diese
werden hier für den Formfaktor f+

Dπ/K(q2) noch angegeben, da sie vom experi-
mentellen Wert für fD unabhängig sind (und daher eine geringere Unsicherheit
besitzen).

fDf
+
Dπ(0) = 137+19

−14 MeV, (4.14)
fDf

+
DK(0) = 155+21

−15 MeV. (4.15)

In der Bestimmung des Verhältnisses dieser beiden Formfaktoren fällt fD ebenfalls
heraus und es ergibt sich ein merkliche Reduktion der Unsicherheit. Man erhält:

f+
Dπ(0)

f+
DK(0)

= 0, 88± 0, 05 . (4.16)

Die oben genannten Ergebnisse für f+
Dπ(0) und f+

DK(0) werden in Tabelle 4.3 mit
Gitter-QCD-Resultaten und älteren Bestimmungen durch Lichtkegel-Summenregeln
verglichen, mit denen sie eine gute Übereinstimmung zeigen. Im Vergleich zu [101]
ist außerdem eine erkennbare Verbesserung der Genauigkeit erreicht worden.

Weiterhin werden hier einige charakteristische Parameter für die Formfaktoren an-
gegeben, die in [116] definiert wurden und für spätere Analysen von Bedeutung
sind.

Der Parameter δ für D → π-Übergang ist durch das Verhältnis der beiden Struk-
turen f+

Dπ(0) und f+
Dπ(0) + f−Dπ(0) definiert und ergibt sich zu:

δDπ = 1 +
f−Dπ(0)

f+
Dπ(0)

= 0, 69± 0, 09 . (4.17)

Methode [Ref.] f+
Dπ(0) f+

DK(0)
Gitter-QCD [113] 0, 57± 0, 06± 0, 02 0, 66± 0, 04± 0, 01

[114] 0, 64± 0, 03± 0, 06 0, 73± 0, 03± 0, 07
[115] 0, 74± 0, 06± 0, 04 0, 78± 0, 05± 0, 04

LCSR [101] 0, 65± 0, 11 0, 78+0,2
−0,15

[102] 0, 63± 0, 11 0, 75± 0, 12

diese Arbeit 0, 67+0,10
−0,07 0, 75+0,11

−0,08

Tabelle 4.3.: Vergleich von verschiedenen Methoden zur Bestimmung der Formfak-
toren f+

Dπ(0) und f+
DK(0).
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Die Steigung des Formfaktors f+
Dπ(q2) bei q2 = 0 wird durch den Parameter βDπ

beschrieben, für den man hier:

βDπ =

[(
m2
D −m2

π

f+
Dπ(0)

)
df 0
Dπ(q2)

dq2

∣∣∣
q2=0

]−1

= 1, 4± 0, 3 (4.18)

erhält. Daraus ergibt sich die Kombination

1 + 1/βDπ − δDπ = 1, 02± 0, 18 , (4.19)

deren Wert in [91] experimentell bestimmt wurde zu 1 + 1/βDπ − δDπ = 0, 93 ±
0, 09± 0, 01 und mit dem eine gute Übereinstimmung besteht. Die entsprechenden
Parameter für den D → K-Übergang lauten:

δDK = 0, 79± 0, 07, βDK = 1, 6± 0, 4 , (4.20)

womit sich:
1 + 1/βDK − δDK = 0, 84± 0, 17 (4.21)

ergibt, was ebenfalls mit dem experimentellen Wert 1 + 1/βDK − δDK = 0, 89 ±
0, 04± 0, 01 [91] konsistent ist.

4.2.2. Bestimmung von |Vcd| und |Vcs|

Aktuelle Daten des CLEO-Experiments wurden in [91] an verschiedene Parametri-
sierungen der Formfaktoren (Abschnitt 2.4) angepasst, um die Werte für f+

Dπ(0)|Vcd|
und f+

DK(0)|Vcs| zu bestimmen. Nun sollen unter Zuhilfenahme der oben vorgestell-
ten Ergebnisse der Formfaktoren die Werte für |Vcd| und |Vcs| ermittelt werden.
Dazu wird hier, wie bereits in Abschnitt 4.1.2 erwähnt, der in [66] experimentell
bestimmte Wert für das Produkt

fD|Vcd| = 46, 4± 2, 0MeV (4.22)

verwendet. Das Ergebnis für f+
Dπ(0)|Vcd| aus [91] wurde durch eine Messung des

in q2-Bins aufgeteilten Spektrums des D → πeν-Zerfalls bestimmt, das an eine
bestimmte Form der z-Parametrisierung gefittet wurde:

f+
Dπ(0)|Vcd| = 0, 150± 0, 004± 0, 001 . (4.23)

Bildet man das Produkt dieser beiden experimentellen Größen, so ist es möglich
durch Verwendung des in (4.14) angegebenen Resultats der Lichtkegel-Summen-
regeln einen Wert für |Vcd|2 zu erhalten. Aus diesem ergibt sich:

|Vcd| = 0, 225± 0, 005± 0, 003 +0,016
−0,012 . (4.24)

Die beiden ersten Fehlerbereiche stellen dabei die Unsicherheiten von (4.22) und
(4.23) dar und der dritte die des Summenregel-Resultats. Das obige Ergebnis hat
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nicht nur den Vorteil, dass keine zusätzlichen Annahmen nötig sind, sondern vor
allem dass man das Quadrat von |Vcd| erhält, was es erlaubt die durch die Be-
stimmung des Formfaktors verursachte relative Unsicherheit (4.14) im Endergeb-
nis (4.24) etwa zu halbieren. Unter Verwendung eines Gitter-QCD-Ergebnisses für
f+
Dπ(0) [114] (siehe Tab. 4.3), der nahe am hier erhaltenen liegt, wurde in [91] der
Wert |Vcd| = 0, 234± 0, 007± 0, 002± 0, 025 ermittelt, mit dem das obige Ergebnis
gut übereinstimmt.

Nun kann das Verhältnis von |Vcd| und |Vcs| bestimmt werden, indem man Gl. (4.23)
teilt durch den experimentellen Wert:

f+
DK(0)|Vcs| = 0, 719± 0, 006± 0, 005 . (4.25)

Dieser wurde durch einen entsprechenden Fit an D → Keνe-Daten gewonnen [91].

Unter Verwendung von (4.16) erhält man damit:

|Vcd|
|Vcs|

= 0, 236± 0, 006± 0, 003± 0, 013 , (4.26)

wobei die ersten beiden Fehlerbereiche aus den quadratisch addierten experimen-
tellen Unsicherheiten in (4.23) und (4.25) hervorgehen und der dritte wieder von
den Lichtkegel-Summenregeln herrührt. Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem für
|Vcd|/|Vcs|, welches man aus dem in [91] unter Verwendung des Gitter-QCD-Wertes
[114] für f+

DK(0) bestimmten |Vcs| = 0, 985 ± 0, 009 ± 0, 006 ± 0, 103 gewinnt. Die
Ergebnisse (4.24) und (4.26) dieses Abschnittes sind zudem verträglich mit den
Annahmen |Vcd| = |Vus| und |Vcs| = |Vud|.

4.3. Ergebnisse für die Formfaktoren bei q2 6= 0

und deren Parametrisierungen

In diesem Abschnitt sollen die in dieser Arbeit berechneten D → π- und D → K-
Formfaktoren an die in Abschnitt 2.4 defnierten Parametrisierungen angepasst wer-
den, um Vorhersagen im Bereich 0 ≤ q2 < t− machen zu können. Die Region
0 ≤ q2 � m2

c , in der die Lichtkegel-Summenregeln angewendet werden können,
ist allerdings nicht ausreichend groß, um eine solche Parametrisierung mit hinrei-
chender Genauigkeit zu gestatten. Daher werden hier Werte für die Formfaktoren
im Bereich q2

min < q2 < 0 genutzt, die zwar nicht den semileptonischen Zerfall
beschreiben, aber für die der Formfaktor, wie in Abschnitt 2.3 erklärt, analytisch
fortgesetzt werden kann und die in dieser Region der `π(K) → νlD-Streuung ent-
sprechen würden (die allerdings praktisch nahezu unmessbar ist).

Im Bereich q2 < 0 können die Lichtkegel-Summenregeln problemlos angewandt
werden, mit noch besserer Rechtfertigung als bei q2 = 0, da die Virtualität des
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c-Quarks in der Korrelationsfunktion dort noch größer ist. Hier wird jedoch |q2|
nicht zu groß gewählt, sondern als untere Grenze q2

min = −2 GeV2 verwendet,
wofür es mehrere Motivationen gibt: Zum einen gelten in diesem Bereich immer
noch die in 4.1.2 für q2 = 0 gewählten Werte für M2, sD0 und µ und können somit
über den gesamten Bereich einheitlich verwendet werden. Zum anderen würden
Werte für |q2| � µ2,m2

c zu großen Logarithmen in der αs-Korrekturen führen, die
die perturbative Entwicklung verschlechtern, und die untere Grenze u0 der in den
Lichtkegel-Summenregeln auftretenden Integrale würde sich zu sehr 1 annähern und
somit die Auswertung der Lichtkegelentwicklung erschweren.

Für die Formfaktoren f+
Dπ(q2) und f+

DK(q2), welche im Folgenden betrachtet werden,
wurden zusätzlich zu den in (4.10) und (4.11) angegeben Werten bei q2 = 0 weitere
Werte für die auf q2 = 0 normierten Formfaktoren f+

Dπ(K)(q
2)/f+

Dπ(K)(0) an einer
Reihe äquidistanter Punkte im Bereich −2 GeV2 < q2 ≤ 0 berechnet und die theo-
retische Unsicherheit mit dem selben Verfahren wie in Abschnitt 4.2.1 bestimmt.
Diese normierten Formfaktoren geben die funktionale Form der Formfaktoren wie-
der. Sie sind unabhängig von fD und im Vergleich zu f+

Dπ(K)(0) heben sich einige
der Unsicherheiten weg. Sie eignen sich in Kombination mit diesem Wert besser für
die hier durchgeführte Analyse. Die dafür erhaltenen Ergebnisse sowie direkt für
die Formfaktoren f+

Dπ(K)(q
2) sind in den Abbildungen 4.3 und 4.4 gezeigt.

Die normierten Formfaktoren wurden nun an die in Abschnitt 2.4 vorgestellten
Parametrisierungen (2.40) und (2.47) angepasst. Für die z-Parametrisierung (2.47)
wird dabei das für diese Analyse relevante Intervall q2

min = −2 GeV2 < q2 ≤ t− auf
einen kleinstmöglichen Bereich |z| < 0, 22 für D → π und |z| < 0, 09 für D → K
abgebildet, was eine schnelle Konvergenz der Reihe garantiert. Aus den Ergebnissen
zeigt sich, dass beide Parametrisierungen die Ergebnisse im Bereich q2 ≤ 0 gut be-
schreiben. Ein ebenfalls durchgeführter Fit an eine Ein-Pol-Parametrisierung führte
zu einer Polmasse kleiner als mD∗

(s)
, widerspricht zudem den experimentellen Daten

und ist daher nicht geeignet.

In Tabelle 4.4 sind die erhaltenen Parameter αDπ und αDK für die BK-Parametri-
sierung angegeben und werden mit Ergebnissen der Gitter-QCD [114] verglichen.
Sie sind genauer als die in der früheren Analyse [101] bestimmten, in der zusätzlich
zum Formfaktor bei q2 = 0 die durch Lichtkegel-Summenregeln bestimmte D∗Dπ-
Kopplungskonstante mit ihrer zusätzlichen Unsicherheit genutzt wurde.

Methode Ref. f+
Dπ(q2) f+

DK(q2)

LCSR bei q2 ≤ 0 diese Arbeit αDπ = 0,21+0,11
−0,07 αDK = 0,17+0,16

−0,13

Experiment [91] αDπ=0,21±0,07±0,02 αDK =0,30±0,03±0,01
Gitter-QCD [114] αDπ=0,44±0,04±0,07 αDK =0,50±0,04±0,07

Tabelle 4.4.: Die in dieser Arbeit bestimmten Parameter der BK-Parametrisierung
im Vergleich mit Werten der Gitter-QCD.
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Abbildung 4.3.: Die Formfaktoren f+
Dπ(q2) (oben) und f+

DK(q2) (unten). Die Er-
gebnisse aus den Lichtkegel-Summenregeln und ihre Unsicherhei-
ten (Punkte mit Fehlerbalken bei q2 < 0) wurden an eine z-
Parametrisierung angepasst (durchgezogene Linie, sowie die gestri-
chelten für den Unsicherheitsbereich) und mit Messergebnissen der
CLEO-Kollaboration [90] (Punkte mit Fehlerbalken bei q2 > 0) ver-
glichen, zu deren Bestimmung |Vcd| bzw. |Vcs| aus [59] verwendet
wurden.
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Für die z-Parametrisierung (2.47) wurden verschiedene Anzahlen an Termen in der
Reihe betrachtet. Für N = 2 bleibt nur ein freier Parameter b1 (b2 wird durch (2.45)
bestimmt), für den man erhält:

bDπ1 = −0, 8+0,3
−0,4 , bDK1 = −0, 9+0,7

−0,8 . (4.27)

Die Auswertungen für N = 3 und N = 4 zeigen sehr ähnliche Ergebnisse. Die
aus Unitarität resultierenden Einschränkungen [46, 45] wurden ebenfalls überprüft
und beginnen erst bei N ≥ 5 für die Bestimmung der Koeffizienten bk wirksam
zu werden. (Siehe auch [117].) Daher wird hier die z-Parametrisierung (die weni-
ger modellabhängig ist, als die Polmodelle) mit N = 2 für die Beschreibung der
Formfaktoren im weiteren Verlauf der Analyse verwendet.

Durch Extrapolation erhält man damit schließlich eine Vorhersage im gesamten
Bereich q2 ≤ t− = (mD −mπ(K))

2 = 2, 98 GeV2(1, 88 GeV2) der semileptonischen
Zerfälle. Diese wird in Abbildung 4.3 mit in q2-Bins gemessenen, experimentellen
Werten [90] verglichen. Zur Bestimmung der Formfaktoren aus den Daten wurden
dabei die Mittelwerte der Particle Data Group [59] |Vcd| = 0, 230 ± 0, 011 und
|Vcs| = 1, 04 ± 0, 06 verwendet. Die Ergebnisse für die normierten Formfaktoren
(die unabhängig vom Wert bei q2 = 0 sowie den CKM-Matrixelementen sind)
sind in Abbildung 4.4 gezeigt und werden mit einem dreiparametrigen Fit der z-
Parametrisierung an experimentelle Daten [91] verglichen, welche gut mit diesen
übereinstimmen. (Da in [91] eine andere Form der z-Parametrisierung verwendet
wurde, können die Parameter nicht direkt verglichen werden.)

Unter Verwendung dieser Ergebnisse für die z-Parametrisierung können nun die
Werte für die totale semileptonische Zerfallsbreite berechnet werden, die (mit m` =
0) gegeben ist durch:

Γ(D0 → π−`+ν`)

|Vcd|2
=

G2
F

24π3

(mD−mπ)2∫
0

dq2

[(
m2
D +m2

π − q2

2mD

)2

−m2
π

] 3
2

|f+
Dπ(q2)|2 ,

(4.28)
sowie den entsprechenden Ausdruck für Γ(D0 → K−`+ν`)/|Vcs|2.

Für D → π kann auch hier wieder eine größere Genauigkeit erzielt werden, indem
man analog zum vorigen Abschnitt das Produkt fDf+

Dπ(0) betrachtet. Multipliziert
man beide Seiten der obigen Gleichung (4.28) mit f 2

D (und verwendet die Isospin-
Näherung fD0 = fD±) und ersetzt ihn auf der linken Seite der Gleichung durch die
leptonische Zerfallsbreite, die durch

Γ(D+ → `+ν`) =
G2
F

8π
|Vcd|2f 2

Dm
2
`mD

(
1− m2

`

m2
D

)2

(4.29)

gegeben ist, so erhält man das Ergebnis:

Γ(D0 → π−`+ν`)Γ(D± → `±ν`)

|Vcd|4
= (4, 7+1,4

−0,9) · 10−28 GeV 2 . (4.30)
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Abbildung 4.4.: Die aus Lichtkegel-Summenregeln bestimmten normierten Formfak-
toren für D → π (oben) und D → K (unten) im Bereich q2 < 0
(Punkte mit Fehlerbalken), deren Fit an die z-Parametrisierung
(durchgezogene Linie, sowie die gestrichelten für den Unsicher-
heitsbereich) im Vergleich mit der experimentellen Bestimmung
[91] (schraffierte Bereiche).

Unter Verwendung der experimentellen Werte für die von der CLEO-Kollaboration
gemessenen Verzweigungsverhältnisse: BR(D0 → π−e+ν`) = 0, 288 ± 0, 008 ±
0, 003% [91], BR(D+ → µ+νµ) = (3, 82 ± 0, 32 ± 0, 09) · 10−4 [66], und
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τD± = (1, 040± 0, 007) ps, τD0 = (0, 4101± 0, 0015) ps [59], erhält man somit:

|Vcd| = 0, 221± 0, 002± 0, 005 +0,017
−0,011 , (4.31)

wobei die Unsicherheitsbereiche jeweils von den semileptonischen und den lepto-
nischen Verzweigungsverhältnissen sowie den Lichtkegel-Summenregeln stammen.
Hier wurde auch Gebrauch vom gemessenen Spektrum von f+(q2)|Vcd| gemacht, wo-
mit dieses Ergebnis eine gewisse Unabhängigkeit von dem des vorigen Abschnitts
besitzt.

Für das Verhältnis der semileptonischen Zerfallsbreiten erhält man:

|Vcs|2

|Vcd|2
Γ(D0 → π−`+ν`)

Γ(D0 → K−`+ν`)
= 1, 65± 0, 2 . (4.32)

Mit den CLEO-Ergebnissen für die Verzweigungsverhältnisse des Zerfalls BR(D0 →
K−e+ν`) = 3, 50±0, 03±0, 04% [91] sowie der oben angegeben für den leptonischen
Zerfall erhält man hier:

|Vcd|
|Vcs|

= 0, 223± 0, 003± 0, 002± 0, 015 , (4.33)

wobei die Fehler von den semileptonischen D → π- und D → K-Verzweigungs-
verhältnissen sowie den Lichtkegelsummenregeln (4.32) stammen. Eine Betrachtung
der Daten aus anderen Experimenten [93, 94, 95] (die gut mit den CLEO-Daten
übereinstimmen) würde hier den Rahmen sprengen und wird daher nicht angege-
ben.

Abschließend werden die skalaren Formfaktoren f 0
Dπ(K)(q

2) betrachtet, die unter
Ausnutzung der Summenregel-Ergebnisse für f+

Dπ(K)(q
2), sowie [f+

Dπ(K)(q
2)+

f−Dπ(K)(q
2)] aus (3.64) gewonnen werden. Die Ergebnisse werden analog zu oben

im Bereich negativer q2-Werte an die z-Parametrierung (2.47) ohne den D∗(s)-Pol-
Faktor, der hierbei nicht auftritt, angepasst. Für N = 2 ergibt sich für die Parame-
ter:

bf
0,Dπ

1 = −2, 6+0,3
−0,5, bf

0,DK
1 = −3, 3+0,6

−0,8 . (4.34)

Die Vorhersage für die Formfaktoren ist in Abbildung 4.5 gezeigt.

In [114] wurden Ergebnisse aus der Gitter-QCD für f 0
Dπ und f 0

DK in Form einer
BK-Parametrisierung angegeben:

f 0
Dπ(K)(q

2) =
1

1− q2/(βDπ(K)m2
D∗

(s)
)
, (4.35)

wobei die Werte βDπ = 1, 41±0, 06±0, 07, βDK = 1, 31±0, 07±0, 13 angegeben sind.
Diese sind konsistent mit den durch Anpassung an die Lichtkegel-Summenregeln
erhaltenen Werte βDπ = 1, 25 ± 0, 2 und βDK = 1, 3+0,4

−0,3, welche allerdings eine
größere Unsicherheit besitzen.
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Abbildung 4.5.: Die skalaren Formfaktoren f 0
Dπ(K), die aus Anpassung der Ergeb-

nisse aus Lichtkegel-Summenregeln im Bereich q2 < 0 an die z-
Parametrierung bestimmt wurden. Zur Darstellung gelten die sel-
ben Hinweise wie in Abbildung 4.3.

Durch eine Extrapolation der Formfaktoren zum (unphysikalischen) Punkt q2 = m2
D

erhält man

f 0
Dπ(m2

D) = 1, 40+0,21
−0,14 , f 0

DK(m2
D) = 1, 29+0,23

−0,16 . (4.36)
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Diese Ergebnisse können mit der approximativen Relation [118]

lim
q2→m2

D

f 0
Dπ(K)(q

2) = fD/fπ(K) = 1, 58± 0, 07 (1, 32± 0, 06) (4.37)

verglichen werden, wobei die experimentell bestimmenWerte der Zerfallskonstanten
[17, 66] genutzt wurden.
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Kapitel 5.

Lichtkegel-Summenregeln für
Λc→N- und Σc→N-Übergänge

In diesem Abschnitt wird eine Lichtkegel-Summenregel-Analyse der Λc → N - und
Σc → N -Übergänge durchgeführt, aus denen sowohl die Formfaktoren, als auch die
hadronischen Λc(Σc)ND

(∗)-Kopplungskonstanten bestimmt werden. Als Eingabe-
parameter werden die in Abschnitt 3.2.4 vorgestellten Lichtkegelverteilungsampli-
tuden des Nukleons verwendet und ähnlich wie in der bereits für die Λc- und Σc-
Zerfallskonstanten durchgeführten Rechnung muss auch hier eine Betrachtung der
Parität erfolgen, die sich als unabdingbar für das Erhalten konsistenter Ergebnisse
erweist. Zudem kommt bei der Berechnung der hadronischen Kopplungskonstanten
ein neues Verfahren zur Behandlung der dafür nötigen doppelten Spektraldichte
zum Einsatz, das eine Weiterentwicklung des in [77] für die BB(∗)π- und DD(∗)π-
Kopplungskonstanten verwendeten darstellt, und in zukünftigen Arbeiten für eine
Aktualisierung dieser Größen angewandt werden kann.

Die Ergebnisse dieser Arbeit, sowie einige der früher bereits erwähnten Betrachtung-
en, die nicht mehr in deren Rahmen liegen, werden in [119] veröffentlicht.

5.1. Einführung und grundlegende Definitionen

Analog zum vorigen Kapitel kann die Methode der Lichtkegel-Summenregeln auch
unter Verwendung der Nukleon-Lichtkegelverteilungsamplituden auf Baryonen aus-
gedehnt werden, wofür eine entsprechende Korrelationsfunktion mit einem baryo-
nischen interpolierenden Strom und einem Nukleon auf der Massenschale defi-
niert wird. In dieser Arbeit werden die bereits für elektromagnetische Nukleon-
Formfaktoren in [120, 89, 39, 88] entwickelten Techniken auf Übergänge mit schwe-
ren Baryonen angewandt und weiterentwickelt.

In der Literatur sind bisher verschiedene Anwendungen von Lichtkegel- oder Drei-
punkt-Summenregeln, teils auch unter Verwendung der HQET, zur Berechnung der
entsprechenden Formfaktoren schwerer Baryonen (insbesondere Λb) durchgeführt
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Abbildung 5.1.: Der führende Beitrag zur Lichtkegelentwicklung der Korrelations-
funktion (5.1)

worden, beispielsweise in [121, 122, 123, 124, 125, 126]. Auch zur Bestimmung
hadronischer Kopplungskonstanten mit diesen Methoden existieren bereits viele
Studien, wie etwa u.a. [127, 128]. Diese haben insbesondere das Problem, das ver-
schiedene interpolierende Ströme zu teilweise relativ unterschiedlichen Ergebnissen
führen, was auf das bereits erwähnte Paritätsproblem zurückzuführen sein dürfte.
Die Massenaufspaltung zwischen den beiden Paritätszuständen schwerer Baryonen
ist zudem kleiner als bei leichten [17], weswegen dieses Problem hier stärker ins
Gewicht fällt.

Es existieren auch noch andere Ansätze zur Paritätsaufspaltung, wie die Betrach-
tung des Limes schwerer Quarkmassen (siehe [38]), welcher es erlaubt, die entspre-
chenden Strukturen relativ einfach zu trennen. Insbesondere für das charm-Quark
stellt dies jedoch keine gute Näherung dar, weswegen die Genauigkeit dieser Pro-
zedur als eingeschränkt einzuschätzen ist. Eine weitere Möglichkeit besteht in der
Verwendung einer Korrelationsfunktion, die nicht das zeitgeordnete Produkt, son-
dern nur eine der Heaviside-Funktionen θ(x0) enthält [129]. Dieses Vorgehen ist
zwar nicht Lorentz-invariant, allerdings auch für leichte Baryonen nutzbar.

Die in dieser Arbeit vorgestellte Technik zur Trennung der Paritätsbeiträge wird
nun im Folgenden für Lichtkegelsummenregeln durchgeführt, welche sich damit di-
rekt und ohne Betrachtung von Näherungen, etc. anwenden lassen.

Die hier verwendete Korrelationsfunktion, bei der sich ein Nukleon |N〉 mit Impuls
P (wobei P 2 = m2

N) im Anfangszustand befindet, ist definiert als:

Πa(P, q) = i

∫
d4x eiq·x 〈0|T

{
η(i)(0), ja(x)

}
|N(P )〉 . (5.1)

Die baryonischen interpolierenden Ströme η(i) für Λc (i = {P ,A}) und Σc

(i = {I, T }) wurden dabei in Abschnitt 2.2.2 eingeführt und ja beschreibt entspre-
chende Übergangsströme mit c̄u-Quantenzahlen. Der Index a beschreibt bestimmte
Lorentz-Strukturen und sie können sowohl einen schwachen Übergang darstellen
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(nötig für die Formfaktoren) oder ein D(∗)-Meson interpolieren (nötig für die ha-
dronischen Kopplungskonstanten). Die Ströme ja sind von der Form

ja = c̄i Γa ui (5.2)

und es werden die pseudoskalare, die Vektor- und die Axialvektor-Struktur betrach-
tet: Γa = imcγ5, γµ, γµγ5. In der durchgeführten Berechnung werden die leichten
Quarkmassen vernachlässigt.

Für die Lichtkegeldominanz der Korrelationsfunktion liegt eine analoge Situation zu
der am Anfang von Abschnitt 4.1 beschriebenen vor. Auch hier werden dementspre-
chend nur Werte mit q2 ≤ 0 betrachtet. Wie bei den im vorigen Kapitel betrach-
teten Lichtkegel-Summenregeln für schwere Mesonen ist es zudem auch möglich,
die Analyse problemlos auf das b-Quark anstelle des c-Quarks auszudehnen, sowie
sogar ebenfalls auf das s-Quark. Während für das b-Quark ein größerer Bereich mit
q2 > 0 zugängig würde, würden für das s-Quark jedoch nur Werte für q2 < 0 gültig
sein. Auch hier sollte allerdings durch die Anwendung entsprechender Parametri-
sierungen eine Extrapolation in den physikalischen Bereich möglich sein. In dieser
Arbeit sollen diese Analysen allerdings nicht mehr betrachtet werden, sondern stel-
len wichtige zukünftige Erweiterungen der hier auf das charm-Quark beschränkten
Ergebnisse dar.

5.2. Herleitung der Lichtkegel-Summenregeln

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang der Korrelationsfunktion (5.1) mit
den gesuchten hadronischen Größen gezeigt, die Berechnung mittels Lichtkegelent-
wicklung durchgeführt und die Methode zur Isolation der positiven Paritätsbeiträge
vorgestellt.

5.2.1. Struktur und hadronische Darstellung der
Korrelationsfunktion

Unter Beachtung der Dirac-Gleichung (/P − mN)uN(P ) = 0 kann die Korrelati-
onsfunktion in verschiedene, unabhängige Dirac-Strukturen aufgespalten werden,
welche für die weiteren Betrachtungen wichtig sind. Für den pseudoskalaren Über-
gangsstrom j5 existieren zwei davon:

Π
(i)
5 (P, q) =

(
Π

(i)
1 ((P − q)2, q2) + Π

(i)
2 ((P − q)2, q2) /q

)
iγ5uN(P ) , (5.3)

und für den Vektorstrom jµ sechs:

Π(i)
µ (P, q) =

(
Π̃

(i)
1 Pµ +Π̃

(i)
2 Pµ/q +Π̃

(i)
3 γµ +Π̃

(i)
4 γµ/q +Π̃

(i)
5 qµ +Π̃

(i)
6 qµ/q

)
uN(P ) .(5.4)
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Die Abhängigkeit der Funktionen Π
(i)
1,2 und Π̃

(i)
1−6 von (P − q)2 und q2 ist dabei hier

nicht mehr mit angeschrieben. Die Korrelationsfunktion Π
(i)
µ5 für den Axialvektor-

strom jµ5 ist völlig analog mit einer entsprechenden Notation Π̄1−6 definiert:

Π
(i)
µ5(P, q) =

(
Π̄

(i)
1 Pµ +Π̄

(i)
2 Pµ/q +Π̄

(i)
3 γµ +Π̄

(i)
4 γµ/q +Π̄

(i)
5 qµ +Π̄

(i)
6 qµ/q

)
γ5uN(P ) .

(5.5)

Die hadronische Darstellung der pseudoskalaren Korrelationsfunktion ist nach ähn-
lichem Vorgehen zu Abschnitt 3.1.2 unter Verwendung der Zerfallskonstanten (2.16),
(2.18) sowie der skalaren Formfaktoren (2.21) und (2.25) möglich. Wieder unter Be-
achtung der oben genannten Dirac-Gleichung ergibt sie sich zu:

Π
(i)
5 (P, q) =

λ
(i)
Λc
mΛcG(q2)

m2
Λc
− (P − q)2

(mΛc +mN)
[
(mΛc −mN)− /q

]
γ5uN(P )

+
λ

(i)
Λ∗c
mΛ∗c G̃(q2)

m2
Λ∗c
− (P − q)2

(mΛ∗c −mN)
[
(mΛ∗c +mN) + /q

]
γ5uN(P )

+

∞∫
sh0

ds

s− (P − q)2

(
ρ

(i)
1 + ρ

(i)
2 /q

)
uN(P ) . (5.6)

Die Kontinuumsbeiträge sind dabei durch entsprechende Spektralfunktionen ρ(i)
j (s, q2)

dargestellt, deren Argumente in der obigen Gleichung unterdrückt sind, und eventu-
elle Subtraktionen werden mit Hinblick auf die spätere Borel-Transformation nicht
angeschrieben. Für den Vektor-Übergangsstrom lautet die hadronische Darstellung,
die man unter Verwendung der Formfaktoren (2.22) erhält:

Π(i)
µ (P, q) =

λ
(i)
Λc
mΛc

m2
Λc
− (P − q)2

[
2f1(q2)Pµ − 2

f2(q2)

mΛc

Pµ 6q

+ (mΛc −mN)

(
f1(q2)− mΛc +mN

mΛc

f2(q2)

)
γµ +

(
f1(q2)− mΛc +mN

mΛc

f2(q2)

)
γµ 6q

+

(
− 2f1(q2) +

mΛc +mN

mΛc

(f2(q2) + f3(q2))

)
qµ +

1

mΛc

(f2(q2)− f3(q2))qµ 6q
]
uN(P )

+
λ

(i)
Λ∗c
mΛ∗c

m2
Λ∗c
− (P − q)2

[
− 2f̃1(q2)Pµ + 2

f̃2(q2)

mΛ∗c

Pµ 6q

+ (mΛ∗c +mN)

(
f̃1(q2) +

mΛ∗c −mN

mΛ∗c

f̃2(q2)

)
γµ −

(
f̃1(q2) +

mΛ∗c −mN

mΛc

f̃2(q2)

)
γµ 6q

+

(
2f̃1(q2) +

mΛ∗c −mN

mΛ∗c

(f̃2(q2) + f̃3(q2))

)
qµ −

1

mΛ∗c

(f̃2(q2)− f̃3(q2))qµ 6q
]
uN(P )

+

∞∫
sh0

ds

s− (P − q)2

(
ρ̃

(i)
1 Pµ + ρ̃

(i)
2 Pµ/q + ρ̃

(i)
3 γµ + ρ̃

(i)
4 γµ/q + ρ̃

(i)
5 qµ + ρ̃

(i)
6 qµ/q

)
uN(P ) .

(5.7)
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Hier gelten die entsprechenden Bemerkungen wie bei der vorigen Gleichung und
zudem wurde hier noch die Ersetzung (P − q)2 → m2

Λ
(∗)
c

durchgeführt. Dies ist
durch die Beziehung

(P − q)2 = −
(
m2

Λ
(∗)
c
− (P − q)2

)
+m2

Λ
(∗)
c

(5.8)

motiviert, nach welcher sich die (P − q)2-Terme mit dem Nenner kürzen lassen
und dann durch die später durchzuführende Borel-Transformation entfernt werden.
Daher werden auch diese an dieser Stelle nicht mehr angegeben.

Für den Axialvektor-Übergangsstrom Π
(i)
µ5(P, q) erhält man die hadronische Dar-

stellung aus der obigen durch die Ersetzung fi → gi, f̃i → g̃i, mN → −mN und
Hinzufügen einer γ5-Matrix vor dem Nukleon-Spinor. Die entsprechenden Relatio-
nen für Σc sind dazu völlig analog definiert und durch Λc → Σc und Λ∗c → Σ∗c
zu erhalten. Aus den obigen Darstellungen lassen sich leicht die Ausdrücke für die
jeweiligen Dirac-Strukturen Π

(i)
1,2, Π̃

(i)
1,..,6 und Π̄

(i)
1,..,6 der Korrelationsfunktionen able-

sen.

5.2.2. Berechnung der Korrelationsfunktion mit Hilfe der
Nukleon-Lichtkegelverteilungsamplituden

Die Berechnung der Korrelationsfunktion mittels Operatorproduktentwicklung ver-
läuft nun sehr ähnlich zu der für die D → π-Formfaktoren in Abschnitt 3.2. Durch
Einsetzen des freien c-Quark-Propagators als führendem Term der Lichtkegelent-
wicklung in die Korrelationsfunktion (5.1) erhält man:

Πa(P, q) =∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ei(q+k)x 1

m2
c − k2

·
{
kν 〈0|

(
uT (0)C Γ d(0)

)
Γ̃γνΓa u(x) |N(P )〉

+ mc 〈0|
(
uT (0)C Γ d(0)

)
Γ̃Γa u(x) |N(P )〉

}
. (5.9)

Die auftretenden Matrixelemente können nun durch die in Abschnitt 3.2.4 definier-
ten Nukleon-Lichtkegelverteilungsamplituden ausgedrückt werden, welche hier in
der folgenden, allgemeinen Notation dargestellt werden:

〈0| εijkuiα(x1)ujβ(x2)dkγ(x3) |N(P )〉 =
1

4

∑
k

Ψk(a1, a2, a3) (XkC)αβ (YkN(P ))γ .

(5.10)
Zu jeder in der Definition (3.91) auftretenden 24 Dirac-Strukturen Xk und Yk (über
die mit dem Index k summiert wird) kann dabei jeweils die dazu proportionale
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Funktion mittels Tabelle 3.1 als Linearkombination der in (3.92) definierten Ver-
teilungsamplituden F (a1, a2, a3, P · x) definierten Twists geschrieben werden. Diese
Linearkombinationen (einschließlich aller der in der Definition auftretenden Fakto-
ren) werden hier mit Ψk(a1, a2, a3) bezeichnet.

Setzt man dies in das erste Matrixelement in Gleichung (5.9) ein, so erhält man:

〈0|
(
uT (0)C Γ d(0)

)
Γ̃Γa u(x) |N(P )〉γ

= (C Γ)αβ

(
Γ̃ Γa

)
γδ
〈0| εijkuiα(0) djβ(0)ukδ (x) |N(P )〉

= (C Γ)αβ

(
Γ̃ Γa

)
γδ
〈0| εijkuiα(0)ujδ(x) dkβ(0) |N(P )〉

=
1

4
(C Γ)αβ

(
Γ̃ Γa

)
γδ

∑
k

Ψk(0, 1, 0) (XkC)αδ (YkN(P ))β

=
1

4

∑
k

Ψk(0, 1, 0)
(

Γ̃ Γa

)
γδ

(XkC)Tδα (C Γ)αβ (YkN(P ))β

=
1

4

∑
k

Ψk(0, 1, 0)
(

Γ̃ ΓaC
TXT

k C ΓYkN(P )
)
γ
. (5.11)

Für das zweite Matrixelement ergibt sich ein völlig analoger Ausdruck mit Γa →
γνΓa. Aus der Definition (3.92) folgt mit a1 = 0, a2 = 1 und a3 = 0 nun die
Darstellung Ψk(0, 1, 0) =

∫
Dxe−ix2P ·xψk(x1, x2, x3) mit den entsprechenden Line-

arkombinationen ψk(xi) der Funktionen F (xi). Dabei ist
∫
Dx =

∫
dx1 dx2 dx3

δ(1 − x1 − x2 − x3) die Integration über die longitudinalen Impulsanteile xi der
Quarks im Nukleon. Dementsprechend kann man die Korrelationsfunktion schrei-
ben als:

Πa(P, q) =
1

4

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4

∫
Dx ei(q+k−x2 P )·x 1

m2
c − k2

·
{
kν
∑
k

ψk(xi)
(

Γ̃ γνΓaC
TXT

k C ΓYkN(p)
)

+ mc

∑
k

ψk(xi)
(

Γ̃ ΓaC
TXT

k C ΓYkN(p)
)}

. (5.12)

Nach Berechnung dieser Strukturen müssen nun die aus der Definition der Funktio-
nen F in Tabelle 3.1 stammenden Faktoren 1

P ·x sowie Potenzen von xµ behandelt
werden. Letztere werden wie in Abschnitt 3.2 durch eine Ersetzung xµ → −i ∂

∂qµ

in Ableitungen umgewandelt, die dann später zu zweiten und dritten Potenzen des
Propagatornenners führen können. Die ggf. auftretenden Faktoren 1

P ·x und 1
(P ·x)2

können wiederum durch Ausführen von ein oder zwei partiellen Integrationen in
der Variablen x2 entfernt werden. (Für genaue Details zu diesem Verfahren siehe
etwa [130].) Der Integrand im obigen Ausdruck hängt zudem nur von der Variablen
x2 ab und da über die δ-Funktion x3 = 1− x1 − x2 gesetzt wird, kann bereits über
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x1 integriert werden. Für die Funktionen Fk(x1, x2, x3) definiert man daher:

F̃k(x2) =

∫ 1−x2

0

dx1 Fk(x1, x2, 1− x1 − x2) . (5.13)

Die durch die partielle(n) Integration(en) entstehenden Integrale können ausge-
drückt werden durch die Definitionen:

˜̃Fk(x2) =

∫ x2

1

dx′2

∫ 1−x′2

0

dx1 Fk(x1, x
′
2, 1− x1 − x′2) , (5.14)

˜̃̃
Fk(x2) =

∫ x2

1

dx′2

∫ x′2

1

dx′′2

∫ 1−x′′2

0

dx1 Fk(x1, x
′′
2, 1− x1 − x′′2) . (5.15)

Nach Durchführung dieser Schritte kann schließlich die Impuls- und Ortsraumin-
tegration ausgeführt werden, was zur Ersetzung kµ → qµ − x2P

µ führt und den
Propagatornenner auf die folgende Gestalt bringt:

1

m2
c − (x2 P − q)2

=
1

m2
c − x2(P − q)2 − x̄2q2 + x2x̄2m2

N

:=
1

D ((P − q)2, q2, x2)
,

(5.16)
wobei auch hier die Abkürzung x̄2 = (1−x2) definiert wird. Es verbleibt als einziges
die Integration über die Variable x2 und die sich so ergebende Korrelationsfunktion
kann schließlich in ihre einzelnen Dirac-Strukturen, wie sie in den Gleichungen (5.3),
(5.4) und (5.5) gezeigt wurden, aufgespalten werden. Für die sich so ergebenden
Funktionen Π

(i)
j ((P − q)2, q2), Π̃

(i)
j ((P − q)2, q2) und Π̄

(i)
j ((P − q)2, q2), wobei j den

Index der in den obigen Gleichungen definierten Dirac-Strukturen darstellt, ergibt
sich schließlich die folgende allgemeine Gestalt:

Π
(i)
j ((P − q)2, q2) =

mc

4

∑
n=1,2,3

1∫
0

dx
ω

(i)
jn (x2, (P − q)2, q2)

[D ((P − q)2, q2, x2)]n
,

Π̃
(i)
j ((P − q)2, q2) =

1

4

∑
n=1,2,3

1∫
0

dx
ω̃

(i)
jn (x2, (P − q)2, q2)

[D ((P − q)2, q2, x2)]n
, (5.17)

sowie die letzte Gleichung entsprechend für Π̄
(i)
j ((P − q)2, q2). Die einzelnen Koef-

fizientenfunktionen für die verschiedenen interpolierenden- und Übergangs-Ströme
sind dabei umfangreiche Ausdrücke als von x2, (P − q)2 und q2 abhängige Line-
arkombinationen der einzelnen Verteilungsamplituden. Sie sind vollständig in An-
hang C aufgelistet und stellen ein Hauptergebnis dieser Arbeit dar.

Es ist dabei zu beachten, dass die obige Struktur der Korrelationsfunktion eine
gewisse Freiheit in der Darstellung dieser Funktionen erlaubt, da Potenzen von
(P−q)2 und von q2 im Zähler auch auf passende Weise mit einer Potenz des Nenners
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gekürzt werden können (analog zu (5.8)) und somit ggf. in geringere Potenzen
überführt werden können. Dies ist hier durch die folgenden Beziehungen möglich:

(P − q)2 = s(x2)− 1

x2

D ,(
(P − q)2

)2
= s(x2)2 − 1

x2

D
(
s(x2) + (P − q)2

)
= s(x2)2 − 2

x2

D s(x2) +
D2

x2
2

, (5.18)

mit dem in (5.16) definierten Nenner und der Funktion

s(x2) =
1

x2

(
m2
c − x̄2q

2 + x2x̄2m
2
N

)
. (5.19)

Es gibt also keine einheitliche Form für diese Darstellung, sondern es können ver-
schiedene, äquivalente Ausdrücke existieren. Welchen von diesen man wählt, wird
insbesondere durch die praktische Bedeutung in weiteren Rechnungen motiviert. In
den im Anhang angegebenen Formeln wurden alle Potenzen von (P − q)2 so weit
mit den Nennern gekürzt, wie dies möglich ist. Sie tauchen nur noch in den ω

(i)
j1 -

Funktionen auf und die q2-Terme werden beibehalten. Dies stellt sich als vorteilhaft
bei der expliziten Anwendung der Borel-Transformation auf die Ausdrücke heraus,
die durch (P − q)2-Terme verkompliziert würde.

5.2.3. Berechnung der Formfaktoren

Mit den soeben angegebenen Ausdrücken für die Korrelationsfunktionen lassen sich
nun die Summenregeln durch Vergleich mit den hadronischen Darstellungen aus Ab-
schnitt 5.2.1 aufstellen. Für den pseudoskalaren Übergangsstrom liest man aus (5.6)
ab, dass die beiden Dirac-Strukturen Π

(i)
1 und Π

(i)
2 jeweils proportional zu den bei-

den Formfaktoren G(q2) und G̃(q2) sind. Diese Relationen sind linear unabhängig
und es ist daher möglich, diese beiden Formfaktoren zu den verschiedenen Paritä-
ten eindeutig durch die beiden Dirac-Strukturen zu bestimmen, wobei hier nur der
gesuchte Formfaktor G(q2) angegeben wird:

λ
(i)
Λc
mΛc(mΛc +mN)(mΛc +mΛ∗c )

m2
Λc
− (P − q)2

G(q2) +

∞∫
sh0

ds
ρ

(i)
1 (s, q2)− (mΛ∗c +mN)ρ

(i)
2 (s, q2)

s− (P − q)2

=

[
Π

(i)
1 ((P − q)2, q2)− (mΛ∗c +mN)Π

(i)
2 ((P − q)2, q2)

]
. (5.20)

Die entsprechende Formel für G̃(q2) kann leicht gefunden werden und wird hier
nicht mehr angeführt.
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Durch Darstellen des Resultats der Lichtkegelentwicklung in Dispersionsform und
Anwendung der Quark-Hadron-Dualität, welche in diesem Fall die folgende Form
hat:

∞∫
sh0

ds

s− (P − q)2

[
ρ

(i)
1 (s, q2)− (mΛ∗c +mN)ρ

(i)
2 (s, q2)

]

=
1

π

∞∫
s0

ds

s− (P − q)2

[
ImsΠ

(i)
1 (s, q2)− (mΛ∗c +mN)ImsΠ

(i)
2 (s, q2)

]
, (5.21)

werden die Kontinuumsbeiträge unter Einführung des entsprechenden Parameters
s0 gegeneinander aufgehoben.

Nach Borel-Transformation der Variablen (P − q)2 zu M2 ergibt sich schließlich die
Summenregel für G(q2) zu:

λ
(i)
Λc
mΛc(mΛc +mN)(mΛc +mΛ∗c)G(q2)e−m

2
Λc
/M2

=
1

π

s0∫
m2
c

dse−s/M
2

[
ImsΠ

(i)
1 (s, q2)− (mΛ∗c +mN)ImsΠ

(i)
2 (s, q2)

]
. (5.22)

Für die Vektor-Formfaktoren ergibt sich aus (5.7) ein lineares Gleichungssystem
zwischen den sechs Dirac-Strukturen Π̃

(i)
1,...,6 und den sechs Formfaktoren f1,2,3, f̃1,2,3,

woraus letztere bestimmt werden können. Auch hier werden wieder nur die drei
Formfaktoren zu den positiven Paritätszuständen angegeben:

2λ
(i)
Λc
mΛc(mΛc +mΛ∗c )f1(q2)e−m

2
Λc
/M2

=
1

π

s0∫
m2
c

ds e−s/M
2

[
(mΛc +mN)

(
ImsΠ̃

(i)
1 (s, q2)− (mΛ∗c −mN)ImsΠ̃

(i)
2 (s, q2)

)

+ 2ImsΠ̃
(i)
3 (s, q2) + 2(mΛ∗c −mΛc)ImsΠ̃

(i)
4 (s, q2)

]
, (5.23)

2λ
(i)
Λc

(mΛc +mΛ∗c )f2(q2)e−m
2
Λc
/M2

=
1

π

s0∫
m2
c

ds e−s/M
2

[
ImsΠ̃

(i)
1 (s, q2)− (mΛ∗c −mN)ImsΠ̃

(i)
2 (s, q2)− 2ImsΠ̃

(i)
4 (s, q2)

]
,

(5.24)

103



Kapitel 5. Lichtkegel-Summenregeln für Λc→N - und Σc→N -Übergänge

2λ
(i)
Λc

(mΛc +mΛ∗c )f3(q2)e−m
2
Λc
/M2

=
1

π

s0∫
m2
c

ds e−s/M
2

[
ImsΠ̃

(i)
1 (s, q2)− (mΛ∗c −mN)ImsΠ̃

(i)
2 (s, q2)

+ 2ImsΠ̃
(i)
4 (s, q2) + 2ImsΠ̃

(i)
5 (s, q2)− 2(mΛ∗c −mN)ImsΠ̃

(i)
6 (s, q2)

]
. (5.25)

Die Ausdrücke für die Formfaktoren g1,2,3(q2) zum Axialvektor-Übergangsstrom
können durch die entsprechenden Ersetzungen ImsΠ̃

(i)
j → ImsΠ̄

(i)
j und mN → −mN

aus den obigen erhalten werden und auch hier sind die Definitionen für Σc völlig
analog.

Zur numerischen Auswertung der Summenregeln werden die selben beiden Metho-
den wie für D → π/K-Formfaktoren, die in Abschnitt 4.1.2 beschrieben wurden,
genutzt. Die numerische Integration in der komplexen Ebene kann dabei direkt
mit den bisher vorgestellten Ausdrücken durchgeführt werden. Für das Erhalten
der Dispersionsdarstellung mittels Substitution der Variablen (P − q)2 zu s(x2)
(angegeben in Gl. (5.19)) und die anschließende explizite Anwendung der Quark-
Hadron-Dualität und Borel-Transformation, das der Herleitung von (3.90) analog
ist, ergeben sich hier die folgenden Ausdrücke:∫

dx
%(x)

D
→

∫ 1

x0

dx

x
%(x) exp

(
−s(x)

M2

)
,∫

dx
%(x)

D2
→ 1

M2

∫ 1

x0

dx

x2
%(x) exp

(
−s(x)

M2

)
+

%(x0) e−s0/M
2

m2
c + x2

0m
2
N − q2

,∫
dx
%(x)

D3
→ 1

2M4

∫ 1

x0

dx

x3
%(x) exp

(
−s(x)

M2

)
+

1

2M2

%(x0) e−s0/M
2

x0 (m2
c + x2

0m
2
N − q2)

−1

2

x2
0 e
−s0/M2

(m2
c + x2

0m
2
N − q2)

d

dx

(
%(x)

x (m2
c + x2m2

N − q2)

) ∣∣∣∣∣
x=x0

. (5.26)

Dabei ist

x(s) =
1

2m2
N

[
m2
N + q2 − s+

√
(s− q2 −m2

N)2 + 4m2
N(m2

c − q2)

]
(5.27)

und x0 = x(s0). (Dies ist eine Verallgemeinerung der in [39] angegebenen Re-
lationen.) Ferner ist es nötig, dass in den entsprechenden expliziten Ausdrücken
für die Korrelationsfunktion alle Terme von (P − q)2 gemäß (5.18) ersetzt wurden.
Die Übereinstimmung dieser beiden unabhängigen Methoden zur numerischen Aus-
wertung wurde für alle Ergebnisse überprüft und stellt sicher, dass dieser Schritt
fehlerfrei durchgeführt wurde.
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5.2.4. Berechnung der hadronischen Kopplungskonstanten

Die hadronische Darstellung der Korrelationsfunktion durch die in (2.28) definier-
ten Kopplungskonstanten ist ähnlich zu den Formfaktoren möglich, indem man hier
sowohl einen Satz hadronischer Zwischenzustände für das Λc- bzw. Σc-Baryon (bei-
de Paritätszustände) einfügt, als auch für das D(∗)-Meson und die Definitionen der
entsprechenden Zerfallskonstanten nutzt. Man beschreibt so beide interpolierende
Ströme durch jeweilige Spektraldichten und erhält eine doppelte Dispersionsrelati-
on in den beiden Variablen (P − q)2 und q2. Für die Korrelationsfunktion mit dem
pseudoskalaren Übergangsstrom ergibt sich damit:

Π
(i)
5 (P, q) =

iλ
(i)
Λc
m2
DfDmΛcgΛcND

(mc +mu)[m2
Λc
− (P − q)2](m2

D − q2)

[
(mΛc −mN)− /q

]
γ5uN(P )

+
iλ

(i)
Λ∗c
m2
DfDmΛ∗cgΛ∗cND

(mc +mu)[m2
Λ∗c
− (P − q)2](m2

D − q2)

[
(m∗Λc +mN) + /q

]
γ5uN(P )

+

∫ +∞

sh0

ds

s− (P − q)2

∫ +∞

s′h0

ds′

s′ − (P − q)2
ρh5(s, s′)uN(P ) , (5.28)

wobei ρh5(s, s′) eine entsprechende Spektralfunktion in zwei Variablen ist.

Für den Vektorstrom ergibt sich durch analoges Vorgehen die folgende Darstellung:

Πµ(P, q) =
mΛcmD∗fD∗λ

(i)
Λc

[m2
Λc
− (P − q)2](m2

D∗ − q2)

{
− 2gVΛcND∗Pµ + 2

gTΛcND∗

mΛc +mN

Pµ 6q

−(gVΛcND∗ − g
T
ΛcND∗)

[
(mΛc −mN)γµ + γµ 6q

]
+

[
(2−

m2
Λc
−m2

N

m2
D∗

)gVΛcND∗ − g
T
ΛcND∗

]
qµ

+

[
−

gTΛcND∗

mΛc +mN

+
mΛc −mN

m2
D∗

gVΛcND∗

]
qµ 6q

}
uN(P )

+
mΛ∗cmD∗fD∗λ

(i)
Λ∗c

[m2
Λ∗c
− (P − q)2](m2

D∗ − q2)

{
2gVΛ∗cND∗Pµ − 2

gTΛ∗cND∗

mΛ∗c +mN

Pµ 6q

−
[
gVΛ∗cND∗ +

mΛ∗c −mN

mΛ∗c +mN

gTΛ∗cND∗

][
(mΛ∗c +mN)γµ − γµ 6q

]
+

[
(−2 +

m2
Λ∗c
−m2

N

m2
D∗

)gVΛ∗cND∗ −
mΛ∗c −mN

mΛ∗c +mN

gTΛ∗cND∗

]
qµ

+

[
gTΛ∗cND∗

mΛ∗c +mN

+
mΛ∗c +mN

m2
D∗

gVΛ∗cND∗

]
qµ 6q

}
uN(P )

+

∫ +∞

sh0

ds

s− (P − q)2

∫ +∞

s′h0

ds′

s′ − (P − q)2
ρhµ(s, s′)uN(P ) . (5.29)
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Mit Hilfe dieser Darstellungen können die hadronischen Kopplungskonstanten nun
wieder analog zum vorigen Abschnitt durch Linearkombination der Dirac-Strukturen
der Korrelationsfunktionen extrahiert werden. (Für den Vektorstrom hat man nun
sogar sechs Strukturen zur Bestimmung von vier Kopplungskonstanten, es reicht
also, vier der Strukturen zu verwenden.) Löst man nach den Kopplungskonstanten
auf, so ergeben sich hier die selben Linearkombinationen wie bei den Formfaktoren:

mΛc(mΛc +mΛ∗c )m
2
DfDλ

(i)
Λc
gΛcND

[m2
Λc
− (P − q)2](m2

D∗ − q2)
+

∫ +∞

sh0

ds

s− (P − q)2

∫ +∞

sh′0

ds′

s′ − q2
ρhg(s, s

′)

= Π1((P − q)2, q2)− (mΛ∗c +mN)Π2((P − q)2, q2) , (5.30)

mΛc(mΛc +mΛ∗c )mD∗fD∗λ
(i)
Λc

[m2
Λc
− (P − q)2](m2

D∗ − q2)
gVΛcND∗ +

∫ +∞

sh0

ds

s− (P − q)2

∫ +∞

sh′0

ds′

s′ − q2
ρhgV (s, s′)

= −1

2

[
(mΛc +mN)

(
Π̄1((P − q)2, q2)− (mΛ∗c −mN)Π̄2((P − q)2, q2)

)
+ 2Π̄3((P − q)2, q2) + 2(mΛ∗c −mΛc)Π̄4((P − q)2, q2)

]
, (5.31)

mΛc(mΛc +mΛ∗c )mD∗fD∗λ
(i)
Λc
gTΛcND∗

(mΛc +mN)[m2
Λc
− (P − q)2](m2

D∗ − q2)
+

∫ +∞

sh0

ds

s− (P − q)2

∫ +∞

sh′0

ds′

s′ − q2
ρhgT (s, s′)

= −1

2

[
Π̄1((P − q)2, q2)− (mΛ∗c −mN)Π̄2((P − q)2, q2)− 2Π̄4((P − q)2, q2)

]
,

(5.32)

mit entsprechend definierten Spektralfunktionen. Um nun beide Darstellungen mit
Hilfe der Quark-Hadron-Dualität vergleichen zu können, ist es nötig, das Resultat
der Operatorproduktentwicklung jeweils auf der rechten Seite der obigen Gleichun-
gen in die Form einer doppelten Spektraldichte zu bringen. Eine direkte Bildung
des Imaginärteils in Bezug auf beide Variablen s und s′ bzw. eine doppelte In-
tegration durch Verformung des Integrationsweges analog zu Abschnitt 4.1.2 er-
weist sich aber als wesentlich komplizierter als im eindimensionalen Fall und konn-
te im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgeführt werden. Stattdessen ist es mög-
lich, mit einer entsprechenden Substitutionsmethode die Spektraldichte auf analy-
tischem Wege zu finden. Dieses Vorgehen wurde in [77] zur Berechnung der DD∗π-
Kopplungskonstante eingeführt, konnte dort allerdings nur mit Einschränkungen
verwendet werden, so etwa nur für die führenden Twist-Terme und den dortigen
Fall des als masselos angenommenen Pions.

Dazu wird in den jeweiligen aus der Lichtkegelentwicklung erhaltenen Ausdrücken
für die Korrelationsfunktion die Substitution aus den Gleichungen (5.19) durchge-

106



5.2. Herleitung der Lichtkegel-Summenregeln

führt. Für die führende Potenz des Nenners erhält man damit die allgemeine Form:

1∫
0

dx2
ρ(x2)

m2
c − (x2 P − q)2

=

∞∫
m2
c

ds
x2(s) ρ(x2(s))

x2(s)2m2
N +m2

c − q2
· 1

(s− (P − q)2)

=

∞∫
m2
c

ds
ρ(x2(s))√

(s− q2 −m2
N) + 4m2

N(m2
c − q2)

· 1

(s− (P − q)2)
, (5.33)

wobei beim letzten Schritt der explizite Ausdruck (5.27) für x2(s) verwendet wurde
und die Funktion ρ(x2) für die jeweiligen, expliziten Ausdrücke der Korrelations-
funktion steht. Nun wird diese als Potenzreihe ρ(x2) =

∑
k akx

k
2 dargestellt und für

jeden der sich ergebenden Terme mit Potenzen von x2(s)k wird eine weitere Disper-
sionsdarstellung in der Variablen q2 und der Integrationsvariablen s′ durchgeführt.
Dazu wird explizit der Imaginärteil des entsprechenden Ausdrucks gebildet und
eventuelle Subtraktionen nicht mit angeschrieben, da sie durch die folgende Borel-
Transformation entfernt werden. Man erhält schließlich das Endergebnis:∫ 1

0

dx
xk

m2
c − (xP − q)2

=
1

π

k∑
j=0

∫ +∞

m2
c

ds

s− (P − q)2

∫ t2(s)

t1(s)

ds′

s′ − q2
(−1)k−j

1

(2m2
N)k

Cj
k cos

(
jπ

2

)
(s− s′ −m2

N)k−j[(s′ − t1(s))(t2(s)− s′)]
j−1

2 (5.34)

mit den Binomialkoeffizienten Cj
k =

(
k
j

)
sowie:

t1,2(s) = (s+m2
N)∓ 2mN

√
s−m2

c . (5.35)

Entsprechende Ausdrücke für die zweite und dritte Potenz des Nenners lassen sich
ebenfalls gewinnen, erweisen sich aber als wesentlich umfangreicher. Daher wird
deren Endergebnis nur in Anhang C.4 angeführt. Auf die so erhaltene Darstellung
kann nun die Quark-Hadron-Dualität angewandt werden, die entsprechend in der
zweidimensionalen Spektraldichte modelliert werden muss, wie dies beispielsweise
schon aus Anwendungen mit Dreipunktsummenregeln bekannt ist. Da die Wahl
verschiedener Bereiche möglich ist, stellt dies eine zusätzliche Unsicherheit dar. In
dieser Arbeit wird das s-Integral (welches den Λc-/Σc-Strom beschreibt) analog
zum eindimensionalen Fall durch Einführung eines Parameters s0 begrenzt und die
hadronische und OPE-Spektraldichten mit s > s0 als gleich betrachtet.

Für die Variable s′ ist die obere Grenze des oben angegebenen Integrals durch t2(s)
gegeben, die hier beibehalten wird. Dies ist für die numerische Auswertung uner-
lässlich, da die Entwicklung ρ(x2) =

∑
k akx

k
2 zu einer Aufspaltung in verschiedene

sich als numerisch sehr groß erweisende Beiträge in diesem Integral führt, die sich
im Endergebnis größtenteils gegeneinander aufheben. Die Entfernung bestimmter
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Teile dieser Beiträge führt daher zu schwerwiegenden Problemen in der numeri-
schen Auswertung der Integrale und sollte daher hier nicht durchgeführt werden.
Da allerdings t2(s0) in der typischen Größenordnung eines Abschneideparameters
s′0 für dieses Integral liegt, stellt die Beibehaltung von t2(s) eine naheliegende Mo-
dellierung der Quark-Hadron-Dualität dar.

Auf die durch diese Darstellung erhaltenen Ausdrücke werden schließlich noch zwei
Borel-Transformationen (P − q)2 → M2

1 und (P − q)2 → M2
2 durchgeführt und so

jeweilige Summenregeln für die hadronischen Kopplungskonstanten in Abhängigkeit
von M2

1 ,M
2
2 , s0 sowie der entsprechenden Eingabeparameter erhalten.

Abgesehen von dem eben erwähnten Problem stellt die numerische Auswertung der
hier zu berechnenden Integrale allgemein eine erhebliche Herausforderung dar, die in
diesem Rahmen teilweise nur mit gewissen numerischen Näherungen lösbar ist, wie
etwa dem Vermeiden von Singularitäten am Randbereich der Integrationsbereiche
durch Einführung eines kleinen Abschneideparameters. Die Probleme treten bei
der Potenz n = 1 noch gar nicht auf, werden aber um so schwerer, je höher die
Potenz des Nenners ist. Da diese höheren Potenzen jedoch unterdrückt sind, ist dies
ein gerechtfertigte Näherung und die Korrektheit der unten angegeben Ergebnisse
wurde jeweils eingehend geprüft.

Die im Anhang angegeben Ausdrücke sind zudem so formuliert, dass gewisse sol-
cher Probleme nicht auftreten. Ferner ist bei allen Termen von q2 und (P − q)2,
die in den Spektralfunktionen auftreten, wieder - analog zu den vorigen Kapiteln -
jeweils eine Kürzung mit dem Nenner der Dispersionsdarstellung vorzunehmen, wo-
bei die entstehenden Zusatzterme von der Borel-Transformation entfernt werden.
Die Spektralfunktionen müssen vorher zusätzlich so umgeformt worden sein, dass
keine negativen Potenzen von x2 auftreten, da eine Darstellung solcher Terme als
doppelte Dispersionsrelation erheblich komplizierter wäre, als die hier vorgestellten.
Schließlich ist noch zu erwähnen, dass Terme ∼ lnx2 nicht geeignet als Potenzreihe
dargestellt werden können und daher in der hier durchgeführt Auswertung wegge-
lassen werden. Diese liefern jedoch nur einen sehr kleinen Beitrag zum Integral (sie
treten zudem nur in x2-Korrekturen auf) und auch dies ist daher eine sehr gute
Näherung.

Die durch die numerische Auswertung bedingte Unsicherheit muss hier in Betracht
gezogen werden, erweist sich jedoch im Höchstfall als in der Größenordnung weniger
%, bleibt also im Vergleich zur durch einige Eingabeparameter verursachten Unsi-
cherheit klein. Eine Untersuchung der eben genannten Probleme könnte allerdings
die Genauigkeit zukünftiger Ergebnisse verbessern.
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5.3. Numerische Auswertung der
Lichtkegel-Summenregeln und Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Eingabeparameter für die Summenregeln spezifi-
ziert und die Ergebnisse der Formfaktoren und Kopplungskonstanten angegeben.
Die charm-Quark-Masse wurde bereits in Gl. (3.30) angegeben, genauso wie die
Eingabewerte für die Zweipunktsummenregeln der Λc- und Σc-Zerfallskonstanten
aus Abschnitt 3.1, die für diese Rechnung in der dort angegeben Ordnung α0

s aus
Konsistenzgründen zur ebenfalls in dieser Genauigkeit durchgeführten Lichtkegel-
Summenregel-Rechnung verwendet werden. Die Baryonmassen wurden in Abschnitt
3.1.2 spezifiziert.

Für die Nukleonmasse mN wird die Protonmasse mp = 0, 938 GeV [17] verwendet.
Die führenden nichtperturbativen Parameter der Nukleon-Lichtkegelverteilungs-
amplituden wurden in [86] aus Zweipunktsummenregeln angegeben und ihre Werte
bei der Skala µ = 1 GeV sind gut bekannt:

fN = (5, 0±0, 5)·10−3GeV2 , λ1 = −(27±9)·10−3GeV2 , λ2 = (54±19)·10−3GeV2 .
(5.36)

Die weiteren fünf Parameter höherer Ordnung sind mit geringerer Genauigkeit be-
kannt. In dieser Arbeit wird das in [39] entwickelte Modell verwendet, dass durch
Anpassung an Lichtkegel-Summenregelresultate der elektromagnetischen Proton-
Formfaktoren an experimentelle Daten gewonnen wurde, und sich zudem an Zwei-
punktsummenregeln orientiert:

Au1 = 0, 13 , V d
1 = 0, 30 , fd1 = 0, 33 , fu1 = 0, 09 , fd2 = 0, 25 . (5.37)

Auch diese Werte sind bei µ = 1 GeV gegeben. Die führenden Parameter haben
anomale Dimensionen γ

(fN )
0 = 2

3
und γ

(λ1)
0 = γ

(λ2)
0 = −2 [131]. Die anderen Pa-

rameter mischen unter Skalentransformationen mit diesen und untereinander. Die
entsprechenden Ausdrücke können aus [131] sowie Anhang C von [88] entnommen
werden. Als Faktorisierungsskala für die Verteilungsamplituden (die auch als Re-
normierungsskala für die c-Quark-Masse verwendet wird) wird hier der durch die
bereits in Abschnitt 3.1 angegebene Relation µ ∼

√
m2

Λc
−m2

c [63] motivierte Wert
µ = 1, 5GeV verwendet.

Die Bestimmung der Parameter M2
1 und s0 im Kanal des interpolierenden Λc-/Σc-

Stroms wird wieder wie in den vorigen Kapiteln durch Betrachtung der Konti-
nuumsbeiträge, der Twist-Hierarchie sowie der Reproduktion der Λc-/Σc-Masse
aus der Korrelationsfunktion durchgeführt. Es ergibt sich ein Borel-Fenster von
M2

1 ∈ [5, 0; 10, 0] GeV2 sowie für den Kontinuumsparameter sΛc
0 = 10, 0± 0, 5 GeV2

die in guter Näherung für die Λc → N - und Σc → N -Übergänge als gleich verwendet
werden können. Zur Beschreibung des D(∗)-Mesons in der doppelten Spektraldichte
werden für das D-Meson der Borel-Parameter M2

2 = (4, 5±1, 5) GeV2 sowie für D∗
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η
(A)
Λc

η
(P)
Λc

η
(I)
Σc

η
(T )
Σc

G(0) 0,39+0,11
−0,09 0,48+0,13

−0,13 0,066+0,035
−0,032 0,061+0,011

−0,011

f1(0) 0,46+0,15
−0,11 0,59+0,15

−0,16 −0,22+0,07
−0,07 −0,23+0,04

−0,05

f2(0) −0,32+0,08
−0,07 −0,43+0,13

−0,12 −0,24+0,05
−0,05 −0,25+0,06

−0,06

g1(0) 0,49+0,14
−0,11 0,55+0,14

−0,15 0,11+0,05
−0,05 0,060+0,007

−0,008

g2(0) −0,20+0,09
−0,06 −0,16+0,08

−0,05 −0,002+0,054
−0,044 −0,030+0,039

−0,039

gHcND 13,8+5,2
−4,1 10,7+5,3

−4,3 1,3+1,0
−0,9 1,3+1,2

−0,8

gVHcND∗ −7,9+2,7
−3,3 −5,8+2,1

−2,5 1,0+1,3
−0,6 0,74+1,08

−0,45

gTHcND∗ 4,7+2,7
−2,0 3,6+2,9

−1,8 2,1+1,9
−1,0 1,8+1,6

−0,8

Tabelle 5.1.: Die Ergebnisse für die Übergangsformfaktoren von charm-Baryonen
zu Nukleonen bei q2 = 0 und für die Kopplungskonstanten unter Ver-
wendung der verschiedenen interpolierenden Ströme. Hc steht dabei
jeweils für Λc bzw. Σc.

der Wert M2
2 = (5, 0 ± 1, 5) GeV2 verwendet, die in [75] erfolgreich für B → D(∗)-

Zerfälle genutzt wurden und sich auch aus einer entsprechenden Skalenbetrachtung
wie in Abschnitt 3.1 ergeben. Aufgrund der Struktur der doppelten Spektraldichte
ist hierfür kein Kontinuumsparameter sD(∗)

0 erforderlich.

Die mit diesen Eingabeparametern berechneten Werte für die Formfaktoren
Λc(Σc)→ p bei q2 = 0 und die Kopplungskonstanten sind in Tabelle 5.1 angegeben.
Die Unsicherheitsbereiche wurden dabei analog zu den vorigen Kapiteln durch Va-
riation der Eingabeparameter und quadratische Addition der Einzelabweichungen
bestimmt.

Ein wichtiges Ergebnis ist, dass sich für die verschiedenen interpolierenden Ströme
jeweils innerhalb des Unsicherheitsbereiches verträgliche Werte für die Formfakto-
ren und Kopplungskonstanten ergeben. Dies ist ein sehr wichtiger Konsistenztest
der hier durchgeführten Rechnung, insbesondere der Extraktion des positiven Pa-
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ritätszustands aus den verschieden Strukturen der Korrelationsfunktion. Es wurde
überprüft, dass sich ohne diesen Schritt drastische Unterschiede zwischen den ent-
sprechenden Größen ergeben.

Ein weiterer Konsistenztest besteht in den approximativen Relationen

fHc→p1 (q2)

fHc→p2 (q2)
≈ mHc +mN

mHc

gVHcND∗

gTHcND∗
,

GΛc→p(q2)

GΣc→p(q2)
≈ mΣc +mN

mΛc +mN

gΛcND

gΣcND

(5.38)

zwischen den Formfaktoren und Kopplungskonstanten (die jeweils durch weitge-
hend voneinander unabhängige algebraische Verfahren aus der Korrelationsfunkti-
on extrahiert wurden). Diese folgen aus den Dispersionsdarstellungen (2.41) für die
Formfaktoren. Man kann leicht überprüfen, dass die genannten Ergebnisse diese
Relationen erfüllen, wenn auch die hier erreichte Genauigkeit relativ gering ist.
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Kapitel 6.

Zusammenfassung und Diskussion

„Arbeiten sind angenehm, wenn sie getan sind.“
- Marcus Tullius Cicero

In der vorliegenden Dissertation wurde die Methode der Lichtkegelsummenregeln
zur Bestimmung nichtperturbativer Größen verwendet, die Hadronen mit einem
charm-Quark beschreiben. Aufbauend auf vorangehenden Studien wurden dabei
unter anderem verschiedene Methoden zur Berechnung und Auswertung weiterent-
wickelt, sowie eine eingehende Prüfung und Aktualisierung der bereits bekannten
Ergebnisse vorgenommen. Die Bestätigung und numerische Auswertung der sich
im Rahmen der Lichtkegelsummenregeln ergebenden analytischen Ausdrücke (die
größtenteils unter Verwendung der Software Wolfram Mathematica durchgeführt
wurde), stellte dabei eine große Herausforderung dar und die Ergebnisse wurden
jeweils durch unabhängige Berechnungen bestätigt.

Im Folgenden werden kurz die Ergebnisse der beiden in der Arbeit vorgestellten
Projekte zusammengefasst und mögliche Aussichten auf zukünftige Weiterentwick-
lungen gegeben.

6.1. Diskussion der Ergebnisse für die
semileptonischen D-Zerfälle

Die Formfaktoren für die semileptonischen Zerfälle D → π`ν` und D → K`ν`
sind in dieser Arbeit berechnet worden. Das Hauptergebnis dieser Untersuchung
ist f+

Dπ(0) = 0, 67+0,10
−0,07 und f+

DK(0) = 0, 75+0,11
−0,08. Weiterhin war es auch möglich,

deren funktionale Form im kompletten physikalischen Bereich durch die Verwen-
dung entsprechender Parametrisierungen zu bestimmen. Dies bestätigt nicht nur
Ergebnisse anderer Methoden, wie der Gitter-QCD, sondern erlaubt auch die Ex-
traktion der CKM -Matrixelemente aus aktuellen Daten der CLEO-Kollaboration.
Der in Gl. (4.24) angegebene Wert für |Vcd| sowie der sich daraus und aus dem
Verhältnis |Vcd|/|Vcs| aus (4.16) ergebende Wert, die hier mit einer Genauigkeit von
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unter 10% bestimmt werden konnten, werden mit den aktuellen Mittelwerten der
Particle Data Group aus verschiedenen Bestimmungsverfahren verglichen:

• Ergebnisse dieser Arbeit:

|Vcd| = 0,225+0,017
−0,013 |Vcs| = 0,953+0,09

−0,08 ,

• Aktuelle Mittelwerte der Particle Data Group [17]:

|Vcd| = 0,230± 0,011 |Vcs| = 1,023± 0,036 .

Man erkennt, dass die hier erreichte Genauigkeit an die der heute präzisesten Be-
stimmungen herankommt. Als weitere mögliche Verbesserung für die Zukunft ist
insbesondere die Berechnung der Twist 5-Terme in führender Ordnung der Stö-
rungstheorie naheliegend, da diese die Korrekturterme zum Twist 3-Matrixelement
darstellen, welche im Gegensatz zu den Twist 4-Termen als Korrektur zu Twist 2
noch unbekannt sind.

Die hier erreichte Genauigkeit ist dem bereits weit entwickelten Stand dieser Ana-
lysen zu verdanken, deren Präzision hier durch Verwendung neuester experimentel-
ler Resultate sowie aktualisierter Eingabewerte (Quarkmassen und Parameter der
Lichtkegelverteilungsamplituden) noch verbessert werden konnte. Die Verwendung
der Parametrisierung zur Extrapolation der Formfaktoren aus Lichtkegelsummen-
regeln wurde hier erstmals in diesem Rahmen verwendet und hat sich als erfolgreich
herausgestellt. Dies wurde in [104] bereits auf die semileptonischen B → π-Zerfälle
zur Bestimmung von |Vub| angewandt. Da in dieser Arbeit die Lichtkegelsummenre-
geln für B → π- und die B → K-Zerfälle genutzt wurden, stellt diese Arbeit nicht
zuletzt auch einen wichtigen Test für die Anwendbarkeit der Methode dar.

6.2. Diskussion der Ergebnisse für die Λc → N-
und Σc → N-Übergänge

Im zweiten Teil der Arbeit wurde das Konzept der Lichtkegelsummenregeln auf die
Betrachtung der Übergänge schwerer Baryonen in leichte ausgedehnt. Ausgangs-
punkt war dabei die Verwendung der Lichtkegelverteilungsamplituden für das Nu-
kleon, wie sie zur Berechnung elektromagnetischer Nukleon-Formfaktoren benutzt
werden. Die Ergebnisse in diesem Bereich sind allerdings ungenauer als für Mesonen,
da die Beschreibung von Baryonen technisch komplizierter ist und noch nicht auf
so detaillierte Erfahrung zurückgegriffen werden kann. Daher konnte hier nur der
führende Dreiteilchen-Fock-Zustand, sowie die führende Ordnung in αs betrach-
tet werden. Korrekturen hierzu stellen die wichtigste mögliche Verbesserung für
die Zukunft dar. Entsprechende Bemühungen zu deren Bestimmung für Nukleon-
Formfaktoren sind bereits begonnen worden, aber mit gewissen Schwierigkeiten
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und hohem Aufwand verbunden [132, 133]. (Die αs-Korrekturen konnten bisher
beispielsweise nur in der Näherung mN = 0 berechnet werden.)

Ein wichtiges Element in der hier durchgeführten Berechnung besteht in der ver-
wendeten Methode zur Extraktion der einzelnen Paritätszustände. Sowohl in diesem
Punkt wie auch in der Wahl der optimalen interpolierenden Ströme für Baryonen
besteht in der Literatur Uneinigkeit. (Beide Komplikationen treten für Mesonen
nicht auf.) Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren ermöglicht eine systemati-
sche Trennung dieser Zustände, was sich deutlich durch die Übereinstimmung der
Ergebnisse von verschiedenen Strömen in allen betrachteten Größen zeigt.

Die hier dargelegten Ergebnisse - insbesondere die Ausdrücke in Anhang C für die
Berechnung der Korrelationsfunktion - bilden die Grundlage für weitere Untersu-
chungen auf diesem Gebiet. Wichtige zukünftige Betrachtungen sind dabei vor allem
die Ausdehnung auf Λb-Zerfälle, was durch eine einfache Änderung der Skalen in
den verwendeten Ausdrücken möglich ist. Dies bietet die Möglichkeit für phänome-
nologische Untersuchungen, die auch mit experimentellen Daten für diese Zerfälle
verglichen werden können. Auch die Verwendung der Parametrisierungen, wie sie
in dieser Arbeit schon für die D → π und D → K-Formfaktoren genutzt wurden,
ist hier sehr naheliegend - sowohl zur Beschreibung der Λb-Formfaktoren und durch
Extrapolation auch der Λc- und Σc-Formfaktoren. Zudem ist auch noch die Betrach-
tung für Λ- und Σ- Baryonen durch Anwendung der Formeln und Methoden auf
das strange-Quark möglich. Eine weitere Untersuchung der Struktur der Lichtke-
gelentwicklung, insbesondere der einzelnen Twist-Beiträge, ist ferner eine wichtige
Aufgabe.

Schließlich ist das Verfahren zur Extraktion hadronischer Kopplungskonstanten aus
einer doppelten Spektraldichte, das aus der vorangehenden Arbeit zur Bestimmung
von derDD∗π-Kopplungskonstanten [77] stammt, weiterentwickelt worden. Die hier
durch eine nichtperturbative Methode direkt aus der QCD erhaltenen Resultate für
die ΛcD

(∗)N - und ΣcD
(∗)N -Kopplungskonstanten sind wichtige Größen, die bei-

spielsweise zur Modellierung der Produktionswirkungsquerschnitte von Hadronen
mit einem charm-Quark bei niedrigen Energien verwendet werden können.
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Anhang A.

Zweipunktsummenregeln für D-,
D∗-, Λc- und Σc-Zerfallskonstanten

Hier werden die in dieser Arbeit verwendeten Ausdrücke der Zweipunktsummen-
regeln für die Zerfallskonstanten der D- und D∗-Mesonen, sowie der Λc- und Σc-
Baryonen angegeben.

A.1. Summenregeln für die Zerfallskonstanten von
D- und D∗-Mesonen

Die Zerfallskonstante fB des B-Mesons wurde zur Ordnung α2
s in [64] berechnet.

Das Ergebnis ist bis zur Ordnung α1
s ebenfalls noch einmal kompakt im Anhang von

[63] zusammengefasst. Die Formeln lassen sich durch die Ersetzung mb → mc und
B → D problemlos auch zur Bestimmung von fD verwenden. Die Berechnungen in
Abschnitt 3.1.1, in denen diese Summenregel verwendet wird, umfassen nur die füh-
rende Ordnung α0

s, daher wird aus Konsistenzgründen hier ebenfalls nur der Anteil
zur Ordnung α0

s angegeben und verwendet. Die Summenregel aus Gleichung (3.28)
wird noch einmal der Vollständigkeit halber angegeben:

f 2
Dm

4
D e
−m

2
D

M2 = m2
c

{
3

8π2

∫ sD0

m2
c

ds e−
s
M2

(s−m2
c)

2

s

+ e−
m2
c

M2

{
−mc〈q̄q〉

[
1 +

m2
0

2M2

(
1− m2

c

2M2

)]
+
〈αsG2〉

12π
− 16π

27

αs〈q̄q〉2

M2

(
1− m2

c

4M2
− m4

c

12M4

)}}
. (A.1)

Die Summenregel für das D∗-Meson kann in den Originalarbeiten [134, 135] gefun-
den werden. Sie sind in [77, 136] bis zur Ordnung α0

s, die auch hier verwendet wird,
kompakt zusammengefasst und dort wird der Beitrag des 4-Quark-Kondensats als
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vernachlässigbar angegeben. Die Summenregel lautet:

f 2
D∗m

2
D∗ e

−
m2
D∗
M2 =

1

8π2

∫ sD
∗

0

m2
c

ds e−
s
M2

(s−m2
c)

2

s

(
2 +

m2
c

s

)
+ e−

m2
c

M2

[
−mc〈q̄q〉

(
1− m2

0m
2
c

4M2

)
+

1

12π
〈αsG2〉

]
. (A.2)

A.2. Summenregeln für die Zerfallskonstanten von
Λc- und Σc-Baryonen

A.2.1. Summenregeln für Λc

In diesem Abschnitt werden die expliziten Ausdrücke für die Summenregeln zu Be-
rechnung der Zerfallskonstanten des Λc-Baryons angegeben. Die Struktur der Sum-
menregeln wurde in Abschnitt 3.1.2 dargestellt und die jeweils in Gleichung (3.48)
einzusetzenden Imaginärteile lauten unter Verwendung der Kurznotation x = m2

c

s
:

• Für den in [69] eingeführten Strom J
(I)
Λc

= (uTCγ5d)c+ b(uTCd)γ5c :

ImF1(s) =
(1 + b2)m4

c

512π3

[
(1− x2)(1− 8

x
+

1

x2
)− 12 lnx

]
+

(1 + b2)

768π2
〈αsG2〉(1− x)(1 + 5x) + (1− b2)

〈q̄q〉2

6
(2π)δ(s−m2

c) (A.3)

ImF2(s) =
(1− b2)m5

c

128π3

[
(1− x)(1 +

10

x
+

1

x2
) + 6(1 +

1

x
) lnx

]
+

(1− b2)mc

384π2
〈αsG2〉

[
(1− x)(7 +

2

x
) + 6 lnx

]
+ (1 + b2)

〈q̄q〉2

6
mc(2π)δ(s−m2

c) (A.4)
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• Für den in [38] eingeführten Strom J
(II)
Λc

∣∣
b=− 1

5

= J
(1)
Λc
− 1

5
J

(2)
Λc

:

ImF1(s) =
(5 + 2b+ 5b2)m4

c

2048π3

[
(1− x2)(1− 8

x
+

1

x2
)− 12 lnx

]
− (5− 4b− b2)mc

96π
〈q̄q〉(1− x)2

+
〈αsG2〉
3072π2

(1− x)

[
(5 + 2b+ 5b2) + 3(7 + 6b+ 7b2)x

]
+

m2
0〈q̄q〉(1− b)

384π

x

mc

(11x− 6 + b(7x− 6))

+
〈q̄q〉2

72
(2π)δ(s−m2

c)(11 + 2b+ 3b2) (A.5)

ImF2(s) =
(11 + 2b− 13b2)m5

c

1536π3

[
(1− x)(1 +

10

x
+

1

x2
) + 6(1 +

1

x
) lnx

]
− 5− 4b− b2

96π

m2
c

x
〈q̄q〉(1− x)2

+
(1− b)mc〈αsG2〉

4608π2

[
(1− x)

(
2(11 + 13b)

1

x
+ (89 + 79b)

)
+ 72(1 + b) lnx

]
− m2

0〈q̄q〉(1− b)
384π

[
x− 6 + b(5x− 6)

]
+
〈q̄q〉2

24
(2π)δ(s−m2

c)(5 + 2b+ 5b2)mc (A.6)
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A.2.2. Summenregeln für Σc

Mit den selben Bemerkungen wie im vorigen Abschnitt und der selben Kurznota-
tion x = m2

c

s
werden die Summenregeln für die Zerfallskonstante des Σc-Baryons

angegeben, für den in [68] eingeführten Strom JΣc = (uTCγ5c)u+ b(uTCc)γ5u :

ImF1(s) =
(5 + 2b+ 5b2)m4

c

512π3

[
− x2

4
+ 2x− 2

x
+

1

4x2
− 3 lnx

]
− 3mc

32π
〈q̄q〉(1− b2)(1− x)2

− 〈αsG2〉
3072π2

x(1− x)

[
(1 + b2)(11− 5

x
) + 2b(7− 1

x
)

]
+

m2
0〈q̄q〉(1− b2)

128π

1

mc

13x2(1− 6

13x
) +
〈q̄q〉2

24
(2π)δ(s−m2

c)(1− b)2

(A.7)

ImF2(s) =
(1− b)2m5

c

512π3x2

[
(1− x)(1 + 10x+ x2) + 6x(1 + x) lnx

]
− 3m2

c

32π
〈q̄q〉(1− b2)x(1− 1

x
)2

− (1− b)2mc〈αsG2〉
1536π2

(1− x)(5− 2

x
) +

m2
0〈q̄q〉(1− b2)

128π
(6 + x)

+
〈q̄q〉2

24
(2π)δ(s−m2

c)(5 + 2b+ 5b2)mc (A.8)
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Anhang B.

Zusammenfassung der
Lichtkegel-Summenregeln für
D → π und D → K

Hier werden eine Zusammenfassung der Lichtkegelverteilungsamplituden des K-
Mesons und die vollständigen Ausdrücke für die Lichtkegel-Summenregeln des Zer-
falls D → K`ν` angegeben. Daraus können problemlos die entsprechenden Aus-
drücke für D → π`ν` erhalten werden.

B.1. Zusammenfassung der
Lichtkegelverteilungsamplituden des
K-Mesons

B.1.1. Definition

Die Definition der Zweiteilchenverteilungsamplituden des K-Mesons bis Twist 4
lautet:

〈K−(p)|s̄iω(x1)ujξ(x2)|0〉x2→0 =
iδij

12
fK

∫ 1

0

du eiup·x1+iūp·x2

(
[/pγ5]ξωϕK(u)

−[γ5]ξωµKφ
p
3K(u) +

1

6
[σβτγ5]ξωpβ(x1 − x2)τµKφ

σ
3K(u)

+
1

16
[/pγ5]ξω(x1 − x2)2φ4K(u)− i

2
[( /x1 − /x2)γ5]ξω

u∫
0

ψ4K(v)dv

)
, (B.1)

wobei u bzw. ū = 1 − u der longitudinale Anteil des s-Quarks bzw. des leichten
Antiquarks amK-Meson-Impuls ist. Die Aufteilung enthält die Verteilungsamplitu-
den ϕK(u) zu Twist 2, φp3K(u) und φσ3K(u) zu Twist 3 sowie φ4K(u) und ψ4K(u) zu
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Twist 4. Die Definition der jeweiligen Matrixelemente kann durch Multiplikation
der obigen Gleichung mit der entsprechenden Dirac-Struktur und anschließender
Dirac- und Farb-Spurbildung leicht erhalten werden.

Auf analoge Weise sind die Dreiteilchen-Verteilungsamplituden des Kaons definiert
als:

〈K−(p)|s̄iω(x1)gsG
a
µν(x3)ujξ(x2)|0〉x2→0 =

λaji
32

∫
Dαieip(α1x1+α2x2+α3x3)

·

[
if3K(σλργ5)ξω(pµpλgνρ − pνpλgµρ)Φ3K(αi)

−fK(γλγ5)ξω

{
(pνgµλ − pµgνλ)Ψ4K(αi) +

pλ(pµxν − pνxµ)

(p · x)
(Φ4K(αi) + Ψ4K(αi))

}
− ifK

2
εµνδρ(γλ)ξω

{
(pρgδλ − pδgρλ)Ψ̃4K(αi) +

pλ(p
δxρ − pρxδ)
(p · x)

(
Φ̃4K(αi) + Ψ̃4K(αi)

)}]
.

(B.2)

Diese hängen von den jeweiligen Impulsanteilen αi = {α1, α2, α3} des Quarks, An-
tiquarks und Gluons ab und das Integrationsmaß hierfür ist definiert als Dαi =
dα1dα2dα3δ(1− α1 − α2 − α3).

Die Verteilungsamplitude Φ3K(αi) hat Twist 3 und alle anderen haben Twist 4.
In [78] wurde zudem eine weitere Dreiteilchen-Verteilungsamplitude Ξ4K(αi) mit
Twist 4 betrachtet, die hier verwendet wird, und durch das folgende Matrixelement
definiert ist, das die kovariante Ableitung des Gluon-Feldes enthält:

〈K(p) |s̄(x1)γµγ5gD
αGαβ(x3)q(x2)| 0〉 = −ifKpµpβ

∫
Dαi eip(α1x1+α2x2+α3x3) Ξ4K(αi).

(B.3)

In dieser Arbeit wird ferner für den total antisymmetrischen Tensor εµναβ die Vor-
zeichenkonvention ε0123 = −1 verwendet, die Tr{γ5γµγνγαγβ} = 4iεµναβ entspricht.

B.1.2. Twist 2-Verteilungsamplituden

In diesem und den folgenden Unterabschnitten werden die auf der konformen Ent-
wicklung und Operatoridentitäten basierenden Ausdrücke für die oben definierten
Verteilungsamplituden zusammengefasst, wie sie in [78] definiert sind. Weitere De-
tails zur Herleitung sowie die expliziten Definitionen der die Verteilungsamplituden
beschreibenden Parameter durch Matrixelemente lokaler Operatoren (ähnlich den
Zerfallskonstanten) können dort vorgefunden werden und werden hier der Kürze
halber nicht angegeben. Ebenso wird auch für die Skalenabhängigkeit dieser Pa-
rameter auf [78] verwiesen, sowie auf Anhang A von [63], wo eine entsprechende
Zusammenfassung für die π-Meson-Verteilungsamplituden angegeben ist.
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Für die Twist 2-Verteilungsamplitude ϕK(u) gilt die folgende Entwicklung in Gegenbauer-
Polynome:

ϕK(u, µ) = 6u(1− u)

(
1 +

∑
n=1,2,···

aKn (µ)C3/2
n (2u− 1)

)
, (B.4)

wobei für das K-Meson die ersten beiden Momente aK1 (µ) und aK2 (µ) berücksichtigt
werden. Deren Skalenabhängigkeit wurde in (3.78) angegeben.

B.1.3. Twist 3-Verteilungsamplituden

Die Twist 3-Verteilungsamplituden werden beschrieben durch µK aus (4.9) und drei
weitere Parameter f3K , ω3K , λ3K . Im Folgenden wird die Abkürzung

η3K =
f3K

fKµK

verwendet und die u- und d-Quarkmassen vernachlässigt, die in [78] mitberücksich-
tigt wurden. In dieser Näherung sind die dort eingeführten Parameter ρK+ und ρK−
gleich:

ρK+ = ρK− ≡ ρK =
ms

µK
. (B.5)

Die in dieser Arbeit verwendete konforme Entwicklung für die Twist 3-Amplituden
lautet:

φp3K(u) = 1 + 3ρK
(
1− 3aK1 + 6aK2

)
(1 + lnu)

− ρK

2

(
3− 27aK1 + 54aK2

)
C

1/2
1 (2u− 1)

+ 3

(
10η3K − ρK

(
aK1 − 5aK2

))
C

1/2
2 (2u− 1)

+

(
10η3Kλ3K −

9

2
ρKaK2

)
C

1/2
3 (2u− 1)− 3η3Kω3KC

1/2
4 (2u− 1) , (B.6)

φσ3K(u) = 6uū

{
1 +

ρK

2

(
3− 15aK1 + 30aK2

)
+ ρK

(
3aK1 −

15

2
aK2

)
C

3/2
1 (2u− 1)

+
1

2

(
η3K(10− ω3K) + 3ρKaK2

)
C

3/2
2 (2u− 1) + η3Kλ3KC

3/2
3 (2u− 1)

+ 3ρK
(
1− 3aK1 + 6aK2

)
lnu

}
, (B.7)

Φ3K(αi) = 360α1α2α
2
3

{
1 + λ3K(α1 − α2) + ω3K

1

2
(7α3 − 3)

}
. (B.8)
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B.1.4. Twist 4-Verteilungsamplituden

Die Twist-4-Verteilungsamplituden können über 13 Parameter der konformen Ent-
wicklung beschrieben werden, die wiederum durch die drei nichtperturbativen Grö-
ßen δ2

K , ω4K und κ4K ausgedrückt werden können [78]. Zudem wird in [78] ein
Renormalon-Modell (für eine Einführung in das Themengebiet siehe [137]) zu de-
ren Bestimmung verwendet. Die daraus resultierenden Beziehungen wurden direkt
in die Ausdrücke der Verteilungsamplituden eingesetzt und die resultierenden For-
meln werden hier wiedergegeben.

Ferner wurden die Beziehungen (4.27) und (4.28) aus [78] zwischen den dort in
(4.26) definierten Twist 4- und weiteren Verteilungsamplituden überprüft, und fest-
gestellt, dass beide durch die Ersetzung ψ4;K(u)→ ψ4;K(u) + m2

Kφ2;K (in der dort
verwendeten Notation) zu korrigieren sind. Die hier verwendete Version von ψ4;K(u)
stimmt somit auch mit der entsprechenden Funktion B(u) aus [138] überein und es
ist die korrekte Normierungsbedingung

∫ 1

0
ψ4;K(u)du = 0 zu verwenden.

Die Zweiteilchenverteilungsamplituden von Twist 4 sind gegeben durch:

ψ4K(u) = ψT4
4K(u) + ψWW

4K (u) , (B.9)

mit:

ψT4
4K(u) = δ2

K

{
20

3
C

1/2
2 (2u− 1) +

49

2
aK1 C

1/2
3 (2u− 1)

}
, (B.10)

sowie (in der korrigierten Version):

ψWW
4K (u) = m2

K

{[
6ρK(1− 3aK1 + 6aK2 )

]
C

1/2
0 (2u− 1)

−
[

18

5
aK1 + 3ρK(1− 9aK1 + 18aK2 ) + 12κ4K

]
C

1/2
1 (2u− 1)

+

[
2− 6ρK(aK1 − 5aK2 ) + 60η3K

]
C

1/2
2 (2u− 1)

+
[18

5
aK1 − 9ρKaK2 +

16

3
κ4K + 20η3Kλ3K

]
C

1/2
3 (2u− 1)

+

[
9

4
aK2 − 6η3Kω3K

]
C

1/2
4 (2u− 1)

}
+ 6m2

s(1− 3aK1 + 6aK2 ) lnu , (B.11)

φ4K(u) = φT4
4K(u) + φWW

4K (u) , (B.12)
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mit:

φT4
4K(u) = δ2

K

{(
200

3
+ 196(2u− 1)aK1

)
u2ū2

+ 21ω4K

(
uū(2 + 13uū) +

[
2u3(6u2 − 15u+ 10) lnu

]
+
[
u↔ ū

])
− 14aK1

(
uū(2u− 1)(2− 3uū)−

[
2u3(u− 2) lnu

]
+
[
u↔ ū

])}
, (B.13)

φWW
4K (u) = m2

K

{
16

3
κ4K

(
uū(2u− 1)(1− 2uū) +

[
5(u− 2)u3 lnu

]
−
[
u↔ ū

])
+ 4η3Kuū

(
60ū+ 10λ3K

[
(2u− 1)(1− uū)− (1− 5uū)

]
− ω3K

[
3− 21uū+ 28u2ū2 + 3(2u− 1)(1− 7uū)

])
− 36

5
aK2

(
1

4
uū(4− 9uū+ 110u2ū2) + [u3(10− 15u+ 6u2) lnu] + [u↔ ū]

)
+ 4uū (1 + 3uū)

(
1 +

9

5
(2u− 1)aK1

)}
. (B.14)

Die Twist 4-Dreiteilchenverteilungsamplituden lauten:

Φ4K(αi) = 120α1α2α3

{
δ2
K

[21

8
(α1 − α2)ω4K +

7

20
aK1 (1− 3α3)

]
+ m2

K

[
− 9

20
(α1 − α2)aK2 +

1

3
κ4K

]}
, (B.15)

Φ̃4K(αi) = −120α1α2α3δ
2
K

{1

3
+

7

4
aK1 (α1 − α2) +

21

8
ω4K(1− 3α3)

}
, (B.16)

Ψ4K(αi) = 30α2
3

{
δ2
K

[
1

3
(α1 − α2) +

7

10
aK1
[
− α3(1− α3) + 3(α1 − α2)2

]
+

21

4
ω4K(α1 − α2)(1− 2α3)

]
+ m2

K(1− α3)

[
9

40
(α1 − α2)− 1

3
κ4K

]
, (B.17)
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Ψ̃4K(αi) = 30α2
3

{
δ2
K

[
1

3
(1− α3)− 7

10
aK1 (α1 − α2)(4α3 − 3)

+
21

4
ω4K(1− α3)(1− 2α3)

]
+ m2

K

[
9

40
aK2 (α2

1 − 4α1α2 + α2
2)− 1

3
(α1 − α2)κ4K

]}
, (B.18)

Ξ4K(αi) = 840α1α2α
3
3 ΞK

0 . (B.19)

Mittels der QCD-Bewegungsgleichungen kann κ4K ausgedrückt werden durch:

κ4K = −1

8
− 9

40
aK1 +

ms

2µK
. (B.20)

Der die Funktion Ξ4K beschreibende Parameter wird dem Renormalon-Modell [78]
entnommen:

ΞK
0 =

1

5
δ2
Ka

K
1 . (B.21)

Die numerischen Werte für alle Parameter der π- und K-Verteilungsamplituden
sind in Tabelle B.1 zusammengefasst.

aπ1 0 aK1 0, 10± 0, 04

aπ2 0, 16± 0, 01 aK2 0, 25± 0, 15

aπ4 0, 04± 0, 01 aK4 0

aπ>4 0 aK>4 0

fπ3 (0, 0045± 0, 0015)GeV2 fK3 (0, 0045± 0, 0015) GeV2

ωπ3 −1, 5± 0, 7 ωK3 −1, 2± 0, 7

λπ3 0 λK3 1, 6± 0, 4

ωπ4 0, 2± 0, 1 ωK4 0, 2± 0, 1

δ2
π (0, 18± 0, 06)GeV2 δ2

K (0, 2± 0, 06)GeV2

κ4π 0 κ4K −0, 12± 0, 01

Tabelle B.1.: Die Parameter für die π- und K-Meson-Lichtkegelverteilungs-
amplituden bei der Normierungsskala µ = 1GeV: aπ2 , aπ4 sind durch
einen Fit an experimentelle Daten in [63] erhalten worden, aK1 stammt
aus [109] und alle anderen aus [78]. κK4 ist mit Hilfe von Glei-
chung (B.20) berechnet.

B.2. Ausdrücke der Lichtkegel-Summenregeln für
die D → K`ν`-Formfaktoren

Hier werden die vollständigen Ausdrücke der Lichtkegel-Summenregeln für die Form-
faktoren f+

DK und (f+
DK + f−DK) in führender Ordnung in αs mit Beiträgen bis
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B.2. Lichtkegel-Summenregeln für die D → K`ν`-Formfaktoren

Twist 4 angegeben. Die Formfaktoren für D → π`ν` können durch die Ersetzung
mK → mπ ' 0 undms → md ' 0, sowie der entsprechenden Verteilungsamplituden
erhalten werden.

FK,2
0 (q2,M2, sD0 ) = m2

cfK

1∫
u0

du

u
e−

m2
c−q

2ū+m2
Kuū

uM2 ϕK(u) , (B.22)

FK,3
0 (q2,M2, sD0 ) = m2

cfK

1∫
u0

du e−
m2
c−q

2ū+m2
Kuū

uM2

{
µK
mc

[
φp3K(u)

+
1

3

(
1

u
− m2

c + q2 − u2m2
K

2(m2
c − q2 + u2m2

K)

d

du
− 2um2

Km
2
c

(m2
c − q2 + u2m2

K)2

)
φσ3K(u)

]

− f3K

mcfK

[
2

u

(
m2
c − q2 − u2m2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

)(
d

du
− 2um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

)
I3K(u)

+
3m2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

(
d

du
− 2um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

)
Ī3K(u)

]}
, (B.23)

FK,4
0 (q2,M2, sD0 ) = m2

cfK

1∫
u0

du e−
m2
c−q

2ū+m2
Kuū

uM2

{

1

m2
c − q2 + u2m2

K

[
uψ4K(u) +

(
1− 2u2m2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

) u∫
0

dvψ4K(v)

− m2
cu

4(m2
c − q2 + u2m2

K)

(
d2

du2
− 6um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

d

du
+

12um4
K

(m2
c − q2 + u2m2

K)2

)
φ4K(u)

−
(
d

du
− 2um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

)(
I4K(u)− dIΞ

4K(u)

du

)
− 2um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

(
u
d

du
+

(
1− 4u2m2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

))
I4K(u)

+
2um2

K(m2
c − q2 − u2m2

K)

(m2
c − q2 + u2m2

K)2

(
d

du
− 6um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

)∫ 1

u

dξI4K(ξ)

]}

+
m4
cfKe

−m2
c

M2

4(m2
c − q2 +m2

K)2

(
dφWW

4K (u)

du

)
u→1

.

(B.24)
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Dabei sind ū = 1− u,

u0 =

(
q2 − sD0 +m2

K +
√

(sD0 − q2 −m2
K)2 + 4m2

K(m2
c − q2)

)
/(2m2

K) ,

und

I3K(u) =

u∫
0

dα1

1∫
(u−α1)/(1−α1)

dv Φ3K(αi)

∣∣∣∣∣ α2 = 1− α1 − α3,
α3 = (u− α1)/v

, (B.25)

Ī3K(u) = u

u∫
0

dα1

1∫
(u−α1)/(1−α1)

dv

v
(2v − 1) Φ3K(αi)

∣∣∣∣∣ α2 = 1− α1 − α3,
α3 = (u− α1)/v

, (B.26)

I4K(u) =

u∫
0

dα1

1∫
(u−α1)/(1−α1)

dv

v

[
2Ψ4K(αi)− Φ4K(αi) +

2Ψ̃4K(αi)− Φ̃4K(αi)

]∣∣∣∣∣ α2 = 1− α1 − α3,
α3 = (u− α1)/v

, (B.27)

I4K(u) =

u∫
0

dα1

1∫
(u−α1)/(1−α1)

dv

v

[
Ψ4K(αi) + Φ4K(αi)

+Ψ̃4K(αi) + Φ̃4K(αi)

]∣∣∣∣∣ α2 = 1− α1 − α3,
α3 = (u− α1)/v

, (B.28)

IΞ
4K(u) =

u∫
0

dα1

1∫
(u−α1)/(1−α1)

dv

v

[
v(1− v)Ξ4K(αi)

]∣∣∣∣∣ α2 = 1− α1 − α3,
α3 = (u− α1)/v

. (B.29)

F̃K,2
0 (q2,M2,m2

c , s
D
0 ) = 0 , (B.30)

F̃K,3
0 (q2,M2, sD0 ) = m2

cfK

1∫
u0

du e−
m2
c−q

2ū+m2
Kuū

uM2

{
µK
mc

(
φp3K(u)

u
+

1

6u

dφσ3K(u)

du

)

+

(
f3K

fKmc

)
m2
K

m2
c − q2 + u2m2

K

(
d

du
− 2um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

)
Ĩ3K(u)

}
, (B.31)
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mit

Ĩ3K(u) =

u∫
0

dα1

1∫
(u−α1)/(1−α1)

dv

v
[(3− 2v)] Φ3K(αi)

∣∣∣∣∣ α2 = 1− α1 − α3,
α3 = (u− α1)/v

, (B.32)

und

F̃K,4
0 (q2,M2, sD0 ) = m2

cfK

1∫
u0

du e−
m2
c−q

2ū+m2
Kuū

uM2

{
1

m2
c − q2 + u2m2

K

[
ψ4K(u)

− 2um2
K

m2
c − q2 + u2m2

K

∫ u

0

dvψ4K(v) +
2um2

K

m2
c − q2 + u2m2

K

(
d2

du2

− 6um2
K

m2
c − q2 + u2m2

K

d

du
+

12u2m4
K

(m2
c − q2 + u2m2

K)2

)∫ 1

u

dξI4K(ξ)

]}
. (B.33)
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Anhang C.

Zusammenfassung der
Lichtkegel-Summenregeln mit Λc-
und Σc-Baryonen

C.1. Nukleon-Lichtkegelverteilungsamplituden

Hier werden die expliziten Ausdrücke für die konforme Entwicklung der 24 Licht-
kegelverteilungsamplituden des Nukleons aus [88] wiedergegeben:

• Twist 3:

V1(xi, µ) = 120x1x2x3[φ0
3(µ) + φ+

3 (µ)(1− 3x3)] ,

A1(xi, µ) = 120x1x2x3(x2 − x1)φ−3 (µ) ,

T1(xi, µ) = 120x1x2x3[φ0
3(µ)− 1

2
(φ+

3 (µ)− φ−3 (µ))(1− 3x3)] . (C.1)

• Twist 4:

V2(xi) = 24x1x2[φ0
4 + φ+

4 (1− 5x3)] , A2(xi) = 24x1x2(x2 − x1)φ−4 ,

T2(xi) = 24x1x2[ξ0
4 + ξ+

4 (1− 5x3)] ,

V3(xi) = 12x3[ψ0
4(1− x3) + ψ+

4 (1− x3 − 10x1x2) + ψ−4 (x2
1 + x2

2 − x3(1− x3))] ,

A3(xi) = 12x3(x2 − x1)[(ψ0
4 + ψ+

4 ) + ψ−4 (1− 2x3)] ,

T3(xi) = 6x3[(φ0
4 + ψ0

4 + ξ0
4)(1− x3) + (φ+

4 + ψ+
4 + ξ+

4 )(1− x3 − 10x1x2)

+(φ−4 − ψ−4 + ξ−4 )(x2
1 + x2

2 − x3(1− x3))] ,

T7(xi) = 6x3[(φ0
4 + ψ0

4 − ξ0
4)(1− x3) + (φ+

4 + ψ+
4 − ξ+

4 )(1− x3 − 10x1x2)]

+(φ−4 − ψ−4 − ξ−4 )(x2
1 + x2

2 − x3(1− x3))] ,

S1(xi) = 6x3(x2 − x1)[(φ0
4 + ψ0

4 + ξ0
4 + φ+

4 + ψ+
4 + ξ+

4 )

+(φ−4 − ψ−4 + ξ−4 )(1− 2x3)] ,

P1(xi) = 6x3(x1 − x2)[(φ0
4 + ψ0

4 − ξ0
4 + φ+

4 + ψ+
4 − ξ+

4 )

+(φ−4 − ψ−4 − ξ−4 )(1− 2x3)] ,

(C.2)
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• Twist 5

V4(xi) = 3[ψ0
5(1− x3) + ψ+

5 (1− x3 − 2(x2
1 + x2

2)) + ψ−5 (2x1x2 − x3(1− x3))] ,

A4(xi) = 3(x2 − x1)[−ψ0
5 + ψ+

5 (1− 2x3) + ψ−5 x3] ,

T4(xi) =
3

2
[(φ0

5 + ψ0
5 + ξ0

5)(1− x3) + (φ+
5 + ψ+

5 + ξ+
5 )(1− x3 − 2(x2

1 + x2
2))]

+(φ−5 − ψ−5 + ξ−5 )(2x1x2 − x3(1− x3)) ,

T8(xi) =
3

2
[(φ0

5 + ψ0
5 − ξ0

5)(1− x3) + (φ+
5 + ψ+

5 − ξ+
5 )(1− x3 − 2(x2

1 + x2
2))

+(ψ−5 − ψ−5 + ξ−5 )(2x1x2 − x3(1− x3))] ,

V5(xi) = 6x3[φ0
5 + φ+

5 (1− 2x3)] , A5(xi) = 6x3(x2 − x1)φ−5 ,

T5(xi) = 6x3[ξ0
5 + ξ+

5 (1− 2x3)] ,

S2(xi) =
3

2
(x2 − x1)[−(φ0

5 + ψ0
5 + ξ0

5) + (φ+
5 + ψ+

5 + ξ+
5 )(1− 2x3)

+(φ−5 − ψ−5 + ξ−5 )x3] ,

P2(xi) =
3

2
(x1 − x2)[−(φ0

5 + ψ0
5 − ξ0

5) + (φ+
5 + ψ+

5 − ξ+
5 )(1− 2x3)

+(φ−5 − ψ−5 − ξ−5 )x3] . (C.3)

• Twist 6

V6(xi) = 2[φ0
6 + φ+

6 (1− 3x3)] ,

A6(xi) = 2(x2 − x1)φ−6 ,

T6(xi) = 2[φ0
6 −

1

2
(φ+

6 − φ−6 )(1− 3x3) . (C.4)

Die x2-Korrekturen V M
1 , AM1 und TM1 werden in [88] direkt in der integrierten Form

(5.13) ausgedrückt und lauten:

Ṽ M
1 (x2) =

x2
2

24
[fNC

u
f (x2) + λ1C

u
λ(x2)] ,

ÃM1 (x2) =
x2

2

24
(1− x2)3[fND

u
f (x2) + λ1D

u
λ(x2)] ,

T̃M1 (x2) =
x2

2

48
[fNE

u
f (x2) + λ1E

u
λ(x2)] , (C.5)
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mit

Cu
f (x2) = (1− x2)3[113 + 495x2 − 552x2

2 − 10Au1(1− 3x2)

+2V d
1 (113− 951x2 + 828x2

2)] ,

Cu
λ(x2) = −(1− x2)3[13− 20fd1 + 3x2 + 10fu1 (1− 3x2))] ,

Du
f (x2) = 11 + 45x2 − 2Au1(113− 951x2 + 828x2

2) + 10V d
1 (1− 30x2) ,

Du
λ(x2) = 29− 45x2 − 10fu1 (7− 9x2)− 20fd1 (5− 6x2) ,

Eu
f (x2) = −[(1− x2)(3(439 + 71x2 − 621x2

2 + 587x3
2 − 184x4

2)

+4Au1(1− x2)2(59− 483x2 + 414x2
2)

−4V d
1 (1301− 619x2 − 769x2

2 + 1161x3
2 − 414x4

2))]

−12(73− 220V d
1 ) lnx2 ,

Eu
λ(x2) = −[(1− x2)(5− 211x2 + 281x2

2 − 111x3
2

+10(1 + 61x2 − 83x2
2 + 33x3

2)fd1
−40(1− x2)2(2− 3x2)fu1 )]− 12(3− 10fd1 ) lnx2 . (C.6)

Die Koeffizienten φ(±,0)
i , ψ(±,0)

i und ξ(±,0)
i (i = {3, 4, 5, 6}) können durch die acht in

Abschnitt 5.3 angegebenen, nichtperturbativen Parameter beschrieben werden:

• Führende Terme der konformen Entwicklung und Twist 3

φ0
3 = φ0

6 = fN , φ0
4 = φ0

4 =
1

2
(fN + λ1) ,

ξ0
4 = ξ0

5 =
1

6
λ2 , ψ0

4 = ψ0
5 =

1

2
(fN − λ1) ,

φ−3 =
21

2
fNA

u
1 , φ+

3 =
7

2
fN(1− 3V d

1 ) , (C.7)

• Twist 4

φ+
4 =

1

4
[fN(3− 10V d

1 ) + λ1(3− 10fd1 )] ,

φ−4 = −5

4
[fN(1− 2Au1)− λ1(1− 2fd1 − 4fu1 )] ,

ψ+
4 = −1

4
[fN(2 + 5Au1 − 5V d

1 )− λ1(2− 5fd1 − 5fu1 )]

ψ−4 =
5

4
[fN(2− Au1 − 3V d

1 )− λ1(2− 7fd1 + fu1 )]

ξ+
4 =

1

16
λ2(4− 15fd2 ) , ξ−4 =

5

16
λ2(4− 15fd2 ) , (C.8)
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• Twist 5

φ+
5 = −5

6
[fN(3 + 4V d

1 )− λ1(1− 4fd1 )] ,

φ−5 = −5

3
[fN(1− 2Au1)− λ1(fd1 − fu1 )] ,

ψ+
5 = −5

6
[fN(5 + 2Au1 − 2V d

1 )− λ1(1− 2fd1 − 2fu1 )] ,

ψ−5 =
5

3
[fN(2− Au1 − 3V d

1 ) + λ1(fd1 − fu1 )] ,

ξ+
5 =

5

36
λ2(2− 9fd2 ) , ξ−5 = −5

4
λ2f

d
2 , (C.9)

• Twist 6

φ+
6 =

1

2
[fN(1− 4V d

1 )− λ1(1− 2fd1 )] ,

φ−6 =
1

2
[fN(1 + 4Au1) + λ1(1− 4fd1 − 2fu1 )] . (C.10)

C.2. Ergebnisse der Korrelationsfunktionen für die
Λc → N-Formfaktoren

Zur Darstellung der Ergebnisse werden die folgenden Abkürzungen für die auftre-
tenden Linearkombinationen der Nukleon-Verteilungsamplituden definiert:

S12 = S1 − S2 , P21 = P2 − P1 ,

V1345 = −2V1 + V3 + V4 + 2V5 , V43 = V4 − V3 ,

V123456 = −V1 + V2 + V3 + V4 + V5 − V6 , V123 = V1 − V2 − V3

A1345 = −2A1 − A3 − A4 + 2A5 , A34 = A3 − A4

A123456 = A1 − A2 + A3 + A4 − A5 + A6 , A123 = −A1 + A2 − A3

T78 = T7 − T8 , T123 = T1 + T2 − 2T3 ,

T234578 = 2T2 − 2T3 − 2T4 + 2T5 + 2T7 + 2T8 , T127 = T1 − T2 − 2T7 ,

T125678 = −T1 + T2 + T5 − T6 + 2T7 + 2T8 , T158 = −T1 + T5 + 2T8 .

(C.11)
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Die integrierten Verteilungsamplituden sind definiert als (siehe (5.13),(5.14)):

F̃ (x2) =

∫ 1−x2

0

dx1F (x1, x2, 1− x1 − x2) ,

˜̃F (x2) =

∫ x2

1

dx′2

∫ 1−x′2

0

dx1F (x1, x
′
2, 1− x1 − x′2) ,

˜̃̃
F (x2) =

∫ x2

1

dx′2

∫ x′2

1

dx′′2

∫ 1−x′′2

0

dx1F (x1, x
′′
2, 1− x1 − x′′2) . (C.12)

C.2.1. Pseudoskalarer Übergang

Die Beiträge Π
(i)
j ((P − q)2, q2) zur Korrelationsfunktion mit dem pseudoskalaren

Übergangsstrom j5 werden durch Gleichung (5.17) gegeben, wobei die Koeffizien-
tenfunktionen ω̃(i)

jn mit i = P ,A, j = 1, 2 und n = 1, 2, 3 im Folgenden aufgelistet
sind:

• Interpolation von Λc durch den pseudoskalaren Strom

ω
(P)
11 =

mN

2

[
(mc − x2mN)Φ

(P)
1 −mNΦ

(P)
2

]
,

ω
(P)
12 = −m

2
N

2

[
mc

(
mc − x2mN

)
Φ

(P)
2 + 2x2m

2
NΦ

(P)
3

]
,

ω
(P)
13 = 2m3

Nm
2
c

(
mc − x2mN

)
Φ

(P)
3 ,

ω
(P)
21 = −mN

2
Φ

(P)
1 , ω

(P)
22 =

m2
N

2

(
mcΦ

(P)
2 − 2mNΦ

(P)
3

)
,

ω
(P)
23 = −2m3

Nm
2
cΦ

(P)
3 . (C.13)

Die Funktionen Φ
(P)
i in diesen Gleichungen sind dabei:

Φ
(P)
1 = 2Ã1 + 4Ã3 + 2Ã123 + 2P̃1 + 2S̃1 + 6T̃1 − 12T̃7 − T̃123 − 5T̃127

−2Ṽ1 + 4Ṽ3 + 2Ṽ123 ,

Φ
(P)
2 = 3 ˜̃A34 + 2 ˜̃A123 − ˜̃A1345 − 2 ˜̃P21 + 2 ˜̃S12 − 12 ˜̃T78 − 2 ˜̃T123 − 4 ˜̃T127

−6 ˜̃T158 + ˜̃T234578 − 3 ˜̃V43 + 2 ˜̃V123 + ˜̃V1345 ,

Φ
(P)
3 = −ÃM1 − 3T̃M1 + Ṽ M

1 +
˜̃̃
A123456 − 3

˜̃̃
T125678 +

˜̃̃
T234578 +

˜̃̃
V123456 .
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• Interpolation von Λc durch den Axialvektorstrom

ω
(A)
11 = 2

[
(P − q)2 − q2 −m2

N

]
Φ

(A)
1 + x2m

2
N(4Φ

(A)
1 + Φ

(A)
2 ) +mNmcΦ

(A)
3

+m2
N

[
Φ

(A)
4 +

2Φ
(A)
5

x2

]
,

ω
(A)
12 = −m2

N

[
2(x2

2m
2
N − q2)Φ

(A)
6 + x2mNmcΦ

(A)
7 +m2

cΦ
(A)
8 − 2

q2 +m2
c

x2

Φ
(A)
5

+2x2m
2
NΦ

(A)
9

]
,

ω
(A)
13 = 4

m2
N

x2

[
m2
c(q

2 −m2
c)Φ

(A)
5 − x2

2m
2
Nm

2
cΦ

(A)
9 + x2mNm

3
cΦ

(A)
10

]
,

ω
(A)
21 =

mN

x2

[
2Φ

(A)
6 + x2 Φ

(A)
2

]
, ω

(A)
23 = 4m3

Nm
2
cΦ

(A)
11 ,

ω
(A)
22 =

mN

x2

[
2(q2 −m2

c − x2
2m

2
N)Φ

(A)
6 − x2mNmcΦ

(A)
7 + 2x2m

2
NΦ

(A)
11

]
.

(C.14)

Die Funktionen Φ
(A)
i sind dabei gegeben durch:

Φ
(A)
1 = Ã1 + 2T̃1 + Ṽ1 ,

Φ
(A)
2 = 2Ã3 − 2P̃1 + 2S̃1 − 2T̃1 + T̃123 + T̃127 − 2Ṽ3 ,

Φ
(A)
3 = 2Ã1 + 4Ã3 + 2Ã123 − 4P̃1 + 4S̃1 + 2Ṽ1 − 4Ṽ3 − 2Ṽ123 ,

Φ
(A)
4 = −2 ˜̃A1345 + 2 ˜̃P21 + 2 ˜̃S12 − 2 ˜̃T123 + 4 ˜̃T127 − 6 ˜̃T158 + 3 ˜̃T234578 − 2 ˜̃V1345 ,

Φ
(A)
5 = ÃM1 + 2T̃M1 + Ṽ M

1 −
˜̃̃
T234578 ,

Φ
(A)
6 = ˜̃A123 − ˜̃T123 − ˜̃T127 − ˜̃V123 ,

Φ
(A)
7 = −3 ˜̃A34 − 2 ˜̃A123 + ˜̃A1345 − 4 ˜̃P21 − 4 ˜̃S12 − 3 ˜̃V43 + 2 ˜̃V123 + ˜̃V1345 ,

Φ
(A)
8 = 2 ˜̃A123 + 2 ˜̃A1345 − 2 ˜̃P21 − 2 ˜̃S12 − 6 ˜̃T127 + 6 ˜̃T158 − 3 ˜̃T234578 − 2 ˜̃V123 + 2 ˜̃V1345 ,

Φ
(A)
9 = ÃM1 + T̃M1 + Ṽ M

1 − 2
˜̃̃
A123456 + 3

˜̃̃
T125678 − 2

˜̃̃
T234578 + 2

˜̃̃
V123456 ,

Φ
(A)
10 = −ÃM1 − Ṽ M

1 +
˜̃̃
A123456 −

˜̃̃
V123456 ,

Φ
(A)
11 = T̃M1 + 2

˜̃̃
A123456 − 3

˜̃̃
T125678 +

˜̃̃
T234578 − 2

˜̃̃
V123456 .
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C.2.2. Vektor-Übergang

Die Beiträge Π̃
(i)
j ((P−q)2, q2) zur Korrelationsfunktion mit dem Vektor-Übergangs-

strom jµ werden durch Gleichung (5.17) gegeben, wobei die Koeffizientenfunktionen
ω̃

(i)
jn mit i = P ,A, j = 1, .., 6 und n = 1, 2, 3 lauten:

• Interpolation von Λc durch den pseudoskalaren Strom

ω̃
(P)
11 = x2mN Φ̃

(P)
1 , ω̃

(P)
12 = x2m

3
N

[
x2 Φ̃

(P)
2 + 2Φ̃

(P)
3

]
,

ω̃
(P)
13 = 4x2m

3
Nm

2
cΦ̃

(P)
3 ,

ω̃
(P)
21 = ω̃

(P)
23 = 0 , ω̃

(P)
22 = −x2m

2
N Φ̃

(P)
2 ,

ω̃
(P)
31 =

mN

2
(mc − x2mN)Φ̃

(P)
1 ,

ω̃
(P)
32 = −m

2
N

2

[
mc(mc − x2mN)Φ̃

(P)
2 + 2x2m

2
N Φ̃

(P)
3

]
,

ω̃
(P)
33 = 2m3

Nm
2
c(mc − x2mN) Φ̃

(P)
3 ,

ω̃
(P)
41 =

mN

2
Φ̃

(P)
1 , ω̃

(P)
42 =

m2
N

2

[
−mcΦ̃

(P)
2 + 2mN Φ̃

(P)
3

]
,

ω̃
(P)
43 = 2m3

Nm
2
cΦ̃

(P)
3 ,

ω̃
(P)
51 = −mN Φ̃

(P)
1 , ω̃

(P)
52 = −m3

N

[
x2 Φ̃

(P)
2 + 2Φ̃

(P)
3

]
,

ω̃
(P)
53 = −4m3

Nm
2
cΦ̃

(P)
3 ,

ω̃
(P)
61 = ω̃

(P)
63 = 0 , ω̃

(P)
62 = m2

N Φ̃
(P)
2 . (C.15)

Die Funktionen Φ̃
(P)
i sind dabei gegeben als:

Φ̃
(P)
1 = 2Ã1 + 4Ã3 + 2Ã123 + 2P̃1 + 2S̃1 + 6T̃1 − 12T̃7 − T̃123 − 5T̃127

−2Ṽ1 + 4Ṽ3 + 2Ṽ123 ,

Φ̃
(P)
2 = 3 ˜̃A34 + 2 ˜̃A123 − ˜̃A1345 − 2 ˜̃P21 + 2 ˜̃S12 − 12 ˜̃T78 − 2 ˜̃T123 − 4 ˜̃T127

−6 ˜̃T158 + ˜̃T234578 − 3 ˜̃V43 + 2 ˜̃V123 + ˜̃V1345 ,

Φ̃
(P)
3 = −ÃM1 − 3T̃M1 + Ṽ M

1 +
˜̃̃
A123456 − 3

˜̃̃
T125678 +

˜̃̃
T234578 +

˜̃̃
V123456 .
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• Interpolation von Λc durch den Axialvektorstrom

ω̃
(A)
11 = 2

[
2mcΦ̃

(A)
1 − x2mN(2Φ̃

(A)
1 + Φ̃

(A)
2 ) + 2mN Φ̃

(A)
3

]
,

ω̃
(A)
12 = 2mN

[
x2

2m
2
N Φ̃

(A)
4 + x2mNmcΦ̃

(A)
5 + 2m2

cΦ̃
(A)
3 + 2x2m

2
N Φ̃

(A)
6

]
,

ω̃
(A)
13 = 8m2

Nmc

[
m2
cΦ̃

(A)
7 + x2mNmcΦ̃

(A)
6 + x2

2m
2
N Φ̃

(A)
8

]
,

ω̃
(A)
21 = 4Φ̃

(A)
1 , ω̃

(A)
23 = 8m2

Nmc

[
mcΦ̃

(A)
7 − x2mN Φ̃

(A)
8

]
,

ω̃
(A)
22 = 2mN

[
2mcΦ̃

(A)
3 − x2mN Φ̃

(A)
4 + 2mN Φ̃

(A)
7

]
,

ω̃
(A)
31 =

[
2
(
(P − q)2 − m2

N − q2
)
Φ̃

(A)
1 +mNmcΦ̃

(A)
2 ,

+m2
N Φ̃

(A)
9 + 2x2m

2
N(Φ̃

(A)
1 − Φ̃

(A)
10 )− 2

m2
N

x2

Φ̃
(A)
7

]
,

ω̃
(A)
32 = m2

N

[
2(q2 − x2

2m
2
N)Φ̃

(A)
3 − 2

q2 +m2
c

x2

Φ̃
(A)
7 + x2mNmcΦ̃

(A)
11 ,

+m2
c(Φ̃

(A)
5 − 2Φ̃

(A)
3 ) + 2mN(mc + x2mN)Φ̃

(A)
8

]
,

ω̃
(A)
33 =

4m2
cm

2
N

x2

[
(m2

c − q2)Φ̃
(A)
7 + x2mNmcΦ̃

(A)
12 + x2

2m
2
N Φ̃

(A)
8

]
,

ω̃
(A)
41 = 2mN

[
(Φ̃

(A)
1 + Φ̃

(A)
10 )− Φ̃

(A)
3

x2

]
, ω̃

(A)
43 = 4m3

Nm
2
cΦ̃

(A)
13 ,

ω̃
(A)
42 =

mN

x2

[
2(m2

c + x2
2m

2
N − q2)Φ̃

(A)
3 − x2mNmcΦ̃

(A)
11 + 2x2m

2
N Φ̃

(A)
13

]
,

ω̃
(A)
51 = 2mN Φ̃

(A)
2 , ω̃

(A)
53 = 8m3

Nmc

[
mcΦ̃

(A)
14 − x2mN Φ̃

(A)
8

]
,

ω̃
(A)
52 = 2m2

N

[
− x2mN Φ̃

(A)
4 −mc(Φ̃

(A)
5 + 2Φ̃

(A)
3 ) + 2mN Φ̃

(A)
14

]
,

ω̃
(A)
61 = 0 , ω̃

(A)
62 = 2m2

N Φ̃
(A)
4 , ω̃

(A)
63 = 8m3

NmcΦ̃
(A)
8 . (C.16)
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Die Funktionen Φ̃
(A)
i sind dabei gegeben durch:

Φ̃
(A)
1 = Ã1 + 2T̃1 + Ṽ1 ,

Φ̃
(A)
2 = 2Ã3 − 2P̃1 + 2S̃1 − 2T̃1 + T̃123 + T̃127 − 2Ṽ3 ,

Φ̃
(A)
3 = ˜̃A123 − ˜̃T123 − ˜̃T127 − ˜̃V123 ,

Φ̃
(A)
4 = − ˜̃A34 + ˜̃A1345 − 2 ˜̃P21 − 2 ˜̃S12 − 2 ˜̃T127 + 2 ˜̃T158 − ˜̃T234578 − ˜̃V43 + ˜̃V1345 ,

Φ̃
(A)
5 = − ˜̃A34 − 2 ˜̃A123 − ˜̃A1345 + 4 ˜̃T127 − 4 ˜̃T158 + 2 ˜̃T234578 − ˜̃V43 + 2 ˜̃V123 − ˜̃V1345 ,

Φ̃
(A)
6 = ÃM1 + T̃M1 + Ṽ M

1 −
˜̃̃
A123456 +

˜̃̃
T125678 −

˜̃̃
T234578 +

˜̃̃
V123456 ,

Φ̃
(A)
7 = −ÃM1 − 2T̃M1 − Ṽ M

1 +
˜̃̃
T234578 ,

Φ̃
(A)
8 =

˜̃̃
A123456 − 2

˜̃̃
T125678 +

˜̃̃
T234578 −

˜̃̃
V123456 ,

Φ̃
(A)
9 = −2 ˜̃A34 − 2 ˜̃A123 − 2 ˜̃P21 − 2 ˜̃S12 + 2 ˜̃T127 − 2 ˜̃T158 + ˜̃T234578 − 2 ˜̃V43 + 2 ˜̃V123 ,

Φ̃
(A)
10 = Ã123 − T̃123 − T̃127 − Ṽ123 ,

Φ̃
(A)
11 = 2 ˜̃A34 + 2 ˜̃P21 + 2 ˜̃S12 + 2 ˜̃T123 + 2 ˜̃T158 − ˜̃T234578 + 2 ˜̃V43 ,

Φ̃
(A)
12 = T̃M1 +

˜̃̃
T125678 −

˜̃̃
T234578 ,

Φ̃
(A)
13 = −ÃM1 − 2T̃M1 − Ṽ M

1 −
˜̃̃
A123456 + 2

˜̃̃
T125678 +

˜̃̃
V123456 ,

Φ̃
(A)
14 = T̃M1 +

˜̃̃
A123456 −

˜̃̃
T125678 −

˜̃̃
V123456 .

C.2.3. Axialvektor-Übergang

Die Strukturen Π̄
(i)
j ((P − q)2, q2) der Korrelationsfunktion für den Axialvektor-

Übergangsstrom jµ5 mit i = P ,A und j = 1, .., 6 sind gegeben durch die ent-
sprechende Modifizierung von Gleichung (5.17). Die Koeffizientenfunktionen ω̄

(i)
jn

können dabei aus denen für den Vektorstrom ω̃
(i)
jn gewonnen werden, indem dort

die Vorzeichen von ω̃
(P)
2n , ω̃(P)

3n , ω̃(P)
6n , ω̃(A)

1n , ω̃(A)
4n und ω̃

(A)
5n geändert werden, sowie

mc → −mc gesetzt.
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C.3. Ergebnisse der Korrelationsfunktionen für die
Σc → N-Formfaktoren

C.3.1. Pseudoskalarer Übergang

Die Beiträge zu Korrelationsfunktion Π
(i)
j ((P − q)2, q2) des pseudoskalaren Über-

gangsstroms j5 sind durch Gleichung (5.17) gegeben, mit i = I, T und j = 1, 2.

• Interpolation von Σc durch den Ioffe-Strom

Die Koeffizientenfunktionen ω(I)
jn können aus ω(A)

jn erhalten werden, indem das
Vorzeichen der Terme mit skalaren, pseudoskalaren und Tensor-Verteilung-
amplituden geändert, sowie die Ersetzung mc → −mc durchgeführt wird.

• Interpolation von Σc durch den Tensor-Strom

Die Koeffizientenfunktionen ω(T )
jn lauten hier:

ω
(T )
11 = 2

[
4
(
(P − q)2 − q2 −m2

N

)
Φ

(T )
1 +mNmcΦ

(T )
2 + 2x2m

2
N(3Φ

(T )
1 + Φ

(T )
3 ) ,

+m2
NΦ

(T )
4 +

4m2
N

x2

Φ
(T )
5

]
,

ω
(T )
12 = 2m2

N

[
4(x2

2m
2
N − q2)Φ

(T )
6 + x2mNmcΦ

(T )
7 +m2

cΦ
(T )
4 − 2

x2

(2(q2 +m2
c) ,

+x2
2m

2
N)Φ

(T )
5 − 6x2m

2
NΦ

(T )
8

]
,

ω
(T )
13 =

8m2
Nm

2
c

x2

[
2(q2 −m2

c)Φ
(T )
5 + x2mNmcΦ

(T )
9 − x2

2m
2
N(3Φ

(T )
8 + Φ

(T )
5 )
]
,

ω
(T )
21 = 4mN

[
− Φ

(T )
1 + Φ

(T )
3 − 2

x2

Φ
(T )
6

]
, ω

(T )
23 = 8m3

Nm
2
c

[
Φ

(T )
5 − 3Φ

(T )
8

]
,

ω
(T )
22 =

2mN

x2

[
4(m2

c + x2
2m

2
N − q2)Φ

(T )
6 + x2mNmcΦ

(T )
7

−2x2m
2
N(3Φ

(T )
8 + Φ

(T )
5 )
]
, (C.17)
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mit den Funktionen Φ
(T )
i :

Φ
(T )
1 = Ṽ1 − Ã1 , Φ

(T )
3 = Ṽ123 + Ã123 ,

Φ
(T )
2 = 6P̃1 + 6S̃1 − 6T̃1 + 12T̃7 + T̃123 + 5T̃127 ,

Φ
(T )
4 = 3 ˜̃A34 + 2 ˜̃A123 + 3 ˜̃A1345 − 3 ˜̃V43 + 2 ˜̃V123 − 3 ˜̃V1345 ,

Φ
(T )
5 = Ṽ M

1 − ÃM1 , Φ
(T )
6 = ˜̃V123 + ˜̃A123 ,

Φ
(T )
7 = −6 ˜̃P21 + 6 ˜̃S12 + 12 ˜̃T78 + 2 ˜̃T123 + 4 ˜̃T127 + 6 ˜̃T158 − ˜̃T234578 ,

Φ
(T )
8 =

˜̃̃
V123456 +

˜̃̃
A123456 , Φ

(T )
9 = 3T̃M1 + 3

˜̃̃
T125678 −

˜̃̃
T234578 .

C.3.2. Vektor-Übergang

Die Beiträge zu Korrelationsfunktion Π
(i)
j ((P−q)2, q2) des Vektor-Übergangsstroms

jµ sind durch Gleichung (5.17) gegeben, mit i = I, T und j = 1, .., 6.

• Interpolation von Σc durch den Ioffe-Strom

Die Koeffizientenfunktionen ω̃
(I)
jn können aus denen des Axialvektorstroms

ω̃
(A)
jn erhalten werden, indem das Vorzeichen aller Terme geändert wird, die

Vektor- und Axialvektor-Verteilungsamplituden enthalten, sowie die Erset-
zung mc → −mc durchgeführt wird.

• Interpolation von Σc durch den Tensor-Strom

ω̃
(T )
11 = 4

[
− 4mcΦ̃

(T )
1 + x2mN Φ̃

(T )
2 + 4mN Φ̃

(T )
3

]
,

ω̃
(T )
12 = 4mN

[
4q2Φ̃

(T )
3 − x2

2m
2
N(4Φ̃

(T )
3 + 2Φ̃

(T )
4 + 3Φ̃

(T )
5 ) + 2x2mNmc(Φ̃

(T )
6 − 2Φ̃

(T )
7 )

+2x2m
2
N(Φ̃

(T )
8 + Φ̃

(T )
9 )
]
,

ω̃
(T )
13 = 16m2

N

[
x2mNm

2
cΦ̃

(T )
8 + 2x2

2m
2
NmcΦ̃

(T )
10 + x2mN

(
2(q2 − x2

2m
2
N)−m2

c

)
Φ̃

(T )
9 ,

+2m3
cΦ

(T )
11

]
,

ω̃
(T )
21 = 0 , ω̃

(T )
23 = 32m2

N

[ (
x2

2m
2
N − q2

)
Φ̃

(T )
9 − x2mNmcΦ̃

(T )
10

]
,

ω̃
(T )
22 = 4mN

[
4mcΦ̃

(T )
12 + x2mN(2Φ̃

(T )
4 + 3Φ̃

(T )
5 )− 8mN Φ̃

(T )
9

]
,
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ω̃
(T )
31 = 2mN

[
2mc(Φ̃

(T )
1 − Φ̃

(T )
13 ) + x2mN(Φ̃

(T )
2 + 4Φ̃

(T )
14 )

+2mN(−2(Φ̃
(T )
3 + Φ̃

(T )
4 ) + Φ̃

(T )
5 )
]
,

ω̃
(T )
32 = 2m2

N

[
− x2mNmc(Φ̃

(T )
6 + 2Φ̃

(T )
12 ) + 4mNmcΦ̃

(T )
10 + 2x2m

2
N(Φ̃

(T )
8 + Φ̃

(T )
9 )

+m2
c

(
−2Φ̃

(T )
4 + 5Φ̃

(T )
5 − 8

x2

Φ̃
(T )
9

)
+ 4(x2

2m
2
N − q2)Φ̃

(T )
3

]
,

ω̃
(T )
33 =

8m2
Nm

2
c

x2

[
2
(
x2

2m
2
N − q2 +m2

c

)
Φ̃

(T )
9 + x2

2m
2
N(Φ̃

(T )
8 + Φ̃

(T )
9 )

−x2mNmc(Φ̃
(T )
10 + Φ̃

(T )
11 )
]
,

ω̃
(T )
41 =

2mN

x2

[
4Φ̃

(T )
3 − x2(Φ̃

(T )
2 + 4Φ̃

(T )
14 )
]
,

ω̃
(T )
42 =

2mN

x2

[
4
(
q2 − x2

2m
2
N −m2

c

)
Φ̃

(T )
3 + x2mNmc(Φ̃

(T )
6 + 2Φ̃

(T )
7 )

−2x2m
2
N(Φ̃

(T )
8 + Φ̃

(T )
9 )
]
,

ω̃
(T )
43 = −8m3

Nm
2
c(Φ̃

(T )
8 + Φ̃

(T )
9 ) ,

ω̃
(T )
51 = −4mN

[
Φ̃

(T )
2 +

4Φ̃
(T )
3

x2

]
,

ω̃
(T )
52 =

4mN

x2

[
4
(
m2
c − q2

)
Φ̃

(T )
3 + x2

2m
2
N(4Φ̃

(T )
3 + 2Φ̃

(T )
4 + 3Φ̃

(T )
5 )

−2x2mNmcΦ̃
(T )
6 − 2x2m

2
N(Φ̃

(T )
8 + Φ̃

(T )
9 )
]
,

ω̃
(T )
53 = 16m3

N

[
2
(
x2

2m
2
N − q2

)
Φ̃

(T )
9 +m2

c(3Φ̃
(T )
9 − Φ̃

(T )
8 )− 2x2mNmcΦ̃

(T )
10

]
,

ω̃
(T )
61 = 0 , ω̃

(T )
62 = 4m2

N

[
− 2Φ̃

(T )
4 − 3Φ̃

(T )
5 +

8

x2

Φ̃
(T )
9

]
,

ω̃
(T )
63 =

32m2
N

x2

[ (
q2 − x2

2m
2
N −m2

c

)
Φ̃

(T )
9 + x2mNmcΦ̃

(T )
10

]
. (C.18)
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C.4. Ausdrücke für die doppelte Dispersionsdarstellung

Die Koeffizientenfunktionen Φ̃
(T )
i lauten:

Φ̃
(T )
1 = Ṽ1 − Ã1 , Φ̃

(T )
2 = 2P̃1 + 2S̃1 − 2T̃1 + 4T̃7 − T̃123 + 3T̃127 ,

Φ̃
(T )
3 = ˜̃T123 − ˜̃T127 , Φ̃

(T )
4 = ˜̃P21 − ˜̃S12 − 2 ˜̃T78 − ˜̃T123 − ˜̃T158 ,

Φ̃
(T )
5 = ˜̃T234578 , Φ̃

(T )
6 = ˜̃V43 + ˜̃V1345 − ˜̃A34 − ˜̃A1345 ,

Φ̃
(T )
7 = ˜̃V123 + ˜̃A123 , Φ̃

(T )
8 = T̃M1 +

˜̃̃
T125678 ,

Φ̃
(T )
9 =

˜̃̃
T234578 , Φ̃

(T )
10 =

˜̃̃
V123456 +

˜̃̃
A123456 ,

Φ̃
(T )
11 = Ṽ M

1 − ÃM1 , Φ̃
(T )
12 = ˜̃V123 + ˜̃A123 ,

Φ̃
(T )
13 = Ṽ123 + Ã123 , Φ̃

(T )
14 = T̃123 − T̃127 .

C.3.3. Axialvektor-Übergang

Die Beiträge Π̄
(i)
j ((P − q)2, q2) zur Korrelationsfunktion für den Axialvektorstrom

jµ5, mit i = I, T und j = 1, .., 6 sind durch die entsprechende Modifizierung von
Gleichung (5.17) gegeben. Die Koeffizientenfunktionen ω̄

(i)
jn können aus ω̃(i)

jn erhal-
ten werden, indem das Vorzeichen der Terme ω̃(T )

2n , ω̃(T )
3n , ω̃(T )

6n , ω̃(I)
1n , ω̃

(I)
4n und ω̃(I)

5n

geändert, sowie die Ersetzung mc → −mc durchgeführt wird.

C.4. Ausdrücke für die doppelte
Dispersionsdarstellung

Hier werden die zur Darstellung der Potenzen n = 2 und n = 3 als doppelte
Dispersionsrelation notwendigen Ausdrücke angegeben, die in der in Abschnitt 5.2.4
vorgestellten Methode benötigt werden. Dabei wurde Terme, die durch die später
anzuwendende Borel-Transformation eliminiert werden, nicht mit angeschrieben.
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∫ 1

0

dx2
xk2

[m2
c − (x2P − q)2]2

= −
∫ +∞

m2
c

ds

s− (P − q)2

{
1

π

k∑
j=2

∫ t2

t1

ds′

s′ − q2
(−1)k−j

· j − 1

(2m2
N)k−1

Cj
k cos

(
j − 2

2
π

)
(s− s′ −m2

N)k−j[(s′ − t1)(t2 − s′)]
j−3

2 θ(k − 2)

+
1

π

∫ t2

t1

ds′

[(s′ − t1)(t2 − s′)]3/2
(−1)k

(2m2
N)k−1

·
[

(s− s′ −m2
N)k

s′ − q2
− t2 − s′

t2 − t1
(s− t1 −m2

N)k

t1 − q2
− s′ − t1
t2 − t1

(s− t2 −m2
N)k

t2 − q2

]
−

∫ +∞

−∞

ds′

s′ − q2
δ(m2

c − s)δ(m2
c +m2

N − s′)
}

(C.19)

∫ 1

0

dx2
xk2

[m2
c − (x2P − q)2]3

=
1

2

∫ +∞

m2
c

ds

s− (P − q)2

{
1

π

k∑
j=4

∫ t2

t1

ds′
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(−1)k−j
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(
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2

)
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2 θ(k − 4)

+
1

π
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t1

ds′

[(s′ − t1)(t2 − s′)]3/2
(−1)k

(2m2
N)k−2
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k
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+
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c + 3m2
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]}

(C.20)

Das Argument der Funktionen t1/2(s) wurde unterdrückt und es ist θ(k − a) = 1(0)
für l ≥ a (k < a).
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