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SieB
Siegener Beitrage zur Geschichte
und Philosophie der Mathematik

Die Siegener Beitrage bieten ein Forum fiir den Diskurs im Bereich von Philosophie
und Geschichte der Mathematik. Dabei stehen die folgenden inhaltlichen Aspekte
im Zentrum:

e Philosophie und Geschichte der Mathematik sollen einander wechselseitig
fruchtbar irritieren.

e Die Rolle der Mathematik in der Wissenschaftsgeschichte, aber auch die
gesellschaftliche Rolle der Mathematik und deren historische Bedingtheit
sollen untersucht werden.

e Ein spezieller Aspekt betrifft dabei das (schulische) Lehren und Lernen von
Mathematik und deren Wandel im historischen Verlauf.

Unser herzlicher Dank gilt Sebastian Schorcht fiir die Gestaltung der Titelgra-
phik sowie Kordula Lindner-Jarchow und Martin Schubert fiir die verlagseitige
Betreuung der Reihe.

Ralf Kromer
Gregor Nickel






Geleitwort zu Band 3

Die PISA-Studie hat den Blick fiir die Qualitdt des Mathematikunterrichts ge-
scharft. Folgerichtig wurde in den letzten Jahren auch die universitére Lehrerbil-
dung zunehmend kritisch diskutiert. Der neuralgische Punkt ist das Studium fiir
das gymnasiale Lehramt mit der viel zitierten ,doppelten Diskontinuitét: Lehr-
amtsstudierende erkennen am Studienbeginn ihre Schulmathematik kaum wieder
und koénnen nach Abschluss ihres fachmathematischen Studiums kaum souveridn
mit der Schulmathematik umgehen. Dieser (auch empirisch belegte) Missstand hat
gerade in jiingster Zeit Forderungen belebt, die Schulmathematik im Studium in
geeigneter Weise ,vom hoheren Standpunkt® zu behandeln. Verwiesen wird hier
regelméfhig auf das bekannte Werk ,Elementarmathematik vom héheren Stand-
punkte aus* des beriihmten Mathematikers Felix Klein, der sich vor mehr als 100
Jahren bereits mit der Problematik befasst hat.

Angesichts der Aktualitdt und Brisanz der Thematik war es an der Zeit, genauer
hinzuschauen und prézise herauszuarbeiten, von welcher Zielsetzung das Lehrwerk
getragen ist und was den ,hoheren Standpunkt“ bei Felix Klein charakterisiert. Mit
der vorliegenden Arbeit wird diese komplexe, anspruchsvolle Aufgabe erstmals in
Angriff genommen. Der einschligige mathematikhistorische und hochschuldidak-
tische Diskurs wird davon profitieren konnen. Es gelingt, dem Werk mit einem
doppelt-perspektivischen Ansatz gerecht zu werden: Zum einen wird Kleins Lehr-
buch im historischen Kontext charakterisiert als Antwort auf das schon damals
dréngende Problem der doppelten Diskontinuitéit. Die Feinanalyse bedient sich
dabei erfolgreich heutiger mathematikdidaktischer Begrifflichkeit und schafft einen
Analyserahmen, der die innere Struktur des Werks aufdeckt, aber zugleich iiber
Kleins Epoche hinaus reicht: Die vorliegende Analyse hat das Potenzial, die Dis-
kussion alternativer, insbesondere aktueller Entwiirfe zu strukturieren und kon-
struktiv zu begleiten.

In einer ersten Orientierung wird der Leser eingestimmt und vertraut gemacht
mit den Rahmenbedingungen, die zum tieferen Verstdndnis der Elementarmathe-
matik vom hdheren Standpunkte aus mitgedacht werden miissen. In besonderer
Weise betrifft dies den Einfluss der Meraner Reform (1905), die herausragende
Personlichkeit des Protagonisten, die erste Klarung des schillernden Begriffs der
Elementarmathematik und schliefslich eine erste Anndherung an das Werk selbst.



iv

Der vorgeschlagene Analyserahmen differenziert zwischen der Vorlesung zugrunde
liegenden Prinzipien (Kap. 2 bis 6) und in der Vorlesung eingenommenen Per-
spektiven (Kap. 7 bis 9). Diese Unterscheidung erweist sich als leistungsfahig, um
Intentionen und Aufbau in Kleins Lehrwerk zu verstehen.

Es beginnt mit dem exemplarischen Nachweis, dass das Prinzip der innermathema-
tischen Vernetzung programmatisch und inhaltlich eine zentrale Rolle spielt, wobei
verschiedene Facetten unterschieden werden, die den Vernetzungsgedanken kon-
kretisieren. Ahnlich strukturiert ist die Beschreibung des Primats der Anschauung
mit herausgearbeiteten Facetten und Beispielen, die den grundsétzlich schwierigen
Begriff der Anschauung in der Verwendung bei Klein prézisieren. Die Ausfiihrun-
gen zum Prinzip der Anwendungsorientierung werden primér als Verstdarkung der
beiden bereits beschriebenen Prinzipien charakterisiert. Abschlieffend wird unter-
sucht, in welcher Weise Klein das aus der Mathematikdidaktik vertraute genetische
Prinzip interpretiert und wie es sich in seinem Lehrbuch manifestiert.

Durch die nicht auf der Hand liegende Identifikation und Ausdifferenzierung die-
ser vier der Vorlesung zugrunde liegenden Prinzipien gelingt insgesamt ein erster
wichtiger Schritt zur Analyse des Kleinschen Lehrwerks. Spannend sind die inter-
pretierenden Ausfithrungen zu Kleins ,Zwischenstiick: Hier wird ein stimmiges
Bild der Intentionen von Felix Klein entfaltet. Abgerundet wird der erste Hauptteil
durch ein Zwischenfazit, das die benannten Prinzipien bei Klein mit dem heutigen
mathematikdidaktischen Verstdndnis dieser Leitlinien konfrontiert. Nach der Ana-
lyse wird festgehalten, dass Klein aus heutiger Sicht eine didaktische Orientierung
zuzusprechen ist.

Komplementir zu den zugrunde liegenden Prinzipien werden in der Kleinschen
Vorlesung durchgéngig grundlegende Perspektiven identifiziert, die den Gegen-
stand des zweiten Hauptteils der Arbeit bilden:

Bei der fachmathematischen Perspektive geht es um das Verhéltnis von Schul- und
Hochschulmathematik, bei der Diskussion der historischen Perspektive wird eine
aktuelle Klassifikation zur Rolle der Mathematikgeschichte in der Lehrerbildung
geschickt genutzt, um die historische Perspektive bei Klein addquat einzuordnen.
Zu den besonders interessanten Stiicken der Arbeit gehort aus mathematikdidak-
tischer Sicht das Kapitel, in dem Kleins didaktische Perspektive genauer analysiert
wird. Das betrifft zum einen den Einfluss der Meraner Reform, zum anderen wird
herausgearbeitet, dass dem Werk eine stoffdidaktische Dimension innewohnt. Dar-
iiber hinaus ist Kleins Interesse an unterrichtsmethodischen Fragen dokumentiert.
Anregend ist das zweite Zwischenfazit: In der Tat enthilt Kleins Elementarmathe-
matik vom héheren Standpunkte aus zugleich eine hohere Mathematik vom ele-
mentaren Standpunkt!

Aus mathematikhistorischer Sicht ist das Schlusskapitel von besonderem Interesse
und ein dritter Eckpfeiler der Arbeit. Beim Vergleich mit alternativen zeitgenossi-



schen Konzepten entfaltet zudem der in der vorliegenden Schrift entwickelte Ana-
lyserahmen seine volle Kraft: Die bei Klein identifizierten Prinzipien und Perspek-
tiven erlauben eine genaue kritische Wiirdigung zweier ausgewahlter, grundlegend
verschiedener Konzeptionen zur Umsetzung elementarmathematischer Vorlesun-
gen. Insbesondere erscheint die in der Rezeption gelegentlich einseitige Abgrenzung
der Ansétze von Toeplitz und Klein hier in differenziertem Licht.

Die entstandene Arbeit liegt im Grenzbereich zwischen Mathematikgeschichte und
Mathematikdidaktik und schliefst eine wesentliche Forschungsliicke. Sie ist einla-
dender Ausgangspunkt fiir weitere Forschung und bietet einen starken inhaltlichen
Impuls zur Weiterentwicklung der Gymnasiallehrerbildung an Universitaten.

Siegen/Berlin im Juli 2014 Rainer Danckwerts






»Es gilt nicht mehr, neue Gedanken zu finden, sondern die richtigen Gedanken
innerhalb der gegebenen Verhéltnisse in richtiger Weise zur Geltung zu bringen.“

FeELiX KLEIN
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Einleitung

,Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme gestellt,
die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit denen er sich auf
der Schule beschéftigt hat; [...]. Tritt er aber nach Absolvierung des Studiums
ins Lehramt iiber, so soll er plotzlich eben diese herkommliche Elementarmathe-
matik schulmé&fiig unterrichten; da er diese Aufgabe kaum selbstdndig mit seiner
Hochschulmathematik in Zusammenhang bringen kann, so wird er bald die alt-
hergebrachte Unterrichtstradition aufnehmen.“ (Klein EvhS 1, S. 1)

Um dieser ,doppelten Diskontinuitdt® entgegenzuwirken, entwickelte Felix Klein
die Vorlesungsreihe FElementarmathematik vom héheren Standpunkte aus. Mit-
hilfe der Vorlesungsreihe sollten fortgeschrittene Studenten den Zusammenhang
zwischen der Elementarmathematik und der Hochschulmathematik erkennen und
,dem grofsen Wissensstoff, der vermittelt wird, in reichem Mafe lebendige Anre-
gungen fiir den eigenen Unterricht entnehmen.“ (Klein EvhS 1, S. 2).

Inzwischen sind mehr als hundert Jahre vergangen, seit Klein das bis heute aktu-
elle Grundproblem der universitidren Lehrerausbildung ,so markant” (Hefendehl-
Hebeker 2013, S. 2) zum Ausdruck brachte. Die von Klein beschriebene Kluft
existiert nach wie vor, obwohl oder gerade weil sich die Bildungslandschaft von
Schule und Hochschule veréindert hat (vgl. Hefendehl-Hebeker 2013, S. 2),! und
ist insbesondere in Bezug auf die gymnasiale Lehramtsausbildung in den letzten
Jahren in den Fokus der hochschuldidaktischen Diskussion geriickt. Davon zeugen
unter anderem die Stellungnahmen und Empfehlungen der einschlégigen Fachver-
bande (vgl. aCampo, Weigand und Ziegler 2008) und mehrere Fachtagungen, die
sich diesem Thema exklusiv widmeten:

— Vom 28. bis 29. Oktober 2011 veranstalteten GDM, DMV und MNU in Dort-
mund gemeinsam eine Fachtagung zur Lehrerbildung zum Thema Wider die
doppelte Diskontinuitdt in der Mathematiklehrerbildung fir das Gymnasium.
Ziel war es, dem ,facettenreichen Meinungsbild des an der Ausbildung von
Gymnasiallehrkriften beteiligten Personenkreises eine Plattform zu bieten
und neben grundlegenden Programmatiken auch konkrete Beispiele guter

IDies belegen zahlreiche empirische Studien. Man vergleiche hierzu etwa Pieper-Seier (2002),
Curdes u. a. (2003) und Mischau und Blunck (2006).



2 Einleitung

Praxis zu sammeln und zu reflektieren (Ableitinger u. a. 2013, S. vi). Der
Tagungsband erschien 2013 (vgl. Ableitinger u. a. 2013).

— Das Kompetenzzentrum fiir Hochschuldidaktik Mathematik (khdm) der Uni-
versitdten Kassel, Liineburg und Paderborn organisierte in Kooperation mit
GDM, DMV und MNU vom 20. — 23. Februar 2013 in Paderborn eine
Arbeitstagung zu Mathematik im Ubergang Schule/Hochschule und im ers-
ten Studienjahr, um Forschungsergebnisse und Erfahrungen aus der Praxis
auszutauschen sowie einen Austausch zwischen Schule und Hochschule zu {6r-
dern. Extended Abstracts der Vortriage sind online verfiighar (www.khdm.de);
ein Tagungsband ist in Arbeit.

— Vom 22. — 26. April 2013 lud das Hausdorff Research Institute For Mathema-
tics (HIM) zu einer Arbeitstagung mit dem Thema Mathematik Lernen an
der Schule und im Studium: Gemeinsamkeiten, Unterschiede, Konsequenzen
ausgewahlte Expertinnen und Experten aus den Bereichen Fachmathema-
tik, Didaktik und Schule ein. Ziel war eine Bestandsaufnahme der aktuellen
Problematik beim Ubergang von der Schule zur Hochschule im Fach Mathe-
matik sowie die konzeptionelle Weiterentwicklung. Ein Tagungsband ist in
Arbeit.

Auf diesen Tagungen wurden zahlreiche Initiativen und Projekte vorgestellt, die
eine Neuorientierung der universitdren Lehrerbildung fiir das gymnasiale Lehramt
im Fach Mathematik anstreben. Eines der ersten und viel beachteten Projekte
ist das von der Deutschen Telekom Stiftung geférderte Tandemprojekt Mathema-
tik Neu Denken der Universitdten Giefien und Siegen (vgl. Beutelspacher u. a.
2011). Im Jahre 2005 begann ein mehrjihriger Modellversuch, der zunéchst auf
eine Umstrukturierung des ersten Studienjahres zielte. Anschliefend wurde die
Projektidee programmatisch ausgeweitet und ein idealtypischer Studienplan fiir ein
volles gymnasiales Lehramtsstudium erarbeitet. Ziele des Projektes waren unter
anderem eine Professionalisierung des Lehramtsstudiums, ,die in der Wissenschaft
und in der Perspektive des Berufsfeldes gleichermafsen verankert ist“ (Beutels-
pacher u. a. 2011, S. 3) sowie ein ,Schul- und Berufsfeldbezug von Anfang an“
(Beutelspacher u. a. 2011, S. 22), der an schulische Vorerfahrungen ankniipft. Eine
zentrale Komponente der ausgesprochenen Empfehlungen sind Veranstaltungen
zur Schulmathematik vom héheren Standpunkt — im Projekt exemplarisch fiir das
Themenfeld Analysis ausgearbeitet (vgl. Danckwerts 2013):

,Um [...] fachbezogene Kompetenzen friihzeitig zu entwickeln und zugleich die
erwiinschte Verbindung von Fach- und Berufsfeldbezug sichtbar zu machen,
erscheint es sinnvoll, in eigenen Lehrveranstaltungen vom Typ ,Schulmathematik
vom hoheren Standpunkt® einen kritisch-konstruktiven Riickblick auf die Ober-
stufenmathematik anzustreben.“ (Beutelspacher u. a. 2010, S. 10)



Auch in nachfolgenden Projekten wurde die Idee der Ankniipfung an schulische
Vorerfahrungen und die Verbindung von fachmathematischen und fachdidakti-
schen Inhalten aufgegriffen. Diese in Fachveranstaltungen der Grund-, Haupt- und
Realschullehramtsausbildung bereits vielerorts etablierte Vernetzung ringt in der
gymnasialen Lehramtsausbildung noch um den passenden Ort. Im Projekt Mathe-
matik Besser Verstehen der Universitit Essen wurden in den Fachvorlesungen des
ersten Studienjahres Ubungsaufgaben mit Bezug zum Schulstoff systematisch ent-
wickelt (vgl. Ableitinger und Herrmann 2011). Ahnlich wie bei Mathematik Neu
Denken wurde in Marburg im Zuge einer Reform der Lehramtsausbildung ein
Schnittstellenmodul neu gestaltet. Dieses hat das Ziel, ,in der Studieneingangs-
phase stabile Verkniipfungen zwischen den Vorkenntnissen und Vorerfahrungen
aus der Schulmathematik und den neu erarbeiteten Inhalten und Denkweisen der
Hochschulmathematik aufzubauen® (Bauer 2013, S. 39) . Auch an der ETH Ziirich
wurden spezielle Veranstaltungen an der Schnittstelle von Schul- und Hochschul-
mathematik eingerichtet, ndmlich die fachwissenschaftlichen Vertiefungen mit péid-
agogischem Fokus (vgl. Kirchgraber 2008).

All diesen Initiativen ist ein Gedanke gemein: Um mit mathematisch anspruchs-
vollen Unterrichtssituationen sach- und situationsgerecht umzugehen, miissen Leh-
rerinnen und Lehrer mit dem Stoff beweglich umgehen kénnen und Einblick in die
Begriindungszusammenhénge und Hintergriinde der behandelten Themen haben.
Dies setzt ein tieferes Verstdndnis der Fachinhalte des Curriculums der Sekundar-
stufen voraus (vgl. bspw. Krauss u. a. 2008). Dabei wird stets ein Bezug zu Kleins
Vorlesungskonzept hergestellt:

So folgern Krauss u. a. (2008) aus den Ergebnissen der Coaktiv-Studie explizit die
Notwendigkeit von Vorlesungen im Sinne der Kleinschen Elementarmathematik
vom hoheren Standpunkte aus (vgl. Krauss u. a. 2008, S. 238). Kirchgraber (2008)
und Beutelspacher u. a. (2011) entwickeln beide die Idee des hoheren Standpunkts
weiter, wenn auch in deutlich unterschiedliche Richtungen: Kirchgraber stellt dem
héheren Standpunkt im augenscheinlich Kleinschen Sinne eine symmetrische Sicht-
weise gegeniiber — ndmlich einer Fachmathematik vom elementaren Standpunkt
(vgl. Kirchgraber 2008, S. 149) —, wihrend im Projekt Mathematik Neu Denken
ein héherer Standpunkt angestrebt wird, ,,der auf die vertiefte Auseinandersetzung
mit der Oberstufenmathematik zielt und prinzipiell mit den bis dahin erworbenen
(elementar-)mathematischen Mitteln auskommt“ (Danckwerts 2013, S. 87).

Insgesamt kann festgehalten werden, dass den Projekten und Initiativen, die sich
in der inhaltlichen Ausrichtung und der Methodik deutlich unterscheiden, meist
ein eher intuitives Verstdndnis des Begriffs héherer Standpunkt zugrunde liegt.
Die jeweiligen Auffassungen dieses Standpunkts werden nicht normativ fundiert,
sondern exemplarisch an konkreten Inhalten spezifiziert.



4 Einleitung

Kleins Vorlesung dient dabei iiberwiegend als Anstof fiir die Entwicklung aktueller
Ideen und Konzepte. Ein Beispiel hierfiir ist neben den zahlreichen Projekten zur
Neuorientierung des Lehramtsstudiums auch das von der IMU und der ICMI ange-
regte internationale Klein-Projekt (www.klein-project.org), welches die Ideen von
Felix Klein in moderner und aktueller Form aufgreift und diese weiterentwickelt.
Die Ergebnisse werden in sogenannten Klein-Artikeln verdffentlicht (vgl. Weigand
2009). Eine detaillierte Auseinandersetzung mit Kleins Vorlage mit Blick auf den
dort vermittelten hoheren Standpunkt liegt bis jetzt nicht vor.

Die vorliegende Arbeit greift diese Forschungsliicke auf. Ziel ist es, die viel zitierte
Vorlesung Kleins auf ihre Intention, ihre innere Struktur sowie ihren Beitrag zu
einem lehramtsgerechten Hochschulstudium zu befragen und dadurch genauer zu
verstehen. Dabei wird Kleins Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus
im Kontext der damaligen Situation analysiert und mit Mitteln aktueller mathe-
matikdidaktischer Denkweisen interpretiert. Die Arbeit kann damit einerseits einen
Beitrag zur Forschung im weiteren Bereich der Geschichte des Mathematikunter-
richts? und andererseits zur hochschuldidaktischen Diskussion um die Neuorien-
tierung des gymnasialen Lehramtsstudiums im Fach Mathematik leisten.

Zum Aufbau und Vorgehen

Kleins Vorlesungsreihe besteht aus drei Teilen: Arithmetik, Algebra und Analysis,
Geometrie und Prdzisions- und Approximationsmathematik. Durch ihre strukturel-
len Unterschiede lassen sich die drei Bénde nur schwer vergleichen oder gemeinsam
analysieren. Die Analyse stiitzt sich aufgrund seiner programmatischen Exkurse
hauptséchlich auf den ersten Teil. Grundlage der Analyse ist das Manuskript dieser
ersten Vorlesung.

Als Analysemethode bietet sich die geisteswissenschaftlich begriindete Hermeneu-
tik an (vgl. bspw. Biihler 2003).® Dieser Methode werde ich in der vorliegenden
Arbeit explizit einen phdnomenologischen Zugang voranstellen. Phdnomenologie
soll im Folgenden nicht im engeren Sinn als die von Husserl (1986) begriindete
philosophische Richtung verstanden werden, sondern als wissenschaftstheoretische
Methode, wie sie etwa Seiffert (1970) in seiner Finfihrung in die Wissenschafts-
theorie vorstellt:

?Die Geschichte des Mathematikunterrichts bzw. die Geschichte des Lehrens und Lernens von
Mathematik als Forschungsfeld wurde erstmals 2004 auf der International Conference of
Mathematics Education (ICME) in Kopenhagen international sichtbar und gilt inzwischen
als etabliert (vgl. Bjarnadottir u. a. 2009).

3Die hermeneutische Methode hat sich im Rahmen der historisch orientierten mathematikdi-
daktischen Forschung bereits bewahrt (vgl. bspw. Kriiger 2000).



»/Der Phianomenologe| sagt: Meine Eindriicke als solche habe ich und lasse ich
mir nicht wegargumentieren. Warum soll ich sie nicht auch zur Grundlage wis-
senschaftlicher Analysen machen?“ (Seiffert 1970, S. 42)

Eine solche Phanomenologie ist als deskriptive Methode zu verstehen, in der zu-
néchst alle rationalen, theoretischen und historisch bedingten Zugénge ausgespart
bleiben. Ziel ist es, die Eindriicke wertfrei und ohne Ableitung von Handlungs-
empfehlungen oder Normen zu beschreiben. Eine solche Methode ist vordergriin-
dig unhistorisch, da die Phidnomene zunédchst so beschrieben werden, als ob sie
iiberall und zu jeder Zeit auftreten konnten — auch wenn der Phénomenologe dies
nicht explizit behauptet. Da aber eine jede Beobachtung zu einer bestimmten Zeit
geschieht, stellt sich jede phdnomenologische Analyse dennoch ,stillschweigend in
einen bestimmten historischen Horizont* (vgl. Seiffert 1970, S. 53).

Ich halte einen solchen phénomenologischen Zugang fiir angemessen, um Kleins
Vorgehen und die charakteristischen Merkmale herauszuarbeiten, objektiv — also
wertfrei und unabhéngig vom Kontext — zu beschreiben und im Sinne einer taxono-
mischen Darstellung systematisch zu ordnen. Um die Frage ,Was ist Kleins hoherer
Standpunkt; zu beantworten, miissen die herausgearbeiteten Merkmale angemes-
sen interpretiert und hinsichtlich ihrer zugrunde liegenden Intention untersucht
werden. Diese Auslegung geschieht der hermeneutischen Methode folgend im his-
torischen Kontext.

Zusétzlich bediene ich mich im Rahmen der Analyse des aktuellen mathematikdi-
daktischen Instrumentariums, mithilfe dessen das didaktische Interesse beschrie-
ben werden kann, das in der Vorgehensweise und den Randbemerkungen Kleins
sichtbar wird. Es geht nicht darum — um der Kritik des vorgreifenden Anachronis-
mus vorzubeugen — zu behaupten, Klein habe bereits zu seiner Zeit heutige mathe-
matikdidaktische Konzepte bewusst verwendet. Diese Konzepte erweisen sich ledig-
lich als geeignetes Hilfsmittel, um die Kleinschen Ideen und seine Vorgehensweise
besser zu verstehen, einzuordnen und von Alternativen abzugrenzen.

Die Ergebnisse der Analyse werden in vier Teilen prasentiert: Den Auftakt bildet
in Kapitel 1 eine erste Orientierung iiber den historischen Kontext. Das betrifft die
Situation in Schule und Lehrerbildung zu Kleins Zeit, den Autor und Dozenten
Felix Klein, den behandelten Gegenstand der Vorlesung — die Elementarmathe-
matik — sowie die Vorlesung selbst.

Im zweiten Teil werden der Vorlesung zugrunde liegende Prinzipien im beschriebe-
nen Sinne weitestgehend phdnomenologisch herausgearbeitet und spezifiziert: das
Prinzip der Vernetzung (Kapitel 2), das Prinzip der Veranschaulichung (Kapitel 3),
das Prinzip der Anwendungsorientierung (Kapitel 4) sowie das genetische Prinzip
(Kapitel 5). In Kapitel 6 wird mithilfe des ,Zwischenstiicks“ in Kleins Vorlesung
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dargelegt, dass dieser die Prinzipien bewusst einsetzt. Klein kann damit als erstes
Zwischenfazit eine didaktische Orientierung zugesprochen werden.

Komplementér zu den Prinzipien werden im dritten Teil von Klein eingenommene
Perspektiven identifiziert. Die fachmathematische Perspektive (Kapitel 7), die his-
torische Perspektive (Kapitel 8) und die didaktische Perspektive (Kapitel 9) spe-
zifizieren den von Klein angestrebten héheren Standpunkt. Durch die Analyseer-
gebnisse beziiglich der Prinzipien und Perspektiven wird als zweites Zwischenfazit
eine weitere Ausrichtung der Vorlesung deutlich:

Klein betrachtet nicht nur Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus,
sondern auch héhere Mathematik vom elementaren Standpunkt.

In Kapitel 10 wird die Kleinsche Vorlesung mit alternativen zeitgenossischen Kon-
zepten elementarmathematischer Vorlesungen verglichen. Somit wird die Flemen-
tarmathematik vom hoheren Standpunkt, von einer Aufenperspektive aus, einer
kritischen Reflexion beziiglich ihrer Tragfdhigkeit unterzogen. Die Kleinschen Prin-
zipien und Perspektiven erweisen sich als geeignetes Analyseinstrument fiir einen
systematischen Vergleich lehramtsspezifischer Vorlesungen zur Elementarmathe-
matik.

Hinweise an den Leser

Als Grundlage der Analyse dient die vierte Auflage des Manuskripts zum ersten
Teil der Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus — bis auf wenige
Anderungen ein unverianderter Nachdruck der ersten Auflage. Um die Belege aus
meinen Hauptquellen hervorzuheben, verweise ich bei den drei Banden der Ele-
mentarmathematik nicht auf Autor und Erscheinungsjahr, sondern verwende die
Kiirzel ,EvhS 1¢ — [EvhS 3‘ (Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte
aus). Zudem ist darauf hinzuweisen, dass Klein in seinen Manuskripten sehr grofs-
ziigig das Mittel der kursiven Hervorhebung verwendet. Hervorhebungen in den
Zitaten entstammen, wenn nicht anders gekennzeichnet, dem Original.

Zu Kleins Zeit existierte keine geschlechterdifferenzierende Sprache, wie sie heute
verwendet wird. Zudem bestand die Horerschaft Kleins vornehmlich aus Méannern.
Klein und seine Zeitgenossen verwenden ausschlieklich die mannliche Sprachform.
Aus heutiger Sicht ist die weibliche Form mitzudenken. Im Folgenden werde ich
der Einfachheit halber ebenfalls auf die gleichzeitige Verwendung méannlicher und
weiblicher Sprachformen verzichten. S&mtliche Personenbezeichnungen gelten fiir
beiderlei Geschlecht.



Kapitel 1

Erste Orientierung

Wie bereits in der methodischen Einfiithrung beschrieben, verfolgt die vorliegende
Arbeit keine historisch-hermeneutische Herangehensweise im engeren Sinn. Die
Charakteristika der untersuchten Vorlesung werden in erster Linie durch eine phé-
nomenologische Textanalyse herausgearbeitet. Um aber die Intention des Autors,
die der Vorlesung zugrunde liegt, zu verstehen, ist es notwendig, sich beziiglich des
Umfelds und der Entstehungsgeschichte des Werkes zu orientieren.

Das vorliegende Kapitel wird Hintergrundwissen bereitstellen, das fiir die Textana-
lyse hilfreich ist. Das Kapitel gliedert sich dabei in vier Abschnitte, die orientieren
sollen iiber

— die Ausgangslage in Schule und Lehrerbildung, vor deren Hintergrund die
Vorlesung konzipiert wurde,

— die Haltung und Einstellung des Autors bzw. Dozenten Felix Klein, die zur
Konzeption der Vorlesung beigetragen haben,

— den in der Vorlesung behandelten Gegenstand, die Elementarmathematik,
sowie

— das Werk selbst, seine Entstehungsgeschichte und die damit verfolgten Ziele.

In keinem der Abschnitte wird eine liickenlose und chronologische Wiedergabe der
Fakten angestrebt. Ich fokussiere stets auf die Inhalte, die zum Versténdnis der
Kleinschen Vorlesung notwendig sind. Fiir detaillierte Informationen iiber Schule
und Lehrerbildung sowie die gesellschaftlichen Rahmenbedingungen um die Jahr-
hundertwende empfehle ich einen Blick in die Dissertationen von Katja Kriiger
(2000) und Heike Biermann (2010). Ausfiihrlichere Details zur Biographie Kleins
konnen beispielsweise bei Tobies und Konig (1981) nachgelesen werden.
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1.1 Das Umfeld: Schule und Lehrerbildung um die
Jahrhundertwende

Felix Klein richtet sich mit seiner Vorlesungsreihe Elementarmathematik vom hohe-
ren Standpunkte aus an zukiinftige Lehrer, die seinen Ausfithrungen ,in reichem
Mafe lebendige Anregungen fiir [i]hren eigenen Unterricht entnehmen® (Klein
EvhS 1, S. 2) sollen. Um diese Intention und die damit verbundenen Inhalte der
Vorlesung angemessen auslegen zu kénnen, wird nachfolgend ein kurzer Uberblick
iiber die zu Kleins Zeit vorherrschende Situation an den héheren Schulen sowie den
Universitdten gegeben. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die Lehrerbildung
gelegt.

Das Priifungswesen fiir das Lehramt an héheren Schulen. 1808 wurde die pro
facultate docendi, die Lehramtspriifung fiir Lehrer an hoheren Schulen!, einge-
richtet. Der Beruf des wissenschaftlich ausgebildeten Lehrers war damit erstmals
eingefiihrt (Toepell 2003, S. 177). Zunichst wurde von den Universitéiten die allge-
meine Lehrbefdhigung — also fiir alle Facher der jeweiligen Schulart — vergeben:

s Man] ging von dem Gedanken aus, jeder Lehrer miisse die Kenntnisse, die
bei der Abiturpriifung von allen Schiilern verlangt wiirden, auch selbst besit-
zen. Dementsprechend wurde der Kandidat in allen Fachern gepriift.” (Killing
1913, S. 20)

Dies wurde mit der Priifungsordnung von 1866 teilweise eingeschrankt. Der Lehr-
amtskandidat durfte entscheiden, in welchen Féachern er die Lehrbefdhigung errei-
chen wollte, und hatte sich dabei auf ein entweder sprachlich-geschichtliches oder
ein mathematisch-naturwissenschaftliches Feld festzulegen. In der Priifungsord-
nung von 1898 fiel diese Profilbildung weg. Der Kandidat wéhlte nun nach bestimm-
ten Vorgaben drei Fécher, fiir die er die Lehrbefdhigung anstrebte. Auf der Grund-
lage einer schriftlichen und einer miindlichen Priifung wurde fiir jedes Fach entwe-
der eine Lehrbefdhigung erster Stufe — fiir alle Schulstufen — oder zweiter Stufe — fiir
die untere und mittlere Schulstufe — erteilt (vgl. Mattheis 2000a, S. 15f). Erhalten
blieb ,als Uberbleibsel der #ltesten Priifungsordnung” (Killing 1913, S. 20) eine
allgemeine Priifung iiber die Facher Philosophie, Pddagogik, deutsche Literatur
und Theologie.

I Hierzu zihlen die neunjihrigen Schulen: Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen (vgl.
bspw. Mattheis 2000a, S. 8)
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Die Rolle der angewandten Mathematik. In den Priifungsordnungen von 1882
und 1887 war im Fach Mathematik keine Priifung in angewandter Mathematik
mehr vorgesehen, da dies den Kreis der Studierenden deutlich schmélerte (Klein
1905b, S. 485). Diese Anderungen wurde in den folgenden Jahren stark kritisiert.
Neben Klein sprachen sich zahlreiche weitere Mathematiker, wie beispielsweise
Stéckel (1904), Gutzmer (1904) und Holzmiiller (1905), fiir eine Stérkung der
angewandten Mathematik in der Schule — nicht zuletzt als Vorbereitung fiir ein
mogliches Studium auf den Technischen Hochschulen — und an den Universitéiten
aus.

Mit der formalen Gleichstellung der Technischen Hochschulen (vgl. Mattheis 2000a, S. 7)
und der Einfithrung der Lehrbefdhigung fiir angewandte Mathematik in der uni-
versitdren Priifungsordnung von 1898 waren erste bedeutende Schritte in diese
Richtung getan. In der Schule kamen diese Bestrebungen aber zunéchst nicht an,

und auch aus wissenschaftlicher Perspektive blieb eine klare Trennung zwischen
angewandter und reiner Mathematik zunéchst erhalten:

~Wenn es so an dem guten Willen der Universitdten wahrlich nicht gefehlt hat,
so darf man sich doch nicht verhehlen, daf alles, was bis jetzt geschehen ist, nur
einen schwachen Anfang bedeutet, und daf [...] ,Jange Jahre unablissiger und
vielfach auch undankbarer Arbeit erforderlich sein werden, bis die Entfremdung
zwischen reiner und angewandter Wissenschaft iiberwunden sein wird‘.“ (Stackel
1904, S. 315)

Die Anhénger der Forderung angewandter Mathematik in den Schulen bedauerten
die Einteilung der mathematischen Wissenschaft in reine und angewandte Mathe-
matik (vgl. Stickel 1904, S. 318)2 und forderten als Reaktion auf die Priifungs-
ordnung von 1898 die Kopplung der Lehrbeféhigung 1. Stufe fiir reine und ange-
wandte Mathematik und die verpflichtende Studienfachwahl ,angewandte Mathe-
matik® fir Mathematiklehrer an den Realgymnasien und Oberrealschulen (vgl.
Stéackel 1904, S. 330). Bis 1908 waren diese Forderungen noch nicht umgesetzt
worden. Die Frage nach der Stellung der angewandten Mathematik in Schule und
Hochschule war damit nach wie vor ein aktuelles, viel diskutiertes Thema, welches
in die Konzeption der Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt einfloss.

Zur Aufgabe und Stellung des Mathematiklehrers. Bis nach dem Zweiten Welt-
krieg war es nicht iiblich, ein Universitatsdiplom im Fach Mathematik zu vergeben,
der grofste Teil der Studenten schloss die universitdren Studien mit dem Staatsez-
amen ab (vgl. Toepell 2003, S. 178). Insbesondere galt bis Ende des 19. Jahrhun-
derts der Lehrer noch als Fachgelehrter:

2Insbesondere sei mit dieser Trennung ein Werturteil verbunden: Die angewandte Mathematik
werde so als ,unrein‘ verstanden (vgl. Stéckel 1904, S. 318).
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,Man [erachtete] es fiir selbstverstandlich [. .. ], dass ein Mathematiklehrer in den
obersten Klassen im Laufe seines Studiums so weit in die Mathematik eingedrun-
gen sei, ,daf der Candidat die Befadhigung gewonnen habe, auf seinem Gebiete
mit Freudigkeit und mit Erfolg weiter zu arbeiten‘.“ (Mattheis 2000a, S. 10)

Neben dem Unterricht an den Schulen sollte der Lehrer engen Kontakt zur Uni-
versitat halten und sich aktiv forschend betétigen. Es war daher auch moglich,
dass dieser nach einiger Lehrtétigkeit an einer héheren Schule als Hochschullehrer
an die Universitdt zuriickkehrte — Jacob Steiner und Hermann Grafmann sind
bekannte Beispiele hierfiir (vgl. Toepell 2003, S. 178).

Anfang des 20. Jahrhunderts wurden erste Stimmen laut, die die Entfremdung ,.bis
zur gegenseitigen Nichtbeachtung® (Klein 1902, S. 70) von Universitit und Schule
beklagten:

»In einer langen Zeitperiode [...] trieb man an den Universitdten ausschliefslich
hohe Wissenschaft ohne Riicksicht darauf zu nehmen, was der Schule nottat,
und ohne sich tiberhaupt um die Herstellung einer Verbindung mit der Schul-
mathematik zu sorgen.” (Klein EvhS 1, S. 1)

Die Kritik an der entstandenen Kluft beinhaltete zu grofen Teilen eine wissen-
schaftliche Komponente. Die Mathematiklehrer an den héheren Schulen sollten
sich wieder vermehrt mit aktuellen Forschungsfragen auseinandersetzen. Hinzu
kam aber erstmals eine didaktische Komponente, da man auch die direkte Wirk-
samkeit des Studiums auf den Schulunterricht hinterfragte und als férderungswiir-
dig ansah.

Klein berichtet, dass man begonnen hatte, diese ,,Kluft von beiden Seiten her auf-
zufiillen” (Klein EvhS 1, S. 1), einerseits durch eine Neuorientierung beziiglich des
Schulstoffs, andererseits durch die Beriicksichtigung der Bediirfnisse der zukiinfti-
gen Lehrer an der Universitét. Letzteres dufserte sich besonders in den Anfénger-
vorlesungen (vgl. hierzu bspw. Klein 1899) und in speziellen lehramtsspezifischen
Vorlesungen zu Inhalten der Elementar- bzw. Schulmathematik (vgl. hierzu bspw.
Klein EvhS 1; Weber 1903; Stiickel 1905).3

Die Bestrebungen von Seiten der Universitdt werden in Kapitel 10 noch ausfiihr-
lich dargestellt und in Bezug zur Kleinschen FElementarmathematik gesetzt. Zur
Behebung der Kluft von Seiten der Schule sollte mafigeblich die Meraner Reform
beitragen. Der Verlauf dieser Reform sowie die entscheidenden Forderungen fiir
das Fach Mathematik werden im Folgenden kurz skizziert, da diese Bewegung
die Situation zu Beginn des 20. Jahrhunderts an der Schule und Hochschule und
insbesondere auch die Kleinsche Vorlesung entscheidend geprigt hat.

3Zur Abgrenzung von Elementar- und Schulmathematik siehe 1.3.
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Die Meraner Reform. Die Anfange bzw. Ausgangspunkte der Meraner Reform
lassen sich bereits ab den 1890er Jahren ausmachen und reichen bis in die 1920er
Jahre hinein (vgl. Biermann 2010, S. 287). Nach der formalen Gleichstellung der
drei hoheren Schularten — Gymnasium, Realgymnasium und Oberrealschule —
in der Schulkonferenz im Jahre 1900 war der Weg fiir eine konkrete inhaltliche
Restrukturierung des Schulstoffs bereitet. Hohepunkt war die Entwicklung des
Meraner Lehrplans von der 1904 in Breslau eingesetzten Unterrichtskommission
der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte. Die Kommission bestand aus
zwolf Vertretern aller drei héheren Schulformen, der Universitit und der Techni-
schen Hochschule sowie dem Verein Deutscher Ingenieure, der Arzteschaft und der
Industrie (vgl. Biermann 2010, S. 294f).

1908 wurde der Deutsche Ausschuss fiir den mathematischen und naturwissen-
schaftlichen Unterricht (DAMNU) gegriindet, der sich gezielt um eine systema-
tische Umsetzung der Reformideen bemiihen sollte (vgl. Biermann 2010, S. 296).
Bereits davor, mit Veroffentlichung des Lehrplans 1905, wurden dessen Inhalte
(insbesondere fiir die Mathematik) beispielsweise in Zeitschriftenaufsitzen, Fort-
bildungskursen und Direktorenversammlungen verbreitet und diskutiert. Die die-
ser Arbeit zugrunde liegende Vorlesung kann als ein weiteres Medium zur Ver-
breitung der Reformgedanken angesehen werden (vgl. hierzu insbesondere Kapitel
9.1).

Dem Meraner Lehrplan zufolge lassen sich dem Mathematikunterricht zwei wesent-
liche Aufgaben zuschreiben: die Starkung des rdumlichen Anschauungsvermdogens
und die Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens (vgl. Meraner Lehr-
plan 1905, S. 104). Eng damit verbunden, sozusagen als Héhepunkt des funktio-
nalen Denkens, ist die Forderung der Einfiihrung in die Differential- und Integral-
rechnung, die insbesondere auch zu einem anwendungsorientierteren Unterricht
beitragen sollte (Klein 1905a, S. 38ff). Diese Forderungen beruhten auf padagogi-
schen Prinzipien, die im Vorwort des Meraner Lehrplans formuliert wurden?:

— das psychologische Prinzip: Der Unterricht solle sich ,mehr als bisher dem
natiirlichen Gang der geistigen Entwicklung anpassen* (Meraner Lehrplan
1905, S. 104).

— das utilitaristische Prinzip: Der Unterricht solle ,die Fahigkeit zur mathema-
tischen Betrachtung der uns umgebenden Erscheinungswelt zu moglichster
Entwicklung [...] bringen“ (Meraner Lehrplan 1905, S. 104).

— das didaktische Prinzip: Der Unterricht solle ,die neuen Kenntnisse mit dem
vorhandenen Wissen in organische Verbindung [...] setzen“ (Meraner Lehr-
plan 1905, S. 104) und ,den gesamten Lehrstoff um einen grofen Gedanken
[...] konzentrieren“ (Lietzmann 1919, S. 230).

4Die gewihlte Bezeichnung der einzelnen Prinzipien wurde von Lietzmann (1919) {ibernommen.
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Die Analyse der Kleinschen FElementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus
wird darlegen, dass die hier skizzierten Ziele der Meraner Reform entscheidend den
Inhalt und Aufbau der Vorlesung priagen. Die Bedeutung der (Raum-)Anschauung
in der Vorlesung wird in Kapitel 3 thematisiert. Inwiefern sich Klein auch in der
Vorlesung an der Idee des funktionalen Denkens orientiert, wird in Kapitel 9.1
beschrieben. Auch die dem Meraner Lehrplan zugrunde liegenden Prinzipien lassen
sich in der Vorlesung wiederentdecken: Im psychologischen Prinzip klingt die Idee
des genetischen Lernens an (vgl. hierzu Kapitel 5), das wutilitaristische Prinzip
kann in enge Verbindung mit der Forderung nach Stdrkung der Anwendungen
im Mathematikunterricht gebracht werden (vgl. hierzu Kapitel 4) und mit dem
didaktischen Prinzip lasst sich das Konzept der fundamentalen Ideen bzw. der
Vernetzung verbinden (vgl. hierzu Kapitel 2).

Damit kann zunéchst festgehalten werden, dass Klein seine Elementarmathematik
zur Verbreitung der Meraner Vorschldge genutzt hat und damit insbesondere eine
Veranstaltung konzipierte, die sich an die besonderen Bediirfnisse der Lehrer rich-
tete. Im Weiteren soll unter anderem dargestellt werden, welchen Beitrag Felix
Klein an den hier beschriebenen Bestrebungen zur Verbesserung der Lehramts-
ausbildung und der Reform des deutschen Unterrichtswesens geliefert hat. Insbe-
sondere werden die Facetten von Kleins Arbeit hervorgehoben, die in der Vorle-
sungsreihe zum Vorschein kommen.

1.2 Der Autor: Felix Klein

Felix Klein war einer der bedeutendsten deutschen
Mathematiker des 19. Jahrhunderts — laut Richard
Courant sogar die ,beherrschende Figur dieser Epo-
che (Courant 1925, S. 765).

Er studierte Mathematik und Naturwissenschaften
in Bonn und promovierte dort 1869 als Schiiler von
Julius Pliicker mit einer Arbeit iiber quadratische
Geradenkomplexe. Nach einem Studienaufenthalt
in Paris habilitierte er sich 1870 in Gé&ttingen. Er
war Professor fiir Mathematik in Erlangen, Miin-
chen und Leipzig. Im Jahre 1886 folgte er einem
Ruf nach Gottingen, wo er bis zu seinem Lebens-
Abb. 1.1: Felix Klein (1849-1925) ende wirkte (Tobies und Konig 1981, S. 95fF).

Die vorliegende Arbeit wird Charakteristika der Vorlesung Elementarmathematik
vom hoéheren Standpunkte aus herausarbeiten, die nicht ausschlieflich als Beson-
derheit dieser Vorlesung zu verstehen sind, sondern auch Kleins Arbeit generell
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priagen. Toeplitz geht sogar noch einen Schritt weiter, wenn er den Erfolg der
Vorlesung nicht ihrer Anlage, sondern Klein als Person zuschreibt:

»U]nd tiberdies beruht der Erfolg dieses VorstoRes in erster Linie nicht auf der
Anlage der Vorlesung an sich, sondern auf Kleins personlicher Eigenart, auf der
Universalitdt eines die ganze Mathematik umfassenden Standpunkts, auf dem
Charme seiner stets dramatischen Erzéhlergabe |[...].* (Toeplitz 1932, S. 1)

Folgend werden Kleins Werke und Taten vorgestellt, sofern sie dabei helfen, die
Intention und das Vorgehen der Vorlesungsreihe zu verstehen. Ich werde bei der
Darstellung zwischen den Arbeiten Kleins als Forscher, Hochschullehrer und Wis-
senschaftsorganisator sowie Schulreformer unterscheiden.

1.2.1 Der forschende Mathematiker

Klein gilt als einer der grofsen Mathematiker seiner Zeit. Als charakteristisch fiir
seine Arbeitsweise beschreibt Courant

»- - - | das unglaublich rasche Aufnehmen fremder Ideen, instinktsichere intuitive
Erfassung ihres Kernes und die Fahigkeit wie das Bediirfnis, das Neugelernte
sofort seinem eigenen Gedankenkreis einzugliedern und fiir neue Forschungsar-
beit, oft mit durchschlagendem Erfolg, auszunutzen.”“ (Courant 1925, S. 765)

Zu seinen bekanntesten Werken zdhlen beispielsweise die Theorie des Ikosaeders
und die Auflosung der Gleichungen vom finften Grade (vgl. Klein 1884) und das
Erlanger Programm (vgl. Klein 1974). Letzteres beruht wesentlich auf Vorarbeiten
von Lie, erhob erstmals die Gruppentheorie zu einem Ordnungsprinzip der Geo-
metrie und wurde zur Richtlinie fiir simtliche geometrischen Weiterentwicklungen

(vgl. Courant 1926, S. 200f).

Insgesamt zeichnet sich Kleins Forschung durch eine grofe Vielfalt aus. Er ver-
Offentlichte Arbeiten zu Themen aus der Liniengeometrie, der nichteuklidischen
Geometrie, der Gruppentheorie und der Funktionentheorie. Einige Facetten dieser
Forschung lassen sich auch in der Elementarmathematik vom héheren Standpunkte
aus als charakteristisch nachweisen.

Vernetzung unterschiedlicher Teilgebiete. Klein stellt in seiner Antrittsrede als
Professor der Geometrie in Leipzig klar, dass er sein Forschungsgebiet keineswegs
auf die Denomination seiner Stelle einzugrenzen gedenkt:

,lch habe das Wort Geometrie nicht einseitig als Lehre von den rdumlichen
Objekten, sondern als Denkweise aufgefafst, die in allen Gebieten der Mathema-
tik mit Vorteil zur Geltung gebracht werden kann.“ (Courant 1925, S. 767)
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Die Vernetzung scheinbar unabhéngiger Gebiete lasst sich als ein charakteristisches
Merkmal von Kleins Arbeiten bezeichnen. So bemiiht er sich in seiner Theorie des
Ikosaeders, ,das Grundthema der endlichen Gruppe durch die Gebiete der Algebra,
Funktionentheorie und Geometrie in immer neuen Variationen* (Courant 1926, S.
205) darzustellen. Auch seine Arbeiten iiber elliptische Kurven und Modulfunk-
tionen (vgl. Klein 1890) und das Erlanger Programm zeigen dies in besonderer
Weise.

Mathematik als Ganzes. Eng damit verbunden sind Kleins Bestrebungen, ,die
mathematische Wissenschaft als ein zusammengehoriges Ganzes nach allen Seiten
zur Geltung zu bringen® (Klein EvhS 3, S. v). Auch hierfiir ist das Erlanger Pro-
gramm, in welches sich alle geometrischen Ergebnisse bis dahin einordnen lassen,
ein typisches Beispiel.

Kleins dahingehendes Engagement wird besonders durch seine Mitarbeit bei der
Herausgabe der Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften deutlich:

,»Urspriinglich von Burckhardt und F. Meyer als Worterbuch geplant, wurde
in den vorbereitenden Beratungen auf Antrag Dycks jenes weitere Programm
gestellt, mit dem Ziele, dadurch ein Gesamtbild der Stellung zu geben, die die
Mathematik in der heutigen Kultur einnimmt. Hier war es Klein, der zusammen
mit Dyck von allem Anfang an dem Unternehmen seine ganzen personlichen
Beziehungen, seine umfassenden wissenschaftlichen Interessen und grofes Orga-
nisationstalent mit voller Hingabe widmete.“ (Wirtinger 1919, S. 287f)

Anwendungen. Hinzu kommt, dass Klein die Mathematik in engem Bezug zu
den angewandten Disziplinen sah. Seine Doktorarbeit schrieb er iiber ein Thema
zur Liniengeometrie angewandt auf die Mechanik und er hatte bis zu seinem ersten
Ruf nach Erlangen immer noch eine Forschungslaufbahn in der Physik im Sinn.
Er entschied sich schlussendlich fiir die Mathematik, jedoch ohne seine Affinitét
zu den Anwendungen der Mathematik zu verlieren (vgl. Courant 1925, S. 766).
Davon zeugen zahlreiche Veroffentlichungen wie beispielsweise die zu der Theorie
des Kreisels (vgl. Klein und Sommerfeld 1910). Weiter war es, so Courant, Klein
(1897), der aufdeckte, welche Zusammenhénge zwischen Riemanns Funktionen-
theorie und der Physik sowie der Kartographie bestehen:

»Hs ist nun Kleins erstes Verdienst, daf er die bei Riemann unsichtbar, ja viel-
leicht unbewuftt zugrunde liegenden physikalischen Vorstellungen aus sich her-
aus erfafte und souverédn handhaben und weiterfiihren lernte.“ (Courant 1926, S.
203)
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1.2.2 Der Hochschullehrer

Neben seiner erfolgreichen Forschungstéitigkeit nahm Klein seine Aufgaben als
Hochschullehrer sehr ernst. Er bemiihte sich stets um den Ausbau und die Ver-
besserung der Lehre. Das betraf zunéchst die Berufung angesehener Professoren
und das Sicherstellen der notwendigen Veranstaltungen. Letzteres war zu Kleins
Zeit nicht unbedingt iiblich (vgl. Tobies und Konig 1981, S. 62f). Sein Engagement
ging jedoch weit dariiber hinaus:

Ausstattung und Veranstaltungsbetrieb. Fiir ein gelungenes Studium sei, so
Klein, eine gute Ausstattung vonnéten. Fiir das Fach Mathematik betreffe das
geniigend Arbeitsplatze sowie ein Lesezimmer, das den ganzen Tag und auch wéh-
rend der Ferien geoffnet ist. Ein solches richtete Klein beispielsweise in Gottingen
ein. Man fand dort die mathematische Standardliteratur, Beitrdge zur aktuellen
Forschung sowie padagogische und populdre Literatur. Das Lesezimmer sollte die
Moglichkeit des Zusammenarbeitens mit Gleichgesinnten bieten und den Studen-
ten den Studienanfang erleichtern. Hinzu kamen spezielle Einrichtungen wie Zei-
chensile zur Schulung der geometrischen Anschauung, Versuchseinrichtungen fiir
praktische Anwendungen und umfangreiche technische Ausstellungen und Modell-
sammlungen (vgl. Klein 1895, S. 384ff).

Klein setzte sich weiter fiir die Einfiihrung von Praktika und Ubungen ein und for-
derte in seinen Seminaren mehr studentischen Einsatz. Er unterschied dabei zwei
Arten von Seminaren: eines zum schriftlichen Bearbeiten von Aufgaben und eines,
in dem in Vortréagen iiber die Kursvorlesungen hinausgehende Fragen behandelt
wurden (Klein 1895, S. 385). Hinzu kamen spezielle Kurse, die die Problemlose-
und Vortragsfihigkeiten schulen sollten (Klein 1894, S. 95).

Bemiihungen um ein lehramtsgerechtes Studium. Klein wirbt fiir eine ,,unmit-
telbare Beriicksichtigung” (Klein 1905b, S. 486) der Bediirfnisse der zukiinftigen
Lehrer. Es galt ihm zufolge, die Lehramtsstudenten mathematisch vielseitiger aus-
zubilden und Veranstaltungen im Studium zu integrieren, die direkten Einfluss auf
den Schulunterricht haben sollten (vgl. Klein 1905b, S. 486):

,Das Ziel mufs es sein, daf die Universitdten, indem sie die wissenschaftliche
Fiihrung beibehalten, wieder voll auf das praktische Leben hinauswirken.“ (Klein
1895, S. 388)

Dieses Ziel hatte einerseits prinzipielle Auswirkungen auf die Ausrichtung der ein-
zelnen schon bestehenden Vorlesungen, andererseits fithrte Klein spezielle lehr-
amtsspezifische Vorlesungen neu ein — allen voran die Vorlesung zur Elementar-
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mathematik vom héheren Standpunkte aus und die Vortrdge tiber den mathemati-
schen Unterricht an den héheren Schulen (vgl. Klein 1907).

Zusatzlich setzte er sich fiir die Einrichtung mathematischer Ferienkurse fiir bereits
praktizierende Lehrer ein. Die Ferienkurse selbst waren keine neue Erfindung: Zu
Kleins Zeit war der Gymnasiallehrerberuf noch stérker an die Wissenschaft ange-
bunden. Von Lehrern wurde erwartet, dass sie in den Ferien an universitdren Feri-
enkursen teilnahmen, um sich so in der Forschung auf dem Laufenden zu halten
und um sich im Idealfall sogar an der Forschung zu beteiligen (vgl. bspw. Lorey
1916, S. 297ff).

Klein bemiihte sich dariiber hinaus, das Angebot der Ferienkurse auszuweiten,
und sprach sich fiir die Einfiihrung von zusétzlichen Fortbildungssemestern aus.
Zudem richteten sich Kleins Ferienkurse in besonderem Mafie an den Bediirfnissen
der Studenten und Lehrer aus. Ein typisches Beispiel ist einer seiner Gottinger
Akademievortrage: Uber die Arithmetisierung der Mathematik (vgl. Klein 1921).

Die Veranstaltungen wihrend des Studiums und in den Fortbildungsphasen sollten
unter anderem erreichen, dass der Lehrer den Spaf an der Schulmathematik und
seinem Beruf beibehélt (Klein 1894, S. 94):

,In other words, the ideal should be such as to fill the future teacher with enthusi-
asm for his life-work, not such as to make him look upon this work with contempt
as an unworthy drugery.“ (Klein 1894, S. 95)

Vorstellungen zu den Methoden und Inhalten des Studiums. Klein ist der Mei-
nung, dass es nicht nur eine einzige Methode fiir guten Hochschulunterricht gibt.
Er gesteht jedem Dozent eine personliche, durch die wissenschaftlichen Neigun-
gen geprigte ,Eigenart zu unterrichten” (Klein 1895, S. 384) zu. Entscheidend sei,
dass die Methode gut durchdacht wurde. So kénnen entgegengesetzte Methoden
zu gleichen oder gleichwertigen Resultaten fiihren (vgl. Klein 1895, S. 384 ).

Klein selbst verfolgt keine festgelegte Methode, sondern variiert und entwickelt
diese fortlaufend weiter. In Abgrenzung zu Pringsheim, der gerade in den Anfanger-
vorlesungen eine strenge axiomatische Herangehensweise befiirwortet, die zunéchst
frei von (geometrischer) Anschauung zu sein hat (vgl. Klein 1899, S. 128), spricht
sich Klein fiir einen prinzipiell anschauungsgeleiteten Hochschulunterricht aus (vgl.
hierzu insbesondere Kapitel 3), ohne jedoch die Bedeutung des abstrakten Denkens
und der préazisen Deduktion zu verkennen:

| Es bleibt zu betonen|, daf die ,Ubung des konzentrierten logischen Denkens bis
hin zur zahlentheoretischen Précision und Abstraktion ein unerléfliches Erfor-
dernis des mathematischen Studiums bleibt.“ (Klein 1895, S. 383)
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Inhaltlich vertritt Klein den Standpunkt, dass man gerade fiir den Lehramtsstu-
denten die geeignete Balance zwischen Tiefe und Breite finden muss: Man laufe
leicht Gefahr, zu tief in ein Gebiet einzudringen oder umgekehrt zu stark enzyklo-
padisch auszubilden, ohne die nétigen Hintergriinde zu vermitteln:

,Beim Studium der Lehramtskandidaten ist so viel Ubersicht und Einsicht betreffs
aller mit dem Schulunterricht in Verbindung stehender Teile der einzelnen Wis-
senschaft anzustreben, daf eine brauchbare Grundlage fiir spétere selbststandige
Berufstitigkeit gewonnen wird.“ (Klein 1905b, S. 44)

Ebenso wie in methodischen Fragen habe man auch inhaltlich den Dozenten die
groftmogliche Freiheit zu lassen. Eine Absprache zu grundlegenden Inhalten der
einzelnen Vorlesungen hilt Klein aber fiir unabdingbar (vgl. Klein 1895). Im Vor-
dergrund sollte dabei stehen, das Interesse zu wecken und den Sinn der Behand-
lungen zu vermitteln:

,Ich strebe mit meinen Elementarvorlesungen vor allem dahin, meinen Zuhorern
Interesse und Verstédndnis fiir die Fragestellungen und den Sinn und Zweck der
mathematischen Behandlung beizubringen.“ (Klein 1899, S. 132)

Dies gelinge, so Klein, besonders durch das Hervorheben moglicher Anwendungen.
Damit schlieft er sich der Meinung an, dass die angewandte Mathematik fester
Bestandteil des Studiums zu sein habe, und zdhlt bis heute zu den groften Befiir-
wortern dieser Bestrebungen (vgl. Kapitel 1.1).

1.2.3 Der Wissenschaftsorganisator und Schulreformer

Eng verbunden mit seinem lokalen Engagement an den jeweiligen Hochschulen
sind seine Téatigkeiten als Wissenschaftsorganisator und Schulreformer — besonders
withrend seiner Gottinger Zeit (Tobies und Konig 1981, S. 80f). Er war Mitglied
in verschiedenen Gremien und vertrat seine Meinung und Ideen in zahlreichen
Vortragen im In- und Ausland (vgl. bspw. Klein 1894). Seine Bestrebungen gehen
dabei in zwei Richtungen: Einerseits bemiihte er sich um eine stirkere Vernetzung
mit den naturwissenschaftlichen und technischen Fakultidten, andererseits setzte
er sich mit schulcurricularen Fragen auseinander:

AuRermathematische Vernetzung. Seit seiner Schaffenszeit an der Technischen
Universitdt Miinchen hielt Klein engen Kontakt zur Industrie. In Géttingen wurde
es sein erklartes Ziel, auch in Preufen die Angliederung der Technischen Hochschu-
len an die Universitédten zu forcieren. 1895 trat er als einziger Universitatsprofessor
dem Verein der deutschen Ingenieure bei, um dieses Ziel voranzutreiben. Mit Hilfe
von Spenden aus der Industrie konnte er mit der Griindung einer Abteilung fiir
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technische Physik, angeschlossen an das physikalische Institut der Universitat Got-
tingen, im Jahre 1897 erste Erfolge verzeichnen (vgl. Tobies und Koénig 1981, S.
77f).

Im Jahre 1898 wurde Klein Griindungsmitglied und zweiter Vorsitzender der Gét-
tinger Vereinigung zur Forderung der angewandten Physik. Als erste Organisation
in Deutschland verband sie Industrie und Universitéit, und trug in den folgenden
Jahren zur Griindung weiterer Institute fiir angewandte Mathematik und Physik
bei (vgl. Manegold 1970, S. 157ff).

Schliefslich gelang Klein die Berufung von Carl Runge auf das erste Ordinariat
fiir angewandte Mathematik und von Ludwig Prandtl als Leiter des Instituts fiir
technische Physik. Die renommierten Wissenschaftler waren zuvor an der Tech-
nischen Hochschule Hannover angestellt und hoben das Ansehen der technischen
Einrichtungen der Universitiat Gottingen. Sie wurden fest etabliert, so dass Klein
die Zeit hatte, sich vermehrt Fragen des mathematischen Unterrichts zuzuwenden
(vgl. Manegold 1970, S. 231ff).

Fragen des schulischen Mathematikunterrichts. Bereits im Jahre 1872 thema-
tisierte Klein in der Antrittsrede seiner ersten Professorenstelle in Erlangen die
Situation an den héheren Schulen. Es folgten viele nationale und internationale
Vortrége, in denen er seine Meinung zum schulischen Mathematikunterricht der
Offentlichkeit kundtat.

Zusétzlich engagierte sich Klein in vielen Kommissionen, Ausschiissen und Gesell-
schaften, die sich mit schulorganisatorischen Fragen auseinandersetzten. Er trat
1894 dem Verein zur Férderung des mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterrichtes bei (vgl. Tobies und Konig 1981, S. 76) und war als Vorsitzender der
Deutschen Mathematiker Vereinigung (DMV) Teil der 12-képfigen Unterrichts-
kommission, die 1904 in Breslau von der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und
Arzte eingerichtet wurde und 1905 den Entwurf des Meraner Lehrplans verfasste
(vgl. 1.1). In dem im Jahre 1908 gegriindeten Deutschen Ausschuf fir mathemati-
schen und naturwissenschaftlichen Unterricht (DAMNU), der sich der Umsetzung
des Meraner Lehrplans annahm, iibernahm Klein den Vorsitz des Unterausschusses
fiir die Lehrerbildung. Die diesem Lehrplan zugrunde liegenden Reformvorschliage
erregten auch internationales Aufsehen, so dass im selben Jahr die Internatio-
nale Mathematische Unterrichtskommission (IMUK) gebildet wurde, deren Vor-
sitz ebenfalls Klein iibernahm und bis 1914, als die Arbeit auf Grund des Ersten
Weltkriegs eingestellt wurde, innehatte. (vgl. Tobies und Konig 1981, S. 84f).

Durch seine Mitarbeit in den unterschiedlichen Gremien trug Klein entscheidend
zur Weiterentwicklung des Schulsystems und des Schulcurriculums im Fach Mathe-
matik bei. So wurden nicht zuletzt durch Kleins Wirken im Jahre 1900 durch kai-
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serlichen Erlass die mathematisch-naturwissenschaftlichen Facher den humanisti-
schen an den deutschen Schulen formell gleichgestellt, und auch die in der Meraner
Reform 1905 verfassten Forderungen gehen zu grofen Teilen auf die Ideen und Vor-
stellungen Kleins zuriick.? ,Klein machte nie einen Hehl aus seinen Einstellungen,
ging aber in Fragen der Durchsetzung sehr moderat und organisatorisch geschickt
vor* (Biermann 2010, S. 294), indem er unterschiedliche gesellschaftliche Gruppen
in Gremien einband.

Allerdings beginnt erst mit seiner regen Beteiligung an der Berliner Schulkonferenz
1900 Kleins direktes Mitwirken und sein konkretes Interesse an der Ausbildung an
hoheren Schulen. Die Situation an den deutschen Schulen dient ihm bis dahin eher
als Argumentationsgrundlage fiir die Forderungen beziiglich des Mathematikstu-
diums:

»Er [Klein] argumentierte zwar mit Begriffen wie der Qualitat des Gymnasialun-
terrichts [...], doch benutzte er solche Argumente vor der Jahrhundertwende
nur zur Durchsetzung von Verbesserungen im mathematischen Universitéts-
unterricht, wie der Einfiihrung von mathematischen Ubungen und Seminaren
oder der Einrichtung von technischen Instituten an der Universitiat Gottingen.
(Mattheis 2000b, S. 41)

Das &ndert sich in den Vorlesungen zur Elementarmathematik vom héheren Stand-
punkte aus und Uber die Mathematik an den héheren Schulen, die beide nach
Kleins Mitarbeit in der Meraner Reform entstanden und, wie die Analyse zeigen
wird, den eigentlichen Schulunterricht erkennbar im Blick haben.

1.3 Der Gegenstand: Elementarmathematik

»Elementa, werden bey den Mathematicis besonders die ersten Griinde der
Geometrie genennet, daraus die ganze iibrige Mathematik beruhet, weil Fucli-
des seinen Biichern diesen Nahmen gegeben, darinnen er diese Hauptsétze der
Geometrie vortréget. Nachdem giebet man diesen Nahmen allen Schrifften dar-
innen dasjenige von einer Wissenschafft gelehret wird, was man zu allerst zu
lernen vonnothen hat.* (Wolff 1778, S. 578)

Unter dem Begriff Elementarmathematik verstand man urspriinglich die Mathe-
matik, die Euklid in seinen Elementen vorstellte, bevor sich in den darauffolgenden
Jahren der Begriffsumfang deutlich erweiterte (Wufing 2008). Eine genaue Ein-
grenzung des Begriffs existiert jedoch bis heute nicht (Lenz 1975, S. 15).

5Die in Kapitel 1.1 beschriebenen Entwicklungen im Schulsystem und die damit verbundenen
Forderungen an einen guten Mathematikunterricht und eine angemessene Lehrerausbildung,
die die Einstellung Kleins im Wesentlichen widerspiegeln, werden hier nicht erneut beschrie-
ben.
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Der vorliegende Abschnitt strebt keine eigenstdndige Definition, philosophische
Erorterung oder liickenlose Darstellung der bisherigen Begriffseingrenzungen an.
Ziel ist es, die Diskussion um den Begriff der Elementarmathematik im 19. und
20. Jahrhundert zu skizzieren und Kleins Haltung darin zu verorten.

Intuitiv wurde der Begriff elementar in der Mathematik zu dieser Zeit hauptséch-
lich in zwei Bedeutungen verwendet: als Synonym fiir grundlegend und wesent-
lich oder im Sinne von primitiv oder einfach (vgl. bspw. Lehmann und Maurer
2006, S. 178).

Demnach ist Elementarmathematik entweder das, was man — dem eingangs zitier-
ten Eintrag in Wolffs mathematischem Worterbuch entsprechend — ,zu allerst zu
lernen vonnéthen hat* (Wolff 1778, S. 578), und wird damit zu einem Grund-
stein, auf dem die gesamte Mathematik aufbaut. Oder mit elementar wird die
Mathematik bezeichnet, die einfach zu erlernen ist und nur weniger Voraussetzun-
gen bedarf — etwa die Inhalte, die in den ersten Schuljahren unterrichtet werden.
Beide Bedeutungsgruppen spiegeln sich auch im etymologischen Warterbuch der
deutschen Sprache von Pfeifer wider:

»elementar Adj. ‘grundlegend, naturhaft, urwiichsig’ (18. Jh.), bes. im Sinne
von ‘Grund-, Anfangs -’ als Bestimmungswort in Zusammensetzungen wie Ele-
mentarbuch, -unterricht (18. Jh.), Elementarschule (19. Jh.); &lter, heute nicht
mehr gebrauchlich, ist elementarisch Adj. (16. Jh.), anfangs allein auf die Urstoffe
bezogen; aus lat. elementarius. (Pfeifer 1997)

Hieraus ergeben sich mehrere Moglichkeiten, den Begriff der Elementarmathematik
konkret einzugrenzen. Im Folgenden unterscheide ich zwischen einem inhaltlichen,
einem methodischen und einem pddagogischen Zugang:

Inhaltlicher Zugang. Die Frage nach einer Definition der Elementarmathematik
wurde zu Kleins Zeit im Zuge der Entstehung der Enzyklopddie der mathemati-
schen Wissenschaften wiederholt aufgegriffen. In der Enzyklopédie selbst befin-
den sich mehrere Artikel {iber Elementarmathematik, die alle den Versuch einer
Begriffsklarung an den Beginn stellen (vgl. insb. Meyer und Mohrmann 1914).
Auch Klein (1904) und Weber (1903)% bemiihen sich um eine mdgliche Defini-
tion.

Im Wesentlichen werden in allen Beitrdgen drei Vorschlége einer inhaltlichen Ein-
grenzung der Elementarmathematik gegeniibergestellt:

— Elementarmathematik = Elemente Euklids

6Mehr zu Webers Rolle in der Diskussion um elementarmathematische Vorlesungen folgt in
Kapitel 10.
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Von jeher haben die ,Elemente Euklids unbestritten als Grundlage der mathe-
matischen Wissenschaft gegolten und sowohl den Begriff als auch den Umfang
der Elementarmathematik bezeichnet* (Sommer 1914, S. 773). Dieser Auffassung
nach ist Elementarmathematik ein Teil der Geometrie. Etwas gilt als elementar,
wenn es sich aus Gerade und und Kreis, bzw. Ebene und Kugel ableiten ldsst. Das
schliefft insbesondere auch Kegel und Kegelschnitte ein, die man durch Kombina-
tion der Ebenen- und Raumgeometrie erhélt. Jegliche Verbindung von Arithmetik
und Geometrie — beispielsweise das Berechnen von Flidcheninhalten — ist dieser
Definition zufolge nicht mehr elementar (vgl. Weber 1903, S. 398).

— FElementarmathematik = Finite Mathematik

Eine weitere Moglichkeit der Eingrenzung ist, all das als elementar zu bezeich-
nen, was den Grenzwertbegriff nicht beansprucht. Die , Elemente héren auf wo das
Unendliche anfangt (Weber 1903, S. 398). Anhénger dieser Definition, die ,,Puris-
ten“ (Klein 1904, S. 7), zdhlen damit grofe Teile der Algebra und Zahlentheorie zur
Elementarmathematik, die reellen Zahlen, Quadratwurzeln und der Logarithmus
gehoren ihr nicht an (vgl. Weber 1903, S. 398).

— Infinitesimalrechnung ist keine Elementarmathematik

In einer abgeschwichten Version der vorangegangenen Definition ist ,zwar der
Grenzbegriff in der Elementarmathematik zuzulassen [...], aber nicht der Grenz-
begriff in der besonderen Form, der durch die Symbole % oder [ydx angezeigt
wird* (Klein 1904, S. 8). Damit wird der fiir die Infinitesimalrechnung grundle-
gende Begriff der unendlich kleinen Gréfie nicht als elementar bezeichnet. Die
reellen Zahlen oder Quadratwurzeln, die nach vorangegangener Festlegung ausge-

schlossen waren, zahlen dieser Definition zufolge zur Elementarmathematik.

Der etymologischen Bedeutung des Wortes elementar folgend haben alle drei Defi-
nitionen ihre Berechtigung. Die antike Geometrie wird héufig als Grundstein der
Mathematik bezeichnet (vgl. bspw. WuBing 2008) und bis heute gilt die endli-
che Mathematik insofern als einfacher, als dass der Begriff des Unendlichen auch
aus mathematikphilosophischer Sicht ein schwer zu fassender Begriff ist. Weber
zufolge ist eine derartige Eingrenzung des Begriffsumfangs ausschlieflich aus wis-
senschaftlicher Sicht ,fiir die logische Klarung der mathematischen Begriffsbildun-
gen“ (Weber 1903, S. 398f) von Bedeutung.

Methodischer Zugang. Weitestgehend losgelost vom Inhalt kann Elementar-
mathematik auch beziiglich der verwendeten Methoden definiert werden. So kann
man diejenigen Teile der Mathematik als elementar verstehen, ,welche sich mit
den einfachsten Grundbegriffen unter Nutzung spezieller Methoden beschéftigen*
(Sommer 1914, S. 773). Weber zufolge kann die Elementarmathematik als ein
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Gebiet bezeichnet werden, ,in dem [...] die logischen Hilfsmittel sehr einfacher
Art und jedem bekannt sind“ (Weber 1903, S. 398).

Mitte des 20. Jahrhunderts verdffentlichte in diesem Sinne Lucienne Félix (1969)
eine Flementarmathematik in moderner Darstellung und steckte damit ein Gebiet
ab, welches sich im Wesentlichen auf grundlegende Sétze und Aussagen stiitzt, die
nicht auf strengen, axiomatischen Beweisen basieren, sondern mit einfachen logi-
schen Hilfsmitteln herleitbar sind. Die so definierten Elemente sind aber gleichzei-
tig abstrakt, da sie den Charakter von Strukturmodellen besitzen — wie beispiels-
weise die Darstellung von Vektoren durch Pfeile (Félix 1969, S. vf).

Padagogischer Zugang. Zu Kleins Zeit wurde Elementarmathematik oft schlicht
mit Schulmathematik gleichgesetzt. So grenzt Troptke die Themen seines Werkes
Geschichte der Elementarmathematik folgendermafien ein:

wDer Begriff der Elementarmathematik ist durchgéngig so gefafst worden, daf er
allein das mathematische Pensum der hoheren Lehranstalten umschliefit; dar-
iiber hinausgehende Gebiete sind nur ausnahmsweise berticksichtigt worden.*
(Tropfke 1903, S. iii)

Das aus diesem Zugang heraus beschriebene Teilgebiet der Mathematik lasst sich
nicht einer der vorhergegangenen Definitionen zuordnen:

Nimmt man die euklidische Definition von Elementarmathematik als Grundlage,
so wiirden viele anspruchsvolle Fragen der Grundlegung der Geometrie in den
Schulunterricht einfliefen. Einfache Betrachtungen zu Verdnderlichkeit und Trans-
formation hingegen bleiben aufien vor (vgl. Klein 1904, S. 8). Die Definition der
Puristen ist fiir die Schule nicht tragfahig, da ihr zufolge die Elementarmathematik
weit in die Zahlentheorie hineinreicht und Inhalte umfasst, die fiir die Schule zu
anspruchsvoll sind. Andererseits sei es nicht denkbar, in der Schule die reellen
Zahlen zu umgehen, so Klein. Die dritte Definition schien zumindest bis Anfang
des 20. Jahrhunderts fiir die Schule brauchbar. Klein kritisierte jedoch, dass der
Begriff der Tangente oder der durch eine Kurve begrenzte Flicheninhalt sowie
die Geschwindigkeit und Beschleunigung, die auch damals im Lehrplan verankert
waren, sich nur mit Hilfe der Infinitesimalrechnung angemessen einfithren liefen

(vgl. bspw. Klein 1904, S. 8).

Wird Elementarmathematik im weitesten Sinne als Schulmathematik aufgefasst,
so wird ,vor allem leichte Verstdndlichkeit angestrebt (Sommer 1914, S. 773).
Eine solche Abgrenzung ist Weber zufolge durch Padagogen vorzunehmen, Wis-
senschaftler konnen unterstiitzend mitwirken (Weber 1903, S. 399).
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Kleins Verstandnis von Elementarmathematik. Klein entscheidet sich im Sinne
des padagogischen Zugangs fiir die folgende praktische und offene Definition:

»Die einzige Definition der Elementarmathematik, mit der die Schule etwas
anfangen kann, ist eine praktische: elementar sollen in allen verschiedenen Gebie-
ten der Mathematik diejenigen Teile heifsen, welche ohne lang fortgesetztes
besonderes Studium fiir einen Knaben mittlerer Begabung zugénglich scheinen.”
(Klein 1904, S. 9)

Elementar ist damit alles, was man in der Schule unterrichten kénnte. Das bedeu-
tet nicht automatisch, dass die gesamte Elementarmathematik auch in der Schule
unterrichtet werden soll. Es gilt eine sinnvolle Auswahl fiir die Schule zu treffen, die
von Zeit zu Zeit {iberdacht werden muss: Nach dem Gesetz der historischen Ver-
schiebung vergrofert sich das Gebiet der Elementarmathematik durch verbesserte
Darstellung unaufhérlich — ein Beispiel ist Klein zufolge die Infinitesimalrechnung,
die durch Cauchys und Weierstraft’ Prizisierung als schulmathematisches Thema
erschlossen werden konnte (vgl. Klein 1904, S. 9).

Ausblick. Alle drei hier vorgestellten Zugénge sind beziiglich ihrer Reichweite
und Tragfihigkeit eingeschrinkt. Beutelspacher u. a. (2011) stellen eine weitere
Beschreibung zur Diskussion, die alle drei Zugénge auf besondere Weise verbindet.
Eine solche Elementarmathematik verhandelt ,technisch voraussetzungsarme, eben
elementar zugingliche* (Beutelspacher u. a. 2011, S. 14) mathematische Inhalte
und ist durch folgende Merkmale charakterisiert:

— ,Elementarmathematik erméglicht den Erwerb typischer mathematischer
Denk- und Arbeitsweisen und représentiert so die ,Erfahrung Mathematik*
im Kleinen.

— Elementarmathematik kniipft an grundlegende kognitive Erfahrungen an
und ist so dem Denken und Verstehen in besonderer Weise zugénglich.

— Elementarmathematik tragt zur Erweiterung der menschlichen Erfahrungs-
welt der Lernenden bei und ist anschlussfahig fiir fachliche Vertiefungen.

— In der Elementarmathematik kann der innermathematische Beziehungs-
reichtum ihrer Inhalte erfahren werden; dies kann sowohl mit semanti-
schem als auch syntaktischem Akzent geschehen.“ (Beutelspacher u. a.
2011, S. 14)

Diese Auffassung von Elementarmathematik soll jedoch zunéchst zuriickgestellt
werden. Den nachfolgenden Analysen der Arbeit wird die Kleinsche Auffassung
zugrunde gelegt. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird damit der Begriff Elementar-
mathematik weitesgehend mit dem Begriff der Schulmathematik gleichgesetzt,
wenn nicht explizit eine Unterscheidung getroffen wird.
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1.4 Das Werk: Elementarmathematik vom hoheren
Standpunkte aus

1907 hielt Klein zum ersten Mal eine Vorlesung unter dem Titel Elementarmathe-
matik vom héoheren Standpunkte aus. Diese Vorlesungen richteten sich an ,reifer[e]
Studenten® (Klein EvhS 1, S. v) kurz vor Studienabschluss. Er setzte Grundkennt-
nisse der Algebra, Zahlentheorie, Funktionentheorie und weiterer Gebieten voraus
(Klein EvhS 1, S. 2).

Diese Vorlesungen versteht Klein als Fortsetzung oder Ergénzung seiner Vortrdge
iber den mathematischen Unterricht an den hoheren Schulen (Klein 1907), die
sich den Inhalten des Schulunterrichts in besonderer Weise widmet:

,An die damals gegebene Ubersicht iiber die verschiedenen Formen der Unter-
richtsaufgabe, die dem Mathematiker gestellt sein kann, sollen sich jetzt |[...]
Entwicklungen iiber den Unterrichtsstoff selbst anschliefen.“ (Klein EvhS 1, S. v)

Insgesamt wurden drei Bande zur Elementarmathematik vom héheren Standpunkte
aus veroffentlicht:

— Arithmetik, Algebra und Analysis, ausgearbeitet von E. Hellinger und Fr.
Seyfarth (1908, 4. Auflage 1933)

— Geometrie, ausgearbeitet von E. Hellinger und Fr. Seyfarth (1909, 3. Auflage
1925)

— Prizisions- und Approximationsmathematik, augearbeitet von C.H. Miiller
und Fr. Seyfarth (1928, 1. Auflage unter anderem Namen 1902)

Diese Veroffentlichungen geben insofern ein vergleichsweise authentisches Bild der
Vorlesungen, als dass es sich nicht um eigenstdndige, an die Vorlesungsinhalte
angelehnte Werke handelt, sondern um Autographien der Vorlesung: Auch wenn
die — in der ersten Auflage noch handschriftlich (vgl. Abbildung 1.2) — gedruckte
Mitschrift der Vorlesung durch Kleins Assistenten Hellinger eine iiberarbeitete
Version der ,durch zufillige Umstinde bedingte[n] miindliche[n| Darlegung* (Klein
EvhS 1, S. vi) ist, gibt sie den Verlauf der Vorlesung detailliert wieder — davon
zeugen zahlreiche Stellen:

,uUnd nun, meine Herren, genug von diesen Zwischenbetrachtungen; lassen Sie
uns zum néchsten grofen Abschnitt der Vorlesung iibergehen!* (Klein EvhS 1, S. 92)

In der vorliegenden Arbeit nutze ich die detaillierte Darstellung, die insbeson-
dere auch Randbemerkungen und kiirzere Exkurse enthélt, um die Intention der
Vorlesung und Haltung des Dozenten beziiglich des Schulunterrichts und der Leh-
rerbildung herauszuarbeiten.
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Abb. 1.2: Erste Seite der ersten, handschriftlichen Auflage der Elementarmathematik vom héhe-
ren Standpunkte aus zur Arithmetik, Algebra und Analysis (Klein EvhS 1, S. 1)

Eine Sonderrolle nimmt der dritte Band der Reihe ein. Er beruht auf einer eben-
falls autographierten Vorlesung, die Klein 1901 unter dem Titel Anwendung der
Differential- und Integralrechnung auf Geometrie: eine Revision der Principien
gehalten hatte. Kurz vor seinem Tod entschloss er sich, die Vorlesung als dritten
Band der hier behandelten Reihe zu veroffentlichen. Seyfarth schreibt hierzu:

,Die Titeldnderung geschieht auf eigenen Wunsch von F. Klein, mit dem ich noch
in den beiden letzten Monaten vor seinem Tode |.. .| eine Reihe von Unterredun-
gen hatte. Klein glaubte mit dem neuen Titel der Tendenz der Vorlesung besser
gerecht zu werden, als es durch den fritheren geschah.“ (Klein EvhS 3, S. vif)

1.4.1 Inhalt, Aufbau und Ziel der Vorlesungsreihe

Die Inhalte der drei Vorlesungen zerfallen in fiinf unterschiedlich gewichtete Teile:
Arithmetik, Algebra, Analysis, Geometrie und das Verhéltnis zwischen theoreti-
scher und angewandter Mathematik.

Arithmetik. Klein behandelt zuerst die Grundlagen der Arithmetik. Hierzu zéh-
len die Einfiihrung der Grundrechenarten”, die verschiedenen Zahlbereichserweite-
rungen sowie einzelne zahlentheoretische Themen. Mehr als in den anderen Vorle-

"Das Potenzieren und Logarithmieren klammert er dabei zunichst aus. Im analytischen Teil
(vgl. Klein EvhS 1, S. 155-174) werden dann ausfiihrlich die zugehorigen Funktionenklassen
thematisiert.
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sungsteilen fliefen hier erkenntnistheoretische und logische Betrachtungen ein, die
zu Kleins Zeit aktuelle Forschungsfragen darstellten.

Algebra. Im Kapitel zur Algebra wird das Losen von Gleichungen thematisiert.
Dabei erhoht sich der Schwierigkeitsgrad sukzessive: Klein beginnt mit dem Losen
von Gleichungen mit reellen Unbekannten und steigender Anzahl an Parametern.
Zumindest die ersten Beispiele lassen sich Klein zufolge noch in der Schule ein-
setzen. Anschlieftend geht er zu Gleichungen im Gebiete komplexzer Griflen (vgl.
Klein EvhS 1, S. 190-154) iiber — ein vergleichsweise anspruchsvolles Kapitel,
welches die Galois-Theorie und die Kleinsche Gleichungstheorie (vgl. Klein 1884)
voraussetzt.

Analysis. Im letzten Teil des ersten Bandes werden zunéchst spezielle und fiir
Anwendungen wichtige Funktionenklassen vorgestellt — Logarithmus- und Expo-
nentialfunktion (vgl. Klein EvhS 1, S. 155-174) sowie die goniometrischen Funk-
tionen (vgl. Klein EvhS 1, S. 175-222). Schliefilich widmet sich Klein der eigentli-
chen Infinitesimalrechnung (vgl. Klein EvhS 1, S. 223-255) und présentiert damit
Ziele der von ihm mitverantworteten Meraner Reform (vgl. hierzu Kapitel 9.1).

Geometrie. In Band zwei der Vorlesungsreihe steht das ,,enzyklopidische Moment'
(Klein EvhS 2; S. 1) im Vordergrund. Neben der Behandlung der einfachsten geo-
metrischen Gebilde und geometrischen Transformationen wird der Fokus auf die
Systematik und Grundlegung der Geometrie gelegt. Auch hier bezieht Klein — fiir
seine Zeit — moderne Entwicklungen der Mathematik ein: Den mathematischen
Hintergrund bilden neben dem Erlanger Programm unter anderem Mobius’ Unter-
suchungen zur Topologie und Methoden der Elektrodynamik (vgl. Lieb 2010, S. 3).

Verhiltnis zwischen theoretischer und angewandter Mathematik. Im letzten
Band der Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus zur Prdzisions- und
Approzimationsmathematik bemiiht sich Klein um einen Vergleich der Methoden
der reinen und angewandten Mathematik und eine Vernetzung der beiden mathe-
matischen Forschungsrichtungen. Exemplarisch wahlt er dafiir die Geometrie in
Verbindung mit der Differential- und Integralrechnung;:

— Funktionen reeller Verdnderlicher und thre Darstellung im rechtwinkligen
Koordinatensystem (vgl. Klein EvhS 3, S. 2-103),

— die freie Geometrie ebener Kurven (vgl. Klein EvhS 3, S. 104-204) und
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— die Versinnlichung idealer Gebilde durch Zeichnungen und Modelle (vgl.
Klein EvhS 3, S. 205-231).

Bei allen drei Vorlesungen handelt es sich um Uberblicksvorlesungen fiir Studie-
rende am Ende des Hauptstudiums. Generell kann festgehalten werden, dass Klein
beim Horer bzw. Leser ein grofes Vorwissen voraussetzt. Er entwickelt daher nur
an wenigen Stellen ausfiihrlich die einzelnen mathematischen Gedankengénge und
verweist stattdessen oft auf vorangegangene Vorlesungen oder weiterfithrende Lite-
ratur (vgl. bspw. Klein EvhS 1, S. 31f). Seinen Schwerpunkt legt er auf Verkniip-
fungen einzelner Teilgebiete und Darstellungen, die in anderen Lehrbiichern und
Vorlesungen seiner Auffassung nach nur selten einbezogen werden (vgl. bspw. Klein
EvhS 1, S. 93).

Der Aufbau der einzelnen Bénde unterscheidet sich dabei grundlegend. Dies ist von
Klein durchaus beabsichtigt, einerseits um nicht ,in eine zu stereotype Form zu
verfallen* (Klein EvhS 2, S. v), andererseits aus inhaltlichen — ,wichtigen inneren*
(Klein EvhS 2, S. v) — Griinden:

wDiese Form ist in der Tat eine ganz andere wie bei Teil I. Ich habe mich ent-
schlossen, vor allen Dingen einen Gesamtiberblick iiber das Gebiet der Geome-
trie zu geben, in dem Umfange, wie ich ihn jedem Lehrer an einer héheren Schule
wiinschen mochte; die Erorterungen iiber den geometrischen Unterricht wurden
also zuriickgedriangt und zum Schluf [...] im Zusammenhange gegeben.“ (Klein
EvhS 2, S. v)

Ein Charakteristikum aller drei Vorlesungen ist der enge Bezug zur Schulmathe-
matik, der in anderen Vorlesungen zu Kleins Zeit nicht {iblich war (vgl. hierzu
auch Kapitel 10). Dieser kommt in den einzelnen Vorlesungen unterschiedlich zur
Geltung: Wiahrend im ersten Band Bemerkungen zur damaligen Schulpraxis und
moglichen Reformideen fortlaufend integriert werden (vergleiche hierzu Kapitel
9), werden diese im Band zur Geometrie zunichst ausgeblendet und als zusam-
menhéngendes Kapitel der fachlichen Seite gegeniibergestellt. Anders als im ers-
ten Band fliefit dabei auch die Situation des Mathematikunterrichts auferhalb
Deutschlands in die Erorterung ein. Im dritten Band sind Beziige zu den Metho-
den des mathematischen Unterrichts vorhanden, jedoch weniger systematisch und
schwiicher ausgepragt. Die vorliegende Arbeit stiitzt sich weitestgehend auf den
ersten Teil der Vorlesung zu Arithmetik, Algebra und Analysis.

Klein betont, dass er sich in seinen Ausfithrungen zur Schulpraxis nicht auf ,unbe-
stimmte Vorstellungen |[. . .| oder gar eigene, weit zuriickliegende Schulerinnerung®
(Klein EvhS 1, S. 3) bezieht. Er steht in engem Kontakt zu seinem ehemaligen
Assistenten und praktizierenden Lehrer Rudolf Schimmack, um iiber die aktuellen
Entwicklungen in der Schule informiert zu sein.
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Vor diesem Hintergrund ist es das erklédrte Ziel der Vorlesungsreihe, ,die mathe-
matische Wissenschaft als ein zusammengehéoriges Ganzes nach allen Seiten wieder
zur Geltung zu bringen” (Klein EvhS 3, S. v). Dazu hebt Klein Zusammenhénge
zwischen den mathematischen Einzeldisziplinen und ihre Beziehung zur Schul-
mathematik hervor:

»Meine Aufgabe wird stets sein, Thnen den gegenseitigen Zusammenhang der
Fragen der Einzeldisziplinen vorzufiihren, der in den Spezialvorlesungen nicht
immer geniigend zur Geltung kommt, sowie insbesondere ihre Beziehungen zu
den Fragen der Schulmathematik zu betonen. (Klein EvhS 1, S. 2)

Dies soll insbesondere dazu beitragen, die in Kapitel 1.1 angesprochene Kluft zwi-
schen Schule und Hochschule zu iiberwinden, welche Klein zufolge verantwortlich
ist fiir das Problem der doppelten Diskontinuitdt und der damit fehlenden Wirk-
samkeit des Universitdtsstudiums in der Schule.

1.4.2 ,Doppelte Diskontinuitat"

wDer junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme gestellt,
die ihn in keinem Punkt mehr an die Dinge erinnern, mit denen er sich in
der Schule beschéftigt hat; natiirlich vergifst er daher alle diese Sachen rasch
und griindlich. Tritt er nach Absolvierung seines Studiums ins Lehramt iiber,
so soll er plotzlich eben diese herkémmliche Elementarmathematik schulméfig
unterrichten; da er diese Aufgabe kaum selbstindig mit seiner Hochschulma-
thematik in Zusammenhang bringen kann, so wird er in den meisten Féllen
recht bald die althergebrachte Unterrichtstradition aufnehmen. Diese doppelte
Diskontinuitdt, die gewifs weder der Schule noch der Universitédt jemals Nutzen
gebracht hat, bemiiht man neuerdings endlich aus der Welt zu schaffen |...].*
(Klein EvhS 1, S. 1)

Diese Feststellung kann auch noch heute getroffen werden, obwohl oder gerade weil
die ,Rahmenbedingungen in der Lehrerbildung [seitdem]| einem sténdigen Wandel
unterzogen® (Ableitinger u. a. 2013, S. v) wurden. Anders als zu Kleins Zeit wird
zwischen einem Lehramts- und einem reinen Fachstudium (Master oder Diplom)
unterschieden. Der zukiinftige Lehrer wird nicht mehr als Wissenschaftler ausge-
bildet und versteht sich auch nicht mehr als ein solcher (vgl. Hefendehl-Hebeker
2013, S. 2).

Im Grofen und Ganzen ist das von Klein beschriebene Problem daher zwar nach
wie vor vorhanden, die Ausgangslage, von der aus man heute der doppelten Diskon-
tinuitdt begegnet, ist aber eine andere. Um das Kleinsche Konzept einer Elementar-
mathematik vom héheren Standpunkt angemessen zu interpretieren und gegebenen-
falls Schliisse fiir die aktuelle Situation zu ziehen, ist es von Bedeutung, die eigene
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und aktuelle Konnotation dieses Problems zunéchst auszublenden und der Analyse
des Werks Kleins Verstandnis des beschriebenen Problems voranzustellen.

Biermann und Jahnke (2014) weisen darauf hin, dass Anfang des 20. Jahrhun-
derts die Kluft zwischen Schule und Hochschule in erster Linie inhaltlich verstan-
den wurde. Die Diskontinuitdt sah man darin, dass in den beiden Institutionen
beziiglich der Analysis unterschiedliche Auffassungen vertreten wurden. In der
Schule wurde algebraische Analysis gelehrt, in der Universitdt befasste man sich
mit dem Infinitesimalkalkil der hoheren Analysis. Auch Klein habe vornehmlich
diese Unterscheidung im Sinn gehabt, wenn er von der Kluft zwischen Schule
und Hochschule sprach, so Biermann und Jahnke (2014). Meiner Einschétzung
nach schreibt Klein der Diskontinuitét aber auch eine methodische Dimension zu.
Im Folgenden wird die von Biermann und Jahnke (2014) angesprochene inhalt-
liche Facette und ihre Rolle in der Kleinschen Vorlesung vorgestellt. Dieser wird
anschlieffend die methodische Seite des Problems gegeniibergestellt.

Algebraische Analysis versus Infinitesimalrechnung.

»Auf dem Gebiete der Infinitesimalrechnung gerade ist diese Diskontinuitat zwi-
schen Schule und Universitit, von der ich schon ofters sprach, am groften].]*
(Klein EvhS 1, S. 255)

Zu Kleins Zeit unterschied man zwischen der algebraischen Analysis oder Analysis
des Endlichen und der hoheren Analysis, der Analysis des Unendlichen. Grundle-
gend fiir diese Unterscheidung sind die Werke Introductio (vgl. Euler 1748) und
Institutiones (vgl. Euler 1755), durch welche Euler selbst eine solche Untertei-
lung vornahm. Die Grenze zwischen den beiden Gebieten bildet der Begriff des
unendlich Kleinen (vgl. Tabelle 1.1)

In seiner Flementarmathematik kritisiert Klein, dass genau diese Grenze auch zwi-
schen der Schul- und Hochschulmathematik gezogen wird. In der Schule werde aus-
schlielich die algebraische Analysis unterrichtet. ,Man hilft sich heute immer noch
trotz allen Schwierigkeiten und Unvollkommenheiten mit umsténdlicher algebrai-
scher Analysis und vermeidet jenen glatten Infinitesimalkalkdl* (Klein EvhS 1, S. 167).
An den Universitdten werde umgekehrt ausschlielich die Analysis des Unendlichen
behandelt, ohne auf Gemeinsamkeiten oder Uberschneidungen zur algebraischen
Analysis hinzuweisen:

,Mit anderen Worten: Euler blieb mafgebend fiir die héhere Schule.® Und umge-
kehrt gibt sich die Hochschule wieder héufig keine besondere Miihe, genau an
das auf der Schule Gegebene anzuschliefien, sondern baut ihr eigenes System
auf, und nur einzelnes wird dem nicht immer zutreffenden Hinweis: ,Das haben
Sie auf der Schule schon gehabt‘ abgetan.“ (Klein EvhS 1, S. 167)

8Darunter versteht Klein die algebraische Analysis.
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Analysis des Endlichen Analysis des Unendlichen
— Algebra — Differentialrechnung
— Funktionen — Integralrechnung
— Produkte — Unendlich kleine Grofien und

deren Anwendungen
— Potenzen und Logarithmen

— Summen und Differenzen
(insbesondere Reihen)

— Geometrie in Verbindung mit
arithmetischer Analysis

Tab. 1.1: (zitiert nach Biermann 2010, S. 232)

Fiir eine Uberwindung dieser Unstetigkeit ist es Klein zufolge notwendig, den
Infinitesimalkalkiil in der Schule einzufiihren — eines der Ziele, die er im Rahmen
der Meraner Reform verfolgte (vgl. Kapitel 1.2.3) — und den gesamten Unterricht
am Funktionsbegriff auszurichten. Dieser Forderung rdaumt Klein auch einen grofsen
Stellenwert in seiner Vorlesung ein (vgl. hierzu insbesondere Kapitel 9.1).

Methodische Unterschiede zwischen schulischem und universitarem Unterricht.
Allerdings legen der Aufbau und die Inhalte der Vorlesung nahe, dass Klein nicht
ausschlieflich den inhaltlichen Unterschied zwischen systematisch-infinitesimaler
und algebraischer Analysis im Sinn hat, wenn er von der Kluft zwischen Schule
und Hochschule spricht.

Besonders im ersten Teil der Vorlesung, der Arithmetik, beschéftigt er sich einge-
hend mit methodischen Unterschieden:

»Die Art des Unterrichtsbetriebes, wie er auf diesem Gebiete heute iiberall bei uns
gehandhabt wird, kann ich vielleicht am besten durch die Stichworte anschau-
lich und genetisch kennzeichnen, d.h. das ganze Lehrgebdude wird auf Grund
bekannter anschaulicher Dinge ganz allméhlich von unten aufgebaut; hierin liegt
ein scharf ausgepragter Gegensatz gegen den meist auf Hochschulen iiblichen
logischen und systematischen Unterrichtsbetrieb.” (Klein EvhS 1, S. 6)

Diese Diskrepanz gilt es zu iiberwinden. Einerseits scheint der Mathematikunter-
richt an den Gymnasien so stark auf die Anschauung fokussiert, dass sich Klein
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gezwungen fiihlt, ,,die Notwendigkeit eingehender logischer Entwicklungen zu beto-
nen“ (Klein 1921, S. 239), andererseits wirbt er fiir einen anschauungs- und anwen-
dungsorientierteren Hochschulunterricht, da dieser die formale logische Seite der
Mathematik iiberbetonte (vgl. bspw. Klein 1899). In seiner Elementarmathematik
hebt Klein das ,psychologische Moment* (Klein EvhS 1, S. 3) besonders hervor,
das ein jeder Lehrer in der Schule bedienen kénnen muss. Er wéahlt eine genetische
Darstellung, stellt Beziige zu moéglichen Anwendungen her und vertritt das Primat
der Anschauung. Er orientiert seine Vorlesung damit bewusst an Prinzipien, die
die methodischen Unterschiede der beiden Institutionen angleichen. Diese werden
in den Kapiteln 2 bis 5 vorgestellt und charakterisiert.

Die doppelte Diskontinuitdt hat damit zwei Komponenten, die in Kleins Vorle-
sungsreihe thematisiert werden — eine inhaltliche und eine methodische. In der
vorliegenden Arbeit wird die Art und Weise, wie Klein dabei vorgeht, charakte-
risiert. Die Merkmale, die sich bei der Analyse herauskristallisieren, lassen sich
zwei Kategorien zuordnen, die beide unterschiedlich, aber zu gleichen Teilen zur
Uberwindung der doppelten Diskomtinuitét beitragen und einen héheren Stand-
punkt auf die Elementarmathematik erzeugen sollen: zugrunde liegende Prinzipien
und eingenommene Perspektiven. Zunichst werden die bei Klein zugrunde liegende
Prinzipien beschrieben und analysiert.






Der Vorlesung zugrunde liegende Prinzipien

Entscheidend gepragt wird die Vorlesung durch Prinzipien, die Klein
bewusst in sein Vorlesungskonzept integriert: die innermathematischen
Vernetzung, das Primat der Anschauung, eine hohe Anwendungsorien-
tierung und das genetische Prinzip. Die zunéchst plakativ anmutenden
Bezeichnungen der Prinzipien sollen im ersten Hauptteil der Arbeit
inhaltlich beschrieben und spezifiziert werden. Anhand charakteristi-
scher Textstellen und typischer Beispiele wird ihre jeweilige Auspré-
gung deutlich und ihre Funktion innerhalb der Vorlesungskonzeption
und fiir den héheren Standpunkt herausgearbeitet. Die vorgestellten
Prinzipien sind in der heutigen Mathematikdidaktik mit gewissen Vor-
stellungen verkniipft. Die Kleinschen Prinzipien werden abschliefend
in die aktuelle Diskussion eingeordnet.






Kapitel 2

Das Prinzip der
innermathematischen Vernetzung

Ein wichtiges Prinzip, dem Klein in seiner Vorlesung folgt, ist die innermathemati-
sche Vernetzung. In Kapitel 1.4 wurden Ziele der Vorlesung beschrieben. Eines der
Hauptaziele liegt in der Einbettung der Schulmathematik in die Hochschulmathema-
tik. Dabei wird die Mathematik gewissermafen aus einer Léngsschnittperspektive
heraus betrachtet; einzelne Themen werden zunéchst im Kleinschen Sinne elemen-
tar und dann zunehmend anspruchsvoller behandelt und in wechselseitige Bezie-
hung gesetzt (vgl. hierzu Kapitel 7). Klein ergénzt diese Blickrichtung durch eine
Querschnittperspektive, indem er in der Vorlesungsreihe Beziige zwischen verschie-
denen mathematischen Gebieten herstellt und auch Zusammenhénge betont, die
nicht offensichtlich sind. Dadurch wird Mathematik als Einheit aufgefasst, durch
die schulmathematische Inhalte ,in neue Beleuchtung* (vgl. Klein EvhS 1, S. 11)
gesetzt werden. Dies kiindigt Klein auch in der Einleitung zu seinem Werk an:

»Meine Aufgabe hier wird stets sein, Ihnen den gegenseitigen Zusammenhang
der Frage der Einzeldisziplinen vorzufithren, der in den Spezialvorlesungen nicht
immer geniigend zur Geltung kommt, |...].“ (Klein EvhS 1, S. 2)

Klein bezieht auch beziiglich des Verhéltnisses von reiner und angewandter Mathe-
matik Stellung. Er ist sich bewusst, dass zunehmend, insbesondere in der For-
schung, eine Trennung dieser beiden mathematischen Richtungen stattfindet. Eine
Verbindung und ein Zusammenhalt muss aber gerade im Hinblick auf den Schulbe-
trieb gewahrleistet werden, denn ,fiir die Schule ist eine solche Arbeitsteilung, eine
weitgehende Spezialisierung des einzelnen Lehrers unmoglich®. (Klein EvhS 1, S. 17)

»Denken Sie sich, um die Sache kraft auszudriicken, an einer Schule etwa einen
Lehrer angestellt, der Zahlen nur als bedeutungslose Symbole behandelt, einen
zweiten, der es versteht, von diesen Symbolen den Ubergang zu den wirklichen
Zahlen zu vollziehen, einen dritten, vierten, fiinften endlich, der die Anwen-
dung dieser Zeichen in der Geometrie, der Mechanik, der Physik kennt; und nun
werden diese verschiedenen Lehrer nebeneinander auf die Schiiler losgelassen.
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Sie sehen, daf eine solche Unterrichtsorganisation unmoglich ist; [...[|* (Klein
EvhS 1, S. 17)

Daher muss ein Lehrer ,eine gewisse Vielseitigkeit“ (Klein EvhS 1, S. 18) haben,
die sich dadurch bemerkbar macht, dass der Lehrer sich des Beziehungsreichtums
in der Mathematik bewusst ist. Die Tatsache, dass Klein in einer Vorlesung drei
Teilgebiete der Mathematik — Arithmetik (und Zahlentheorie), Algebra und Ana-
lysis — gemeinsam behandelt, konnte bereits eine Vernetzung anbahnen. Auffallend
ist jedoch, dass Klein die einzelnen Teilgebiete — bezogen auf den Schulstoff — nur
an wenigen Stellen explizit thematisiert. Er spricht zwar beispielsweise aus pad-
agogischer Sicht iiber den schweren Ubergang vom Rechnen mit Zahlen zur Buch-
stabenrechnung (vgl. Klein EvhS 1, S. 8), geht aber nicht niher auf Schnittstellen
zwischen Arithmetik und Algebra aus schulischer Sicht ein. Konkret behandelt
er Vernetzungen eher im Bereich der hochschulmathematischen Themen aus der
Zahlentheorie, Algebra und Analysis.

Anhand geeigneter Textstellen werden im Folgenden verschiedene Facetten von
innermathematischer Vernetzung vorgestellt, wie sie in der Elementarmathematik
vom hoheren Standpunkte aus auftauchen.

2.1 Aufdecken von Gemeinsamkeiten der
Fragestellung

Das Kapitel iiber den Taylorschen Lehrsatz (Klein EvhS 1, S. 241-252) ist eines
der wenigen Kapitel, in denen Klein seinen Uberblicksvortrag unterbricht, um
detailliert ein spezielles Thema zu behandeln.

~Wir gehen von der Frage aus, ob man den Verlauf einer beliebigen Kurve
y = f(x) nicht ein Stiick hin durch méglichst einfache Kurven zweckméafig appro-
ximieren kann.“ (Klein EvhS 1, S. 241)

Die Antwort liefert ein Polynom m-ten Grades, das mit der Funktion an einer
festen Stelle x = a in der Ordinate sowie den ersten n Ableitungen an dieser Stelle
iibereinstimmt und sich dadurch an die vorgegebene Funktion ,anschmiegt” (Klein
EvhS 1, S. 241). Die Form des Polynoms erhélt man, so Klein, durch eine einfache
Rechnung (Klein EvhS 1, S. 241):
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Kleins Augenmerk liegt in diesem Abschnitt auf der Untersuchung, ,,ob und wieweit
diese Polynome brauchbare Ndherungswerte darstellen” (Klein EvhS 1, S. 241). Er
beginnt mit einer ,mehr experimentellen Betrachtung* (Klein EvhS 1, S. 242).!
Die Vernetzung taucht hier in Form einer Analogie zu der Vorgehensweise bei den
trigonometrischen Reihen auf (vgl. Klein EvhS 1, S. 242). Die Gemeinsamkeiten
zwischen trigonometrischen Reihen und Potenzreihen werden bei den ,mathema-
tischen Betrachtungen“ (Klein EvhS 1, S. 244) erneut aufgegriffen. Klein unter-
sucht das Verhalten des Restglieds Ry, (x) = f(x) — T,,(x) fiir n — oo, im Hinblick
auf die Frage ,,Kann man durch eine unendliche Potenzreihe die gegebene Kurve
wenigstens ein Stick genau darstellen?” (Klein EvhS 1, S. 244). Klein begniigt
sich zunéchst damit, einen der Sétze iiber das Restglied anzugeben und nach dem
Grenzwert dieses Restglieds zu fragen. Er greift an dieser Stelle auf das Verfahren
zuriick, das er bereits bei den trigonometrischen Reihen verwendet hat. Nachdem
er anhand der bereits im experimentellen Teil untersuchten Beispiele die Konver-
genz zwischen —1 und +1 festgestellt hat, geht er dazu iiber, die Schmiegparabeln
als Kurven aufzufassen:

»Wir kénnen nun aber, wie schon bei den trigonometrischen Reihen, auch nach
den Grenzwerten fragen, denen die Anndherungsparabeln, als Kurven aufgefaft,
zustreben; diese konnen ja bei x = =+1 nicht so plotzlich abbrechen.* (Klein
EvhS 1, S. 244f)

Klein stellt somit Beziige zu einer zuriickliegenden Frage nach einer ,Darstellung
periodischer Funktionen durch Reihen goniometrischer Funktionen (trigonometri-
sche Reihen)“ (Klein EvhS 1, S. 205) her. Es geht hier zunéchst ausschliefslich um
die Ahnlichkeit der Fragestellung und der Konstruktion, die ein analoges Vorgehen
als zielfithrend erscheinen lassen.

2.2 Herstellen von Zusammenhangen bei Begriffen
und Sadtzen

In einem Exkurs dber den allgemeinen Funktionsbegriff (vgl. Klein EvhS 1, S. 215-
223) nutzt Klein dann einen konkreten Zusammenhang zwischen Potenzreihen
und trigonometrischen Reihen, um zwei unterschiedliche Funktionsbegriffe — den
Fourier-Dirichletsche und Lagrangeschen — zu verbinden:

Lagrange schrénkt seinen Funktionenbegriff auf ,,analytische Funktionen, die durch
eine Potenzreihe in x definiert sind“, ein. Der Definitionsbereich ist zunéchst auf

Im Abschnitt 3 {iber das Prinzip der Anschauung wird das Kapitel zum Taylorschen Lehrsatz
im Bezug auf die Bedeutung graphischer Darstellungen, die er in diesen Betrachtungen nutzt,
erneut untersucht.
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ein kleines Intervall um x = 0, den Konvergenzbereich der Potenzreihe, einge-
schrankt, 1dsst sich aber mit Mitteln der Funktionentheorie erweitern. Damit ist
eine Funktion im Langrange’schen Sinne bereits vollstdndig bestimmt, wenn man
wden Verlauf einer Funktion y lings eines beliebig kleinen Stiickes der x-Achse®
(Klein EvhS 1, S. 216) kennt. Dem gegeniiber steht Dirichlets Arithmetisierung der
Eulerschen Definition, in der eine Funktion durch die Freihandzeichnung (,libero
manu ductu“ (Klein EvhS 1, S. 216)) in einem Koordinatensystem bestimmt ist.
In einer solchen Definition ,Jakt sich jedes Stiick einer Funktion |...]| nach freier
Willkiir fortsetzen“ (vgl. Klein EvhS 1, S. 216-219). Auch wenn dadurch ein sehr
allgemeiner Funktionsbegriff beschrieben ist, ist zu bedenken, dass Dirichlet weites-
gehend von stetigen oder zumindest in weiten Teilen stetigen Funktionen spricht.
Geht man zu komplexen Argumenten iiber, lassen sich beide Definitionen in Ein-
klang bringen. Klein formuliert dies folgendermafen:

,Nun ist aber das Merkwiirdige, daR dieser Ubergang ins Komplexe einen Aus-
gleich und Zusammenhang zwischen den beiden oben betrachteten Arten des
Funktionsbegriffes schafft. (Klein EvhS 1, S. 218)

Betrachtet man eine Potenzreihe

) 9 y
f(z) =u+iv=co+ciz+coz” +---
z
auf einem Kreisbogen mit Radius r im Konver-
genzbereich, d.h. z =x+1y = r(cos @ +1isin @) ‘
(vgl. Abb. 2.1), so liefert der reelle Teil der x

Potenzreihe, ,aufgefasst als Funktion des Win-
kels ¢, unmittelbar eine trigonometrische Rei-
hendarstellung® (Klein EvhS 1, S.219).

Klein erértert diesen Zusammenhang nicht im Abb. 2.1: (Klein EvhS 1, S. 219)
Detail. Seine Bemerkungen lassen jedoch den

Schluss zu, dass ,auf diesem Wege der Fourier-

Dirichletsche und der Lagrangesche Funktionsbegriff gewissermafen zur Deckung
kommen® (Klein EvhS 1, S. 219).

Ausfiihrlicher beschreibt Klein den Zusammenhang zwischen dem Taylorschen
Lehrsatz und sogenannten Interpolationsproblemen.

»lch mochte nun die Erorterungen iiber den Taylorschen Satz dadurch beleben,
daf ich seine Beziehungen zu den Problemen der Interpolations- und Differenzen-
rechnung auseinandersetze. Auch dort betrachtet man néamlich die Aufgabe, eine
gegebene Kurve durch eine Parabel zu approximieren.“ (Klein EvhS 1, S. 246)

Bei der Interpolationsrechnung geht es, &hnlich wie auch beim Taylorschen Lehr-
satz, darum, eine vorgegebene Kurve approximativ darzustellen. Die Idee ist es,



2.3 Verwendung gebietsfremder Hilfsmittel 39

mehrere Punkte auf der zu approximierenden Kurve festzulegen. Das approximie-
rende Polynom wird dann so konstruiert, dass es die Kurve in den vorgegebenen
Punkten schneidet. Demzufolge wird die Funktion bei drei vorgegebenen Schnitt-
punkten mit einer quadratischen Funktion angenédhert, bei vier Punkten mit einer
kubischen Funktion, usw..

Klein zeigt, dass sich aus dieser so beschriebenen allgemeinen Interpolationsauf-
gabe, die ,Bestimmung der Schmiegungsparabeln beim Taylorschen Satz als spezi-
eller Fall“ (Klein EvhS 1, S. 247) ergibt und zwar indem man die Schnitte des Inter-
polationspolynoms auf einen Punkt zusammenfallen lisst.2 Dieser Zusammenhang
wird deutlicher, wenn man die von Klein konkret vorgestellte Newtonsche Inter-
polationsformel in den Blick nimmt. Mit dieser Formel wird eine Funktion in n
Punkten angenéhert, deren Abszissen ai, ..., a, aquidistant verteilt sind.

Er verwendet die Differenzenschreibweise: Ax ist ein Zuwachs von x, Af(x) ist der
entsprechende Zuwachs von f(x). Es gilt dementsprechend f(x+Ax) = f(x)+Af(x)
und analog zur Differentialrechnung Af(x + Ax) = Af(x) + A%f(x). Schreibt man
die dquidistant verteilten Abszissen als

a;=a, ao =a+Ax,...,an = a+ (n—1)Ax,
erhélt man schlieflich die Interpolationsformel
(x — a) Af(a) N (x —a)(x — a— Ax) A%f(a)

1! Ax 2! (Ax)2

(x—a)(x—a—Ax)--- (x —a— (n—2)Ax) A™ f(a)
* n—1)! @t TR

y="f(a)+

Lasst man in dieser Formel Ax gegen Null gehen, so erhélt man die Taylorformel
(vgl. Gleichung (2.1), S. 36), die somit in direkte Verbindung zur Interpolations-
formel gebracht worden ist.

2.3 Verwendung gebietsfremder Hilfsmittel

Eine weitere Facette der innermathematischen Vernetzung richtet sich nicht auf
Zusammenhénge oder Gemeinsamkeiten, sondern betrifft den Einsatz von Metho-
den einer mathematischen Disziplin, um die Lésung eines Problems einer anderen
Disziplin voranzutreiben. Ein gegebenes Problem soll mit Hilfe von Methoden oder
Sachverhalten aus anderen mathematischen Bereichen gelost werden. Im zweiten

2Wobei es sich dann nicht mehr um eine Interpolation im eigentlichen Sinne handelt (vgl. Klein
EvhS 1, S. 247).
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Teil der Vorlesung, zum Thema Algebra, behandelt Klein Lésungen von algebrai-
schen Gleichungen mit graphischen und geometrisch-anschaulichen Methoden?® und
kiindigt direkt in der Einleitung zu diesem Vorlesungsteil an, dass er damit den
Vernetzungsgedanken auch iiber die reine geometrische Vernetzung hinaus, férdern
wird:

,<Damit ist ein duflerst umfassendes und beziehungsreiches Kapitel bezeichnet
[...]; wir werden dabei mit den verschiedensten Gebieten in organische Verbin-
dung treten, [...].“ (Klein EvhS 1, S. 94)

Auch wenn Klein in den einzelnen Abschnitten nicht mehr explizit auf die Beziige
hinweist, ldsst sich seine Vorankiindigung bestétigen:

Klein bespricht im Vorlesungsteil zur Algebra nacheinander die Lésung verschie-
dener algebraischer Gleichungen. Zunéchst werden reelle Gleichungen mit reel-
len Unbekannten (vgl. Klein EvhS 1, S. 94-108) behandelt. Danach diskutiert
Klein den Ubergang ins Komplexe; besondere Aufmerksamkeit legt er auf den
Fundamentalsatz der Algebra (vgl. Klein EvhS 1, S. 109), sowie Gleichungen mit
komplexem Parameter, die er durch ,konforme Abbildung zweier Kugeln“ (Klein
EvhS 1, S. 112) geometrisch deutet und illustriert. So wird gezeigt, wie die Glei-
chungen 3., 4. und 5. Grades mit der Diedergleichung, Tetraeder- bzw. Ikosaeder-
gleichung zusammenhéngen. Am Beispiel der Losung von Gleichungen der Form
f(x,A) = 0 wird nun exemplarisch deutlich, wie Klein Algebra mit unterschiedli-
chen Gebieten auf die eben beschriebene Weise vernetzt:

Allen Abschnitten des algebraischen Teils
y ist die geometrische Deutung der Glei-
chungen gemein. Geometrie wird somit
y=A zum Losen algebraischer Probleme hinzu-
gezogen.

AN X Klein behandelt zunéchst den Fall einer
reellen Gleichung mit einem Parameter
f(x,A) =0 (vgl. Klein EvhS 1, S. 94f). Er
fasst die Gleichung als Funktion in zwei
Variablen x und y auf:  f(x,y) =0

f(x7 U) =0
Abb. 2.2: (Klein EvhS 1, S. 94)

Auf diese Weise lassen sich die Losungen der Gleichung f(x,A) = 0 als Schnitt-
punkte der Kurve mit der zur x-Achse parallelen Gerade y = A beschreiben (vgl.
Abb. 2.2). Falls die Funktion in A linear ist, @(x)+A-x(x) = 0, ergibt sich, so Klein,
ein besonders einfacher Fall (vgl. Klein EvhS 1, S. 94), und man kann an dieser
Stelle zur numerischen Berechnung iibergehen; die Analysis kommt ins Spiel:

3Die Bedeutung der Anschauung wird im niichsten Abschnitt niher erliutert.
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,Ubrigens mache ich darauf aufmerksam, daf die numerische Berechnung einer
Waurzel eigentlich ein Problem der Analysis, nicht der Algebra ist, da sie notwen-
dig die Anwendung unendlicher Prozesse erheischt, wenn man die im allgemei-
nen irrationalen Wurzelwerte mit beliebiger Anndherung darstellen will. (Klein
EvhS 1, S. 141)

Im weiteren Verlauf lassen sich noch Bezilige zur Trigonometrie erkennen; die
Geradensteigungen werden als trigonometrische Tangenten abgelesen (vgl. Klein
EvhS 1, S. 95). Klein geht zur Funktionentheorie im Rahmen seiner Untersuchun-
gen im Komplexen iiber und bezieht auch zahlentheoretische Uberlegungen ein
(vgl. Klein EvhS 1, S. 123).

Im Kapitel Von den besonderen FEigenschaften von ganzen Zahlen (vgl. Klein
EvhS 1, S. 40-61) aus dem arithmetischen Teil der Vorlesung, finden wir wei-
tere Beispiele, in denen Klein bewusst Losungen mit gebietsfremden Hilfsmitteln
erhélt. So ist das ,,Problem, den Kreis in n gleiche Teile zu teilen oder ein reguld-
res n-Eck zu konstruieren” (Klein EvhS 1, S. 54) von Natur aus in der Geometrie
beheimatet. Die Aufgabe ldsst sich jedoch auf der Gaufsschen Zahlenebene, so
Klein weiter, ,auf die Losung dieser einfachen algebraischen Gleichung [z™ = 1]“
(Klein EvhS 1, S. 54) zuriickfiihren.

Zusammenfassung und Bilanz

Klein stellt immer wieder Verbindungen zwischen mathematischen Teilgebieten
her, wenn er sie auch nur an einigen Stellen detailliert ausfiihrt. Klein deckt dabei
Gemeinsamkeiten der Fragestellungen aus unterschiedlichen mathematischen Teil-
gebieten auf. Die Analogien lassen sich beim Lésen von speziellen Problemen nut-
zen. Desweiteren stellt Klein Zusammenhdnge zwischen unterschiedlichen mathe-
matischen Begriffen und Sachverhalten her. Schlieflich kann das Hinzunehmen
gebietsfremder Methoden zur Losung eines Problems beitragen und neue Erkennt-
nisse liefern. Diese Verbindungen tauchen, wie die Ausziige aus der Vorlesung
gezeigt haben, in allen drei Teilen der Vorlesung auf. Auffallend ist jedoch, dass
zwischen diesen drei Teilen und den tatséchlichen angesprochenen Inhalten der
Arithmetik, Algebra und Analysis, praktisch keine Querverweise existieren. Die
Teile stehen im Wesentlichen unabhéngig nebeneinander und bilden in sich geschlos-
sene Abschnitte.

Insgesamt wird der Vernetzungsgedanke stark von Beziigen zur Geometrie domi-
niert, was besonders im Vorlesungsteil zur Algebra deutlich wird:
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»Alle meine algebraischen Darlegungen werden sich um einen Punkt gruppie-
ren, ndmlich um die Anwendung der graphischen und iiberhaupt geometrisch
anschaulichen Methoden der Losung von Gleichungen. (Klein EvhS 1, S. 93)

Diese Schwerpunktsetzung lésst sich durch die hervorgehobene Bedeutung erklé-
ren, die Klein der Anschauung zuspricht. Dies wird im folgenden Kapitel deut-
lich.



Kapitel 3

Das Prinzip der Veranschaulichung

Die Bedeutung, die Klein der Anschauung zumisst, zeigt sich nicht nur in der hier
untersuchten Vorlesung. Klein legt, wie bereits in Kapitel 1.2 dargelegt wurde,
insgesamt — in Forschung und Lehre — groffen Wert auf Anschauung. Bereits
1899 spricht er sich in einer Rede Uber die Aufgabe und Methode des mathema-
tischen Unterrichts an den Universitdten fir anschauungsorientierte Vorlesungen
aus. Dabei betont er insbesondere zwei Horergruppen, die der Anschauung beson-
ders bediirfen.

s|Z]wei Kategorien mathematischer Vorlesungen [sollten| notwendig von der An-
schauung ihren Ausgangspunkt nehmen [...]. Das sind erstlich die Elementar-
vorlesungen, welche den Anfanger iiberhaupt in die héhere Mathematik einlei-
ten — wird doch der Lernende naturgeméf im kleinen immer denselben Entwick-
lungsgang durchlaufen, den die Wissenschaft im grofien gegangen ist. Das sind
ferner diejenigen Vorlesungen, deren Zuhdher von vorneherein darauf angewie-
sen sind, sehr wesentlich mit der Anschauung zu arbeiten, also die Vorlesungen
fiir Naturforscher und Ingenieure.“ (Klein 1899, S. 127)

Fiir die Zielgruppe der Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus ist
Anschauung ebenfalls von grofter Bedeutung; schlieflich wird es in der Schule
gerade die Aufgabe des Lehrers sein, das Interesse der Schiiler zu wecken, und das
,wird ihm nur gelingen, wenn er die Dinge in anschaulich fafbarer Form darbietet
(Klein EvhS 1, S. 4). Daher scheint es nur konsequent, dass Klein sich auch in
der gegenwiértigen Vorlesung von der Anschauung leiten ldsst, damit die Studie-
renden seinen Ausfiihrungen ,lebendige Anregungen fiir [i]hren eigenen Unterricht
entnehmen kénnen* (Klein EvhS 1, S. 2).

Auch wenn Klein die Logik in der Mathematik selbstverstindlich schétzt und
wiirdigt — sie bildet ,das feste Skelett im Organismus der Mathematik* (vgl. etwa
Klein EvhS 1, S. 17) — so ist die Anschauung unabdingbar. Egal wie abstrakt die
Vorgehensweise sein wird, die Anschauung wird nicht vollig verloren gehen, und
das macht ihre fithrende Rolle in der Mathematik aus.
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|- - -] muf man doch auch bei abstraktester Formulierung mit den Symbolen,
mit denen man operiert, stets noch eine gewisse Anschauung verkniipfen, schon
um sie nur immer wiedererkennen zu kénnen, und sei es auch, daft man blof an
das Aussehen der Buchstaben denkt.“ (Klein EvhS 1, S. 15)

Entscheidend ist, was Anschauung im Schul- und Hochschulunterricht leisten kann.
Klein betont immer wieder, dass durch anschauliche Darstellung Mathematik zu-
ganglicher wird und mehr Interesse weckt. Insbesondere erleichtern anschauli-
che Beispiele das Verstandnis (vgl. Klein EvhS 1, S. 42). In der Vorlesung soll
gezeigt werden, .ein wie klares und leicht verstdndliches Aussehen [mathema-
tische, H.A.] Dinge durch eine geometrisch-anschauliche Darstellung erhalten®
(Klein EvhS 1, S. 45).

Auch wenn die Geometrie einen groften Beitrag zum Kleinschen Verstdndnis von
Anschauung leistet, ist sie keinesfalls die einzige Quelle. So verweist Klein bei-
spielsweise auf Newton, der mit der Ableitung eine ganz lebensnahe Anschauung
verkniipft — die ,Vorstellung des FlieRens* (Klein EvhS 1, S. 88).

,Beide Variable x, y werden als Funktionen @(t), 1 (t) der Zeit t aufgefafit, und
wahrend die Zeit dahinfliefst, ,fliefen‘ sie gleichfalls stindig. Demgeméfs heifst
die Variable fluens, und was wir Differentialquotient nennen, bezeichnet er als
Fluzion x, y. Sie sehen, wie hier alles durchaus auf Anschauung begriindet ist.“
(Klein EvhS 1, S. 89)

In diesem Beispiel tragt Anschauung wesentlich zur Begriffsbildung bei. Dies ist
jedoch nicht die einzige Art und Weise, wie Anschauung in Kleins Vorlesung
genutzt wird. Im Folgenden wird anhand prignanter Stellen des Manuskripts
belegt, wie Klein seine Vorlesung durch anschauliche — nur zum Teil genuin geo-
metrische — Beispiele, Interpretationen und Beweise belebt.

3.1 Anschauliche Erfassung der Sachlage

Klein nutzt anschauliche Darstellungen, um in einen Themenkomplex einzulei-
ten. Durch eine Einleitung, die von ,mehr experimentellen Betrachtungen® (Klein
EvhS 1, S. 242) getragen ist, so sagt er, hebt er sich explizit von anderen Lehrbii-
chern ab. So auch im Kapitel zum Taylorschen Lehrsatz, welches bereits diskutiert
wurde (vgl. Kapitel 2.1). Hier wird nun vornehmlich die Einfiihrung des Kapitels
néher untersucht:

,lch werde [...] von der gebrauchlichen Behandlung in den Lehrbiichern abwei-
chen, indem ich [...] die anschauliche Erfassung der Sachlage |[...] in den Vorder-
grund stelle. So bekommt alles ein ganz elementares, leicht fafliches Aussehen.*
(Klein EvhS 1, S. 241)
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f:R\{~1} =R, f(x)=(x+1)"1 g:R— R, g(x)=sinx

Abb. 3.1: (Klein EvhS 1, S. 242f)

Klein will anhand konkreter Beispiele die Aussage des Taylorschen Lehrsatzes plau-
sibel machen, bevor die ,mathematischen Betrachtungen* (Klein EvhS 1, S. 244)
abstrakt dem Beweis und der Tragweite des Satzes auf den Grund gehen. Klein
wéhlt zundchst Potenz- und Logarithmusfunktionen (vgl. bspw. Abb. 3.1, Funk-
tion f). Diese Beispiele kommentiert er ausfiihrlich. Insbesondere interessiert er
sich fiir das Verhalten der verschiedenen Taylorpolynome im Vergleich innerhalb
und auRerhalb des Intervalls [—1,1]. Das ist fiir die weiteren Untersuchungen, in
denen er zur unendlichen Taylorreihe iibergeht, von Bedeutung. Am Beispiel der
Sinusfunktion (vgl. Abb. 3.1, Funktion g) wird besonders deutlich, dass die Appro-
ximation mit jedem hinzugenommenen Glied der Taylorreihe auf einem groferen
Intervall akzeptable Werte liefert.

»ie bemerken, daft die Schmiegungsparabeln mit wachsender Ordnung auf ein
immer grofieres Stiick hin brauchbare Annadherungen an die Originalkurve dar-
stellen. Besonders anschaulich sehen Sie bei sin x, wie die Parabeln sich bemiihen,
immer mehr Oszillationen der Sinuskurve mitzumachen.“ (Klein EvhS 1, S. 244)

Klein erzeugt Anschaulichkeit nicht ausschlieflich durch die Diskussion tragender
Beispiele. Vielmehr gelingt es ihm, Sachverhalte auch durch eine besonders ,blu-
mige‘, bildhafte Sprache greifbar zu machen — ein Beispiel hierfiir ist die Personi-
fizierung der Parabeln im vorangegangenen Zitat — oder durch alltdgliche Bilder
und Metaphern.

Im zahlentheoretischen Kapitel behandelt Klein etwa das Thema Kettenbriiche.
Jede positive reelle Zahl w lasst sich als Kettenbruch darstellen.

1

w=ng+ - —7—
n; + L

no+...
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Bei rationalem w bricht der Bruch nach endlich vielen Schritten ab; bei irrationalen
Zahlen ist der Bruch ,unbegrenzt fortsetzbar®. Die Briiche, die entstehen, wenn
man die Kette nach endlich vielen Schritten abbricht, ergeben ,aufserordentlich
gute Naherungswerte, jede von IThnen ist ,die beste Anndherung, die man mit
irgendeinem rationalen Bruch von nicht gréfserem Nenner iiberhaupt erzielen kann*
(Klein EvhS 1, S. 46f).!

_ Po I _ps n L _p

Mo —, Nyo +—= V] 0 1
qo ng q1 ng + — q2

b

Jetzt zieht Klein eine geometrische Deutung
Y heran: Man denke sich den ersten Quadranten

(ps. d5) eines Koordinatensystems mit einem Punktgit-
ter? versehen.
. /,C . Jedes w lésst sich nun als von 0 ausgehen-
R S der ,Leitstrahl“ mit der Eigenschaft w = %
_/,/’//_ .. beschreiben® (vgl. Abb. 3.2). Ist w irrational,
Lvs as), so bedeutet dies in diesem geometrischen Bild,
(bh, an J’/’/ dass der Strahl keinen einzigen Punkt des Git-
/2 ters trifft. (vgl. Klein EvhS 1, S. 47)
(o da0)® /6, *q. )
[ . Diese rein geometrische Deutung ergénzt Klein

durch alltagliche Assoziationen. Die Néahe-
Abb. 3.2: (Klein EVhS 1, S. 48) rungsbriiche £* lokalisiert Klein in einem geo-
metrischen Bild:

»Denken wir uns in alle ganzzahligen Punkte Stifte oder Stecknadeln gesteckt,
wie etwa bei dem sogenannten chinesischen Billiard, und umschlingen wir den
Stifthaufen rechts und links des w-Strahls mit je einem Faden, den wir straff
anziehen, so sind die Ecken der entstehenden, die beiden Punkthaufen begren-
zenden konvexen Fadenpolygone gerade unsere Punkte (pr,q;) [...].* (Klein
EvhS 1, S. 48)

Auch das Punktgitter selbst wird mit einer Anschauung verkniipft — dem ,Ster-
nenhimmel“. Vom Punkt 0 sieht man in alle ,rationalen Richtungen“ Punkte dieses
Himmels, ,das Gesichtsfeld ist dicht“. Klein vergleicht diesen Anblick mit dem der

LFiir alle wortlichen Zitate dieses Absatzes gilt: (Klein EvhS 1, S. 47f)

2alle Punkte mit ganzzahligen Koordinaten sind markiert (vgl. Klein EvhS 1, S. 47)

3 Analog lisst sich auch jedes w durch w = %, der heutigen Konvention entsprechend, darstel-
len.

4Vermutlich bezieht sich Klein hier auf das Brettspiel Chinese Checkers, bzw. Halma. Auf dem
quadratischen Spielfeld befinden sich 16 X 16 Locher, dquidistant angeordnet. Die Spielfiguren,
farbige Stifte, werden in diese Locher gesteckt.
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,Milchstrake“. (Vgl. Klein EvhS 1, S. 47f) Dieser Vergleich leistet meines Erach-
tens mehr als der Ausschnitt in der graphischen Darstellung (vgl. Abb. 3.2), der
die dem Sachverhalt innewohnende Unendlichkeit nicht abbilden kann. Diese Gra-
phik wirkt {ibersichtlich, und man zieht wohl kaum in Zweifel, einen Leitstrahl
einzeichnen zu kénnen, der keinen einzigen Punkt des Gitters trifft. Wie ,bemer-
kenswert® es ist, dass es Leitstrahlen gibt, die diese Eigenschaft haben, wird mit
der Assoziation der Milchstrafie aber durchaus ersichtlich.’

3.2 Anschauliche Beweise

Klein nutzt, wie der letzte Abschnitt zeigt, anschauliche Darstellungen, Interpre-
tationen und Metaphern, um in ein mathematisches Themenfeld einzufiihren oder
einen mathematischen Sachverhalt zu beschreiben. Anschauung kann aber auch
konkret zur Losung eines mathematischen Problems beitragen oder Teil eines
mathematischen Beweises sein.

Im Kapitel 2 zur innermathematischen Vernetzung wurde bereits hervorgehoben,
dass Klein insbesondere im algebraischen Teil seiner Vorlesung die geometrische
Anschauung in den Vordergrund stellt. Klein geht soweit, sich in diesem Teil sogar
ausschlieflich auf anschaulich geometrische Losungsmethoden zu konzentrieren
(vgl. Kapitel 2.3). So auch im Kapitel Gleichungen im Gebiete komplexer Gri-

Ben:

,natiirlich kommt es uns dabei wieder nur auf die Hervorhebung solcher Dinge
an, die sich, mehr als das sonst geschieht, geometrisch anschaulich darstellen
lassen.“ (Klein EvhS 1, S. 109)

Klein widmet in diesem Zusammenhang dem Fundamentalsatz der Algebra ein
ganzes Kapitel:

Jede algebraische Gleichung n-ten Grades hat im Komplexen im allgemeinen n
Wurzeln. Oder anders: Jedes Polynom vom Grad n zerfdllt in Linearfaktoren. (vgl.
Klein EvhS 1, S. 109)

Vorgestellt wird der erste Gauftsche Beweis des Satzes. Dort wird ein beliebiges
Polynom vom Grad n betrachtet und in seinen Real- und Imaginérteil aufgeteilt:

f(x +1iy) = u(x,y) +i-v(x,y)

S5Fiir alle wortlichen Zitate dieses Absatzes gilt: (Klein EvhS 1, S. 47f)
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A
®

Abb. 3.3: (Klein EvhS 1, S. 111)

Um eine Nullstelle des Polynoms zu finden, gilt es nun zu zeigen, dass die Kurven
u und v, gegeben durch die Gleichungen

u(x,y) =0 und v(x,y) =0,

mindestens einen Punkt in der x-y-Ebene gemeinsam haben. Klein zeigt, dass beide
Kurven sich hinreichend weit draufien wie die Kurven verhalten, die durch die —
hier in Polarkoordinaten angegeben — Gleichungen ™ cosn@ = 0 und r" sinng =
0 (vgl. Abb. 3.3, links, fiir n = 3) gegeben sind. Die Aste von u und v miissen,
egal wie sie innerhalb eines Kreises mit hinreichend groffem Radius verbunden
sind (In Abb. 3.3 sind fiir n = 3 zwei Moglichkeiten abgebildet), im Unendlichen
alternieren und ,daraus ist anschaulich klar, dass sie sich [hinreichend weit draufen]
mindestens einmal {iberkreuzen miissen” (Klein EvhS 1, S. 111). Damit ist der Satz
bewiesen: Hat man eine Nullstelle gefunden, l&sst sich ein Linearfaktor abspalten
und man wiederholt das Vorgehen sukzessive mit dem verbleibenden Polynom.

Klein stellt nur die Grundgedanken des Gaufsschen Beweises vor, betont dabei aber,
dass er eine ,anschaulich eingekleidete (Klein EvhS 1, S. 110) Présentation ver-
wendet, die nicht der urspriinglichen, von Gauft gewéhlten Darstellung entspricht.
Nichtsdestotrotz nutzt der vorgestellte Beweis auch in seiner urspriinglichen Ver-
sion — wie im Ubrigen auch andere Beweise dieses Satzes — zum einen die geometri-
sche Deutung der komplexen Zahlen in der x-y-Ebene (vgl. Klein EvhS 1, S. 110).
Somit wird Anschauung hier zu einer zentralen Beweismethode, die den Beweis
entscheidend beeinflusst und nicht alleine dazu dient, die Beweisidee im Nachhin-
ein zu erklaren. Dabei ist zu bedenken, dass die dem Beweis zugrundeliegende
Idee, die Kurven miissen sich auf der Zahlenebene an irgendeiner Stelle treffen,
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zwar anschaulich iiberzeugend, mathematisch jedoch nur mit Hilfe anspruchsvol-
ler funktionentheoretischer Mitteln zu begriinden ist.

Welche Beweiskraft in der Anschauung liegt, zeigen zwei Beweise, die Klein genau
aus diesem Grund hervorhebt. Es zeigt sich, dass eine geometrische Einkleidung
sogar in der Lage ist, einen vollstdndigen Beweis zu liefern:

sich gehe aber gern wenigstens an 2 Beispielen noch etwas néher auf sie [Klam-
merregeln] ein, um vor allem die Mdglichkeit dufierst einfacher anschauungsmd-
Biger Beweise fiir sie darzutun — Beweise die eigentlich nur aus der Abbildung
und dem Wortchen ,Siehe!‘ zu bestehen brauchten [...|.* (Klein EvhS 1, S. 28)

Als Erstes soll fiir positive a, b und ¢ mit ¢ > a > b gezeigt werden, dass ¢ —
(a—b) =c—a+b gilt. Klein deutet a, b und c als Streckenldangen und stellt als
Beweis folgendes Bild zur Verfiigung;:

Aus dem Bild l&sst sich sofort ablesen, dass es egal ist, ob man von der Gesamtstre-
cke ¢ die Teilstrecke a —b abzieht oder zunéchst die Strecke a als Ganzes entfernt
und anschliefiend die Strecke b wieder hinzunimmt. (vgl. Klein EvhS 1, S. 28)

Das Prinzip Beweis durch Anschauung

«~ b —> wendet Klein auch fiir die Gleichung
£) WY
‘; j (a—b)(c—d)=ac—ad—bc+bd

c an, indem er die positiv belegten Varia-
blen a, b, ¢ und d erneut als Streckenlén-
gen auffasst. Der Beweis beruht dann fiir
: den Fall a > b und ¢ > d auf einem Fli-

N Y

3
o
N NN

a4 b————> b — chenvergleich.® Er interpretiert das Pro-
) ‘ g dukt (a —b) - (c — d) als den Inhalt der
Abb. 3.4: (Klein EvhS 1, S. 28) Fldache des Rechtecks mit den Seitenlédn-

gen a—b und c—d (vgl. Abb. 3.4). Dieses
Rechteck kann aus dem grofsen Rechteck mit Inhalt a - c gewonnen werden, indem
man das horizontal straffierte Rechteck mit den Seitenlingen a und d sowie das

6Diese Voraussetzungen sind fiir die Giiltigkeit der Gleichung natiirlich nicht notwendig, fiir den
geometrischen Beweis jedoch unerlésslich, da sowohl a, b, ¢ und d, als auch a—b und c —d
als Streckenldngen gedeutet werden und daher positiv sein miissen. Klein thematisiert diese
Tatsache im Anschluss in Zusammenhang mit dem Permanenzprinzip. (Vgl. hierzu auch die
Erorterungen in Kap. 5)
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vertikal straffierte Rechteck mit den Seitenldngen b und c entfernt. Damit hat
man jedoch das kleine Rechteck mit Inhalt b - d doppelt entfernt und muss es
nachtriglich wieder hinzufiigen. (Vgl. Klein EvhS 1, S. 28)

3.3 Begriffsbildung und Anschauung

Das Beispiel von Newtons Definition der Ableitung (vgl. Kapitel 3) hat bereits
gezeigt, wie Anschauung in die Begriffsbildung einfliefen und auch zur Namens-
gebung beitragen kann. Auch der Begriff der irrationalen Zahlen hat, wie Klein
betont, seinen Ursprung ,in der geometrischen Anschauung und dem geometri-
schen Bediirfnis“ (Klein EvhS 1, S. 34).

Klein legt andererseits in seiner Vorlesung viel Wert darauf, Begriffe, die er ein-
fiihrt, mit einer bestimmten Anschauung zu verkniipfen oder, wie beispielsweise
bei den negativen Zahlen, verschiedene anschauliche Deutungen auch nur in Erin-
nerung zu rufen.

»2Damit verkniipft sich von Anfang an die Deutung aller ganzen Zahlen durch
die Skala

der dquidistanten Punkte einer vom Nullpunkt aus nach beiden Seiten ausge-
dehnten Geraden, der ,Abszissenachse’. Dieses Bild darf man heute als Gemein-
gut aller Gebildeten betrachten, und man kann wohl annehmen, daf es seine
Verbreitung hauptséchlich der allbekannten Thermometerskala dankt.”“ (Klein
EvhS 1, S. 25)

Dieser geometrisch orientierten Anschauung setzt er eine arithmetische Anschau-
ung entgegen — das Bild der negativen Zahlen als ,, kaufmdannische Bilanz mit ihrem
Rechnen in Besitz und Schulden® (Klein EvhS 1, S. 25).

Auch die komplexen Zahlen werden mit einer, in diesem Fall rein geometrischen,
Anschauung verbunden; die Zahlen werden als Punkte der sogenannten Gaufschen
Zahlenebene dargestellt. Mit dieser geometrischen Deutung lassen sich nicht nur
die komplexen Zahlen selbst, sondern auch die dazugehorigen Operationen in einen
geometrischen Kontext stellen; die Addition ldsst sich als Parallelenverschiebung
in der Ebene, die Multiplikation durch Drehung und Streckung bei festem Null-
punkt deuten (vgl. Klein EvhS 1, S. 63). Klein legt grofen Wert auf diese Art der
anschaulichen Deutung. So widmet er der geometrischen Interpretation der Qua-
ternionenmultiplikation eines der wenigen Kapitel, in denen er seine Ausfithrungen
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konkret ausarbeitet.” Es zeigt sich, dass die Quaternionenmultiplikation die ,,all-
gemeinste Drehstreckung des vierdimensionalen Raumes* (Klein EvhS 1, S. 73)
darstellt. Diese Anschauung macht plausibel, dass die Kommutativitéit nicht gilt,
da bei zwei Drehungen im Raum die Reihenfolge, in der sie ausgefiihrt werden, im
Allgemeinen das Ergebnis beeinflusst.

In den hier beschriebenen Beispielen spielt Anschauung eine Rolle bei der Entste-
hung von Begriffen oder verkniipft umgekehrt nachtréglich Begriffe mit einer in
der Regel geometrischen Vorstellung. Das folgende Beispiel zeigt einen alternativen
Umgang mit Anschauung in Zusammenhang mit mathematischen Begriffen:

,Lassen Sie uns einmal an der Hand des bekannten Bildes der Logarithmen-
kurve y = logx [...] tiberlegen, daf diese Festsetzung und ihre ZweckmaRigkeit
durchaus nichts selbstverstandliches sind. (Klein EvhS 1, S. 156)

Klein bezieht sich hier auf die Definition der Potenz- und Logarithmusfunktionen
mit den zugrunde liegenden Gleichungen x = bY und y = logy, x. Stetige Funktio-
nen lassen sich nur fiir b > 0 durch diese Gleichungen beschreiben, wiirde doch x
ansonsten fiir ganzzahlige y-Werte alternierend positive und negative, fiir rationale
y-Werte teilweise sogar imagindre Werte annehmen. Insbesondere gilt fiir rationale
y = & der Zusammenhang x = bn = ¥Yb™, so dass fiir gerade n je zwei reelle x
diese Gleichung erfiillen.® Damit durch y = log;, x eine Funktion beschrieben wer-
den kann, entscheidet man sich fiir den ,Hauptwert*?, das entspricht bei reellen
Zahlen gerade dem positiven Wurzelwert (vgl. Klein EvhS 1, S. 156).

Diese letzte Festlegung hinterfragt Klein nun, wobei er stark anschaulich argumen-
tiert und seine Uberlegungen anhand des Funktionsgraphen der Logarithmusfunk-
tion verdeutlicht.

Abbildung 3.5 stellt zwei Punktmengen

(11) y (N dar. Punktmenge (I) reprasentiert die
Punktmenge der (x,y), mit rationalem y

%’%\7\ PG und x = bY¥; (II) sei die Menge, die bei
3 . x Beriicksichtigung aller rationalen Zahlen
\ mit geradem Nenner, die entsprechenden

negativen Werte enthélt. Diese Punkte lie-
gen ,man mochte sagen ,halb so dicht,
aber immer noch ,iiberall dicht‘“ (Klein
Abb. 3.5: (Klein EvhS 1, S. 156) EvhS 1, S. 156) auf dem Spiegelbild der

"Dieses Kapitel ist auch ein Beispiel der innermathematischen Vernetzung, indem Klein fiir
seine Ausfithrungen die Vektorenrechnung mit in den Blick nimmt.

8Im Komplexen existieren sogar n Lésungen.

9Gemeint ist in heutiger Sprechweise der Hauptzweig.
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Logarithmenkurve. Beide Punktmengen rechts und links der y-Achse, lassen sich
mit blokem Auge nicht von der durchgezogenen Linie unterscheiden.

,,Ius ist nun durchaus nicht ohne weiteres zu begreifen, warum, wenn man sadmtli-
che reellen, auch irrationalen Werte y zulédft, sich gerade die Hauptwerte rechts
zu einer kontinuierlichen, durchaus regulédr verlaufenden Kurve ergéinzen las-
sen und ob oder warum nicht auch die negativen links markierten Werte eine
dhnliche Vervollstdndigung gestatten. (Klein EvhS 1, S. 156)

Es geht Klein auch hier um eine tiefere Einsicht in die Struktur eines Begriffes.
Im Gegensatz zu den ersten Beispielen, wird an dieser Stelle Anschauung genutzt,
um einen Begriff zu hinterfragen und zu problematisieren. Anschaulich sind die
getroffenen Festlegungen fiir y = logpx scheinbar willkiirlich. Erst funktionentheo-
retische Untersuchungen — aufterhalb des Schulstoffs — motivieren diese Festlegung
(vgl. Klein EvhS 1, S. 156).

3.4 Die Bedeutung der Raumanschauung

In welcher Weise das letzte Beispiel auf Anschauung aufbaut, ist nicht ohne Weite-
res ersichtlich. Sie beruht nicht alleine auf der Verwendung eines Bildes (vgl. Abb.
3.5), sondern héngt stark mit der Diskussion und mentalen Repréisentation der
betrachteten Punktmengen zusammen. Anders als bei den anderen vorgestellten
geometrischen Beispielen lassen sich diese Punktmengen nicht fiir das menschliche
Auge sichtbar von der auf ganz R vervollstindigten Kurve unterscheiden. Um zu
verstehen, wie sich diese Betrachtungen in den Bereich der Anschauung einordnen
lassen, ist es notwendig sich mit dem Begriff der Raumanschauung zu beschéiftigen,
der in der Elementarmathematik vom héheren Standpunkt einen hohen Stellenwert
hat: ,Vor allem wird starke Ausbildung der Raumanschauung stets eine Hauptsache
bleiben miissen.“ (Klein EvhS 1, S. 5)

Klein unterscheidet zwei Arten der Raumanschauung:

,die sinnlich unmittelbare, die empirische Anschauung des Raumes, die wir
durch Messen kontrollieren kénnen, dann aber die davon verschiedene idealisie-
rende innere Raumanschauung, [...| die uns innewohnende Idee des Raumes.“
(Klein EvhS 1, S. 38)10

10Mit dieser Unterteilung verwendet Klein die Kantschen Termini (vgl. etwa Volkert 1986).
Auch wenn er an dieser Stelle Kant nicht zitiert, kann davon ausgegangen werden, dass er
Kants Auffassung von Anschauung kennt: Er stellt im Kapitel zur Grundlegung Kants auf
Anschauung begriindet Rechtfertigung der elementaren Rechengesetze vor.
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Der Mensch kann, auch mit den starksten Mikroskopen, Gegenstédnde, in Millime-
tern gemessen, nur auf drei Dezimalstellen genau erkennen: Die Wellenldnge des
Lichtes ist von der Grofenordnung ﬁ mm, und damit lassen sich Gegensténde
einer kleineren Dimension auf Grund der Beugung des Lichts nicht mehr scharf
erkennen (vgl. Klein EvhS 1, S. 38f). Diese Einschrinkung gibt es bei der inneren
Raumanschauung nicht; sie ist von theoretischer Natur.

Im oben beschriebenen Beispiel werden beide Arten der Raumanschauung bemiiht.
Wir betrachten die diskrete Punktmenge (I), die auf der Festlegung beruht, dass
jedem rationalen y die ,Hauptwerte von x zugeordnet werden. Ziel ist es diese
rationale Folge auf R™ fortzusetzen, so dass eine stetige Kurve entsteht. Diese
Unterscheidung zwischen einer dichten, abzéhlbaren Folge von Punkten und einer
durchgezogenen Linie beruht ausschlieflich auf der inneren Anschauung, mit ihrer
yunbegrenzten Genauigkeit® (Klein EvhS 1, S. 39), die wir optisch gar nicht fest-
stellen kbnnen. Umgekehrt gibt aber gerade die in der experimentellen Anschauung
liegende Tatsache, dass fiir unser Auge sowohl die Punktmenge (I) als auch (IT)
bereits als stetige Kurven wahrgenommen werden, Anlass zu der Frage, ob die
Festlegung auf die positiven Wurzelwerte willkiirlich ist.

Zusammenfassung und Bilanz

Die Anschauung hat in Kleins Vorlesungsreihe einen hohen Stellenwert. Mathema-
tische Sachverhalte sollen anschauulich erfasst werden. Es geht dabei aber nicht
ausschlieflich darum das Problem zu verstehen, vielmehr lassen sich daraus zum
Teil Beweisideen entwickeln oder sogar rein auf Anschauung basierte Beweise fiih-
ren. Nicht zuletzt kann Anschauung auch zur Begriffsbildung und zum Begriffsver-
standnis einen Beitrag leisten. Die Beispiele dieses Abschnitts zeigen, dass Klein
all diese Facetten in seiner Vorlesung beleuchtet, auch wenn dadurch gegebenfalls
andere Aspekte nicht diskutiert werden kdnnen — wie beispielsweise im Vorlesungs-
abschnitt zur Algebra:

Wenn ich mich nun zum engeren Thema wende, so bemerke ich vorab, dafs ich im
Rahmen dieser Vorlesung natiirlich keine systematische Darstellung der Algebra
geben kann; ich kann vielmehr nur einen einseitigen Ausschnitt geben, und da ist
es das Zweckmaékigste, wenn ich solche Dinge hervorhebe, die anderswo unbillig
vernachléssigt werden[.]* (Klein EvhS 1, S. 93)

Klein bezweckt mit seiner Vorlesung einen Ausgleich zu den Vorlesungen zu schaf-
fen, in denen die Anschauung ,unbillig vernachléssigt* (Klein EvhS 1, S. 93) wird.
Ein Lehrer soll das Interesse der Schiiler zu wecken; ,das wird ihm nur gelingen,
wenn er Dinge in anschaulich fafbarer Form darbietet (Klein EvhS 1, S. 4). Klein
integriert damit die Forderung nach einem anschauungsorientierten Unterricht aus
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der Meraner Reform professionsbezogen in sein Vorlesungskonzept (vgl. Kapitel
1.2.3). Die Anschauung liefert Klein zudem ein Mittel ,den Schulunterricht in
besondere Beleuchtung zu setzen* (Klein EvhS 1, S. 93) und tragt damit also auch
zu einem erweiterten Standpunkt auf die Schulmathematik bei. Ein Beispiel dafiir
ist die Logarithmusfunktion, deren Definition und die damit verbundenen Fest-
legungen durch die anschauliche Deutung hinterfragt werden (siche Kapitel 3.3).
Die Anschauung liefert hier einen Reflexionsanlass und fiihrt zu héheren Betrach-
tungen und Untersuchungen. Schliefslich nutzt Klein Anschauung als Werkzeug der
Elementarisierung. Durch eine anschauliche Darstellung erhilt auch hohere Mathe-
matik ein ,ganz elementares, leicht fakliches Aussehen” (Klein EvhS 1, S. 241),
beispielsweise bei der Behandlung des Taylorschen Lehrsatzes (vgl. Kapitel 3.1).
Damit tragt das Prinzip der Veranschaulichung in besonderer Weise zur Vorbe-
reitung auf den Schuldienst und zur Entwicklung eines héheren Standpunkts auf
Elementarmathematik bei.



Kapitel 4

Das Prinzip der
Anwendungsorientierung

Die Unterscheidung der beiden Arten der Raumanschauung ist fiir Klein eng damit
verkniipft, die Mathematik in eine Prdzisions- und eine Approximationsmathema-
tik aufgeteilt zu verstehen. Dieser Klassifizierung widmet sich Klein genauer im
dritten Band der Vorlesungsreihe (vgl. Klein EvhS 3). Er erkennt Anspruch und
Notwendigkeit beider Arten von Mathematik an. Jedoch lésst sich durchaus eine
Hierarchie ausmachen:

»Da in den Anwendungen nur die Approximationsmathematik eine Rolle spielt,
kann man, etwas krafs ausgedriickt, auch sagen, daf man eigentlich nur diese
Disziplin ,braucht‘, wihrend Préazisionsmathematik blof zum intellektuellen Ver-
gniigen derer, die sich mit ihr beschéftigen, da ist und im tibrigen fiir die Entwick-
lung der Approximationsmathematik eine wertvolle und wohl kaum entbehrliche
Stiitze abgibt.“ (Klein EvhS 1, S. 39)

In diesem Zitat kann man das bereits in Kapitel 1.2 angesprochene Gewicht, das
Klein auf die angewandte Mathematik und die lebensnahen Anwendungen legt,
erkennen. So verwundert es nicht, dass er in der Einleitung seiner Vorlesungsreihe
ganz explizit fordert, dass Mathematik im Unterricht stets mit ihren Anwendungen
und alltdglichen Dingen in Verbindung gebracht werden soll, insbesondere auch an
der Universitat:

s M]an sollte im ganzen Unterricht, auch auf der Hochschule, die Mathematik
stets verkniipft halten mit allem, was den Menschen gemé&f seinem sonstigen
Interesse auf seiner jeweiligen Entwicklungsstufe bewegt und was nur irgend in
Beziehung zur Mathematik sich bringen laft. (Klein EvhS 1, S. 4)

Dies ist eine von zahlreichen Zwischenbemerkungen, die sich in Einklang mit Vor-
trégen bringen lassen, in denen er sich fiir eine Starkung der angewandten Mathe-
matik, insbesondere an den Universitéten, ausspricht (vgl. etwa Klein 1899, 1902).
Kleins Haltung, gegeniiber den Anwendungen sowohl in der Forschung als auch
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im Schul- und Universitatsunterricht, spiegelt sich im Buch in programmatischen
Einwiirfen dieser Art wider.

Fiir Klein stehen, neben dem Ziel der ,Einsicht in die Bedeutung des mathemati-
schen Denkens fiir die Naturerkenntnis und die moderne Kultur iiberhaupt® (Klein
EvhS 1, S. 18) zwei Charakteristika der Anwendungen im Vordergrund: die Leben-
digkeit und der Bezug zum Alltag, die entscheidend fiir den Unterricht an Schulen
sind, weil sie insbesondere als Motivation dienen:

»<Aber das Lebendige der Mathematik, die wichtigsten Anregungen, ihre Wirk-
samkeit nach aufen, hin beruhen durchaus auf den Anwendungen, d.h. auf
den Wechselbeziehungen jener logischen Dinge zu allen anderen Gebieten. Die
Anwendungen aus der Mathematik zu verbannen wére also ebenso, als wolle man
das Wesen des lebenden Tieres im Knochengeriist allein finden, ohne Muskeln,
Nerven und Geféfe, Triebe, iiberhaupt das Leben des Tieres zu betrachten.®
(Klein EvhS 1, S. 17)

Genau dieses Lebendige soll der Schiiler in der Schule mitnehmen, er soll beispiels-
weise nicht nur die Rechenregeln beherrschen, sondern sie tatséchlich zur Anwen-
dung bringen konnen. Somit ist es, so Klein, unerldsslich, dass der zukiinftige
Lehrer sich mit der angewandten Mathematik auseinandergesetzt hat und diese
in Verbindung mit dem Schulstoff bringen kann (vgl. Klein EvhS 1, S. 17), sie
daher eine wichtige Rolle in der Elementarmathematik vom héheren Standpunkte
aus spielen muss.

Bei der Analyse typischer Beispiele fillt auf, dass das Prinzip der Anwendungsori-
entierung nicht losgelost von den beiden zuvor besprochenen Prinzipien betrachtet
werden kann; vielmehr kann es zum einen als Mittel der Veranschaulichung, zum
anderen als Teil oder Erweiterung des Vernetzungsgedanken verstanden werden.

4.1 Anwendungsorientierung als Mittel der
Veranschaulichung

Im Abschnitt zum Prinzip der Veranschaulichung wurden neben Beispielen geo-
metrischer Anschauung und graphischer Darstellung auch bereits solche Beispiele
vorgestellt, die Anschauung aus alltdglichen, aufsermathematischen Vergleichen
ziehen. Von diesen stellen einige einen Bezug zu angrenzenden Wissenschaften
her und liefern damit nicht nur einen unmittelbaren Vergleich (wie beispielsweise
die Metapher des chinesischen Billards in Kapitel 3.1), sondern zeigen mogliche
Anwendungsgebiete auf.
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Im Bereich der Zahlbereichserweiterung stellt Klein diesen Zusammenhang sys-
tematisch her. Die natiirlichen Zahlen werden mit Anzahlen ,geldufiger Gegen-
stande” (Klein EvhS 1, S. 7) in Verbindung gebracht (Kardinalzahlaspekt). Die
ganzen Zahlen veranschaulicht Klein durch eine kaufménnische Deutung: Gut-
haben wird als positive Zahl, Schulden als negative Zahl dargestellt (vgl. Klein
EvhS 1, S. 25). Der Ubergang von ganzen zu rationalen Zahlen, zeichnet sich
durch einen ,Wechsel des Substrats* (Klein EvhS 1, S. 31) aus; statt gezahlt wird
fortan gemessen. Beispiele fiir Anwendungen sind die Systeme der Gewichte und
der Langen, die in der Physik beheimatet sind. Dass diese Anwendungsorientie-
rung nicht die irrationalen Zahlen einschlieft, ist versténdlich, lassen sich diese
schliefflich nicht exakt messen. Sie stellen einen Gegenstand der ,jinneren Raum-
anschauung® dar und gehoren somit nicht unmittelbar zu den Anwendungen (vgl.
Kapitel 3.4).

Im Bereich der Analysis zeigt sich diese ,anwendungsorientierte Anschauung® viel
préziser, da sie nicht ganz so selbstversténdlich mit Allgemeinwissen in Verbindung
gebracht werden kann:

,Betrachten wir zunichst den Integralbegriff, so ist zu bemerken, daf er his-
torisch mit dem Problem der Ausmessung von Flichen- und Korperinhalten
(Quadratur und Kubatur) beginnt.“ (Klein EvhS 1, S. 224)

Die Berechnung des Intergrals IZ f(x)dx, verstanden als Flacheninhalt, der vom
(positiven) Funktionsgraphen, der x-Achse zwischen x = a und x = b eingeschlos-
sen wird, wird idealisiert als unendliche Summe von ,unendlich kleinen“ Recht-
ecksinhalten aufgefasst, die die Flache ausfiillen.

Diese Vorgehensweise findet man auch bei Kepler (siehe

Abb. 4.1), der den Inhalt eines Fasses durch das Aufsum-

mieren vieler zylinderférmiger, ,,unendlich diinner* Schei-

ben bestimmt. (Vgl. Klein EvhS 1, S. 224f) Der klassi-

sche Integralbegriff beruht auf eben dieser Vorstellung.

Mit einer &hnlich naiven Anschauung kann man auch

die Tangente an eine Funktion, verstehen, indem man

Abb. 4.1: (Klein sich einen Po-lygonzgg. von Pun.kten vorstellt, be.i dem. die

EvhS 1, S. 225)  Punkte so dicht beieinander liegen, dass man ihn nicht

vom Funktionsgraphen unterscheiden kann. Die Tangente

wird dann durch die ,Verbindungslinie zweier aufeinander

folgender solcher Punkte” beschrieben. Solche Betrachtungsweisen nutzt man mit

Erfolg in der mathematischen Physik und der Mechanik, wie Klein betont (Klein
EvhS 1, S. 227).
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4.2 Fortschreibung des Vernetzungsgedankens

Bei der Vorstellung des Vernetzungsgedankens in Kapitel 2 wurde bereits erwahnt,
dass es nach Kleins Auffassung fiir einen Lehrer unerlésslich ist, sowohl reine als
auch angewandte Mathematik zu kennen und diese verkniipfen zu kénnen (vgl.
Kapitel 2). Das bedeutet insbesondere, dass die angewandte Mathematik mit der
Schulmathematik in Verbindung gebracht werden muss. In diesem Sinne kann
Anwendungsorientierung die innermathematische Vernetzung unterstiitzen. Dar-
iiber hinaus lésst sich der Vernetzungsgedanke auf weitere Féacher ausweiten. Insbe-
sondere bietet sich dazu die Physik, vor allem die Mechanik an, die, wie im letzten
Abschnitt beschrieben wurde, einerseits die Mathematik als Hilfsmittel nutzen und
umgekehrt gerade in der mathematischen Begriffsentwicklung Anregungen liefern
konnen.

Der Abschnitt Die Lehre der kleinen Schwingungen, insbesondere Pendelschwin-
gungen (vgl. Klein EvhS 1, S. 201-205) ist einer der wenigen Stellen, bei denen
Klein ganz explizit — losgelost von Metabemerkungen — die Verbindung zwischen
Mathematik und Anwendung beschreibt. Er ordnet in diesem Abschnitt einen Teil
des physikalischen Schulcurriculums in die Theorie der goniometrischen Funktio-
nen ein.

In Anlehnung an die Grundlagen der Trigonometrie, die Klein im Vorfeld bereit-
stellt, wird eine kurze mathematische Analyse der kleinen Schwingen vorgelegt.
Diese, wie Klein sagt, durchaus anschauliche Darstellung beruht einzig auf der
Grundgleichung der Mechanik (F = m - a) und wendet die Differentialeigenschaf-
ten der Trigonometrischen Funktionen an (vgl. Klein EvhS 1, S. 201f). Dem setzt
Klein das Vorgehen in der Schule entgegen:

JGanz anders aber als bei diesen einfachen klaren Betrachtungen, die sich bei
néherem Eingehen auf die Sache natiirlich auch durchaus anschaulich gestalten
lassen, sieht eine verbreitete Behandlung des Pendelgesetzes im Schulunterricht
aus, die man die ,elementare ‘nennt.“ (Klein EvhS 1, S. 202)

Statt die mathematischen Hintergriinde dieses physikalischen Gesetzes zu beleuch-
ten, wiirden, so Klein weiter, ,ad hoc erfundene Verfahren* an den Schiiler herange-
tragen, die das Verstehen nicht férdern, da sie liickenhaft seien und die enthaltene
Mathematik verschleierten. Dadurch entstehe eine bedauerliche Diskrepanz zwi-
schen dem Mathematikunterricht, der ,an die logische Exaktheit der Schliisse die
hochsten Anforderungen stellt, und dem Physikunterricht, der ,zu den anfecht-
barsten Schliissen, der kithnsten Verwendung des Unendlichkleinen greift“. (Vgl.
Klein EvhS 1, S. 202)*

IMit Anfithrungszeichen hervorgehobene Stellen sind aus der Quelle wortlich entnommen.
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Es gibt noch eine weitere Stelle, in der Klein konkret verborgene Mathematik auf-
deckt, um dadurch Mathematik und ihre Anwendung explizit zu verkniipfen. Im
Gegensatz zu dem eben beschriebenen Thema fungiert dort die Mathematik nicht
als Hilfsmittel der Anwendung. Stattdessen zeigt Klein, wie bspw. die Mechanik zu
einem Hilfsmittel der (angewandten) Mathematik wird, indem er Funktionsweise
einer Rechenmaschine und deren Bedeutung fiihrt.? Ziel dieses Exkurses ist es,
den Mechanismus zu erklaren und damit zu zeigen, wie mathematische Operatio-
nen technisch umgesetzt werden konnen. Dabei ist es notwendig zu verstehen, in
welcher Weise die mathematischen Operationen umgesetzt werden — so wird die
Multiplikation beispielsweise fiir die technische Umsetzung als fortgesetzte Addi-
tion aufgefasst (vgl. Klein EvhS 1, S. 19f). Damit einher geht die Frage nach dem
,, Wert des mathematischen Denkens (Klein EvhS 1, S. 24). Kann eine Rechenma-
schine den Mathematiker ersetzen? Klein verneint dies, behandelt dies aber nicht
intensiv.

Zusammenfassung und Bilanz

Mit dem Prinzip der Anwendungsorientierung will Klein zum einen erreichen, dass
sich der zukiinftige Lehrer seiner Aufgabe, Anwendungen in den Schulunterricht
zu integrieren, bewusst ist. Zum anderen soll eine Liicke des Universitdtsunter-
richts geschlossen werden, da Anwendungen dort generell zu wenig Aufmerksam-
keit bekommen, wie Klein in einer Rede iiber Aufgabe und Methode des mathema-
tischen Unterrichts an den Universititen kritisiert:

»Dann sage ich trotzdem, wie ich es schon oft that, dafs es mit dem abstrac-
ten mathematischen Universitdtsunterricht nicht gethan ist, dafs wir unseren
Zuhorern daneben Gelegenheit geben miissen, sehr viel mehr als es z. Z. im
Durchschnitte geschieht, von den Anwendungen der Mathematik Kenntnis zu
nehmen.“ (Klein 1899, S. 131)

Anders als bei den zuvor besprochenen Prinzipien, die in der Vorlesungskonzep-
tion sowohl normativ als auch konstruktiv auftreten, findet man beziiglich der
Anwendungsorientierung hauptséchlich kurze Randbemerkungen und Verweise. Es
existieren nur wenige Stellen, in denen das Prinzip konkret als Hauptgedanke the-
matisiert wird. Insbesondere fallt auf, dass Klein im algebraischen Teil beim Lésen
von Gleichungen iiberhaupt keinen Bezug zur angewandten Mathematik oder zu
Anwendungen in den Naturwissenschaften oder der Mechanik herstellt. Erst spater
im Kapitel zur Analysis geht er in einem Fxkurs dber den allgemeinen Funktionsbe-
griff fir eine spezielle Klasse von Gleichungen — die durch Integration zu lésenden

2Diese Maschine wurde insbesondere auch als Anschauungsmaterial bereitgestellt (vgl. Klein
EvhS 1, S. 19)
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partiellen Differentialgleichungen — auf mogliche Anwendungen ein. Diese Glei-
chungen sind charakteristisch fiir Randwertprobleme, die in der Physik und den
Ingenieurwissenschaften eine grofe Rolle spielen. So bezieht sich Klein beispiels-
weise auf das von Fourier behandelte Problem der Wirmeleitung aus der Physik
(vgl. Klein EvhS 1, S. 217).

Die Anwendungsorientierung lésst sich also zwar als der Vorlesung innewohnende
Idee ausmachen; sie hat jedoch nicht das explizite Gewicht wie die innermathe-
matischen Vernetzung und das Prinzip der Veranschaulichung, zumal sich die auf-
tretenden Beispiele in den meisten Féllen als Unterstiitzung oder Erweiterung der
beiden zuvor beschriebenen Prinzipien auffassen lassen.



Kapitel 5

Das genetische Prinzip

Fiir Klein ist eine genetische Darstellung der Unterrichtsinhalte eine Selbstver-
stdndlichkeit, die sich nicht nur auf die hier untersuchte Vorlesung bezieht, son-
dern auf (Mathematik-)Unterricht im Allgemeinen. So stellt Gert Schubring in
seiner Dissertation iiber das genetische Prinzip in der Mathematikdidaktik fest,
dass es fiir Klein so selbstverstéandlich sei, ,daf er nie genauere Ausfiihrungen tiber
sein Verstindnis vom genetischen Prinzip gemacht hat“ (Schubring 1978, S. 142).
Klein verwendet, so Schubring weiter, unterschiedliche Auffassungen des geneti-
schen Prinzips, ohne eine systematische Klarung des Begriffs in Angriff zu neh-
men, und beschrankt sich auf eine pragmatische Verwendung des Begriffs (vgl.
Schubring 1978, S. 143):

»Aber auch hoéher hinaus verfahrt der Lehrer immer genetisch oder noch genauer
gesagt: heuristisch, d.h. er lafst die Knaben das Neue durch geschickte entwi-
ckelnde Fragen nach Moglichkeit selber finden.“ (Klein und Schimmack 1907, S. 24)

Die Notwendigkeit des genetischen Prinzips begriindet Klein mit Hilfe des bioge-
netischen Grundgesetzes nach Ernst Haeckel, wonach der einzelne Mensch in sei-
ner Entwicklung diejenigen Stufen durchlaufen muss, welche die gesamte Mensch-
heit im Lauf der Geschichte zuriickgelegt hat. Unterricht solle, so Klein, diesem
Gesetz folgend, ,,langsam auf demselben Wege zu héheren Dingen und schliefSlich
auch zu abstrakten Formulierungen fiihren, auf dem sich die ganze Menschheit
aus threm naiven Urzustand zu hoherer Erkenntnis emporgerungen hat* (Klein
EvhS 1, S. 289).!

Mit diesem Prinzip charakterisiert Klein in erster Linie die damalig géngige Vor-
gehensweise des schulischen Mathematikunterricht in Abgrenzung zu der Praxis
des universitdren Unterrichts:

1Zur Kritik an der Ubertragung des biogenetischen Grundgesetzes auf den Mathematikun-
terricht so wie eine Einordnung in die Entwicklungsgeschichte der genetischen Methode als
didaktisches Prinzip, vgl. S. 78.
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s - .| anschaulich und genetisch, d.h., das ganze Lehrgebdude wird auf Grund
bekannter anschaulicher Dinge ganz allméhlich von unten aufgebaut; hierin liegt
ein scharf ausgeprigter Gegensatz gegen den meist auf der Hochschule tiblichen
logischen und systematischen Unterrichtsbetrieb.” (Klein EvhS 1, S. 6)

Dieser Unterschied ist mitverantwortlich fiir die doppelte Diskontinuitét, die zwi-
schen schulischem und universitirem Mathematikunterricht herrscht. Zur Uber-
windung dieser Diskontinuitét ist es notig, den Unterricht auch methodisch anzu-
passen (siehe 1.4.2). Das schlieft im Speziellen eine genetische Vorgehensweise in
der Elementarmathematik vom héheren Standpunkte ein. Es geht Klein aber nicht
vorrangig um eine Angleichung der Methoden, etwa in Form eines Kompromisses.
Vielmehr befiirwortet er das genetische Prinzip auch fiir die direkten Ziele des
Hochschulunterrichts.

~Wissenschaftlich unterrichten kann nur heifsen, den Menschen dahin bringen,
dass er wissenschaftlich denkt, keineswegs aber ihm von Anfang an mit einer
kalten, wissenschaftlich aufgeputzten Systematik ins Gesicht zu springen.“ (Klein
EvhS 1, S. 289)

Ziel dieses Abschnitts ist keine systematische Darstellung der Kleinschen geneti-
schen Methode. Stattdessen soll anhand dreier charakteristischer Merkmale gezeigt
werden, wie Klein in diesem Band der Elementarmathematik seine Vorstellung von
genetischem und zugleich wissenschaftlichem Unterricht umsetzt.

5.1 Induktives Vorgehen — vom Speziellen zum
Allgemeinen

wDer Forscher selbst jedoch arbeitet in der Mathematik wie in jeder Wissenschaft
durchaus nicht in dieser streng deduktiven Weise, sondern er benutzt wesentlich
seine Phantasie und geht induktiv, auf heuristische Hilfsmittel gestitzt, vor.
(Klein EvhS 1, S. 224)

Diese Arbeitsweise soll im genetischen Unterricht fortgefiihrt werden. An den Stel-
len, an denen Klein konkret eine Fragestellung behandelt, anstatt Themen nur
kurz anzureifien, bemiiht er sich, dieses heuristisch gepragte induktive Vorgehen
bewusst widerzuspiegeln. Die Einfithrung im Kapitel zum Taylorschen Lehrsatz
wurde bereits unter der Frage nach ihrem Wert fiir die Anschauung untersucht
(vgl. Kapitel 3). Sie ist ebenso ein Beleg fiir heuristisches Arbeiten; an konkre-
ten Funktionen wird gezeigt, inwiefern das Taylorpolynom als . Ndherungsparabel“
(Klein EvhS 1, S. 241) aufgefasst werden kann.
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Der gesamte algebraische Teil ist gewissermafsen der Inbegriff induktiven Vorge-
hens. Klein beginnt mit einer einfachen Art von Gleichung, mit reellen Lésungen
und nur einem Parameter: f(x,A) = 0. Langsam erhoht er die Komplexitat und
Allgemeinheit der untersuchten Gleichungen. Zusétzlich zeigt sich lokal immer wie-
der der heuristische Ansatz. So auch im zweiten Teil des Kapitels, in dem Klein
seine Untersuchungsfrage umdreht. Statt eine Losung zu einer vorgegebenen Glei-
chung zu bestimmen, wird bei vorgegebener Lésung eine zugehorige algebraische
Gleichung aufgestellt. Dafiir wird bewusst auf eine formale Deduktion verzichtet:

»~Man konnte die Existenz dieser Gleichung aus allgemeinen funktionentheore-
tischen Theoremen leicht a priori deduzieren; ich will jedoch hier die Kennt-
nisse, welche dieser Beweisgang erfordert, nicht voraussetzen und ihm einen mehr
empirischen Aufbau der einzelnen Gleichungen vorziehen.“ (Klein EvhS 1, S. 135)

5.2 Nachvollziehen der Entstehungsgeschichte

Dem ,geschichtlichen Werdegang®* (Klein EvhS 1, S. 16) folgend, enthélt die Vorle-
sung historisch orientierte Passagen. Neben kleinen Anekdoten und Bemerkungen,
in denen Klein etwa eine Fragestellung motiviert oder eine Erklarung fiir die Ent-
stehung spezieller Begriffe liefert,

(,Zur Entstehung der negativen Zahlen gibt bekanntlich die Forderung Anlaf,
die Subtraktion zu einer in allen Fallen ausfithrbaren Operation zu machen.*
(Klein EvhS 1, S. 25))

finden sich auch wiederholt ausfiihrliche Exkurse, die in ein Thema einfithren oder
weitere Einblicke ermoglichen. Ein Beispiel dafiir ist die Behandlung der irratio-
nalen Zahlen:

JWir wollen uns hier nicht erst mit der Frage aufhalten, wie dieses Gebiet auf
der Schule gewdhnlich behandelt wird, denn iiber einige Beispiele kommt man
da meist nicht weit hinaus; wir gehen besser sogleich auf die geschichtliche Ent-
wicklung ein.“ (Klein EvhS 1, S. 34)

Klein beschrankt sich bei diesem Kapitel auf eine Darstellung der historischen
Entwicklung, wobei er auch in dieser Darstellung den Vernetzungsgedanken, mog-
liche Anwendungen und geometrische Anschauung besonders hervorhebt: So liegt
der ,,Ursprung des Begriffs der irrationalen Zahlen [...] in der geometrischen
Anschauung und dem geometrischen Bedirfnis“ (Klein EvhS 1, S. 34) — also in
der Frage nach der Lange der Hypotenuse eines gleichschenkligen, rechtwinkligen
Dreiecks mit Kathetenldnge 1 — und darauf folgend, ,,wie man nach dieser Vor-
stellung der arithmetischen Theorie zu den Anwendungen in den anderen Gebieten
tbergehen kann. (Klein EvhS 1, S. 37).
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Mathematik wird damit nicht als fertiges Produkt dargestellt, sondern als Prozess,
der mitunter Jahrhunderte andauern kann. Das Einbeziehen von Geschichte der
Mathematik hat in der Vorlesung nicht nur methodischen Charakter. Es ist auch
inhaltlich von Relevanz fiir den zukiinftigen Unterricht. Dadurch ldsst sich die
historische Ebene auch als Hintergrundwissen des héheren Standpunkts verstehen
und wird in Kapitel 8 ausfiihrlich behandelt.

5.3 Fokus auf mathematische Denk- und
Arbeitsweisen

Indem Klein sich in groben Ziigen mit der Entwicklung aus historischer Sicht
beschéftigt, nimmt er gewissermafsen eine Makroperspektive ein, die sich — wenn
auch prozeforientiert — in erster Linie mit der Mathematik als Gegenstand beschéf-
tigt. Diesem Blickwinkel setzt er eine Mikroperspektive entgegen, die sich statt der
Mathematik dem Mathematiker widmet. Im Fokus stehen Denk- und Arbeitswei-
sen, die auf unterschiedliche Weise in der Vorlesung thematisiert werden:

Klein erkldrt beispielsweise, dass eine typische, tief verankerte Denkweise verant-
wortlich fiir die Entstehung der negativen Zahlen und die damit verbundenen
Rechenregeln ist — das ,,Prinzip von der Permanenz der formalen Gesetze* (Klein
EvhS 1, S. 28):

» Es ist] die allgemeine Eigentiimlichkeit der menschlichen Natur |...], daf wir
unwillkiirlich geneigt sind, nach Regeln, die fiir spezielle Falle abgeleitet und
giiltig sind, auch unter anderen allgemeineren Umstanden zu verfahren.“ (Klein
EvhS 1, S. 28)

Die Vorlesung zeichnet sich durch eine Reihe kurzer Exkurse aus, in denen Denk-
weisen nicht nur thematisiert, sondern auch reflektiert werden. So gehe es bei
der Gleichung (—1) - (—1) = 1 darum, zu erkennen, dass von ,Beweisbarkeit der
Zeichenregel nicht die Rede sein kann“ (Klein EvhS 1, S. 29). Die Festlegung ist
willkiirlich und wird durch ,, Zweckmdfigkeitsgrinde” (Klein EvhS 1, S. 29) regu-
liert. Mathematik wird also durch menschliches Denken und Handeln mafgeblich
beeinflusst. Eng damit verbunden sind erkenntnistheoretische und mathematik-
philosophische Fragestellungen, die ebenfalls in der Vorlesungsreihe angesprochen,
aber nicht ausfiihrlich erértert werden.

Dem gegeniiber stehen viele Stellen, in denen beildufige Bemerkungen zu einer
Charakterisierung mathematischen Denkens beitragen:

Lann man nun — diese Frage liegt jedem, der sich griindlich mit komplexen
Zahlen beschéftigt hat, nahe — nicht auch andere, héhere komplexe Zahlen mit
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mehreren neuen Einheiten als dem einen i bilden und mit ihnen verniinftig rech-
nen? (Klein EvhS 1, S. 64).

Es gilt aber nicht nur mathematische Denk- und Arbeitsweisen zu beschreiben,
sondern auch Unterschiede aufzudecken. So beschreibt Klein auch unterschiedliche
Einstellungen zur Mathematik.

Jch mochte die selbsténdig arbeitenden Mathematiker hinsichtlich ihres Verhal-
tens zur Zahlentheorie in zwei Klassen teilen, die ich vielleicht als Enthusiasten
und Indifferente unterscheiden kann.“ (Klein EvhS 1, S. 42)

Ein besonderes Beispiel fiir derartige Klassifikationen ist der Abschnitt Uber die
moderne Entwicklung und den Aufbau der Mathematik iiberhaupt. Dieses von Klein
als ,,Zwischenstiick” bezeichnete Kapitel unterbricht den thematisch orientierten
Vorlesungsduktus nach dem ersten grofien Themenblock (Arithmetik). Klein setzt
sich dort in einem hauptséchlich historischen Exkurs mit der Frage Wie entsteht
Mathematik? auseinander. Er identifiziert zwei grundlegend verschiedene mathe-
matische Denk- und Arbeitsweisen. Dieses Kapitel wird damit paradigmatisch
sowohl fiir den Fokus auf mathematische Denk- und Arbeitsweisen als auch fir
den Einflufs von Geschichte der Mathematik in der Vorlesung. Da Klein zudem
eine konkrete und begriindete Position beziiglich der Bedeutung der sogenannten
Entwicklungsreihen fiir die Vermittlung von Mathematik hat, legitimiert Klein in
diesem Zwischenstiick gewissermafien sein Vorgehen in der Vorlesung (mehr dazu
in Kapitel 6).

Zusammenfassung und Bilanz

Die Darstellung einer mathematischen Theorie heiftt genetisch, ,wenn sie an den
natiirlichen erkenntnistheoretischen Prozessen der Erschaffung und Anwendung
von Mathematik ausgerichtet ist“ (Wittmann 1981, S. 130). Wittmann zufolge
kann die genetische Darstellung durch folgende Merkmale charakterisiert wer-
den:

»<Anschlufs an das Vorverstdndnis der Adressaten,

Einbettung der Uberlegungen in gréfiere ganzheitliche Problemkontexte auRer-
halb oder innerhalb der Mathematik,

Zulassigkeit einer Einfiihrung von Begriffen aus dem Kontext heraus,
Hinfiihrung zu strengen Uberlegungen iiber intuitive und heuristische Ansétze,
durchgehende Motovation und Konitnuitét,

wahrend des Voranschreitens allméhliche Erweiterung des Gesichtskreises und
entsprechende Standpunktverlagerungen.* (Wittmann 1981, S. 131)
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Diese Komponenten lassen sich auch in Kleins Vorlesung nachweisen. Besonde-
ren Schwerpunkt legt er auf die drei hier vorgestellten Komponenten: das induk-
tive Vorgehen, das Nachzeichnen der Entwicklungsgeschichte und der Fokus auf
mathematische Denk- und Arbeitsweisen. In Kapitel 7 zur fachmathematischen
Perspektive wird die Idee des genetischen Prinzips und die Bedeutung, die Klein
diesem fiir das Lernen von Mathematik und insbesondere fiir die hier untersuchte
Vorlesung zuschreibt, besonders deutlich. Klein rdumt der historischen Entwick-
lung, so Wittmann, im Rahmen der genetischen Methode eine grofe Bedeutung
ein (Wittmann 1981, S. 133). Dies kann durch die Analyse in der vorliegenden
Arbeit bestétigt werden. In Kapitel 8 wird dieser Gedanke erneut aufgegriffen.



Kapitel 6

Kleins ,,Zwischenstiick' als
Legitimation!

Das Zwischenstiick Uber die moderne Entwicklung und den Aufbau der Mathe-
matik iberhaupt ist, wie beschrieben, beispielhaft fiir die Auseinandersetzung mit
mathematischen Denk- und Arbeitsweisen. Dariiber hinaus hat es fiir die Analyse
der Vorlesung eine besondere Stellung. Klein bezieht Position zu den beiden ,,Ent-
wicklungsreihen und begriindet damit in gewissem Sinne die fiir die Vorlesung als
zentral erkannten Prinzipien.

6.1 Die Entwicklungsreihen A und B im
»Zwischenstiick"

Lassen Sie mich von der Bemerkung ausgehen, daft wir in der Entwicklungsge-
schichte der Mathematik bis in die Gegenwart sehr deutlich zwei verschiedene
Entwicklungsreihen unterscheiden kénnen, die sich bald gegenseitig ablésen, bald
gleichzeitig unabhéngig nebeneinander herlaufen, bald endlich auch sich wech-
selseitig durchdringen.“ (Klein EvhS 1, S. 82f)

Klein diskutiert in diesem Exkurs ganz explizit die Entstehung der Mathema-
tik auf einer Metaebene. Er unterscheidet dabei im Laufe der Geschichte zwei
unterschiedliche mathematische Arbeitsweisen, die die Entwicklung der Mathema-
tik beherrschen. Daraus ergeben sich zwei unterschiedliche Entwicklungsreihen in
der Mathematik, die einerseits die geschichtliche Entwicklung nachzeichnen, ande-
rerseits aber auch als Vorlage fiir den Unterricht dienen kénnen. Da ihm ,keine

1Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt wurden bereits im Rahmen der 12. Tagung Allgemeine
Mathematik in Siegen vorgestellt. In Zusammenarbeit mit Susanne Spies wurde diese mathe-
matikdidaktische Sicht einer mathematikphilosophischen Sicht im Bereich der Mathematikés-
thetik gegeniibergestellt. Die Ergebnisse zusammen mit einer Kurzfassung dieses Abschnitts
sind im Tagungsband verdffentlicht (vgl. Allmendinger und Spies 2013).
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geldufige Einteilung* (Klein EvhS 1, S. 83) bekannt ist, bezeichnet er die Ent-
wicklungsreihen mit A und B und konkretisiert diese zunéchst ohne historischen
Bezug am Beispiel der elementaren Analysis, wie ein Vorgehen im Sinne der beiden
unterschiedlichen Entwicklungsreihen aussehen kann:

In Entwicklungsreihe A beginnt man mit der ,formalen Lehre von Gleichungen®, das
Operieren mit rationalen Funktionen steht dabei im Vordergrund. Systematisch
setzt man sich mit dem den rationalen Funktionen innewohnnenden Potenzbegriff
und dessen Umkehrung auseinander. Man erhélt daraus den Logarithmus, der sich
,beim numerischen Rechnen als sehr fruchtbringend“ erweist, und die dazugehérige
Klasse der Logarithmusfunktionen.

Erst bei Definition einer zweiten Art transzendeter Funktionen wird eine Verbin-
dung zur Geometrie hergestellt — bei der Definition der trigonometrischen Funk-
tionen. Die Theorie dieser Funktionen wird als gesonderte Disziplin angesehen
und behandelt. In der ,algebraischen Analysis* beschéftigt man sich dann mit der
,Entwicklung der einfachsten Funktionen in unendliche Reihen®, dazu gehéren die
Logarithmus- und Exponentialfunktion, sowie die trigonometrischen Funktionen
(vgl. Klein EvhS 1, S. 83).2

Bei Entwicklungsreihe B hingegen ist der Ausgangspunkt ,eine Fusion der Raum-
und Zahlvorstellung“. Zunéchst wiirde man die graphischen Darstellungen der ein-
fachsten Funktionen untersuchen. Das geometrische Kurvenbild ermdoglicht, die
Begriffe Ableitung und Integral in einen ganz anschaulichen und geometrischen
Kontext zu setzen — die Ableitung als Tangentensteigung, das Integral als (orien-
tierter) Inhalt der Fliche, die durch die Kurve begrenzt wird.

Der Integrationsprozess gibt schliefslich Anlass zur Entstehung neuer Funktionen:
So ist beispielsweise das Integral von x — % nicht mehr durch eine Potenzfunktion
zu beschreiben. Diese neu entdeckten Funktionen lassen sich mit Riickgriff auf
die Differentialrechung mit Hilfe eines einheitlichen Prinzips — dem Taylorschen
Lehrsatz — in Potenzreihen entwickeln. (Klein EvhS 1, S. 84)

Besonders deutlich wird der Unterschied der beiden Entwicklungsreihen am Bei-
spiel der Exponential- und Sinusfunktion. In der Entwicklungsreihe A, so Klein,
tauchen beide Funktionen eigenstédndig auf: Die Exponentialfunktion als ,beque-
mes Hilfsmittel beim numerischen Rechnen®, die Sinusfunktion im Rahmen der
sDreiecksgeometrie’ (Klein EvhS 1, S. 85). Ein moglicher Zusammenhang wird
nicht thematisiert oder taucht {iberraschend bei der Reihenentwicklung auf (vgl
Klein EvhS 1, S. 83). Demgegeniiber steht Entwicklungsreihe B, in der diese Ver-
bindung von Interesse ist:

»Im Systeme B aber erscheinen diese Zusammenhénge ganz verstédndlich und der
von Anfang an hervorgehobenen Bedeutung der Funktionen durchaus angemes-

2Fiir alle wortlichen Zitate dieses Absatzes gilt: (Klein EvhS 1, S. 83)
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sen: Hier entstehen ja e* und sin x aus derselben Quelle, der Quadratur einfacher
Kurven |...].* (Klein EvhS 1, S. 85)

Die Entwicklungsreihe A ist gekennzeichnet durch eine ,partikularistische Auffas-
sung der Wissenschaft®. Jedes Einzelgebiet wird getrennt voneinander betrach-
tet, untersucht und weiterentwickelt, mit dem Ziel, in jedem dieser Gebiete einen
slogisch in sich geschlossenen Aufbau zu entwickeln®. In Entwicklungsreihe B dage-
gen geht es um eine ,organische Verkniipfung zwischen den einzelnen Gebieten®.
Das Augenmerk liegt darin, Schnittstellen und Querverbindungen zu erkennen,
zu beschreiben und fiir das weitere Arbeiten fruchtbar zu machen, und somit ein
,Verstdndnis mehrerer Gebiete unter einheitlichem Gesichtspunkte* zu erzeugen.
Zusétzlich zu den beiden Entwicklungsreihen erkennt Klein ein algorithmisches
Moment C, das nicht als eigenstdndige Entwicklungsreihe anzusehen ist, aber
sowohl A als auch B entscheiden prigen kann. Dazu dufert er sich jedoch nicht
detailliert (vgl. Klein EvhS 1, S. 84f).3

Klein expliziert die Entwicklungsreihen ausfiihrlich in einem historischen Streif-
zug, indem er Errungenschaften in der Mathematik jeweils eine der beiden Ent-
wicklungsreihen zuordnet. Er gibt also keine expliziten Definitionen fiir die beiden
Reihen, sondern er verdeutlicht die Unterschiede durch zahlreiche Beispiele. Der
Exkurs wird so beispielhaft fiir die Integration historischer Momente in die Vorle-
sung.

6.2 Kleins Position beziiglich der
Entwicklungsreihen

Kleins Uberblick zur Geschichte der Mathematik zeigt, dass beide Entwicklungs-
reihen insgesamt sehr gleichméfig und gleichberechtigt vertreten sind. Genau das
sei wichtig, wenn ein Fortschritt in der Mathematik erzielt werden soll:

»Die Mathematik wird sich gewiff nur dann gleichméfig nach allen Seiten hin
fortentwickeln kénnen, wenn keine der beiden Arten der Untersuchung vernach-
lassigt wird.“ (Klein EvhS 1, S. 91)

Somit gesteht Klein jedem Mathematiker zu, sich seiner Forschung im Sinne der
Entwicklungsreihe zu widmen, die ihm mehr liegt (vgl. Klein EvhS 1, S. 91). Zwar
dufiert sich Klein in dem Zwischenstiick selbst nicht direkt dazu, welche Entwick-
lungsreihe seiner eigenen Forschungsarbeit zugrunde liegt, doch kann man eine
klare Priferenz erkennen. An anderer Stelle sagt er explizit, dass fiir ihn den Reiz

3Fiir alle wortlichen Zitate dieses Absatzes gilt: (Klein EvhS 1, S. 84f)
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der Mathematik gerade die fiir die Reihe B charakteristische ,organische Verkniip-
fung* (Klein EvhS 1, S. 84) ausmacht. In seiner Antrittsrede in Leipzig macht
er klar, dass er sein Forschungsgebiet keineswegs auf die Geometrie einzugrenzen
gedenkt. Diese Stelle zitiert Courant in seiner Gedenkrede fiir Klein:

»lch habe das Wort Geometrie nicht einseitig als Lehre von den rdumlichen
Objekten, sondern als Denkweise aufgefafst, die in allen Gebieten der Mathema-
tik mit Vorteil zur Geltung gebracht werden kann.“ (Courant 1925, S. 767)

Die starke Verzahnung der Entwicklungsreihen, die in der Forschung existiert, fin-
det man zu Kleins Zeit in der Schule nicht. Man konzentriere sich auf die deduktive
Entwicklungsreihe A und lasst allenfalls Elemente des algorithmischen Moments C
einflieffen. Entwicklungsreihe B verkiimmert (vgl. Klein EvhS 1, S. 85). Vermutlich
tragt auch genau diese Einseitigkeit zu der von Klein beklagten ,doppelten Dis-
kontinuitét* bei. Aus der Unterscheidung der Entwicklungsreihen kénnen Kleins
Reformbestrebungen fiir den Mathematikunterricht heraus gelesen werden.

wBevor ich mich zu &hnlichen Erérterungen iiber die Algebra und die Analysis
wende, mochte ich einen léngeren historischen Exkurs einfligen, der auch auf
den allgemeinen gegenwirtigen Unterrichtsbetrieb sowie auf das, was wir an
ihm bessern wollen, neues Licht fallen 148t.“ (Klein EvhS 1, S. 82)

Klein bezieht Position. Entwicklungsreihe B soll im Unterricht nicht nur gestarkt
werden, um die in der Forschung herrschende Ausgeglichenheit nachzustellen. Diese
Reihe hat, Klein zufolge, ein viel groferes Potenzial als Entwicklungsreihe A,
Mathematik verstédndlich zu machen:

»~Man kann wohl nicht im Zweifel sein, welche der beiden Richtungen mehr Leben
in sich hat, welche den Schiiler — soweit er nicht spezifisch abstrakt mathematisch
veranlagt ist — mehr packen kann.“ (Klein EvhS 1, S. 85)

Eine ,,jede Bewegung zur Reform des mathematischen Unterrichts“ miisse daher, so
Klein, fiir eine ,stédrkere Hervorhebung der Richtung B eintreten. Damit verbindet
er ,die genetische Unterrichtsmethode”, eine ,starkere Betonung der Raumanschau-
ung* und besonders die ,Voranstellung des Funktionenbegriffs”. (Klein EvhS 1, S. 92).
Klein greift in seinem Zwischenstiick auch seine eigenen Bestrebungen im Rahmen
der Meraner Reform auf (vgl. Kapitel 1.2.3).

Das heifst nicht, dass Entwicklungsreihe A ohne Bedeutung fiir den Schulunterricht
ist, allerdings nicht im tatsdchlichen Unterrichtsgeschehen. Vielmehr tragt diese
Entwicklungsreihe wesentlich zur Aufbereitung des Schulcurriculums bei. Nach
Klein ist ,elementar®, also in der Schule zu unterrichten, was einem , Knaben mitt-
lerer Begabung® (Klein 1904, S. 9) zuginglich gemacht werden kann (vgl. Kapi-
tel 1.3). Dadurch ist Elementarmathematik ein Gebiet, das sich entwickeln und
vergrofern kann. Der Bestand der Elementarmathematik veréndert sich durch
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verbesserte Darstellung und logische Grundlegung (vgl. (Klein 1904, S. 9)). Zu
dieser Grundlegung trigt Entwicklungsreihe A entscheidend bei. So haben Euler
und Lagrange durch ihre Beschéftigung mit der algebraischen Analysis bzw. den
analytischen Funktionen — beides A zuzuordnen — starken Einfluft auf den Schul-
unterricht genommen (vgl. Klein EvhS 1, S. 90).

Die starke Préferenz der eigenen mathematischen Arbeit innerhalb der Entwick-
lungsreihe B — ohne die anderen Entwicklungsreihen herabzusetzen — zusammen
mit der konkreten Forderung nach einer Starkung eben dieser Reihe im Schulun-
terricht (vgl. Klein EvhS 1, S. 92) erkldren, warum Klein auch in seine Elementar-
mathematik vom héheren Standpunkte aus das in Entwicklungsreihe B enthaltene
Mathematikverstdndnis integriert.

6.3 Die ,,Prinzipien” als Charakteristika der
Entwicklungsreihe B

Es ldsst sich, den Aufzeichnungen Kleins folgend, leicht zeigen, dass die in die-
sem Kapitel vorgestellten Prinzipien als Charakteristika der Entwicklungsreihe B
angesehen werden konnen. Bereits durch die erste Einteilung der Entwicklungsrei-
hen wird die innermathematische Vernetzung als wesentliches Merkmal der Ent-
wicklungsreihe B festgehalten. Ein Vertreter der Reihe B lege, so Klein, auf eine
worganische Verkniipfung der Einzelgebiete (Klein EvhS 1, S. 84) Wert, um aus
dem Zusammenspiel der verschiedenen Teilgebiete neue Erkenntnisse zu gewinnen;
,sein Ideal ist die Erfassung der gesamten mathematischen Wissenschaft als eines
groffen zusammenhingenden Ganzen“ (Klein EvhS 1, S. 85). Dies spiegelt sich
auch im Beispiel zur elementaren Analysis in Form der Fusion von Raum- und
Zahlvorstellung wider.

Die Verkniipfung zur Geometrie hat hier aber noch eine weitere Funktion. Es geht
némlich in erster Linie nicht um das ,Verstédndnis mehrerer Gebiete unter einem
einheitlichen Gesichtspunkte* (Klein EvhS 1, S. 85). Die Geometrie dient vielmehr
dazu, eine Anschauung zu analytischen Inhalten zu erzeugen. Dass das Prinzip der
Veranschaulichung als wesentliches Merkmal der Entwicklungsreihe B bezeichnet
werden kann, wird im Weiteren noch deutlicher. Im Kapitel 3 haben wir bereits
gesehen, wie stark Kleins Newton, einer der Begriinder der Infinitesimalrechnung,
in seiner Begriffsbildung auf Anschauung baut (vgl. Kapitel 3). Gerade aufgrund
dieser anschauungsorientierten Arbeitsweise ordnet Klein Newton der Entwick-
lungsreihe B zu. Diesen vorangig anschaulichen Zugang zu mathematischen Sach-
verhalten findet Klein auch bei Leibniz und bezeichnet dies als ,typischen Zug"
(Klein EvhS 1, S. 88) fiir Entwicklungsreihe B.



72 Kapitel 6 Kleins ,,Zwischenstiick” als Legitimation

,, Er [Leibniz] bezeichnet selbst geradezu als seine grofte Entdeckung das Prin-
zip der Stetigkeit in allem Naturgeschehen, den Satz: ,Natura non facit saltum*
[Die Natur macht keinen Sprung]; auf diese Auffassung stiitzt er seine mathe-
matischen Entwicklungen [...].“ (Klein EvhS 1, S. 88)

In Kleins historischen Uberblicken im Zwischenstiick fallt auf, dass Errungenschaf-
ten der angewandten Mathematik, beispielsweise in der mathematischen Physik,
der Entwicklungsreihe B zugeordnet werden. Das verwundert nicht, wird doch
durch die Anwendungsorientierung der zu Reihe B gehdrende Vernetzungsgedanke
auf die ,gesamte Wissenschaft® ausgeweitet. Gleichzeitig wird hier eine weitere
Facette dieser Entwicklungsreihe deutlich. Es wird nach dem Sinn und Zweck
der mathematischen Anstrengungen gefragt. Genau diese Herangehensweise ist
mitverantwortlich dafiir, dass Klein das Vorgehen nach Entwicklungsreihe B im
Unterricht an Schule und Hochschule stérken mochte (vgl. Kapitel 4).

Schlieflich zeichnet sich Reihe B dadurch aus, dass eine Entwicklung jeweils stark
vom untersuchten Gegenstand abhéngt. So entsteht im oben beschriebenen Bei-
spiel zur elementaren Analysis beim Integrationsprozess ,aus sich heraus® der
Anlass zur Entdeckung neuer Funktionen, ,die so auf eine durchaus natiirliche
und einheitliche Art eingefiihrt werden* (Klein EvhS 1, S. 84). Diese Art des
Arbeitens bezeichnet Klein als genetisch und grenzt sie von der in Entwicklungs-
reihe A vorherrschenden Arbeitsweise ab, bei der ein gegenstandsunabhéngiger
Gedanke leitend ist — der Wunsch nach logischer Geschlossenheit:

»Man sieht, daft schon jene Wendung von Euler und erst recht das ganze Vor-
gehen von Lagrange durchaus der Richtung A angehoren, indem dadurch die
anschaulich genetische Entwicklung durch einen streng in sich abgeschlossenen
Gedankenkreis ersetzt wird.“ (Klein EvhS 1, S. 90)

Beide Entwicklungsreihen zeichnen sich auch durch eine jeweils spezifische Art
der Darstellung aus. Entwicklungsreihe A bezeichnet Klein als ,wesensverwandt
zur Euklidischen Darstellung, die nach dem Schema ,Voraussetzung, Behauptung,
Beweis* vorgeht. Dem setzt Klein eine ,kiinstlerisch gegliederte Deduktion“ ent-
gegen. Diese ,neue Kunstform der mathematischen Darstellung” ordnet er der
Denkweise der Entwicklungsreihe B zu. In dieser alternativen, ,neuen“ Darstel-
lung werden Gedankengéinge, die zum Ergebnis fiihren, ,wie in einem spannenden
Roman® nacherzahlt und nicht von einer deduktiven, in sich geschlossenen Darstel-
lung verschleiert. (Klein EvhS 1, S. 91) Hier zeigt sich, wie eng Entwicklungsreihe
B mit der in Kapitel 5 beschriebenen genetischen Methode zusammenhéngt.

Auch in Kleins Forderungen an den Schulunterricht, die er in diesem Zwischenstiick
formuliert, lassen sich Beziige zwischen den Prinzipien und der Entwicklungsreihe
B herstellen, wenn er sich fiir eine ,starkere Hervorhebung der Richtung B* einsetzt
(Klein EvhS 1, S. 92) und diese Forderung folgendermafien prézisiert:
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»Dabei denke ich vor allem an das Durchdringen der genetischen Unterrichtsme-
thode, an eine stiarkere Betonung der Raumanschauung als solcher und besonders
an die Voranstellung des Funktionsbegriffs unter Fusion der Raum- und Zahl-
vorstellung.* (Klein EvhS 1, S. 92)

Das genetische Prinzip lasst sich in diesem Zitat direkt als zentral fiir den Schul-
unterricht herauslesen. Dass der Anschauung eine grofse Bedeutung zugemessen
wird, sieht man hier in Form der Betonung der ,Raumanschauung®, einem (wie
in Kapitel 3 beschrieben) wichtigen Teil des Primats der Anschauung bei Klein.
Die von Klein angesprochene ,Fusion der Raum- und Zahlvorstellung“greift dies
noch einmal auf und betont gleichzeitig auch die Vernetzung verschiedener mathe-
matischer Teilgebiete, in diesem Fall der Arithmetik und der Geometrie. In der
,Voranstellung des Funktionsbegriffs“ stecken auch die innermathematische Ver-
netzung sowie die Anwendungsorientierung: In Threr Dissertation zum funktionalen
Denken hat Katja Kriiger sich sehr detailliert mit dem von Klein geforderten funk-
tionalen Denken auseinandergesetzt. Dort schildert sie Merkmale dieser speziellen
Art zu denken. Diese Merkmale lassen sich auf die in diesem Kapitel genannten
Prinzipien zuriickfiihren:

HFunktionales Denken sollte auf unterschiedlichen Ebenen zwischen bisher als
gegensétzlich empfundenen oder isolierten Paaren vermitteln, so etwa zwischen

- Arithmetik und Geometrie

- Reiner und Angewandter Mathematik
- Logik und Anschauung

- Formalbildung und Materialbildung

Die Erziehung zum funktionalen Denken wurde somit als ein sehr allgemeines
Integrationsprinzip angesehen [...].* (Krtger 2000, S. 179)

Als Teil des ,allgemeinen Integrationsprinzips® lasst sich die innermathematische
Vernetzung ausmachen, so werden Verbindungen zwischen einzelnen Teilgebie-
ten hergestellt, genau, wie es Entwicklungsreihe B vorsieht. Auch taucht hier
die Anschauung als wichtiges Element auf, das inbesondere auch fiir rein logi-
sche Uberlegungen niitzlich sein kann. Das Prinzip der Veranschaulichung findet
man im funkionalen Denken auch an vielen Stellen wieder. Kriiger arbeitet bei-
spielsweise heraus, wie wichtig fiir Klein in diesem Zusammenhang die graphische
Darstellung ist (vgl. Kriiger 2000, S. 179-187). Und schlieflich ermdglicht gerade
das funktionale Denken eine Erschliefung von Anwendungen. Kriiger diskutiert
diese These am Beispiel der Physik (vgl. Kriiger 2000, S. 216-229).
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Zusammenfassung und Bilanz

Im Zwischenstiick der Elementarmathematik stellt Felix Klein eine mogliche Klas-
sifikation mathematischen Denkens und Arbeitens vor. In diese Klassifikation l&sst
sich nicht nur Kleins eigene Denk- und Arbeitsweise einordnen, auch seine Forde-
rungen an den Mathematikunterricht und seine Vorgaben fiir die Vorlesungsreihe
lassen sich dadurch charakterisieren. Auffallend sind die Parallelen, die zwischen
diesen drei Ebenen gerade durch diese Einordnung deutlich werden.

Die der Vorlesung zugrunde liegenden zentralen Prinzipien lassen sich als Merk-
male der Entwicklungsreihe B identifizieren. Dass Klein sich bewusst dazu ent-
schlieft, seine Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus ,in den Dienst
dieser Tendenz [mehr Entwicklungsreihe B, H.A.[“ (Klein EvhS 1, S. 92) zu stellen,
korrespondiert also mit der Analyse, die die vier Prinzipien als programmatisch
fiir die Vorlesung herausgearbeitet hat. Umgekehrt stellt das Zwischenstiick gerade
dadurch eine Begriindung der in der Vorlesung verfolgten Programmatik dar: Klein
présentiert die Elementarmathematik im Sinne der Reihe B. Ausschlaggebend fiir
diese Entscheidung ist nicht (nur) seine personliche Vorliebe fiir diese Arbeits-
weise, sondern ein didaktischer Grund, der eng mit seinen Forderungen in der
Meraner Reform zusammenhéngt. Die Studierenden sollen inhaltlich davon profi-
tieren, Mathematik in genetischer Darstellung vermittelt zu bekommen und diese
in der Schule wiederum selbst umsetzen. Die Vorlesungsreihe wird damit Teil von
Kleins Bestrebungen zur Reform des mathematischen Unterrichts.



Zwischenfazit | — Kleins Prinzipien
als didaktische Orientierung?

Im Zwischenstiick Uber die moderne Entwicklung und den Aufbau der Mathema-
tik tiberhaupt (Klein EvhS 1, S. 82-92) stellt Klein zwei unterschiedliche Ent-
wicklungsreihen (A und B) von Mathematik vor, die sich grundsétzlich in ihrer
zugrundeliegenden Denk- und Arbeitsweise unterscheiden. Fiir den Schul- und Uni-
versitdtsunterricht favorisiert er Entwicklungsreihe B:

»Eine jede Bewegung zur Reform des mathematischen Unterrichts muf also fiir
eine stirkere Hervorhebung der Richtung B eintreten. |...| In den Dienst dieser
Tendenz stelle ich auch die gegenwiértige Vorlesung. (Klein EvhS 1, S. 92)

Das Zwischenstiick hat eine Schliisselrolle fiir die Analyse der Vorlesungsreihe und
kann als programmatisch fiir Kleins Haltung zum Mathematikunterricht, die auch
in der Meraner Reform zum Ausdruck kommt, und insbesondere fiir seine Vor-
lesungen Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus angesehen werden
(vgl. insb. Allmendinger und Spies 2013). In Kapitel 6 wurde dargelegt, dass die
Entwicklungsreihe B bestimmte Merkmale mathematischen Denkens und Arbei-
tens aufweist, die sich — durch eine davon unabhéngige phdnomenologische Analyse
des Vorlesungsmanuskripts — als typisch fiir Kleins Elementarmathematik erwiesen.
Diese Merkmale wurden in den Kapiteln 2 bis 5 als der Vorlesung zugrundeliegende
Prinzipien beschrieben und anhand typischer Beispiele konkretisiert.

Auch in der gegenwiértigen mathematikdidaktischen Diskussion werden mit den in
der vorliegenden Arbeit herausgearbeiteten Prinzipien der Vernetzung, der Ver-
anschaulichung, der Anwendungsorientierung sowie mit dem genetischen Prinzip
bestimmte didaktische und methodische Assoziationen verbunden (vgl. etwa Reiss
und Hammer 2013, Kapitel 6). Diese Prinzipien galten bereits in der Meraner
Reform ,,[h]insichtlich der Stoffauswahl und -organisation sowie der Unterrichts-
methodik®* (Kriiger 2000, S. 300) als Leitmotive, fiir deren Umsetzung im Mathe-
matikunterricht Klein auch in seiner Vorlesung wirbt (vgl. hierzu Kapitel 9.3).
Aufgrund der Anwendung der Prinzipien in der Vorlesung kann Klein eine didak-
tische Orientierung zugeschrieben werden. Dies wird nun mit Hilfe der Ergebnisse
aus Kapitel 2 bis 5 verdeutlicht und in Bezug zu aktuellen Interpretationen der
Prinzipien gesetzt. Fiir die nachfolgenden Erorterungen sehe man weitestgehend
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von der Doppelrolle ab, die die Studenten - als Lernende und gleichermafien
zukiinftige Lehrende — in der Vorlesung einnehmen. Es wird hier in erster Linie das
,Lehrer-Schiiler“-Verhéltnis in den Blick genommen, das Klein mit seinen Hoérern
eingeht?:

Das Prinzip der (innermathematischen) Vernetzung. Fiir Klein muss Mathe-
matik als Ganzes betrachtet und verstanden werden. Dies zeichnet sich sowohl in
seiner Forschung als auch in seiner Lehre ab (vgl. hierzu Kapitel 1.2) und wird
zum Grundsatz der Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus:

»Meine Aufgabe hier wird stets sein, Thnen den gegenseitigen Zusammenhang
der Frage der Einzeldisziplinen vorzufiihren, der in den Spezialvorlesungen nicht
immer geniigend zur Geltung kommt |[...].* (Klein EvhS 1, S. 2)

Klein realisiert dies, indem er Gemeinsamkeiten unterschiedlicher Fragestellungen
aufdeckt, den Zusammenhang zwischen scheinbar unabhéngigen Begriffen herstellt
und zum Beweisen von Sachverhalten Hilfsmittel verwendet, die anderen mathe-
matischen Teilgebieten entstammen als der Sachverhalt selbst (vgl. Kapitel 2).
Diese Art der Vernetzung lésst sich der Klassifikation von Brinkmann (2008)
folgend als fachsystematische Vernetzung beschreiben, bei der es um die ,Her-
ausstellung gemeinsamer Strukturen zweier mathematischer Konzepte* (Brink-
mann 2008, S. 87) geht. Lernpsychologische Vernetzungen (vgl. hierzu Brinkmann
2008, S. 93) spielen in der Vorlesung hingegen — wenig iiberraschend — eine unter-
geordnete Rolle.

In der fachdidaktischen Diskussion wird vernetztes Denken hiufig als unentbehrli-
che Problemlosekompetenz angesehen (vgl. bspw. Brinkmann 2008, S.21). Dies
spiegelt sich in Kleins Darstellung ausschlieflich auf hochschulmathematischer
Ebene wider: Vernetzung wird von ihm als Forschungsmethode oder mathema-
tische Arbeitsweise dargestellt. Die von ihm behandelten elementarmathemati-
schen Gegenstinde vernetzt er untereinander nicht (vgl. hierzu insb. Kapitel 2,
Zusammenfassung und Bilanz). Weiter kann und wird aktuell mit dem Begriff des
Vernetzens die Orientierung an fundamentalen Ideen verbunden (vgl. insb. Kriiger
2000). In der Meraner Reform forderte man in diesem Sinne die Konzentration des
Lernstoffes um ,einen grofien Gedanken“ (Lietzmann 1919, S. 230), ndmlich um
das funktionale Denken.® Die heute als fundamentale Idee weitldufig anerkannte
Idee des funktionalen Denkens wird auch in Kleins Elementarmathematik immer
wieder aufgegriffen (mehr dazu in Kapitel 9.1). In der Konzeption der Vorlesung
selbst ist aber keine prinzipielle Orientierung an fundamentalen Ideen erkennbar.

4Inwiefern Klein auch eine didaktische Perspektive einnimmt, die sich an den Studenten in
seiner Rolle als zukiinftiger Lehrer richtet, wird in Kapitel 9 behandelt.

5Der Terminus Fundamentalte Ideen geht auf Bruner (1960) zuriick (Schweiger 1992, S. 199)
und wird daher zu Kleins Zeit noch nicht verwendet.
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Das Prinzip der Veranschaulichung. Bereitsim 17. Jahrhundert prégte Anschau-
ung die padagogische und didaktische Diskussion und gilt bis heute nicht nur
bezogen auf die Mathematik als anerkanntes didaktisches Prinzip (vgl. Lorenz
1992, S. 3).

Bei Klein kann in Hinblick auf seine Vorlesung von einem Primat der Anschauung
gesprochen werden. Das Hauptziel eines jeden Kapitels ist es, eine Anschauung zu
den einzelnen Themen zu vermitteln und gleichzeitig den Bezug zu einer logisch
strengen Darstellung herzustellen:

+Was schliefslich die Art der im folgenden eingehaltenen Darstellung betrifft,
so geniigt wohl, wenn ich hervorhebe, daft ich, wie bei fritheren Gelegenhei-
ten, auch hier bemiiht war, iiberall geometrische Anschauung mit der durch die
arithmetischen Formeln ermdglichte Prézision zu verbinden und daft es mir ein
besonderes Vergniigen bereitet hat [...]| die Besonderheiten der verschiedenarti-
gen, im Unterricht unermittelt nebeneinander herlaufenden Darstellungsweisen
zu verstehen.“ (Klein EvhS 1, S. vi)

In Kapitel 3 wurde dargelegt, dass Veranschaulichung im Rahmen der Vorlesung
in verschiedenen Kontexten auftaucht. Klein macht es sich zur Aufgabe, sowohl
die anschauliche Erfassung von Sachverhalten zu férdern, als auch die Rolle der
Anschauung in der Begriffsbildung hervorzuheben. Zusétzlich stellt er Beweise auf
moglichst anschauliche Art dar oder fiihrt diese mit Hilfe anschaulicher Argu-
mente. Insgesamt lassen sich dabei drei Facetten des Kleinschen Prinzips der Ver-
anschaulichung festhalten: Anschauung anhand prototypischer Beispiele, Anschau-
ung durch geometrische Deutung und Anschauung mit Hilfe von Metaphern, wobei
die Bezugsobjekte aus der Geometrie, den angewandten Wissenschaften oder dem
Alltag stammen (vgl. insbesondere Kapitel 3.1). Ubertragen auf die heutige Sprech-
weise kann von einem Wechsel zwischen unterschiedlichen ikonischen und symbo-
lischen Reprisentationsformen gesprochen werden. Dies spiegelt eine didaktische
Orientierung wider, die auch aus heutiger Sicht tragfihig ist.

Eine besondere Rolle fiir die Anschauung nimmt meines Erachtens die insgesamt
stark von Metaphern getragene Sprache in der Vorlesung ein, die aus heutiger
Sicht eher alltagssprachlich wirkt und sich beispielsweise durch die Personifizierung
mathematischer Gegenstdnde auszeichnet:

,Besonders anschaulich sehen Sie bei sinx, wie die Parabeln sich bemiihen |Her-
vorhebung H. A.], immer mehr Oszillationen der Sinuskurve mitzumachen.”
(Klein EvhS 1, S. 244)

Sie grenzt sich damit von der heute an Universitdten stark durch fachmathema-
tisches Vokabular geprédgten Sprache ab und scheint dadurch zugénglicher bzw.
elementarer, da sie an die Erfahrungswelt der Lernenden ankniipft. Inwieweit eine
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solche Gegeniiberstellung der Alltags- und Fachsprache als von Klein bewusst ein-
gesetztes Veranschaulichungsmittel angesehen werden kann oder dem zu Kleins
Zeit iiblichen Sprachduktus geschuldet ist, kann und soll im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit nicht gekldrt werden.

Das Prinzip der Anwendungsorientierung. Der Rolle der Anwendung im Mathe-
matikunterricht wurde im Laufe der Geschichte, so Blum, eine groffe Bedeutung
zugesprochen. Die explizite Forderung nach mehr Anwendungsorientierung in den
Lehrplanen der Meraner Reform ist ein Beispiel dafiir (vgl. Blum 1985, S. 196).
Damit einher geht die Diskussion geeigneter Beispiele und die Abgrenzung echter
Modellierungsaufgaben von eingekleideten Aufgaben. Bereits Anfang des 20. Jahr-
hunderts wird in diesem Zusammenhang von Max Simon (1901) auf ein Grundpro-
blem der Anwendungsorientierung im Schulunterricht hingewiesen: Auf schulma-
thematischem Niveau kénnen nur begrenzt echte Anwendungen diskutiert werden
(zitiert nach Biermann 2010, S. 294). Heute wird Anwendungsorientierung in ers-
ter Linie mit dem Begriff des Modellierens in Verbindung gebracht. Ein Hauptziel
ist damit das Erlernen bestimmter handlungsorientierter Kompetenzen wie bei-
spielsweise Vereinfachen, Strukturieren, Mathematisieren oder Problemlésen (vgl.
etwa Hinrichs 2008, S. 18-25).

Aufgrund der mathematischen Vorbildung der Studenten kann Klein in seiner Vor-
lesung naturgemaéf vergleichsweise authentische Anwendungen prasentieren. Inwie-
fern diese Beispiele auch in der Schule einsetzbar sind, diskutiert er nur begrenzt.
Anwendungsorientierung versteht er dabei einerseits als Fortschreibung des Ver-
netzungsgedanken, andererseits als Mittel der Veranschaulichung (vgl. Kapitel 4).
Klein leistet damit aus wissenschaftstheoretischer Sicht einen Beitrag zum Gesamt-
bild der Mathematik und bietet stoffbezogene Hilfen fiir die Motivation und Veran-
schauulichung von mathematischen Inhalten an. Beides sind Blum zufolge wichtige
Ziele eines anwendungsorientierten Unterrichts (vgl. Blum 1985, S. 213). Es geht
Klein aber nicht explizit um die Aktivierung von typischen Modellierungskompe-
tenzen.

Das genetische Prinzip. Klein gilt als Mitbegriinder und Forderer der geneti-
schen Unterrichtsmethode, die bis heute in der Mathematikdidaktik und Padagogik
als zentrales didaktisches Prinzip verstanden wird (vgl. etwa Reiss und Hammer
2013, S. 79f). In Kleins Vorlesung lassen sich durch die Analyse des Vorlesungsma-
nuskripts zentrale Merkmale des genetischen Prinzips nachweisen®: Klein wihlt an
vielen Stellen bewusst ein induktives Vorgehen, bezieht die Entstehungsgeschichte

6Dabei beziehe ich mich auf die von Wittmann aufgestellten Merkmale der genetischen Methode
(vgl. Wittmann 1981, S. 131), die in der Zusammenfassung und Bilanz von Kapitel 5 vorge-
stellt wurden.
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mit ein und legt stets einen Fokus auf den Entstehungsprozess von Mathematik
und die damit verbundenen mathematischen Denk- und Arbeitsweisen (vgl. Kapi-
tel 5).

Heute wird beim genetischen Prinzip hiufig zwischen einem historischen Zugang
und einem psychologischen Zugang, wie ihn etwa Wagenschein (1999) oder Freu-
denthal (1973) wéhlen, unterschieden. Klein rdumt der historischen Entwicklung,
so Wittmann, diesbeziiglich eine grofe Bedeutung ein (Wittmann 1981, S. 133).
Dies kann durch die Analyse in der vorliegenden Arbeit bestétigt werden (vgl.
hierzu Kapitel 5.2 und Kapitel 8). Mit Kleins Vorgehensweise, die durch induktive
und heuristische Ansétze geprigt ist (vgl. hierzu Kapitel 5.1), tritt in der Vorle-
sung eine weitere Facette genetischen Lernens zutage, die auch im psychologischen
Zugang zum genetischen Prinzip eine Rolle spielen kann. Kleins Impulse diesbe-
zliglich haben insgesamt einen ,auferordentlichen Einflufs ausgeiibt und sind bis
heute [vergleichsweise; H.A.] aktuell* (Wittmann 1981, S. 131). Kleins Begriindung
der genetischen Methode iiber das biogenetische Grundgesetz von Ernst Haekel ist
jedoch aus heutiger Sicht mit Vorsicht zu geniefsen:

I8 wire wirklich unsinnig zu verlangen, ein Individuum solle bei seinen Lern-
prozessen die Um- und Irrwege der Geschichte nachvollziehen. Andererseits ist
nicht zu leugnen, daft das biogenetische Prinzip auch ein Kérnchen Wahrheit
enthélt.“ (Wittmann 1981, S. 133)

Insgesamt kann festgehalten werden, dass die der Vorlesung zugrundeliegenden
Prinzipien der Vernetzung, der Veranschaulichung, der Anwendungsorientierung
und das genetische Prinzip von Klein bewusst und aus einer didaktischen Motiva-
tion heraus eingesetzt werden. Auch wenn naturgeméft Unterschiede zur aktuellen
mathematikdidaktischen Diskussion erkennbar sind, kénnen immer wieder Uber-
schneidungen und Ankniipfungspunkte benannt werden.






In der Vorlesung eingenommene Perspektiven

Klein stellt unter Verwendung der zuvor beschriebenen Prinzipien eine
Verbindung von der Elementarmathematik zur Hochschulmathematik
her und nimmt damit einen héheren Standpunkt zur Elementarmathe-
matik in.

Dieser Standpunkt zeichnet sich durch unterschiedliche und spezifi-
sche Perspektiven aus: eine fachmathematische, eine mathematikhisto-
rische, eine mathematikdidaktische Perspektive. Diese Blickrichtungen
werden im Weiteren spezifiziert und in die heutige mathematik- und
hochschuldidaktische Diskussion eingeordnet.






Kapitel 7

Die fachmathematische
Perspektive

»Tatséchlich hat sich die Mathematik entwickelt wie ein Baum, der nicht von
den feinsten Verastelungen der Wurzel beginnend lediglich nach oben wéchst,
der vielmehr erst in dem Mafe, wie er nach oben hin seine Zweige und Blatter
immer mehr ausbreitet, auch nach unten seine Wurzeln tiefer und tiefer treibt.*
(Klein EvhS 1, S. 16)

Die Mathematik hat sich Klein zufolge vom ,;gesunden Menschenverstande (Klein
EvhS 1, S. 17) ausgehend nicht nur in eine Richtung weiterentwickelt, sondern glei-
chermaflen nach oben und unten ausgebildet. Sie wird zunehmend tiefer fundiert
und entfaltet sich in verschiedene Zweige, sprich Teilgebiete.

Der Unterricht habe, so Klein, sowohl in der Schule als auch in der Hochschule
diesem ,,geschichtlichen Werdegang“ zu folgen, also stets von ,Bekanntem‘ auszu-
gehen und dieses einerseits grundzulegen andererseits voranzutreiben (vgl. Klein
EvhS 1, S. 16). Dies spiegelt sich in der Vorlesung wider und prigt zusammen
mit den in den Kapiteln 2 bis 5 herausgearbeiteten Prinzipien die von Klein ein-
genommene fachmathematische Perspektive mafgeblich. So wird auf vielfiltige
Weise die Schulmathematik mit der Hochschulmathematik vernetzt, um die dop-
pelte Diskontinuitét zu {iberwinden (vgl. Kapitel 1.4). Klein geht folgendermafen
vor:

wZuerst legen wir uns hier, wie stets im Verlaufe der Vorlesung, die Frage vor, auf
welche Weise man diese Dinge in der Schule behandelt. Dann wird die weitere
Untersuchung fragen, was vom hoheren Standpunkte aus betrachtet in ihnen
alles enthalten ist.“ (Klein EvhS 1, S. 6)

Unter Verwendung der von Klein genutzten Metapher ldsst sich die Schulmathe-
matik als Stamm eines Baumes ansehen, der nach unten Wurzeln der Grundlegung
und nach oben Zweige des Zugewinns treibt. Klein weist in jedem der drei Teile
dieses Baumes, ndmlich Stamm, Wurzelwerk und Krone, eine Verbindung zwischen
Schul- und Hochschulmathematik aus:
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— Durch eine hochschulmathematische Fach- und Formelsprache wird Schul-
mathematik prézise und pragnant dargestellt (systematische Darlegung schul-
mathematischer Inhalte),

— Schulmathematik wird vor hochschulmathematischem Hintergrund begriin-
det (Rechtfertigung schulmathematischer Inhalte) und

— Aus der Schulmathematik erwachsen weiterfiihrende Fragen, deren Lisung
in der Hochschule zu verorten ist (Ausweitung schulmathematischer Inhalte).

Diese drei Facetten der Verbindung von Schul- und Hochschulmathematik werden
in den Kapiteln 7.1 bis 7.3 spezifiziert und anhand typischer Beispiele aus der
Vorlesung verdeutlicht. Es geht dabei nicht darum, Kleins Vorgehensweise noch
einmal nachzuzeichnen, wie es in den Kapiteln 2 bis 5 bereits geschehen ist. Ob
der zukiinftige Lehrer diesen mathematischen Ausfithrungen tatséichlich ,in rei-
chem Mafse lebendige Anregungen fiir den eigenen Unterricht entnehmen® (Klein
EvhS 1, S. 2) kann, wie es Klein vorschwebt, wird abschliefend mit Toeplitz kri-
tisch hinterfragt.

7.1 Systematische Darlegung schulmathematischer
Inhalte

Klein stellt fest, dass in der Schule Rechengesetze und -verfahren meist nur anhand
konkreter Beispiele eingeiibt werden. Dass ihre systematische Darlegung nur selten
erfolgt, stellt Klein prinzipiell nicht in Frage. Es sei, so Klein, beispielsweise pro-
blemlos mdéglich, die Rechengesetze fiir die natiirlichen Zahlen sicher anzuwenden,
ohne sich der zugrunde liegenden Theorie bewusst zu sein. Schlieflich habe man
yange richtig addiert und multipliziert, ohne iiber die Grundgesetze dieser Ope-
rationen Rechenschaft zu geben* (Klein EvhS 1, S. 9).! Um aber als Lehrer die
Inhalte in der Schule sachgerecht vermitteln zu konnen, sei es notwendig, dass der
Lehrer von der jeweiligen Theorie Kenntnis habe. Klein dufiert sich diesbeziiglich
folgendermafen:

»Fir diesen Unterricht erscheint es nun unbedingt nétig, daf der Lehrer die
logischen Gesetze und Grundlagen des Rechnens und der Theorie der ganzen
Zahlen selbst genau kennt, wenn er sie auch dem Schiiler keineswegs unmittel-
bar darbieten kann. Beschéftigen wir uns also etwas nadher mit ihnen.”“ (Klein
EvhS 1, S. 8)

1Dies bedeutet nicht, dass Klein der schulischen Praxis generell kritiklos gegeniiberstand. Er
hatte konkrete Vorstellungen zu den Lehrinhalten und Methoden an der Schule (vgl. Kapitel
1.2) und duferte diese auch in seiner Elementarmathematik (mehr dazu in Kapitel 9).
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Klein formuliert die fiir das Addieren und Multiplizieren mit natiirlichen Zahlen
geltenden Gesetze. Aus heutiger Sicht beschreibt er (N, <,+,-) als Modell der
Strukturpostulate eines geordneten Halbrings.

Er verwendet dafiir die hochschulmathematische Fach- und Formelsprache. Deren
hoher Abstraktionsgrad ermoglicht es, Allgemeingiiltiges kurz und pragnant aus-
zudriicken, wie beispielsweise die Beschreibung algebraischer Gleichungen. Die
bekannten Begriffe und Gegenstéande der Elementarmathematik erscheinen durch
die préazise hochschulmathematische Sprache in einem ,yornehmeren Gewand der
Mathematik* (Klein EvhS 1, S. 8).

7.2 Rechtfertigung schulmathematischer Inhalte

Nach ihrer prézisen Formulierung gilt es die Definitionen, Gesetze und Verfah-
ren mithilfe einer ausgepragten hochschulmathematischen Denk- und Arbeitsweise
sowie unter Verwendung von Kenntnissen, die iiber die Schulmathematik hinausge-
hen, zu rechtfertigen oder sich zumindest Fragen der Rechtfertigung zu widmen:

Klein stellt nicht nur eine systematische Darlegung (vgl. Kapitel 7.1) fiir das ele-
mentare Rechnen vor, sondern behandelt zudem die Frage der Grundlegung der
Arithmetik, ndmlich ,, Wie rechtfertigt man die angegebenen Grundgesetze?“ (Klein
EvhS 1, S. 11) — eine Frage, die nicht nur zu seiner Zeit noch nicht befriedigend
beantwortet war.? Er unterscheidet vier Auffassungen und bezieht sich dabei auf

(1) Kant, der die Rechengesetze als ,unmittelbar notwendige Ergebnisse der
Anschauung” (Klein EvhS 1, S. 12) ansieht,

(2) Peano, der ein Axiomensystem aufstellt und daraus die Gesetze mithilfe der
Logik ableitet (vgl. Klein EvhS 1, S. 12f),

(3) Dedekind, der die natiirlichen Zahlen und Rechengesetze mengentheoretisch
darstellt (vgl. Klein EvhS 1, S. 13f) und

(4) Hilbert, der die Widerspruchsfreiheit eines formales System untersucht, das
die Arithmetik und Logik formal abbilden soll.(vgl. Klein EvhS 1, S. 14f)3

2Daran schlieRt sich die Frage ,Wie erklirt man den Zahlbegriff iiberhaupt? (Klein
EvhS 1, S. 11). Beide Fragen sind auch von erkenntnistheoretischem Interesse. Darauf weist
Klein zwar explizit hin, erortert sie allerdings nicht detailliert. Diesen Gedanken werde ich im
Zwischenfazit 11 aufgreifen.

3Klein bezieht sich dabei auf einen Vortrag von Hilbert auf dem Heidelberger Kongress von
1904 (vgl. hierzu Hilbert 1905), eine detailliertere Ausarbeitung dieser Idee legte Hilbert erst
spater vor.
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Neben Fragen der Gultigkeit von (Rechen-)Gesetzen werden auch Fragen der Sinn-
haftigkeit von Definitionen und Festlegungen behandelt: Beispielsweise rechtfertigt
Klein die Einschrankung der Logarithmusfunktion auf Rt (vgl. hierzu Kapitel 3.3),
die aus schulmathematischer Perspektive willkiirlich zu sein scheint, mithilfe funk-
tionentheoretischer Uberlegungen (vgl. Klein EvhS 1, S. 170f).*

7.3 Ausweitung schulmathematischer Inhalte

Die Inhalte der Schulmathematik werden also vor hochschulmathematischem Hin-
tergrund besser beschreibar (vgl. Kapitel 7.1) und besser oder iiberhaupt erst
begriindbar (vgl. Kapitel 7.2).

Um dieses nochmals in Kleins Baum-Metapher fiir die Mathematik zu formu-
lieren: In Kapitel 7.1 wurde der Stamm betrachtet, in Kapitel 7.2 die Wurzeln,
die er treibt, beschrieben. Im Folgenden geht es nun um die Zweige und Friichte
die er tragt. Klein zeigt, dass in der Schulmathematik Fragen auftauchen, sprich
einem ,Knaben mittlerer Begabung zugiinglich scheinen* (Klein 1904, S. 9),5 deren
Losung aber erst mit Mitteln einer weitergefiihrten Mathematik gelingt.

Zwei typische Beispiele entnehme ich dem Kapitel zu besonderen Eigenschaften der
ganzen Zahlen: Das Problem der Dreiteilung eines Winkels mit Zirkel und Lineal
tritt im Rahmen der Schulmathematik auf. Erst auf hochschulmathematischem
Niveau liefert die Galois-Theorie den Unmoglichkeitsbeweis diese Problems (vgl.
hierzu Klein EvhS 1, S. 56). Gleichermafen lasst sich der grofe Satz von Fermat
mit Mitteln der Schulmathematik formulieren, bewiesen war dieser zu Kleins Zeit
noch nicht. Dies hat sich mittlerweile gedndert, einen elementaren Beweis gibt es
bis heute nicht (vgl. hierzu Klein EvhS 1, S. 49-52).

Auch in den anderen Teilen der Vorlesung existieren dementsprechende Beispiele:

JKann man nun, diese Frage liegt jedem, der sich griindlich mit komplexen Zah-
len beschaftigt hat, nahe — nicht auch andere, h6here komplexe Zahlen mit meh-
reren neuen Einheiten als dem einen i bilden und mit ihnen verniinftig rechnen?
(Klein EvhS 1, S. 64)

Eine wesentliche Erkenntnis ist, dass Zahlbereichserweiterungen nicht immer ver-
lustfrei moglich sind; es bleiben nicht notwendig alle Gesetze erhalten. Beispiels-
weise ldsst sich eine Zahlbereichserweiterung mit vier komplexen Einheiten realisie-
ren, doch geht dabei die Kommutativitat der Multiplikation verloren: Man spricht

4Klein behandelt die Einfithrung der Logarithmusfunktion auch aus einer didaktischen Perspek-
tive (vgl. hierzu Kapitel 9.2.2).
5Vergleiche hierzu Kleins Definition von Elementarmathematik in Kapitel 1.3.
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heute diesbeziiglich vom Schiefkérper der (Hamiltonschen) Quaternionen. Dieser
wird von Klein in einem eigenen Kapitel und damit vergleichsweise ausfiihrlich
behandelt. Klein stellt die von Hamilton vorgelegte Formalisierung vor, beschreibt
die Quaternionenmultiplikation als Drehstreckung im Raum und weist auf damit
verbundene Moglichkeiten ihrer Anwendung hin (vgl. Klein EvhS 1, S. 64-80); dies
geschieht ganz im Sinne der Prinzipien der Vernetzung, Anschauung und Anwen-
dungsorientierung.

Ein Beispiel, das von groferer Relevanz fiir die Fachmathematik ist als die Betrach-
tungen zum Quaternionen-Schiefkorper, ist Kleins Kapitel zu Gleichungen 3., 4.
und 5. Grades iiber dem Korper der komplexen Zahlen (vgl. Klein EvhS 1, S. 112—
153). In diesem mathematisch anspruchsvollen Kapitel wird zudem deutlich, wie
tief Klein in seiner Vorlesung in die eigentliche Hochschulmathematik eintaucht
und welch grofses Vorwissen er voraussetzt:

Klein beschreibt den Zusammenhang zwischen Gleichungen 3., 4. und 5. Grades
und den Platonischen Kérpern, ndmlich Dieder, Tetraeder und Ikosaeder. Die dafiir
benétigte Mathematik ist aus damaliger Sicht hochmodern, da sie insbesondere
Geometrie und Algebra vernetzt. Diese Vernetzung von Algebra und Geometrie
ist ein zentrales Merkmal von Kleins Forschung (vgl. etwa Klein 1974) und pragte
die mathematische Entwicklung, beispielsweise die der algebraischen Topologie und
der algebraischen Geometrie.

Dies ist ein typisches Beispiel fiir die Ausweitung schulmathematischer Inhalte zu
einer relevanten Forschung in der Hochschulmathematik, insofern Schiilern sowohl
Gleichungen auf der algebraischen Seite als auch Platonische Kérper auf der geo-
metrischen Seite begegnen; die Verbindung dazwischen wird erst auf hochschul-
mathematischem Niveau nachvollziehbar.

7.4 Uber den Nutzen fiir die Schule: Ein kritischer
Riickblick

Toeplitz setzt sich in einem Artikel iber Das Problem der ,Elementarmathematik
vom hoheren Standpunkt® kritisch mit der Frage auseinander, was der Lehrer von
all diesen Dingen fiir seinen Unterricht mitnehmen kann (vgl. Toeplitz 1932, S. 1).
Er konkretisiert seine Bedenken am Beispiel der Quadratur des Kreises und der
damit verbundenen Transzendenz von m, die Klein in seiner Vorlesung beweist.%
Aus Toeplitz’ Sicht hat dieser Beweis fiir den Lehrer und seine spétere Schultétig-
keit keinerlei Relevanz:

6Toeplitz stellt auch das Konzept der elementarmathematischen Vorlesungen generell in Frage.
Mit dieser Kritik setze ich mich in Kapitel 10.4 auseinander.
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In der Schule habe man, wenn tiberhaupt, nur die ,,griechische Fassung* des Pro-
blems, also die Frage nach der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal, zu
thematisieren.

| Es gilt] sich vorsichtig auf die griechische Fassung des Problems zu beschrianken
und zu erzéhlen, dass dieses in einer gewissen modernen Verallgemeinerung seine
endgiiltige, negative Losung gefunden hat.“ (Klein EvhS 1, S. 4)

Fiir den Lehrer selbst sei daher lediglich der Begriff der Transzendenz selbst von
Bedeutung und das auch nur, um zu wissen, ,,was er im Unterricht nicht tun darf*
(Toeplitz 1932, S. 4).

Das Beispiel, auf das Toeplitz seine Kritik stiitzt, ldsst sich beziiglich der voran-
gegangenen Klassifikation dem Ausweiten schulmathematischer Inhalte zuordnen:
Das Problem der Quadratur des Kreises kann mit elementaren Mitteln beschrieben
werden; der Beweis der Nichtlosbarkeit dieses Problems hingegen greift auf Mittel
der Zahlentheorie und Integralrechnung zuriick und ist daher nicht ohne weiteres
einem schulmathematisch Gebildeten zugénglich.

Toeplitz’ Kritik kann auf alle Themen des Ausweitens von Schulmathematik direkt
iibertragen werden: Es ist beispielsweise — auch zu Kleins Zeit — nur schwer denk-
bar, die Quaternionenmultiplikation oder tiefergehende Untersuchungen zu Glei-
chungen 5. Grades im Komplexen direkt oder indirekt in den Schulunterricht ein-
fliefsen zu lassen.

Anders verhélt es sich meines Erachtens mit der sytematischen Darstellung und
Rechtfertigung schulmathematischer Inhalte. Auch wenn ein Lehrer die Giiltigkeit
einer Regel oder die Begriindung einer Festlegung nicht notwendig in der Schule
behandeln kann, so scheint es hilfreich, dass er ,,die Klippen und Untiefen genau
kennft], an denen er seine Schiiler vorbeifihrt (Klein EvhS 1, S. 175). Toeplitz’
Kritik gilt daher nicht fiir die Vorlesung im Allgemeinen.

Zudem ist zu beachten, dass von einem Mathematikgymnasiallehrer zu Kleins Zeit
erwartet wurde, dass er sich neben seiner schulpraktischen Tétigkeit auch forschend
aktiv betétigte. Vor diesem Hintergrund hatte Klein in seiner Elementarmathe-
matik vom héheren Standpunkte aus wohl nicht nur den ,Lehrer im Klassenzimmer*
im Blick, sondern auch den Lehrer in seiner Rolle als Forscher. Die Themen zum
Ausweiten schulmathematischer Inhalte haben daher zwar, wie Toeplitz zurecht
feststellt, nicht notwendig einen direkten Nutzen fiir den Schulunterricht, sie erdff-
nen dem Lehrer aber in seiner Rolle als Fachmathematiker ein Forschungsfeld, das
sich direkt an die Themen der Schulpraxis anschliefst. Beide Rollen, die des Lehrers
und die des Forschers, werden auf diese Weise vernetzt.
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Zusammenfassung und Bilanz

Felix Kleins fachmathematische Perspektive zeichnet sich durch drei Facetten einer
Verbindung von Schul- und Hochschulmathematik aus: die Facette der systemati-
schen Darstellung schulmathematischer Inhalte mit Mitteln der Hochschulmathe-
matik, der hochschulmathematischen Rechtfertigung schulmathematischer Inhalte
und der Ausweitung schulmathematischer Inhalte bis hin zu damals relevanten For-
schungsfragen. Klein ertffnet dem zukiinftigen Lehrer damit mogliche Forschungs-
felder, die sich direkt an die schulpraktischen Tétigkeiten anschlieffen. Zumindest
bezogen auf die Inhalte der Ausweitung konnte mit Toeplitz in Frage gestellt wer-
den, ob die behandelten Themen dem Lehrer im Schulunterricht als hilfreiches
oder gar notwendiges Hintergrundwissen dienen.

Toeplitz stellt eine bis heute nicht abschlieffend beantwortete, aber viel diskutierte
Frage:” Wieviel Mathematik und welche Mathematik muss ein Mathematiklehrer
kennen? Aufgrund der heute deutlich verdnderten Rahmenbedingungen in Schule
und Hochschule scheint die Antwort, die Klein in seiner Vorlesung hierzu gibt,
nicht mehr angemessen: Ein Lehrer hat heute keine eigene Forschungsleistung zu
erbringen, und der Schulstoff hat sich im Vergleich zu Kleins Zeit deutlich veran-
dert.

Es ist anzunehmen, dass Klein mit dem Begriff des héheren Standpunkts in erster
Linie die hier beschriebene hochschulmathematische Auseinandersetzung mit der
Schulmathematik verbindet. In den folgenden zwei Kapiteln wird gezeigt, dass
Klein in seiner Vorlesung weitere Perspektiven einnimmt, die den Blick auf die
Schulmathematik ebenfalls entscheidend beeinflussen kénnen.

"Man vergleiche hierzu etwa Pieper-Seier (2002), Curdes u. a. (2003), Beutelspacher u. a. (2011),
Ableitinger u. a. (2013), Hefendehl-Hebeker (2013).






Kapitel 8

Die historische Perspektive

In Kapitel 5 wurde beschrieben, wie Felix Klein das genetische Prinzip in der
Vorlesung umsetzt und dabei ,der historischen Entwicklung im Rahmen der gene-
tischen Methode [...] eine grofe Bedeutung ein[raumt|“ (Wittmann 1981, S. 133).
In diesem Zusammenhang nimmt Klein in der Tat eine historische Perspektive ein.
Auch der Lehrer soll nach Klein ein genetisches Vorgehen wihlen. Dazu muss der
Lehrer iiber breite historische Kenntnisse verfiigen, die ihm erlauben, die Entste-
hungsgeschichte direkt oder indirekt in den Schulunterricht einfliefen zu lassen.
Die historische Perspektive, die in der Vorlesung eingenommen wird, hat damit
nicht nur eine methodische Dimension. Es geht auch darum, notwendiges Wissen
bereitzustellen, welches im restlichen Studium nicht ausreichend vermittelt wird:

»Ein wesentliches Hindernis der Verbreitung einer solchen naturgeméfien und
wahrhaft wissenschaftlichen Unterrichtsmethode ist wohl der Mangel an histori-
schen Kenntnissen, der sich so vielfach geltend macht. Um diesen zu bekdmpfen,
habe ich besonders gern zahlreiche historische Momente in meine Darstellung
verflochten. (Klein EvhS 1, S. 289)

Dabei lassen sich insgesamt bei Klein drei unterschiedliche Arten ,historischer
Momente* ausmachen: historische Randnotizen und langere Exkurse, die ein The-
menfeld in einen groferen Zusammenhang einordnen, anekdotische Einwiirfe, die
eine eher motivationale Rolle haben, und schlieflich Ausarbeitungen zu einzelnen
Themen als Konkretisierungen der genetischen Methode fiir den Schulunterricht.

8.1 Historische Exkurse und Randbemerkungen

Die Vorlesung zeichnet sich durch eine Reihe ldngerer historischer Abschnitte und
Exkurse aus, in denen Klein entweder die Entwicklung ausgewéahlter Themen nach-
zeichnet — die irrationalen Zahlen (vgl. Klein EvhS 1, S. 34-38) sowie die Theo-
rie des Logarithmus (vgl. Klein EvhS 1, S. 157-167) sind typische Beispiele —
oder seine Ausfiihrungen in einen groferen Kontext einordnet, wie etwa in dem
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in Kapitel 5 und 6 besprochenen Zwischenstiick (vgl. Klein EvhS 1, S. 82-92), in
den historischen Ausfiihrungen im Kapitel zu den Allgemeinen Ausfihrungen zur
Infinitesimalrechnung (vel. Klein EvhS 1, S. 223-241)% oder in dem Ezkurs zum
allgemeinen Funktionsbegriff (vgl. Klein EvhS 1, S. 215-223).

Letzterer schlieftt an das Kapitel iiber die trigonometrischen Reihen an und soll
unter anderem die Rolle dieser fiir die Entwicklung des Funktionsbegriffs klaren,
insbesondere beziiglich der Frage, ob sich jede beliebige allgemeine Funktion als
trigonometrische Reihe darstellen lasst. Diesen einzelnen Entwicklungsstrang bet-
tet Klein in die Entwicklung des allgemeinen Funktionsbegriffs ein und legt dabei
besonderen Wert auf die Gegeniiberstellung und den Vergleich der unterschiedli-
chen Definitionen:

Erst im 18. Jahrhundert trat die Funktion nicht mehr nur in Form einzelner
Beispiele auf, sondern auch in allgemeinen Formulierungen. In sieben Stationen
beschreibt Klein, wie sich die Definition der Funktion als ,,,analytische[r] Ausdruck’
in z* (Klein EvhS 1, S. 216) weiterentwickelt, bis hin zu der ,,ganz modernefn/
Verallgemeinerung® (Klein EvhS 1, S. 220) mit Hilfe des Mengenbegriffs, in der
eine Funktion dadurch definiert wird, dass jedem Element einer Menge genau
ein Element einer anderen Menge zugeordnet wird. Die verschiedenen Darstellun-
gen unterscheidet Klein beziiglich ihres Zwecks und ihrer Entstehungsgeschichte.
So trete besonders bei frithen Darstellungen eine Anwendungsorientierung her-
vor, wihrend zu Kleins Zeit aktuellere Definitionen ,Produkte des reinen For-
schungsbetriebes (Klein EvhS 1, S. 220) zu sein schienen. Umgekehrt gebe es
aber auch, ganz im Sinne der innermathematischen Vernetzung (vgl. Kapitel 2),
einige Gemeinsamkeiten und Zusammenhénge: Teilweise bauten Definitionen auf
einander auf, so arithmetisiere Dirichlet beispielsweise die Eulersche Definition der
Funktion als Freihandzeichnung in einem Koordinatensystem. Weiter lassen sich
auch auf den ersten Blick vollig unabhingige Beschreibungen in Einklang bringen,
wie die bereits angesprochene Dirichlet’sche und die Lagrange’sche Definition der
analytischen Funktionen mittels Potenzreihen.?

Dieser Exkurs ist insofern typisch fiir die Art des Einbezugs historischer Elemente,
als dass Klein eine sehr knappe Darstellung der Inhalte wahlt. Er setzt den jeweils
zugrunde liegenden mathematischen Hintergrund voraus und iiberlédsst die Durch-
fithrung von Beweisen oder Begriindungen oft dem Leser bzw. Hérer. So werden
insbesondere seine historischen Exkurse, in denen eine Vielfalt mathematischer
Gebiete einbezogen wird, zu sehr anspruchsvollen Passagen, die intensiver Nach-
bereitung bediirfen, wie die folgenden zwei charakteristischen Stellen verdeutli-
chen.

IMehr hierzu findet sich in Kapitel 9
2vergleiche hierzu Kapitel 2.2f
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Die bei Lagrange durch Potenzreihen definierten Funktionen sind zunéchst nur
innerhalb eines gewissen Konvergenzbereichs um die Stelle x = 0 definiert. Der
Definitionsbereich ldsst sich jedoch in bestimmten Féllen mittels ,,analytischer
Fortsetzung® erweitern. Die dafiir bentigten Kenntnisse in Funktionentheorie setzt
Klein voraus:

wDieser Prozefl der ,analytischen Fortsetzung‘ ist ja jedem, der sich etwas mit
komplexer Funktionentheorie beschéaftigt hat, wohl bekannt. (Klein EvhS 1, S. 216f)

Auch den bereits angesprochenen Zusammenhang zwischen den Funktionsbegriffen
nach Lagrange und Dirichlet stellt er nur theoretisch her, ohne diese konkret zu
illustrieren:

»Die Beweise fiir diese Tatsachen sind in den Untersuchungen iiber das Verhal-
ten von Potenzreihen auf ihrem Konvergenzkreise enthalten, auf die ich hier
natiirlich nicht eingehen kann.* (Klein EvhS 1, S. 219)

In allen historischen Kapiteln und Abschnitten werden die entscheidenden Fort-
schritte und Errungenschaften chronologisch angesprochen, meist auch mit Hinweis
auf die beteiligten Mathematiker oder zumindest Nationen. Hervorgehoben wer-
den die Stellen, an denen Probleme aufgetaucht sind oder ein Perspektivwechsel
auftauchte.

Zusatzlich zu diesen langeren historischen Stellen wird durch kurze historische
Randbemerkungen eine zeitliche Einordnung vorgenommen. Im Kapitel zu den
fundamentalen Gesetze des Rechnens (vgl. Klein EvhS 1, S. 9-11) startet Klein
beispielsweise folgendermafien:

,Natiirlich hat man lange richtig addiert und multipliziert, ohne sich iiber die
Grundgesetze dieser Operationen Rechenschaft zu geben. Erst in den zwanzi-
ger und dreiffiger Jahren des vorigen Jahrhunderts [des 18. jhd., H.A.|] haben
vor allem englische und franzésische Mathematiker die Fundamentaleigenschaf-
ten jener Operationen herausgearbeitet, woriiber ich néhere historische Notizen
jedoch nicht mitteilen will;* (Klein EvhS 1, S. 9)

Die ,historischen Momente* (Klein EvhS 1, S. 289) sollen damit die schulma-
thematischen Inhalte in die mathematische Entstehungsgeschichte einordnen, die
Prozesshaftigkeit der Mathematik hervorheben — Mathematik ist kein festes, star-
res Gebilde, sondern entwickelt sich stets weiter — und deutlich machen, welche
Hiirden bis zu einer deduktiv geordneten, systematischen Darstellung eines mathe-
matischen Gegenstandes zu {iberwinden sind:

LLernen Sie daraus, wie langsam alle mathematischen Ideen erst entstanden
sind, wie sie fast stets in mehr divinatorischer Gestalt auftauchten und erst in
langer Entwicklung die starre und auskristallisierte Form der systematischen
Darstellung annahmen!* (Klein EvhS 1, S. 289)
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8.2 Historische Anekdoten als motivationales
Moment

Zusétzlich zu den inhaltlich orientierten Abschnitten zur historischen Entwicklung
ist der gesamte erste Band der Vorlesungsreihe mit Metabemerkungen und anek-
dotischen Beispielen durchsetzt, in denen der Mathematiker mit seinen Schwéchen,
Sonderheiten, aber auch Leistungen selbst in den Fokus des Interesses riickt.

So werden die Erlduterungen zum groflen Fermatschen Satz mit einigen histo-
rischen Notizen zu Fermat eingeleitet: Fermat gehorte, auch wenn er als Jurist
arbeitete und Mathematik scheinbar als Hobby betrieb, zu den ,,groften Mathe-
matikern® seiner Zeit. Er selbst vertffentlichte nichts, sondern beschrénkte sich auf
umfangreiche Briefwechsel mit renommierten Mathematikern dieser Zeit. Viele sei-
ner Leistungen, gerade im Bereich der Zahlentheorie, hielt er ausschlieflich als im
wahrsten Sinne ,Randbemerkungen® in einem seiner Mathematikbiicher fest. Erst
nach seinem Tod wurden diese von seinem Sohn vertffentlicht. In der Vorlesung
weist Klein auf die Randnotiz hin, in der Fermat seinen groffen Satz formuliert
und schreibt, er habe einen wahrhaft wunderbaren Beweis gefunden, jedoch sei
der Rand zu schmal um ihn dort festzuhalten. (Vgl. Klein EvhS 1, S. 52)

Gerade durch diese Worte, 16ste der Satz eine Faszination aus, die auch Klein hier
zum Ausdruck bringt. Das Interesse dieses Satzes beruhe vor allem darauf, “dafs
alle Anstrengungen, einen vollstdndigen Beweis fir ihn zu finden, bisher vergeblich
waren® (Klein EvhS 1, S. 52).

Der Mathematiker Fermat wird als sonderbar dargestellt und verliert dennoch
nicht an Ansehen oder gar Glaubhaftigkeit, wie die vielen Bemiithungen, den Beweis
aufzuspiiren, zeigen. Fermat 16st eine Faszination fiir Mathematik aus, die sich auch
auf Laien iibertragen kann.

Ein weiteres Beispiel zeigt den Mathematiker als , kithnen“ Forscher, der gerade
durch unkonventionelle Methoden grofe Ergebnisse erzielen kann: In Kapitel 2.3
wurde bereits angesprochen, dass Taylor seinen Lehrsatz zur Approximation belie-
biger differenzierbarer Funktionen aus der Newtonschen Interpolationsformel abge-
leitet hat. In der Vorlesung behandelt Klein diese Tatsache nicht ohne den ,, Grenz-
ibergang von unerhérter Kihnheit* (Klein EvhS 1, S. 251) zu problematisieren:
Taylor betrachtet die Newtonsche Formel

x—aAf(a)  (x—a)(x—a—Ax) A%*f(a)

11 Ax + 2! (Ax)?
(x—a)---(x—a—(n—1)Ax) A™f(a)
n! (Ax)™

f(x) = f(a) +

+R(n),
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lasst in dieser gleichzeitig Ax — 0 und n — oo streben und erhilt daraus seine
neue Reihe:

Ob dieses Ergebnis korrekt ist, lasst sich ohne weitere Konvergenzbetrachtungen
eigentlich nicht sagen. Taylor operierte hier mit unendlich kleinen Griffen und
wich damit von den gebréulichen Methoden ab. Wie erstaunlich und gleichermafen
bewunderswert dies war, hebt Klein besonders hervor:

o - .| es ist interessant, sich zu vergegenwirtigen, daf er [Taylor| als ganz junger
Mann von 29 Jahren noch unter den Augen Newtons von dessen Grenzmethode
abwich. Freilich gelang ihm dadurch auch diese Entdeckung allerersten Ranges.
(Klein EvhS 1, S. 252)

Auch wenn Klein Taylors Leistung in vollem Mafe wiirdigt, so wird hier in erster
Linie nicht der geniale Mathematiker dargestellt, sondern der Forscher, der durch
unkonventionelle Experimente an sein Ziel gelangt.

Der Mathematiker tritt in diesen Anekdoten als Mensch in den Vordergrund,
besonders wenn auch seine Unsicherheit und Probleme mit der Mathematik the-
matisiert werden. Die Differentialrechnung wurde beispielsweise als etwas Mys-
tisches empfunden, als ein ,,besonderes philosophisches System, das man nicht
beweisen, nur glauben konne, oder geradezu, grob gesagt — Schwindel.“ (Klein
EvhS 1, S. 236). Eine dhnliche Haltung beschreibt Klein auch zu den imaginéren
Zahlen, wenn er Leibniz zitiert, der 1702 gesagt haben soll:

»,Die imagindren Zahlen sind eine feine und wunderbare Zuflucht des gottli-
chen Geistes, beinahe ein Amphibium zwischen Sein und Nicht-sein. (Klein
EvhS 1, S. 61)

Schiiler sind ebenso verunsichert, wenn sie ,zum ersten Male von jenem merkwiir-
digen i = v/—1“ (Klein EvhS 1, S. 61) héren. Das Besondere an diesen Beispielen
ist, dass der Lernende an ihnen erkennt, dass auch grofe Mathematiker d&hnliche
Versténdnisprobleme hatten wie sie selbst. Verstehenshiirden, die in der Schule auf-
treten bzw. auftreten konnen, werden durch den Bezug zur Geschichte relativiert
und in gewisser Weise nachvollziehbar. Ob und wie aus solchen Parallelen Erkennt-
nisse und Mafinahmen entwickelt werden kénnen, thematisiert Klein im Rahmen
dieser anekdotischen Stellen nicht. Umgekehrt gibt es jedoch einige (wenige) Stel-
len, an denen Klein ausfiihrlicher auf mogliche Verstdndnisprobleme eingeht, um
diese gerade mit Hilfe der Integration historischer Elemente zu iiberwinden. Dies
wird im Folgenden beschrieben.
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8.3 Exemplarische Konkretisierung der genetischen
Methode

In Kapitel 5 konnte mit Bezug auf Toeplitz das in der Vorlesung verwendete gene-
tische Prinzip als ,hauptsichlich direkt historisch® (Toeplitz 1932, S. 3) bestimmt
werden. Dem gegeniibergestellt wird ein indirekt historisch-genetisches Vorgehen,
bei dem die Entwicklungsgeschichte nicht mit allen Umwegen nachgezeichnet wird.
Stattdessen soll die Geschichte nur Anhaltspunkte fiir mogliche Schwierigkeiten
oder einen moglichst natiirlichen Zugang liefern. Fiir den Schulunterricht scheint
Klein dieses Vorgehen zu befiirworten. So beantwortet Klein im Anschluss an
seinen historischen Ezkurs zum allgemeinen Funktionsbegriff die Frage ,,was die
Schule von allen diesen Dingen aufnehmen soll, was der Lehrer und was der Schiiler
wissen sollte” (Klein EvhS 1, S. 220) folgendermafen:

» Wir wollen nur, daf$ der allgemeine Funktionsbegriff in der einen oder ande-
ren Eulerschen Auffassung den ganzen Unterricht der héheren Schulen wie ein
Ferment durchdringe; er soll gewiff micht durch abstrakte Definitionen einge-
fihrt, sondern an elementaren Beispielen, wie man sie schon bei Euler in gro-
Ber Zahl findet, dem Schiiler als lebendiges Besitztum tberliefert werden.” (Klein
EvhS 1, S. 221)

Damit soll nur ein kleiner Teil der im Exkurs behandelten Themen direkt in den
Schulunterricht einfliefen. Die dort ebenfalls angesprochenen funktionen- und men-
gentheoretischen Inhalte dienen dem Lehrer als Hintergrundwissen. Klein gibt an
dieser Stelle jedoch keine Hinweise, inwiefern dieses zusétzliche Wissen in den
Schulunterricht einfliefen kann.?® Konkreter beschreibt er die Art und Weise, wie
Geschichte der Mathematik in den Unterricht einfliefen kann, im Kapitel zur
Logarithmus- und Ezxponentialfunktion (Klein EvhS 1, S. 156-175 ).

In Kapitel 1.4.2 wurde bereits gezeigt, dass ein wesentlicher Unterschied zwischen
Schul- und Hochschulunterricht zu Kleins Zeit darin bestand, dass in der Schule
algebraische Analysis unterrichtet wird, wahrend auf der Hochschule die Infinite-
simalrechnung Einzug gehalten hat. Diese Diskontinuitét gilt es Klein zufolge zu
beheben durch die Einfiithrung des ,,glatten Infinitesimalkalkiil[s] (Klein EvhS 1, S. 167)
in der Schule. Die Rolle, die die Infinitesimalrechung spielen kann, wird besonders
deutlich, wenn man die historische Entwicklung des Logarithmusbegriffs unter-
sucht und mit der aktuellen Schulpraxis vergleicht. Die Behandlung des Loga-
rithmus in der Schule verhalte sich dieser Entwicklung gegeniiber namlich wie

3Man beachte, dass zu jener Zeit der Gymnasialehrer angehalten war, in den Ferien forschend
Mathematik zu betreiben (vgl. Kapitel 1.1). Den aktuellen Stand der Forschung im Blick zu
behalten, kénnte somit alleine schon aus diesen Griinden wiinschenswert sein.



8.3 Exemplarische Konkretisierung der genetischen Methode 97

weine von recht unglinstigem Standpunkte aus genommene Projektion* (Klein
EvhS 1, S. 158).

ol - -] — kurz, wollen wir wirklich zu einem wvollen Verstindnis der Theorie des
Logarithmus vordringen, so wird es am besten sein, wenn wir thren historischen
Werdegang einmal in groflen Zigen verfolgen.* (Klein EvhS 1, S. 157)

Besonderes Augenmerk legt Klein bei dieser historischen Darlegung auf den zumin-
dest im Ansatz gleichen Gedankengang des Schotten John Napier (1550-1617) und
des Schweizers Jobst Biirgi (1552-1632), welche die ersten , wirklichen Logarith-
mentafeln’ (Klein EvhS 1, S. 158) berechneten. Beide verfolgen damit, so Klein,
das Ziel, jedem (positiven reellen) Wert x seinen Logarithmus zuzuordnen* und
gehen dabei, dhnlich wie es Klein auch beziiglich des Vorgehens auf der Schule
beschreibt, von den Losungspaaren der Gleichung x = bY aus, wobei zunéchst nur
ganzzahlige y eingesetzt werden. Statt aber, wie in der Schule gebrduchlich, bei
beliebigem festem b zu rationalen y iiberzugehen, wihlen sie zunéchst b sehr nahe
bei 1 — Biirgi verwendet b = 1,0001, Napier b = 0,9999999 — und erhalten damit
alleine durch das Einsetzen ganzzahliger Werte y schon relativ viele, dicht aufein-
anderfolgende x-Werte und umgehen zudem das Problem der Mehrdeutigkeit, das
beim Ubergang zu rationalen y auftreten wiirde (vgl. Klein EvhS 1, S. 159f).

Der Abstand zweier so gewonnener aufeinanderfolgender x-Werte ist (bei Biirgi)

Ax = (1,0001)¥*1 — (1,0001)Y = (1,0001)¥(1,0001 — 1) = %
oder, betrachtet man den Kehrwert und bezeichnet die Differenz 1 der Exponenten

allgemeiner als Ay:
Ay _ 10°
Ax X
Durch geeignete Skalierung bzw. Versetzung des Dezimalkommas der Logarithmen
(vgl. Klein EvhS 1, S. 160) ergibt sich eine Zahlenreihe, die der Differenzenglei-
chung
Ay _1

Ax  x

geniigt (vgl. Klein EvhS 1, S. 160). An dieser Stelle lasst sich bereits ein Zusam-
menhang zum Integral der Hyperbel erkennen. Klein deutet diese Differenzenglei-
chung geometrisch und erhélt den natirlichen Logarithmus als Grenzwertprozess
mit Ax — 0 und hélt fest, dass das ,in der Tat auch der historische Weg“ (Klein
EvhS 1, S. 161) war.

4Dies ist aus mathematikhistorischer Sicht nicht richtig. Tatséchlich unterscheiden sich die bei-
den Zuginge wesentlich voneinander (vgl. Kapitel 8.4.2).
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Die von Klein anhand der historischen Entwicklung beschriebene mathematische
Analyse wird in Kapitel 9.2 genauer diskutiert, da es sich dabei in gewissen Sinne
um eine didaktisch orientierte Sachanalyse handelt. Zunéchst ist festzuhalten,
dass Klein historische Entwicklungen nachzeichnet, um daraus fiir den schulischen
Mathematikunterricht zu lernen. So soll in der Schule nicht etwa der Gedankengang
von Biirgi oder Napier explizit nachempfunden werden. Vielmehr soll der zukiinf-
tige Lehrer aus diesem Exkurs entnehmen, dass ,,die richtige Quelle zur Einfiih-
rung neuer Funktionen die Quadratur bekannter Kurven (Klein EvhS 1, S. 168)
ist. Statt also nach Losungspaaren der Gleichung x = bY zu suchen, soll der Loga-
rithmus direkt aus der Integration der Hyperbel gewonnen werden (vgl. Klein
EvhS 1, S. 168). Damit pliadiert Klein auch hier dafiir, den historischen Verlauf
nur richtungsweisend im Sinne der indirekt genetischen Methode zu nutzen.

8.4 Einordnung der historischen Momente

Gregor Nickel (2013) hat eine Klassifikation fiir den unterschiedlichen Einsatz von
Geschichte der Mathematik in der Lehramtsausbildung vorgelegt und Moglichkei-
ten und Gefahren benannt. Dabei zeigt er unter anderem, inwiefern Mathema-
tikgeschichte als hochschuldidaktisches Hilfsmittel eingesetzt werden, aber auch
ein Hindernis bzw. eine Gefahr darstellen kann. Unabhéngig davon muss, so der
Autor, Mathematikgeschichte auch als Lerninhalt eigenen Rechts angesehen wer-
den.

Vor diesem Hintergrund lassen sich die historischen Passagen der Kleinschen Vor-
lesung einordnen und gegeniiber alternativen Optionen abgrenzen.

8.4.1 Mathematikgeschichte als hochschuldidaktisches
Hilfsmittel

Nickel unterscheidet unter anderem zwischen dem anekdotischen bzw. trésten-
den Einsatz von Mathematikgeschichte, der dazu dient, die oft trocken wirkende
Mathematik unterhaltsamer zu gestalten, und der anspruchsvolleren genetischen
Vorgehensweise, die eine tiefere Kenntnis historischer Zusammenhénge voraussetzt
(vgl. Nickel 2013, S. 255-258). Analog zu Toeplitz benennt er dabei sowohl ein
implizit-historisches Vorgehen, bei dem es hauptséichlich um die ,Sensibilisierung
des Lehrenden fiir (historisch und damit auch individuell wirksame) Verstehenshin-
dernisse” (Nickel 2013, S. 258) geht, als auch ein explizit-historisches Vorgehen, bei
dem die ,Inhalte parallel zu [...] ihrer historischen Genese“ (Nickel 2013, S. 258)
vorgestellt werden.
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Beide Facetten — die anekdotische und genetische — lassen sich, wie die vorherge-
hende Analyse zeigt, in der Vorlesung wiederfinden. Es wurde gezeigt, dass Klein
fiir die Anwendung der genetischen Methode in der Schule ein implizit historisch-
genetisches Vorgehen im Sinn hat. Er setzt jedoch auch die explizit historisch-
genetische Methode ein (vgl. neben Kapitel 8.3 auch Kapitel 5.3).

Zusatzlich benennt Nickel noch weitere Facetten, die in Kleins Vorlesung nicht
verwendet werden: Das ist zum einen der verfremdende Gebrauch, der gerade im
Lehramtsstudium fiir die Primarstufe bedeutsam sein kann. Der zukiinftige Lehrer
wird in die Rolle des Lernenden versetzt, da bekannte mathematische Gegenstédnde
im historischen Kontext nicht notwendig erkannt werden.

Fin spezifisch auf das spétere Berufsfeld Schule bezogener Gebrauch des Histo-
rischen ist verfremdend. Gerade beim Lehramt fiir den Primarbereich liegt der
eigene schulische Lernprozess zeitlich weit zuriick, und somit entféllt sehr oft
eine lebhafte Erinnerung an eigene Schwierigkeiten [...].“ (Nickel 2013, S. 258)

Zum anderen lasst sich Mathematikgeschichte exemplarisch einsetzen: Der Lehr-
amtsanwérter soll authentisch forschend Mathematik betreiben und dazu eignen
sich historische Kontexte in besonderem Mafse (vgl. Nickel 2013, S. 259).

Dass diese beiden Aspekte bei Klein nicht vorkommen, ist aufgrund der damaligen
Situation nicht iiberraschend. In seiner Vorlesung werden nur Studenten des gym-
nasialen Lehramts angesprochen. Diese bilden nicht die von Nickel beschriebene
Hauptzielgruppe des Verfremdungseffekts. Der exemplarische Gebrauch erlaubt
weine ,Erfahrung Mathematik‘ im — zwar nicht aktuellen, aber doch authentischen —
Forschungskontext“ (Nickel 2013, S. 259). Das hat Klein aber mit der Elementar-
mathematik vom hoheren Standpunkte aus nicht im Sinn, zumal das Lehramtsstu-
dium zu dieser Zeit bereits forschende Aktivitdten beinhaltet hat. Eine Umsetzung
im historischen Kontext war somit nicht notwendig.

8.4.2 Mathematikgeschichte als Hindernis

Nickel warnt vor einer monumentalischen Darstellung der historischen Zusammen-
hénge, bei der Mathematik als von ,unerreichbaren Giganten* gemacht erscheint,
oder im Gegensatz dazu einem jovialen Umgang, bei dem ,zugunsten der pro-
pagierten Fortschrittsideologie von allem historischem Kontext abstrahiert wird
(vgl. Nickel 2013, S. 260). Klein umgeht beide dieser Gefahren, stellt er doch nie
iibertrieben seine mathematischen Vorgédnger als unantastbare Genies dar oder
spielt ihre Leistungen im umgekehrten Falle als trivial oder aus heutiger Sicht
nicht nennenswert herunter.®

5Fiir die wortlichen Zitate des Abschnitts gilt (Nickel 2013, S. 260)



100 Kapitel 8 Die historische Perspektive

Klein muss sich allerdings prinzipiell dem Vorwurf der antiquarischen Karikatur
stellen:

,Hier [beim antiquarischen Gebrauch| sammelt und hortet der unreflektierte und
unkontrollierte historische Sinn léngst verstaubte Kuriositaten, schliefft sich mit
diesen in einem Museum ein und gleichzeitig die Anfragen und Bediirfnisse der
Gegenwart aus.“ (Nickel 2013, S. 260)

Zwar begriindet Klein historische Exkurse und setzt sie stets in engen Bezug zur
gegenwértigen Situation und den in der Vorlesung behandelten Gegensténde; sie
lassen sich insofern als kontrolliert eingesetzt bezeichnen. Ohne die von Klein
erwartete Nachbereitung der Vorlesung und ein anschliefendes Eigenstudium wei-
terfiihrender Arbeiten und Biicher mitzudenken, gleichen die mathematikhistori-
schen Passagen jedoch einer ,rein referierende[n| Prasentation der Werke histori-
scher Autoren“ (Nickel 2013, S. 260) und entsprechen damit in dem von Nickel
angesprochenen Sinn einer eher antiquaristischen Darstellung.

Der antiquaristischen Gebrauch birgt zudem die Gefahr, dass der mathemati-
sche und der historische Gehalt unterkomplez wiedergegeben werden (vgl. Nickel
2013, S. 260). Dies kann Klein im Allgemeinen nicht vorgeworfen werden, da u.a.
stets darauf aufmerksam gemacht wird, dass er in den historischen Einschiiben kei-
nen Anspruch auf Vollstdndigkeit erhebt und meist auf weiterfiihrende Literatur
verweist, wie man bspw. in dem historischen Exkurs zur Entstehung der negativen
Zahlen sieht:

Wollen Sie nun noch Literatur iiber die Fragen der Geschichte der negativen
Zahlen finden, so empfehle ich Tropfkes ,Geschichte der Elementarmathematik’
als eine ausgezeichnete Materialsammlung, die viele Einzelheiten {iber die Ent-
wicklung der elementaren Begriffe, Anschauungen und Benennungen in iiber-
sichtlicher Darstellung enthélt.“ (Klein EvhS 1, S. 30)

Bei der historischen Darstellung des Logarithmus stellt Klein jedoch eine Analogie
zwischen dem Gedankengang von Biirgi und Napier her (vgl. Kapitel 8.3), die sich
nicht bis zum Ende aufrecht erhalten ldsst und zumindest den Gedankengang von
Napier deutlich vereinfacht darstellt: Bei genauerer Betrachtung, unterscheiden
sich Biirgis und Napiers Vorgehen deutlich. Wahrend Biirgi tatséchlich mithilfe
arithmetischer Mittel Logarithmentafeln erstellte, ging Napier von einer kinemati-
schen Sichtweise aus und stellte seine Ergebnisse, anders als von Klein suggeriert,
nicht als Logarithmentafel dar (vgl. Clark und Montelle 2012, S. 263f). Ab der
4. Auflage des verdffentlichten Manuskripts wird dies in einer Fufinote von dessen
Herausgeber Franz Seyfarth klargestellt:

»Nach der Darstellung Kleins liegt der Biirgischen und Napierschen Logarith-
menberechung der gleiche Gedankengang zu Grunde. Das ist in Wahrheit nicht
der Fall. Nur im ersten Stadium seiner Uberlegungen stimmt Napier mit Biirgi
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iiberein. Um die Logarithmen in einer ertréglich langen Zeitspanne mit der
Genauigkeit berechnen zu kénnen, die Napier anstrebte, waren gegeniiber Biirgi
neue und wesentlich tiefer liegende Gedanken notwendig.“ (Klein EvhS 1, S. 160)

8.4.3 Mathematikgeschichte als Lerninhalt eigenen Rechts

Nickel beschreibt zudem die Bedeutung der Mathematikgeschichte als selbststéndi-
gen Lerngegenstand in einem kulturhistorischen und kritisch-reflektierenden Kon-
text (vgl. Nickel 2013, S. 8ff). Auch diese beiden Elemente lassen sich, wenn auch
nicht stark ausgepragt, bei Klein entdecken.

Kulturhistorische Bemerkungen findet man in einigen Kapiteln. Besonders auf-
fallig sind diese im ,Zwischenstiick’, in dem Klein einen knappen Uberblick iiber
die Mathematikgeschichte von der Antike bis ins 19. Jahrhundert gibt mit dem
Ziel, verschiedene Entwicklungsreihen in der Mathematik zu unterscheiden®. In
diesem Zwischenstiick hebt er besondere Kulturleistungen der Mathematik her-
vor, wie bspw. ,die Inder als Schopfer unseres modernen Ziffernsystems* (Klein
EvhS 1, S. 87). Zudem ldsst sich nachweisen, dass der Kleinsche Blick auf die
Entwicklungsgeschichte der Mathematik mit Hilfe der in Kapitel 6 beschriebenen
systematisierenden Entwicklungsreihen grundsétzlich viele Ziige der Stilgeschichte
tragt: Klein unterscheidet die Entwicklungsreihen anhand von Charakteristika, wie
beispielsweise einem spezifischen Wissenschaftsbild oder spezifischen Denk- und
Arbeitsweisen. Diese beeinflussen sowohl die Darstellung der Ergebnisse als auch
die Auswahl der Forschungsgegensténde. Diese charakterisierenden Eigenschaften
nutzt er stilbildenden Elementen gleich. Eine inhaltliche Anbindung an die Ent-
wicklungsgeschichte anderer kultureller Hervorbringungen findet jedoch nicht statt
(vgl. Allmendinger und Spies 2013, S. 189ff).

Ein kritischer Zugang im Sinne Nickels erdrtert den Unterschied von Genese und
Resultat eines mathematischen Gegenstands und hebt dadurch unter anderem die
senorme Leistung der axiomatisch-deduktiven Kondensation“ hervor und motiviert
innermathematische Fragen (vgl. Nickel 2013, S.10).”

Ein Beispiel dafiir aus der Vorlesung findet man in einem kurzen Exkurs zum
Thema Cardanische Lisung der Gleichung dritten Grades. Die Losungen beruhen

auf der Formel
BT O G L N G i
"_\/2Jr 4+27+\/2 § Tor

6vergleiche dazu auch Kapitel 6
"Wortliche Zitate dieses Abschnitts beziehen sich ebenfalls (Nickel 2013, S.10)
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bei der unter bestimmten Bedingungen reelle Lésungen entstehen kénnen, obwohl
bei der Rechung die Wurzel aus einer negativen Zahl zu ziehen ist. Man bezeich-
nete diesen Fall als ,Casus irreducibilis®, die Cardanische Formel schien damals an
dieser Stelle zu keiner verniinftigen Losung zu fithren. Fiir diese Félle entwickelte
man alternative trigonometrische Losungswege, die man erst viel spéter mit der
algebraischen Losung in Verbindung bringen konnte (vgl. Klein EvhS 1, S. 147).

Hier wird zum einen deutlich, welche Bedeutung die Einfiihrung der komplexen
Zahlen hat, zum anderen aber auch, wie erst im Riickblick viele Dinge in der
Mathematik zusammengesetzt werden kénnen.

Uber kurze Bemerkungen dieser Art geht Klein allerdings nicht hinaus und gibt
daher nur einen kleinen Einblick in dieses Feld der historischen Reflexion. Es kann
daher nur von Ansétzen eines kritischen Zugangs die Rede sein, da, wie Nickel
betont, eine solche Vorgehensweise eine intensive Auseinandersetzung mit dem
Thema und der dazugehorigen Geschichte voraussetzt:

»Die einigermafen adiquate Présentation eines mathematikhistorischen The-
mas kann sicherlich nicht nebenbei in einer kurzen Bemerkung erfolgen, sondern
bendtigt Zeit und Aufmerksamkeit sowie ein solides Vorwissen der entsprechen-
den mathematischen Zusammenhénge.“ (Nickel 2013, S. 10).

Zusammenfassung und Bilanz

In diesem Kapitel wurde gezeigt, welche Rolle die Geschichte der Mathematik
in der Vorlesung spielt. Klein nutzt historische Exkurse und Bemerkungen, um
den behandelten Gegenstand in einen grofseren Zusammenhang einzuordnen, was
die historischen Momente als Mittel der Vernetzung erscheinen lasst. Anekdoten
nehmen den Mathematiker als Menschen mit seinen Zweifeln in den Blick. Klein
hebt damit zum einen besondere Leistungen hervor und weckt stellenweise gerade
dadurch die Faszination fiir den Gegenstand, zeigt aber auch Grenzen der heute
als Genies gehandelten Personen auf. Dadurch wird der Mathematiker und seine
Leistung nahbarer und die eigenen Verstehenshiirden erscheinen weniger uniiber-
windbar.

Neben diesen beiden eher narrativen historischen Einschiiben, finden sich auch
einige — wenn auch wenige — Vorschlige einer konstruktiven Umsetzung (von
Geschichte der Mathematik) im Schulunterricht. Historisches Wissen ist Klein
zufolge notwendig fiir eine gelungene Umsetzung des genetischen Prinzips und
damit fester Bestandteil seiner Vorlesungsreihe und wird auch mit Bezug auf die
direkte und indirekte Anwendbarkeit in der Schule diskutiert.
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Mithilfe Nickels Klassifikation mathematikhistorischer Elemente in der Lehramts-
ausbildung konnte gezeigt werden, dass Klein sich vornehmlich der Mathematik-
geschichte als inhaltliches Mittel bedient. Methodische Ansétze, wie die Verfrem-
dung und das Exemplarische, verfolgt er nicht. Seine historischen Einschiibe sind
akkurat aufbereitet und stellen die Protagonisten weder als Helden noch als Unwis-
sende dar. Klein erweist sich im Bereich der Mathematikgeschichte dabei als sehr
belesen. Allerdings arbeitet er im engeren mathematikhistorischen Sinne nicht wis-
senschaftlich, da er seine Ausfithrungen nicht im Detail durch Quellen oder Sekun-
darliteratur belegt.

Durch die inhaltlich breite und gleichzeitig knappe Darstellung sind Exkurse zu
historischen Entwicklungen anspruchsvolle Abschnitte, die eine intensive Nachbe-
reitung seitens der Horer verlangen, um die Inhalte in ihrer vollen Bedeutung zu
erkennen. Am Ende der Vorlesung begriindet Klein seine mathematikhistorischen
Darlegungen damit, dass Lehrer historisches Wissen benotigen, um ihren Unter-
richt genetisch zu gestalten. Es fillt jedoch auf, dass Klein nur sehr selten und
meist nur in kurzen Bemerkungen, den Bezug zwischen Geschichte und Schule
konkret herstellt — das Kapitel zum Logarithmus bildet hier die Ausnahme. Klein
liefert eher Anregungen, die der geneigte Student eigenstdndig in seinen spéteren
Unterricht integrieren muss.






Kapitel 9

Die didaktische Perspektive

Klein richtet sich mit den Vorlesungen zur FElementarmathematik vom héheren
Standpunkte aus an fortgeschrittene Lehramtsstudenten und mit den dazu ver-
Offentlichten Manuskripten auch an praktizierende Lehrer. Er legt, anders als in
vorangegangen Vortrigen, seinen Schwerpunkt auf den ,, Unterrichtsstoff selbst®
(Klein EvhS 1, S. v), um

sdem Lehrer — oder auch dem reiferen Studenten — Inhalt und Grundlegung der
im Unterricht zu behandelnden Gebiete, unter Bezugnahme auf den tatsachli-
chen Unterrichtsbetrieb, vom Standpunkte der heutigen Wissenschaft in mog-

lichst einfacher und anregender Weise tiberzeugend darzulegen.“ (Klein EvhS 1, S.

Klein geht daher in den meisten Féllen von der tatséchlichen Schulpraxis aus oder
stellt sie im Anschluss an die Untersuchungen diesen gegeniiber; das Kapitel Ein-
fiihrung der Zahlen auf der Schule (vgl. Klein EvhS 1, S. 6-9) sowie das Kapitel zu
den komplexen Zahlen im Unterricht (vgl. Klein EvhS 1, S. 81-82) sind typische
Beispiele. Klein steht in engem Kontakt mit seinem ehemaligen Mitarbeiter und
praktizierendem Lehrer Schimmack, so dass seine Darlegungen — wie er betont —
nicht auf Vermutungen oder seinen eigenen Schulerfahrungen aus der Kindheit
beruhen (vgl. Klein EvhS 1, S. 3). Auch wenn sich in vielen Fallen, wie in Kapitel
7 gezeigt, daran hochschulmathematische Diskussionen anschlieffen, die ein profun-
des Fachwissen voraussetzen, so wird auf diese Weise immer wieder der Schulstoff
selbst starker in den Blick genommen:

Einerseits werden dabei die Ziele und Forderungen der Meraner Reform wider-
gespiegelt.! Die Vermittlung der Ideen der Meraner Reform kann damit als ein
indirektes Ziel der Vorlesung angesehen werden. Andererseits erinnert die fachliche
Auseinandersetzung mit den schulmathematischen Inhalten an eine aus heutiger
mathematikdidaktischer Sicht didaktisch orientierte Sachanalyse. Die Vorlesung
weist somit erste Ansétze stoffdidaktischen Arbeitens auf. Zusétzlich lassen zahl-
reiche Randbemerkungen auf eine ausgepriagte didaktische Haltung schliefsen, die

17Zu Kleins Beteiligung an dieser Reform siehe Kapitel 1.2.3

v)
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sich sowohl auf die praktische Umsetzung im Mathematikunterricht als auch auf
den Bildungsauftrag der Mathematik bezieht.

Naturgeméf kann Klein auf keine Forschung in diesem Bereich zuriickgreifen.
Die ersten mathematikdidaktisch orientierten Habilitationen wurden beispielsweise
erst Anfang des 20. Jahrhunderts von Rudolf Schimmack (Gé&ttingen, 1911) und
Hugo Dingler (Miinchen, 1912) eingereicht (vgl. Toepell 2003, S. 177). Zu Kleins
Zeit begann man gerade erst, Mathematikdidaktik als wissenschaftliches Gebiet
eigenen Rechts zu erschliefien; sie wurde daher bestenfalls als Randgebiet der
Mathematik verstanden. Gleichwohl macht es sich Klein zur Aufgabe, den Lehr-
amtsstudenten ,,den gegenseitigen Zusammenhang der Fragen der Finzeldisziplinen
vorzufithren, der in den Spezialvorlesungen nicht geniigend zur Geltung kommt*“
(Klein EvhS 1, S. 2) — eine Aufgabe, die Th. Jahnke heute der Mathematikdidaktik
zuspricht:

»In dem Mafse, in dem die Mathematik an den Hochschulen zersplittert, fallt der
Didaktik die Aufgabe zu, sie als Ganzes zu reflektieren und auch gegeniiber der
Offentlichkeit zu referieren. |...] beim Lehramtsstudium [ist] vorsitzlich dar-
auf zu achten, dafl die einzelnen Themen und Methoden zu einem Ganzen sich
verbinden und dessen Charakteristik erfahrbar wird.“ (Jahnke 1998, S. 65f)

Einige Bemerkungen Kleins sind damit zumindest im Ansatz in modernen didakti-
schen Konzepten aufgehoben — insbesondere auch die bereits im Vorfeld beschriebe-
nen Prinzipien —, andere Vorstellungen lassen sich aus heutiger Sicht hinterfragen.
Im Folgenden wird anhand typischer Textstellen analysiert, inwiefern Felix Klein
in der Elementarmathematik eine auch aus heutiger Sicht didaktische Perspektive
zugesprochen werden kann.

9.1 Curricular: Die Vorlesung im Spiegel der
Meraner Reform

Klein selbst stellt im Verlaufe der Vorlesung immer wieder einen Bezug zur Mera-
ner Reform her. Das geschieht jedoch eher beildufig und nicht in systematischer
Form, so dass man dem Werk keine umfangreiche und vollstdndige Beschreibung
der Ziele und Ergebnisse dieser Reform entnehmen kann. Jedoch zeigt sich in der
Wahl der Themen und deren Présentation die enge Verbindung zu den Inhalten
der Reform. Wie bereits in Kapitel 1.2.3 beschrieben orientiert sich die Meraner
Reform dabei an zwei zentralen Ideen:

— Stérkung des rdumlichen Anschauungsvermogens und

— Erziehung zum funktionalen Denken.
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Nachdem in Kapitel 3 gezeigt wurde, welche bedeutende Stellung die (Raum-)
Anschauung in der Vorlesung einnimmt, soll hier anhand der Idee der Erziehung
zum funktionalen Denken herausgearbeitet werden, inwiefern der Vorlesungsinhalt
und -aufbau mit den Reformgedanken im Einklang steht.

Ich orientiere mich dabei an den von Kriiger beschriebenen Aspekten funktionalen
Denkens: Fusion von Arithmetik und Geometrie, Funktion und graphische Darstel-
lung, Propddeutik des funktionalen Denkens, Analysis als Héhepunkt funktionalen
Denkens und Funktionales Denken und Anwendung (vel. Kriiger 2000, S. 167-228).
Der Aspekt Funktionales Denken in der Geometrie bleibt hier weitestgehend unbe-
rithrt, da in dem hier untersuchten 1. Band der Vorlesungsreihe die Geometrie nicht
als eigenstdndiges Thema behandelt wird.?

9.1.1 Fusion von Arithmetik und Geometrie

Das sogenannte Fusionsprinzip kann als inhaltliches und methodisches Gestal-
tungsprinzip fiir Schulunterricht verstanden werden. Klein wiinscht sich, dass die
in der Schule oft praktizierte Reinheit der Methoden durch eine stirkere Vernet-
zung einzelner mathematischer Gebiete ersetzt oder um diese erweitert wird. So
wird in den Meraner Vorschldgen ein ,,gegenseitiges Durchdringen” von Arithmetik
und Geometrie einerseits durch geometrische Veranschaulichungen arithmetischer
Sachverhalte und andererseits durch die prézise Formulierung geometrischer Tat-
sachen durch analytische Formeln erreicht (vgl. Kriiger 2000, S. 173f).

In Kapitel 2 konnte gezeigt werden, dass der Vernetzungsgedanke im oben beschrie-
ben Sinne — Geometrie als Hilfsmittel zur Beschreibung arithmetischer Sachver-
halte — als wesentliches Merkmal des 1. Bandes der Elementarmathematik ange-
sehen werden kann. Umgekehrt werden im 2. Band der Vorlesungsreihe geometri-
sche Sachverhalte durch arithmetische und analytische Formeln prézise beschrie-
ben (vgl. Klein EvhS 2, S. 2):

»lm vorigen Semester habe ich die abstrakten Erorterungen der Arithmetik,
Algebra und Analysis stets durch Figuren und graphische Methoden belebt, die
einem die Dinge ndher bringen und vielfach erst verstdndlich machen, warum
man sich mit ihnen beschéftigt; analog will ich jetzt die Raumanschauung, die
natiirlich an erster Stelle stehen bleiben muf, von vornherein durch analytische
Formeln begleiten, welche in héchstem Mafse die prézise Formulierung geome-
trischer Tatsachen erleichtern.“ (Klein EvhS 2, S. 2f)

?Dieser Aspekt lieRe sich durch eine Analyse des 2. Bandes nachweisen.

3Den Begriff Arithmetik verwendet Klein dabei im damaligen schulischen Sprachgebrauch:
Neben der Lehre ganzer Zahlen fillt auch die Algebra und bisweilen die Analysis unter diesen
Begriff (vgl. Klein EvhS 2, S. 2).
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Der Vernetzungsgedanke ist ein charakteristisches Merkmal der gesamten ,Klein-
schen Mathematik‘(vgl. Kapitel 1.2). Das Streben nach Vernetzung oder Fusion
mathematischer Teilgebiete lasst sich nicht ausschliefslich auf die Forderungen der
Meraner Reform zuriickfiihren. Dennoch ist die in der Vorlesung im Vordergrund
stehende Verbindung von Geometrie und Arithmetik in Bezug zu den Reformge-
danken zu lesen, ebenso wie auch ein Grofsteil der anderen Facetten funktionalen
Denkens in der Vorlesung verankert ist.

9.1.2 Funktion und graphische Darstellung.

Der Umgang mit Funktionen und deren graphischer Darstellung ist ein wesentli-
cher Bestandteil des funktionalen Denkens. Im Rahmen des Meraner Lehrplans
nimmt das langsame Heranfiithren daran eine wichtige Rolle ein. Kriiger zeigt
anhand typischer Aufgabenbeispiele, die bis heute noch im Mittelstufenunterricht
vorkommen, wie die Schiiler mit dieser Denkweise vertraut gemacht werden sollen
(vgl. Kriiger 2000, S. 181-185).

Klein thematisiert diese in der Schule erwiinsch-
ten ersten Erfahrungen mit dem ,Denken in Kur- 4
ven“ (Hofler 1909, S. 23)* in der Elementarmathe-
matik vom héheren Standpunkte aus nicht. Im alge-
braischen Teil wird jedoch ein Fokus auf die (gra-
phisch unterstiitzte) geometrische Losung von Glei-
chungen gelegt, wie beispielsweise der Umgang mit
parameterabhingigen Gleichungen zeigt (vgl. Klein
EvhS 1, S. 94ff).

Klein ist nicht nur an der geometrischen Deutung
und anschliefendenden Lésung solcher Gleichungen
interessiert, sondern auch an graphischen Darstel-
lungen oder Modellen konkreter Beispiele:

Abb. 9.1: (Klein EvhS 1, S. 107)

,Es kommt nun darauf an, [diese] Deutungen an konkreten Beispielen nidher zu
durchdenken; wir besitzen [...] in unserer Sammlung Modelle, die ich Thnen
jetzt vorfithren will.“ (Klein EvhS 1, S. 102)

Abbildung 9.1 zeigt eine solche graphische Darstellung der Tangentenfliche der
untersuchten Raumkurve am Beispiel der reduzierten biquadratischen Gleichung
(vgl. Klein EvhS 1, S. 106f).

4zitiert nach (Kriiger 2000, S. 181)
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Hier wird zum einen anhand anspruchsvoller Beispiele aus der h6heren Mathematik
das ,,Denken in Kurven* illustriert, zum anderen bezieht Klein auch Elemente der
Raumanschauung — als weiteres Ziel der Meraner Reform — mit ein.

9.1.3 Propadeutik des funktionalen Denken.

Der Vorbereitung des funktionalen Denkens kommt nach dem Meraner Lehrplan
im Arithmetikunterricht eine besondere Bedeutung zu. In der Umsetzung handelt
es sich dabei beispielsweise um Ubungen, die den Ubergang von der Arithmetik zur
Algebra erleichtern sollen, indem durch gezieltes Einsetzen von konkreten Werten
in einen vorgegebenen Term das Anderungsverhalten untersucht wird (vgl. Kriiger
2000, S. 187-192), sprich der Verinderlichenaspekt® von Variablen stirker akzen-
tuiert wird. All diesen Aufgabentypen ist die ,Untersuchung der Auswirkungen
von systematischen Variationen® (Kriiger 2000, S. 192) gemein.

Im Gegensatz zu den anderen Merkmalen funktionalen Denkens wird diese Facette
in der hier untersuchten Vorlesung nicht in besonderem Mafe in den Blick genom-
men. So stehen im Kapitel zur Arithmetik nicht Fragen beziiglich deren Vermitt-
lung, sondern Fragen der theoretischen Grundlegung im Vordergrund. Klein spricht
zwar den schwierigen Ubergang von der Zahlen- zur Buchstabenrechnung an und
stellt fest, dass ,der Schiiler [...]| allmihlich an so starkes Abstrahieren gewohnt
werden® (Klein EvhS 1, S. 8) miisse. Er nutzt diese Stelle jedoch nicht, um mdog-
liche Vorerfahrungen des funktionalen Denkens herauszuarbeiten. Auch bei der
Festlegung (—1) - (—1) = 1, bei welcher — je nach Umsetzung — funktionales Den-
ken angebahnt werden konnte (vgl. Kriiger 2000, S. 188, Beispiel 7), stellt Klein
selbst keinen Bezug zu funktionalen Zusammenhéngen her.

Ob er diese Propadeutik dennoch mitdenkt, 14sst sich anhand des Vorlesungsma-
nuskripts nicht nachweisen. Es ist jedoch zu vermuten, dass Klein dies als eine
Frage der praktischen Umsetzung im Unterricht einstuft, die er ausdriicklich nicht
explizit behandeln mochte (Néheres dazu in Kapitel 9.3.1).

9.1.4 Analysis als H6hepunkt des funktionalen Denkens.

Beziiglich der im Zuge der Meraner Reform sehr kontrovers diskutierten Frage, ob
die Infinitesimalrechnung in der Schule eingefiihrt werden solle, bezieht Klein klar
Stellung. Die Differential- und Integralrechnung versteht er nicht nur als Hohe-
punkt, vielmehr als Ziel aller Bemiihungen um das funktionale Denken. Analysis

5in der Terminologie von Malle (1993).
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soll nicht ,als neue abstrakte Disziplin, sondern im organischen Aufbau innerhalb
des Gesamtunterrichts” (Klein EvhS 1, S. 240) eingefiihrt werden.

Der damalig aktuelle Unterricht ist seiner Meinung nach zu sehr auf den Eulerschen
Funktionsbegriff ausgerichtet, wo doch gerade die Infinitesimalrechnung einen gene-
tisch orientierten und von Anschauung geleiteten Unterricht ermégliche. Man habe
daher generell umzudenken und den Mathematikunterricht stérker an der systema-
tischen Analysis (mit ihrem , glatten Infinitesimalkalkil* (Klein EvhS 1, S. 167))
auszurichten.

Ungeachtet der Tatsache, dass im Mathematikunterricht damals generell nicht
auf die Infinitesimalrechnung hingearbeitet wurde, wurde diese an vielen Stellen
unausgesprochen in den Unterricht integriert. Gerade durch solche Verschleierung
entstanden, Klein zufolge, Verstehenshiirden. In der Vorlesung verfolgt Klein daher
das Ziel, seine Horer auf diese Schieflage aufmerksam zu machen. Er verdeutlicht
an einigen Beispielen, wie die Infinitesimalrechnung auch in den siebziger und
achtziger Jahren des 19. Jahrhunderts, als diese sogar behordlich verboten war,
,Jheimlich® im Schulunterricht untergebracht wurde (vgl. Klein EvhS 1, S. 239):

Bereits die Berechnung des Kreisumfangs und -inhalts mit Hilfe der Approxima-
tion durch regulédre Polygone entspricht bei ndherer Betrachtung einer Integra-
tion. Auch in der Physik wird bei der Einfiihrung von Begriffen wie Geschwindig-
keit oder Beschleunigung Infinitesimalrechnung implizit vorausgesetzt (vgl. Klein
EvhS 1, S. 239).

Ein umstrittenes Beispiel fiir ,yerkappte Infinitesimalrechnung” (Klein 1907, S. 108)
in der Schule ist die sogenannte Schellbach-Methode — ein scheinbar Analysis-freies
Verfahren zur Berechnung von Extremstellen —, welche Klein nicht nur in der hier
vorgestellten Vorlesung ausgiebig erortert:

»Hat eine stetige Funktion f(x) fiir x = x; und x = x2 denselben Wert, so muf$
man sich dieser Grenzstelle (einer dieser Grenzstellen) von x; und x, aus gleich-
zeitig stets so ndhern konnen, dafs die zugehorigen Wertepaare der Funktion
einander gleich bleiben. Nun lassen sich in der Gleichung f(x;) — f(x2) = 0 die
Glieder mit gleichhohen Potenzen von x; und x; zusammenfassen und dann die
linke Seite der Gleichung durch x; —xs dividieren, da ein etwa vorhandenes kon-
stantes Glied von f(x) in der Differenz f(x;) — f(x2) nicht vorkommt. Gelangen
daher x; und x; bei der Anndherung an die Grenzstelle x, d.h. ersetzt man x;
und x5 in der umgeformten Gleichung durch x, so entsteht eine Gleichung fiir x.
Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Werte von x, fiir welche f(x) Grenzwerte
annehmen kann.“ (Schellbach 1860, S. 78)

Ubersetzt man dieses Vorgehen in eine modernere Sprech- und Schreibweise, erhilt

man
. (f(x) - f(xl)) .y
X—X1 X —X1
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und damit das heute aus der Differentialrechnung bekannte notwendige Kriterium
fiir (relative) Extrema der Funktion f. Die von Schellbach beschriebene Methode
wurde von seinen Schiilern unveréndert {ibernommen und nach seinem Begriin-
der benannt. Damit wurden Methoden wie sie bei Fermat, Leibniz und Newton
zu finden sind, unter Schellbachs Namen in die Schulen gebracht. Klein zufolge
hatte Schellbach genau dies im Sinn, vermied jedoch die klare Benennung, um den
behordlichen Vorgaben zu entgehen (vgl. Klein EvhS 1, S. 240).

Dies stellen Heike Biermann und Hans Niels Jahnke in Frage. Unbestritten sei,
dass es moglich ist, die Schellbach-Methode ,in die Sprache der modernen Diffe-
rentialrechnung® (Biermann 2010, S. 319) zu iibersetzen; daraus liefe sich jedoch
nicht ableiten, ob Schellbach dies auch bezweckte. Jahnke bestreitet dies, wenn
er sagt, dass es sich bei dieser Methode ,jum einen natiirlichen Bestandteil des
Paradigmas der algebraischen Analysis gehandelt hat” (Jahnke 1990, S. 69).

Auch wenn Schellbach durchaus Grenzprozesse beschreibt, wenn er etwa von der
L2Anndherung an die Grenzstelle* (Schellbach 1860, S. 78) spricht, so sind doch
die auszufiihrenden Schritte alle mit algebraischen Methoden durchzufiihren. Der
eigentliche Grenzprozess stellt kein Problem dar, wenn sich bei den untersuchten
Funktionen im Term f(x) — f(x;) mindestens einmal der Faktor x — x; abspalten
l&sst.

Biermann und H.-N. Jahnke kommen so zu dem Schluss, dass Kleins Deutung der
Schellbachschen Methode ,nach einer nachtrdiglichen Vereinnahmung® (Biermann
2010, S. 321) aussieht. Klein unterstelle Schellbach eine Intention, ohne nach den
tatséichlichen Griinden fiir sein Vorgehen zu fragen:

»Ob Schellbach seine Art der Behandlung von Maximum- und Minimumaufgaben
nicht fiir die padagogisch natiirliche und naheliegende gehalten hat, wird nicht
gefragt.”“ (Jahnke, H.-N., S. 327)

Neben der kritischen Auseinandersetzung mit den Unterrichtspraktiken — ob nun
gerechtfertigt oder nicht —, beschreibt Klein konstruktiv eine fiir ihn ideale oder
zumindest angemessene Behandlung der Infinitesimalrechnung im Unterricht, die
zum Teil auch in Reform-Schulbiichern aufgegriffen wurde. Die auf Anschauung
beruhende Einfiihrung des Taylorschen Lehrsatzes ist ein typisches Beispiel (vgl.
Kapitel 3.1):

Ich weise besonders darauf hin, daft das Zeichnen solcher Kurven in ganz ein-
fachen Féllen vielleicht auch fiir die Schule geeigneten Stoff darstellt.” (Klein
EvhS 1, S. 244)

Der Taylorscher Lehrsatz wird auch in weiteren Kreisen der Meraner Reform als
wichtiges Thema angesehen (vgl. Kriiger 2000, S. 212f): An die Stelle der Behand-
lung formaler unendlicher Reihen ohne Grenzwertbetrachtungen, tritt die Unter-
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suchung endlicher Ndherungsreihen. Damit wird insbesondere der ,approximative
Charakter der Infinitesimalrechnung® (Krtiger 2000, S. 213) betont.

Die Analysis als Hohepunkt funktionalen Denkens hat in der Vorlesung — &hnlich
wie im Meraner Lehrplan — insgesamt einen besonders hohen Stellenwert, da sie,
Klein zufolge, ursichlich fiir den Bruch zwischen Schul- und Universitdtsmathema-
tik ist (vgl. Kapitel 1.4.2). Indem Klein sich einerseits intensiv mit dem bestehen-
den Schulunterricht kritisch auseinandersetzt und andererseits Vorschlige fiir eine
Umgestaltung macht, betreibt er hier ganz konkret inhaltliche Reformarbeit:

»ZAuf dem Gebiete der Infinitesimalrechung gerade ist die Diskontinuitéit zwischen
Schule und Universitét [...] am groften; ich hoffe, da meine Darlegungen zu
ihrer Beseitigung beitragen und Thnen fiir Thre spétere Lehrpraxis ein niitzliches
Ristzeug an die Hand geben.“ (Klein EvhS 1, S. 255)

9.1.5 Funktionales Denken und Anwendung

Das ,, Bediirfnis der Berticksichtigung der Infinitesimalrechnung” (Klein EvhS 1, S. 205)
in der Schule erkennt Klein auch bei der Behandlung von Schwingungen im Phy-
sikunterricht und integriert damit die Idee des funktionalen Denkens auch in den
Anwendungen:

Die schulische Behandlung des Pendelgesetzes zeichnete sich damals durch ,,ad hoc
erfundene Verfahren (Klein EvhS 1, S. 202) aus, die die Methoden der Infini-
tesimalrechnung nicht umgingen, aber wie auch an anderen Stellen verschleier-
ten (vgl. Klein EvhS 1, S. 202). So werde in der Schule beim Pendelgesetz nicht
nur der Ubergang zu unendlich kleinen Schwingungen unkommentiert vollzogen,
selbst die Definition der Zentrifugalkraft benétige infinitesimale Uberlegungen, da
die Beschleunigung und damit die zweite Ableitung des Wegs in Abhéngigkeit der
Zeit eingehe (vgl. Klein EvhS 1, S. 203).

Diesem Vorgehen stellt Klein das auf der Hochschule iibliche gegeniiber, welches
mit Mitteln der Analysis ,einfachen und klaren Betrachtungen [folgt], die sich bei
niherem FEingehen auf die Sache natiirlich auch durchaus anschaulich gestalten
lassen“ (Klein EvhS 1, S.202). Zustimmung findet Klein hier beispielsweise von
dem Reformer Lesser, der eine Umsetzung dieser Gedanken in seinem Schulbuch
vorstellt, auch wenn dieser ,recht ungehemmt von begrifflichen Riicksichten mit
Differentialen und sogenannten Differentialformen” (Kriiger 2000, S. 221) rechnet
und damit eher eine ,frithanalytische’ Arbeitsweise, im Sinne von Newton oder
Leibniz, fiir die Schule umsetzt.

Das Beispiel zeigt, dass Klein die Vernetzung mit den naturwissenschaftlichen
Fiéchern in seine Vorlesung einbezieht und damit ein wichtiges Element der Mera-
ner Reform, ndmlich die ,mathematische Auffassung der Vorginge in der Natur
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und in den menschlichen Lebensverhéltnissen® (Meraner Lehrplan 1905, S. 104) in
den Unterricht zu integrieren, aufgreift.

Gerade im Zusammenhang mit dem funktionalen Denken wurde eine wechselsei-
tige Zusammenarbeit mit den Naturwissenschaften, insbesondere der Physik, als
ausgesprochen fruchtbar angenommen. Einerseits lassen sich mit Hilfe des Funk-
tionsbegriffs Abhéingigkeiten von Grofien in physikalischen Experimenten prézise
beschreiben, andererseits ldsst sich Schiilern gerade mit Hilfe physikalischer Bei-
spiele der Funktionsbegriff leichter nahe bringen (vgl. Kriiger 2000, S. 216-220).
Dabei handelt es sich in gewissem Sinne erneut um eher propadeutische Erfahrun-
gen, die von Klein, vermutlich als unterrichtspraktische Fragen eingestuft, in der
Vorlesung nicht behandelt werden.

Wie der Abgleich mit den von Kriiger herausgearbeiteten Dimensionen des funk-
tionalen Denkens zeigt, kann Klein also eine in dem Sinne mathematikdidaktische
Perspektive zugesprochen werden, als dass er die Vorlesung nutzt, um Reformideen
zu illustrieren und zu verteidigen. Die Vorlesung hat somit die Funktion der prak-
tischen Umsetzung der Reform, wenn auch nicht wie bei Lesser oder Schimmack
durch Schulbiicher, die direkten Einsatz in der Schule erfuhren, sondern durch eine
gezielte Schulung der zukiinftigen Lehrer, die die Reform tragen sollten. Ausge-
nommen werden dabei Fragen der praktischen Umsetzung, die besonders bei der
Propéadeutik des funktionalen Denkens zum Tragen kommt.

9.2 Stoffdidaktisch: Didaktisch orientierte
Sachanalysen

Unter Stoffdidaktik versteht man gemeinhin ein am ,Stoff* orientiertes mathematik-
didaktisches Forschungs- und Entwicklungsgebiet (vgl. bspw. Burscheid 2005, S. 149).
Hans Werner Heymann definiert in der Einleitung zu dem von ihm herausgegeben
Sammelband Mathematikdidaktik zwischen Tradition und neuen Impulsen Stoffdi-
daktik sehr allgemein als

die Beschéaftigung mit Einzelstoffen eines vorliegenden oder als erstrebenswert
angesehenen schulischen Stoffkanons unter den Gesichtspunkten der (iiberwie-
gend mathematischen) Analyse, Ausarbeitung, Umstrukturierung, Elementa-
risierung oder Veranschaulichung. Reflexionen hingegen der gesellschaftlichen,
individuellen und paddagogischen Bedingungen und Ziele mathematischen Unter-
richts flieRen in solche Arbeiten selten |...] ein.“ (Heymann 1984, S. 1)
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In diese hinreichend offene Beschreibung lésst sich Klein mit seiner Vorlesung sofort
einordnen: Grundlage der Vorlesung sind mathematische Inhalte, die zu Anfang
des 20. Jahrhunderts bereits zum Schulcurriculum gehoérten oder dem Schulkanon,
nach Kleins Meinung, hinzugefiigt werden sollten — allen voran die Infinitesimal-
rechung. Wie bereits in Kapitel 7 gezeigt wurde, analysiert Klein diese Inhalte aus
einer mathematischen Perspektive. Dass Klein dabei einen Fokus auf die Veran-
schaulichung legt, wurde in Kapitel 3 ausfiihrlich beschrieben.

Auch bezogen auf die von Th. Jahnke beschriebenen Ziele der Stoffdidaktik — fach-
wissenschaftliche Fundierung der Schulmathematik, Verbindung von Schul- und
Hochschulmathematik, sowie Erkundung und Sicherung schulischer Curricula (vgl.
Jahnke 1998) — kann Klein ein stoffdidaktisches Interesse zugesprochen werden:

In Kapitel 7 wurde gezeigt, dass die fachwissenschaftliche Fundierung der Schul-
mathematik ein wesentlicher Bestandteil der Vorlesung ist, besonders vor dem
Hintergrund, dass Klein eine Verbindung von Schul- und Hochschulmathematik
anstrebt:

~Meine Aufgabe hier wird stets sein, Ihnen den gegenseitigen Zusammenhang der
Fragen der Einzeldisziplinen vorzufihren [...][, sowie insbesondere ihre Bezie-
hung zu den Fragen der Schulmathematik zu betonen.“ (Klein EvhS 1, S. 2)

Da Klein zudem Ziele und auch curriculare Forderungen der Meraner Reform in
die Vorlesung integriert und begriindet (vgl. Kapitel 9.1), kann als weiteres Ziel
der Vorlesung schliefslich auch das Erkunden und Sichern von Curricula genannt
werden.

Es scheint daher lohnend zu iiberpriifen, ob Kleins mathematische Analysen auch
bei naéherer Betrachtung den Kriterien einer stoffdidaktischen Arbeit geniigen.
Dazu muss zunéchst ein passender Bezugsrahmen vorgestellt werden.

9.2.1 Die didaktisch orientierte Sachanalyse als
stoffdidaktisches Instrument

Fiir die Arbeitsweise der Stoffdidaktik, ndmlich die Untersuchung mathematischer
Hintergrundtheorien zu Unterrichtsinhalten, fiihrt Griesel den Begriff der didak-
tisch orientierten Sachanalyse ein. Ziel ist es mit rein mathematischen Methoden
den ,Kern‘ eines mathematischen Gegenstandes zu erfassen (vgl. Griesel 1971, S. 79).

Didaktik geht in Griesels Verstdndnis nur im Sinne einer didaktischen Vorent-
scheidung ein. Diese kann alleine in der Wahl des zu behandelnden Gegenstands
liegen. In diesem Fall besteht die Aufgabe der Sachanalyse lediglich darin, eine fiir
den Schiiler oder Lehrer geeignete Darstellung der zugrunde liegenden mathema-
tischen Theorie zu wéhlen. Wird eine bereits existierende Theorie abgelehnt, so
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sind spezifischere stoffdidaktische Uberlegungen notwendig. Es gilt in diesem Fall
eine alternative, ,geeignetere’ Hintergrundtheorie zu entwickeln bzw. aufzuberei-
ten (vgl. Griesel 1971, S. 79f). Mogliche Griinde sind nach Griesel traditionelle, als
praktikabel erwiesene Methoden, die von der Theorie abweichen, die Suche nach
einem lebensnahem Zugang oder ein, wie es Vohns umschreibt, .eher allgemeines
Unbehagen“ (Vohns 2007, S. 72).

Diese (didaktisch orientierte) mathematische Analyse hat schon Griesel zufolge
sehr enge mathematikdidaktische Grenzen (vgl. Griesel 1971, S. 80) und wird bis
heute kontrovers beziiglich ihres eigentlichen didaktischen Gehalts diskutiert:

Aus wissenschaftlicher Sicht geniigt eine solche Sachanalyse zwar den Anforderun-
gen der Mathematik in vollem Umfang, beziiglich der Mathematikdidaktik wirkt
sie jedoch eher vage und willkiirlich (vgl. Vohns 2007, S. 74). Der Grad zwischen
einer didaktisch orientierten Sachanalyse und einer rein elementarmathematischen
Arbeit ist daher sehr schmal und kann dazu fiithren, dass Elementarmathematik
und Stoffdidaktik nicht unterschieden wird. Aus dieser Tradition resultieren mathe-
matische Arbeiten, die nicht als Beitrag zur Forschung angesehen werden kénnen,
da sie keine neuen mathematischen Ergebnisse liefern, jedoch einzig den didakti-
schen Hintergrund haben, dass sie einem ,Laien* zugénglich gemacht werden kon-
nen und erlauben, ,sich und seinen Verstand zu erproben“ (Jahnke 1998, S. 66).
Meist betreffen sie jedoch nur ein mathematisches Einzelproblem und sind nicht
notwendig didaktisch orientiert (vgl. Griesel 1971, S. 77).

Aber auch die im engeren Sinne didaktisch orientierte Sachanalyse muss sich brei-
ter Kritik stellen. Thre Reichweite ist eingeschrankt, da auch die Bewertung der
erarbeiteten Hintergrundtheorien ausschliefslich aus mathematischer Perspektive
geschehen kann. Ein Vergleich konkurrierender mathematisch korrekter Theorien
und eine begriindete Entscheidung fiir den Unterricht ist somit nicht ohne Weite-
res mit Mitteln der didaktisch orientierten Sachanalyse moglich, sondern muss im
Rahmen einer empirischen Studie (vgl. Griesel 1971, S. 78) oder durch weiterfiih-
rende normative Uberlegungen geleistet werden.

Zusétzlich ist die Reduktion des didaktischen Dreiecks (Schiiler — Lehrer — Sache)
auf die Dimension der ,Sache‘, die bei dieser Vorgehensweise iiblich ist, umstritten.
Steinbring kritisiert, dass einerseits dabei eine zu stark produktorientierte Sicht auf
die Mathematik eingenommen, andererseits die Konstruktion des mathematischen
Wissens im Lehrer-Schiiler-Gesprich nicht in die Uberlegungen einbezogen wird
(vgl. auch Vohns 2007, S. 75f). Daher wurden inzwischen verschiedene Vorschlage
entwickelt, sachanalytische Verfahren zu erweitern. Bei Vohns dienen beispielsweise
grundlegende Ideen der Erschliefung des mathematischen Inhalts und liefern somit
ein Instrument, mit dessen Hilfe eine ,Offnung des Analyseverfahrens weg von einer
rein fachmathematisch organisierten ,Lernstoffanalyse‘ hin zu einer bildungstheo-
retisch motivierten Analyse* (Vohns 2007, S. 85) moglich ist. Jahnke ergénzt mit
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seiner ,didaktischen Rekonstruktion die Erschliefung der mathematischen Hin-
tergrundtheorie durch das Erarbeiten der ,zugrunde liegende[n| Fragen, seiner]
Notwendigkeit und |[...] seine[r] Genese* (Jahnke 1998, S. 72).

Das Verfahren der didaktisch orientierten Sachanalyse im Versténdnis von Griesel,
zusammen mit den hier vorgestellten Vorschldgen einer Erweiterung, liefert im
Folgenden einen geeigneten Bezugsrahmen fiir die Untersuchung der Kleinschen
Vorlesung.

9.2.2 Didaktisch orientierte Sachanalysen bei Felix Klein

Der Vorlesung geht eine didaktische Vorentscheidung beziiglich der Stoffauswahl
voraus: Klein behandelt ausschlieftlich mathematische Gegensténde, die seiner Mei-
nung nach fiir den Unterricht des zukinftigen Lehrers wichtig sind (vgl. Klein
EvhS 1, S. 2). Auch wenn diese Vorentscheidung teilweise in Frage gestellt werden
kann (vgl. hierzu die in Kapitel 7.4 besprochene Kritik Toeplitz’ an Kleins Vorle-
sung), lasst sich die gesamte Vorlesung in gewissem Sinne als zulédssige didaktisch
orientierte Sachanalyse oder — da Klein in vielen Féllen nur den Anstof gibt und die
mathematische Analyse seinen Horern zur Nachbereitung tiberlésst — als Anregung
zu einer didaktisch orientierten Sachanalyse bezeichnen. Besonders zu erwahnen
sind dabei die historischen Passagen, da es dort nicht um eine rein fachmathema-
tische Rekonstruktion geht. Wie es Jahnke fordert, wird hier auch die Genese des
Gegenstands mit in den Blick genommen.

In vielen Féllen belésst es Klein bei der didaktischen Vorentscheidung der Stoff-
auswahl und macht es sich dann zur Aufgabe, eine fiir Lehrer geeignete (an die,
in den Kapiteln 2 bis 5 beschriebenen Prinzipien angelehnte) Darstellung zu wéh-
len. Es gibt aber auch Stellen, in denen eine spezifisch stoffdidaktische Arbeit
im oben beschriebenen Sinne einsetzt. Ein Beispiel hierfiir ist die Bruchrechnung
(vgl. Klein EvhS 1, S. 31f). Klein stellt eine formale Begriffskldrung vor, in der die
rationalen Zahlen als abstraktes Zahlenpaar eingefiihrt werden, ohne die dahinter
liegende Theorie explizit zu erarbeiten; er betont jedoch, dass der urspriinglich
gewahlte Weg fiir die Schule (iiber lebensnahe, konkrete Objekte) sich bislang
bewéhrt hat:

5 F|reilich ist dabei recht fraglich, ob diese Trennung [von Theorie und Anwen-
dung, die durch eine abstrakte Einfiihrung der rationalen Zahlen erzeugt wiirde,|
auch pddagogisch zweckmafig ist.“ (Klein EvhS 1, S. 33)

Ein weiteres Beispiel ist die Einfithrung der Logarithmen. Anders als bei der Bruch-
rechnung erarbeitet Klein hier konkret und zudem historisch motiviert eine Hin-
tergrundtheorie, die einen anderen, bis dato noch nicht praxiserprobten Zugang zu
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der Fragestellung beschreibt. Sein ,allgemeines Unbehagen“ mit der herkommli-
chen Einfiihrung begriindet er dabei vergleichsweise préizise und mit hauptséchlich
mathematischen Argumenten:

Seine Kritikpunkte an der damals praktizierten Einfiihrung der Logarithmusfunk-
tionen sind einerseits die teilweise willkiirlich wirkenden Einschriénkungen beziig-
lich des Definitionsbereichs®, andererseits die fehlende oder nur unzureichende Kli-
rung, inwiefern die Wahl der Basis limy (1 + %)n (=: e) die kanonische oder
natirliche sei (vgl. Klein EvhS 1, S. 156f).

Als Alternative entwickelt Klein eine (historisch motivierte) Hintergrundtheorie.
Wie in Kapitel 8.3 beschrieben stellt er vor, wie Biirgi und Neper ihre Logarith-
mentafeln erstellt haben. Beide wihlen eine Basis, die nahe an der 1 liegt, auf dass
die Absténde der x-Werte, beim sukksesiven Einsetzen ganzahliger y-Werte in die
Gleichung x = bY, relativ klein sind — Biirgi wihlt b = 1 + 10~%, Neper wiihlt
b=1-10"".

Klein untersucht die so entstehende Folge von x-Werten, und entwickelt damit,
aufbauend auf die Grundgedanken Biirgis und Nepers, eine Hintergrundtheorie,
die fiir die Schule nutzbar gemacht werden soll. Wie bereits im Vorfeld angespro-
chen, wird auch in diesem Fall die von Klein vorgeschlagene Sachanalyse sehr
verkiirzt und dicht niedergeschrieben. Bevor eine Ausarbeitung der dahinterlie-
genden mathematischen Argumente helfen soll, den Kern der Sache zu erfassen,
wird die entscheidende Textstelle unverandert wiedergegeben:

»Berechnen wir nun im Biirgischen Systeme die Potenzen fiir zwei benachbarte
Exponenten y und y + 1:

x = (1,0001)Y, x+ Ax = (1,0001)¥+*,

dann folgt durch Subtraktion:

_ y =X
Ax = (1,0001)¥(1,0001 — 1) = 1ot
oder, wenn wir an Stelle der Differenzen 1 der beiden Exponentenwerte allgemein
Ay schreiben:
Ay 10*
Ax X
Wir haben so eine Differenzengleichung fiir die Biirgischen Logarithmen, die
Biirgi selbst bei der Berechnung seiner Tafel direkt anwendet: Hat er den zu
einem Yy gehorigen Wert x bestimmt, so erhdlt er den jeweils folgenden zu y + 1

(9.1)

6Dies wurde bereits in Kapitel 3 erdrtert. In Kapitel 7 wurde erwihnt, dass diese Einschrin-
kungen aus Konsistenzgriinden durch den Ubergang zu komplexen Funktionen gerechtfertig
werden konnen.
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gehérigen durch Addition von 157. — Ebenso ergibt sich, daf§ die Neperschen
Logarithmen der Differenzengleichung:

A 107
i (9:2)

gentigen.

Um die nahe Verwandschaft beider Systeme zu erkennen, haben wir nur das
eine Mal statt der Zahlen y die Zahlen 1Z7, das andere Mal die Zahlen 127 zu
betrachten (d.h. das Dezimalkomma der Logarithmen zu versetzen); bezeichnen
wir die neuen Zahlen dann wieder schlechtweg mit y, so ergibt sich jedesmal eine
der gleichen Differenzengleichung:

Ay 1

— == 9.3

Ax  x (9:3)
gentigende Zahlenreihe, in der die y einmal in Stufen von 0,0001, das andere
Mal in solchen von —0,0000001 fortschreiten.” (Klein EvhS 1, S. 159f)”

Aus diesen Uberlegungen lisst sich mit Hilfe einer geeigneten geometrischen Deu-
tung der natiirliche Logarithmus gewinnen (vgl. Klein EvhS 1, S. 161). Zunéchst
sollen jedoch diese ersten Uberlegungen kritisch nachvollzogen werden:

Die von Klein vorgestellte Differenzengleichung (9.3) gilt im Allgemeinen — also
fiir beliebige ganzzahlige Exponentendifferenzen Ay — nicht, was sich direkt nach-
rechnen lésst. Dazu betrachte man eine beliebige Basis b =1+ 3 # 1. Mit

xi=(1+B)Y und x+Ax:=(1+p)Y2y

ergibt sich fiir die Differenz der x-Werte:

Ax = (x+Ax) —x = (1+B)Y ((1+B)2Y —1)

S(E()w)

v=1

X Ayp +x - (f (Avy>w>

v=2

Und damit:

AYPB+S 1 (& ay .,

v=2

Fir den ,Storterm‘ S gilt im Allgemeinen S # 0, es sei denn = 0 oder — und
diesen Fall betrachtet Klein — Ay = 1. Damit erhélt man fiir die Biirgische Basis

"Die Markierungen der Gleichungen entsprechen nicht dem Original.
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(B = 10~*) und die Nepersche Basis (3 = —10~7) die von Klein angegebenen
Differenzengleichungen (vgl. Gleichung (9.1) und (9.2))

A 4 7
Ay w0t Ay w0
AX [ py—1 X AX | py—1 X
oder allgemein
A 1
AvB - (9.4)
AX |py—1 X

Betrachtet man, Klein folgend, statt positiver ganzzahliger Werte y hingegen die
Werte y =y - 3, so lautet die Differenzengleichung
Ay
Ax

)

Ag=p X

da fiir die Differenz zweier aufeinanderfolgender §y-Werte
AY =Yz —Y1 = Y2B — 1B = (y2 —y1)B = Ayp
gilt.

Die zu Beginn beschriebene Folge von x-Werten, die durch suksessives Einsetzen
positiver ganzer Zahlen entstand, lésst sich mit der skalierten Folge gewissermafien
durch einen Basiswechsel rekonstruieren, wenn man die Giiltigkeit des 5. Potenz-
gesetzes voraussetzt:

x=(1+p)Y=>14+p)F = ((1+ (3)%)“

Da Klein jedoch gerade die Festlegungen umgehen mochte, die beim Potenzieren
mit rationalen Exponenten aufgrund von Mehrdeutigkeiten notwendig sind (vgl.
Klein EvhS 1, S. 160), wihlt er eine alternative geometrische Deutung:

HHine andere geometrische Deutung, bei der wir die Exponentialkurve noch nicht
voraussetzen brauchen, die uns vielmehr den naturgeméfien Weg zu ihr zei-
gen wird, erhalten wir, wenn wir die Differenzengleichung (9.8) [Nummerierung
angepasst durch H.A.] durch [eine| Summengleichung ersetzen (gewissermafien
sie ,integrieren‘)[.]* (Klein EvhS 1, S. 160)

Ergebnis der zugehérigen Uberlegungen ist die bekannte Beschreibung (Defini-
tion) des natiirlichen Logarithmus als Integralfunktion der Hyperbel % (vgl. Klein
EvhS 1, S. 160ff).



120 Kapitel 9 Die didaktische Perspektive

mit der Basis

n—o00

1 n
e:= lim(l—i—ﬁ)%: lim (l—l—) .
B—0 n

0 neaeaAE3 x

Damit ist die Hintergrundtheorie beschrieben, die sich in der Sprechweise von
Kirsch in die Kategorie ,,Zugénglich-machen durch Konzentration auf den mathe-
matischen Kern* (Kirsch 1977, S. 88) einordnen ldsst. Auf der Grundlage einer
didaktischen Vorentscheidung entwickelt Klein eine Hintergrundtheorie, die die
von ihm beschriebenen Probleme umgeht, und prasentiert auf dieser Grundlage
einen Unterrichtsvorschlag, der jedoch noch durch eine praktische Durchfithrung
im Unterricht gepriift werden muss:

»lch wiirde mir sehr wiinschen, daff man diesen Weg recht bald einmal im Schul-
unterricht praktisch erproben mochte[.]* (Klein EvhS 1, S. 169)

Mit ihrer historisch-genetischen Ausrichtung erfiillt diese mathematische Untersu-
chung die Voraussetzungen einer erweiterten didaktisch orientierten Sachanalyse
im Verstdndnis von Griesel.

Klein zufolge soll die Hintergrundtheorie jedoch nicht im Mathematikunterricht
erarbeitet oder vorgestellt werden. Sie dient ihm lediglich als Rechtfertigung seiner
Forderung, den Logarithmus als Hyperbelflichenfunktion einzufiihren:

wDer oberste Grundsatz ist, dafs die richtige Quelle zur Einfiihrung neuer Funk-
tionen die Quadratur bekannter Kurven ist.“ (Klein EvhS 1, S. 168)

Damit umgeht Klein die von ihm als unbegriindet angesehenen Festlegungen, die
ihm Rahmen einer stetigen Erweiterung der Logarithmusfunktion auf R* gemacht
werden miissten. Auch kommt bei diesem Vorgehen dem Logarithmus zur Basis
e eine besondere und in gewissem Sinne natirliche Rolle zu: Der Logarithmus zu
einer beliebigen Basis b wird mittels des Zusammenhangs b = e'™? iiber den natiir-
lichen Logarithmus definiert. Die urspriingliche Aufgabe, von der Gleichung x = b¥
ausgehend ,jeder Zahl x ein Logarithmus zuzuordnen* (Klein EvhS 1, S. 159),
wird jedoch erst am Ende, gewissermafien als Nebenprodukt der Integration der
(Normal-)Hyperbel, thematisiert.

Aus Sicht aktueller Mathematikdidaktik 14sst sich Kleins Vorschlag hinterfragen:
Ungeachtet der Tatsache, dass heute zum Zeitpunkt der Einfiihrung des Logarith-
mus noch keine analytischen Mittel zur Verfiigung stehen, die ein solches Vorge-
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hen erlauben wiirden (vgl. Weber 2013, S. 87), handelt es sich bei Kleins Vor-
schlag, nach Kirsch, um eine ,(strukturelle) Vereinfachung durch Spieffumkehr,
die den Zugang eher erschwert* (Kirsch 1977, S. 89) — Freudenthal prigte hierfiir
den Begriff der antididaktischen Inversion, auch wenn er diese gerade im Bezug

auf die Einfiihrung des Logarithmus sogar ansatzweise selbst begeht (vgl. Blum
1975, S. 164).

Klein kann insgesamt eine stoffdidaktische Orientierung zugesprochen werden: Er
arbeitet stoffdidaktisch im Sinne der engen Kriterien einer didaktisch orientierten
Sachanalyse nach Griesel. Teilweise geht er sogar dariiber hinaus, wenn er die
Genese eines Gegenstandes zur Begriindung heranzieht. Damit kénnte seine Art
der Sachanalyse kiithn als frither Vorldufer der didaktischen Rekonstruktion im
Sinne von Th. Jahnke bezeichnet werden.

Aus heutiger Sicht ist der didaktische Gehalt der Sachanalysen bei Klein jedoch
kritisch zu hinterfragen. Klein bemiiht weder lernpsychologisches noch bildungs-
theoretisches Wissen, das es heute auch im Rahmen stoffdidaktischer Arbeiten
mit einzubeziehen gilt. Zudem ist anzunehmen, dass Klein bei seinen didakti-
schen Vorentscheidungen héufig zuerst die Zielgruppe der potentiellen Mathema-
tikstudenten im Blick hat und daher insbesondere auch bei Unterrichtsvorschliagen
der Anschlussfahigkeit an die Hochschulmathematik einen groften Stellenwert ein-
nimmt — so betont er, dass die Einfiilhrung des Logarithmus iiber die Integration
der Hyperbel nicht nur dem historischen Verlauf nachempfunden sei, sondern auch
,dem Vorgehen in den hoheren Teilen der Mathematik“ (Klein EvhS 1, S. 168) ent-
spreche (mehr dazu in Kapitel 9.3.2).

9.3 Kleins didaktische Haltung: Analyse der
Randbemerkungen

Klein nimmt in seiner Vorlesung, wie in den vorangegangenen Unterkapiteln gezeigt,
zum einen eine curriculare Perspektive ein, indem er die Vorlesung als Medium
nutzt, seine Reformvorstellungen zum Lehrplan weiterzugeben. Zum anderen kann
ihm stoffdidaktisches Arbeiten zugeschrieben werden, wenn er mathematische Ana-
lysen durchfiihrt, die im beschrienenen Sinne einer didaktisch orientierten Sachana-
lyse nach Griesel entsprechen. Zusammen mit den von ihm genutzten Prinzipien,
die im ersten Zwischenfazit bereits als didaktische Prinzipien identifiziert wurden,
lasst sich somit eine mathematikdidaktische Perspektive bei Klein ausmachen und
genauer charakterisieren. Zusétzlich zu den dort analysierten Stellen, an denen eine
solche Perspektive an der Art und Weise der Darstellung der Inhalte erkennbar
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wird, lasst sich aus Randnotizen und Metabemerkungen die didaktische Haltung
Kleins noch weiter ausdifferenzieren. Im Folgenden wird anhand typischer Neben-
bemerkungen gezeigt, wie sich Kleins Einstellung zu didaktischen Fragen, iiber die
bereits besprochenen hinaus, charakterisieren lasst.

9.3.1 Zur unterrichtspraktischen Umsetzung in der Schule

Auch wenn die in der Vorlesung gegebenen Schulstoffanalysen, wie in Kapitel 9.2
gezeigt, didaktisch orientiert sind, so legt Klein besonderen Wert darauf zu beto-
nen, dass er in diesen Analysen nur inhaltliche Fragen behandelt. Die methodische
Umsetzung iiberlésst er erfahrenen Praktikern. So schliefst er seine Sachanalyse
zum Logarithmus mit folgenden Worten:

» W]ie sich dabei die Durchfithrung im einzelnen zu gestalten hat, das muf natiir-
lich der erfahrene Schulmann entscheiden.“ (Klein EvhS 1, S. 169)

Dennoch l&sst sich aus einigen Kommentaren schliefen, dass Klein auch unter-
richtspraktische Gesichtspunkte zumindest in Teilen mitdenkt. Diese will ich im
Folgenden als Forderungen fiir die praktische Umsetzung tm Unterricht zusam-
menfassen:

Forderung 1: Im Unterricht muss ,eine stirkere Hervorhebung der Richtung B“
(Klein EvhS 1, S. 92) angestrebt werden.

Es handelt sich hierbei um die in Kapitel 6 beschriebene mathematische Entwick-
lungsreihe B. Die bereits zuvor beschriebenen Prinzipien, die charakteristisch fiir
Entwicklungsreihe B sind, gilt es Klein zufolge auch in der Schule umzusetzen. Sie
kénnen damit, im Sinne Kleins, auch als didaktische Leitideen fiir den Unterricht
verstanden werden. So fordert Klein konkret die Umsetzung der ,,genetische|n]
Unterrichtsmethode”, ,eine starkere Betonung der Raumanschauung®, ,die Voran-
stellung des Funktionsbegriffs‘, die im Sinne einer grundlegenden Idee auch als
methodisches Prinzip angesehen werden kann, sowie die ,,Fusion von Raum- und
Zahlvorstellung” (vgl. Klein EvhS 1, S. 92)8. Wie diese im Einzelnen ausgestaltet
werden koénnen, wurde in den Kapiteln 2 bis 5 ausgefiihrt. Auch wenn sich diese
Prinzipien zunéchst auf den Inhalt der Vorlesung bezogen, so lassen sie sich bei-
nahe nahtlos auf den Schulunterricht iibertragen. Dies wird von Klein auch explizit
vorgeschlagen, wenn er beispielsweise bei der Einfiihrung des Taylorschen Lehrsat-
zes einen anschaulich graphischen Zugang wihlt (vgl. Klein EvhS 1, S. 241-244)
und besonders darauf hinweist, dass sich ein solches Vorgehen mit angemessenen
Einschréankungen auch fiir die Schule eignet (vgl. Klein EvhS 1, S. 244).

8Die wortlichen Zitate sind der Quelle direkt entnommen.
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Forderung 2: Im Unterricht muss fiir die Erfassung grundlegender Gedanken-
schritte ausreichend Zeit eingeplant werden.

Klein macht wiederholt darauf aufmerksam, an welchen Stellen seiner Meinung
nach bei Schiilern Verstdndnishiirden auftauchen kénnen. Ein inhaltlicher Haupt-
kritikpunkt Kleins an der damals aktuellen Schulmathematik ist der starke Fokus
auf die algebraische Analysis. Klein thematisiert jedoch schon im Vorlesungsteil zur
Arithmetik wichtige Gedankenschritte, die den Schiilern Schwierigkeiten bereiten
koénnen:

So beschreibt er die Einfiihrung der Buchstabenrechnung als ersten und entschei-
denden Abstraktionschritt (vgl. Klein EvhS 1, S. 8), behandelt den Wechsel von
inhaltlichen zu formalen Uberlegungen bei der Erschliefung der negativen Zahlen
(vgl. Klein EvhS 1, S. 26) und beschreibt den ,,Wechsel des Substrats” beim Uber-
gang von den ganzen Zahlen fiir das Abzéhlen zu den rationalen Zahlen fiir das
Messen (vgl. Klein EvhS 1, S. 31). Fiir diese Stellen, so Klein, miisse man sich im
Unterricht besonders viel Zeit nehmen. Zum Ubergang von Zahlen zu Variablen
schreibt er:

~Hierin ist ein so grofler Schritt der Abstraktion getan, dafs man wohl behaupten
kann, die eigentliche Mathematik setze mit dem Buchstabenrechnen ein. Freilich
darf sich dieser Ubergang an der Schule durchaus nicht plétzlich vollziehen,
sondern der Schiiler muf allmahlich an so starkes Abstrahieren gewohnt werden.*
(Klein EvhS 1, S. 8)

Auch wenn Klein an diesen Stellen naturgeméfs keine systematische lerntheo-
retische Analyse anschliefit, wie es heute gebriulich ist, sondern vor allem die
Losung der Probleme besonders im Bereich der Arithmetik darin sieht, sich der
Schwierigkeiten bewusst zu sein, so ist dennoch hervorzuheben, dass er Themen
und Problemfelder der heutigen mathematikdidaktischen Forschung, wie beispiels-
weise der Ubergang von der Arithmetik zur Algebra oder das Bruchzahlverstindnis,
anspricht.

Forderung 3: Der Unterricht kann keine vollstindige theoretische Fundierung
der Mathematik liefern. Mathematische Sachverhalte sollten statt-
dessen an Beispielen verdeutlicht und hergeleitet werden.

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass Klein auch fiir seine Vorlesung ein eher induktives
Vorgehen wahlt — also vom Phénomen ausgehend und am Beispiel illustrierend eine
mathematische Theorie entwickelt. Besonders deutlich zeigt sich das im Kapitel
des Taylorschen Lehrsatzes (Klein EvhS 1, vgl. S. 241-253), wo anhand konkreter
Beispiele Naherungsparabeln mit steigender Ordnung graphisch dargestellt wer-
den. Auch im Vorlesungsteil zur Algebra zeichnet sich diese Vorgehensweise ab.
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Hier beginnt Klein damit, Gleichungen mit reellen Koeffizienten, reellen Losungen
und nur einem Parameter A geometrisch zu deuten, expliziert seine Ausfithrungen
am Beispiel der quadratischen und kubischen Gleichung und erhéht anschlieffend
sukzessive die Komplexitdt, indem er zunéchst die Anzahl der Parameter erhoht
und schlieflich auch komplexe Variable zulésst.

Beispiele nehmen bei diesen Betrachtungen nicht nur eine besondere Rolle ein, weil
sie als Ausgangspunkt fiir die phdnomenologische induktive Herangehensweise der
Vorlesung angesehen werden kénnen, sondern weil Sie zum Teil auch direkt in den
Schulunterricht eingebracht werden kénnen und sollen. Klein stellt sie gewisserma-
fen als Unterrichtsmaterial bereit.

,Die Vorfiihrung einer solchen einfachen und anschaulichen Konstruktion [die
geometrische Deutung und Losung einer quadratischen Gleichung, H.A.] scheint
mir auch fiir die oberen Klassen der Schule sehr geeignet. (Klein EvhS 1, s. 94)

In der Schule sind Beispiele hingegen nicht nur wiinschenswert, sondern essentiell:
Klein vertritt dezidiert die Meinung, dass die theoretische Fundierung kein Anlie-
gen der Schule sein kann, dass es hier vielmehr darum gehen muss, mathematische
Sachverhalte beispielhaft zu illustrieren.

Hm wirklichen Schulunterricht wird natiirlich, wie schon betont, von einer syste-
matischen Darlegung aller dieser Grundgesetze nicht die Rede sein kénnen. Erst
wenn die Schiiler das Zahlenrechnen anschaulich erfafsit haben und sicher beherr-
schen, wird der Lehrer bei Gelegenheit des Ubergangs zum Buchstabenrechnen
wenigstens die Gesetze der Assoziativitat, Kommutativitat, Distributivitdat aus
zahlreichen evidenten Zahlenbeispielen herausarbeiten und von diesen abgeson-
dert aussprechen kénnen.“ (Klein EvhS 1, S. 11)

Solche Aussagen wie diese Bemerkung am Ende des Kapitels zu den logischen
Grundlagen des Rechnens mit ganzen Zahlen begriindet Klein in der Regel nicht
weiter. Es ist jedoch anzunehmen, dass er eine theoretische Grundlegung der
Mathematik in den meisten Féllen schlicht fiir zu anspruchsvoll hilt. So deutet er
beispielsweise im Kapitel zum Logarithmus an, dass zwar ,,ein vollstindiges inne-
res Verstindnis solcher Probleme nur beim Ubergang ins kompleze Gebiet maglich
ist“ (Klein EvhS 1, S. 174f), er glaubt jedoch nicht, ,daf man den Durchschnitt
der Schiiler [...] so weit fithren kann®“ (Klein EvhS 1, S. 174).

Ungeachtet des hohen Anspruchs einer deduktiven mathematischen Fundierung
stellt Klein zumindest bei den Zahlbereichserweiterungen (vgl. Klein EvhS 1, S. 24-
82) generell in Frage, ob diese tiberhaupt notwendig sei, zumal den meisten Schii-
lern nicht nur die ,Fassungskraft* (Klein EvhS 1, S. 40), sondern vor allem auch das
Interesse fehle (vgl. Klein EvhS 1, S. 40). Klein pladiert beispielsweise dafiir, den
Schiiler nicht ,durch systematische Darlegungen zu ermiiden* (Klein EvhS 1, S. 82)
und folgert fiir die Einfiihrung der reellen Zahlen pragmatisch:
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»Der Knabe wird sich meist mit Angaben von beschrénkter Genauigkeit gern
zufrieden geben, eine Genauigkeit von ﬁ mm schon bewundernd anstau-
nen und gar nach unbeschrinkter Genauigkeit gewiss kein Verlangen tragen;
es geniigt also fiir diesen Durchschnitt, wenn man die Irrationalzahl an eini-
gen Beispielen nur im allgemeinen verdeutlicht, und so geschieht es wohl auch
meistens.“ (Klein EvhS 1, S. 40)

Im {ibrigen spricht Klein hier zudem das fiir seine Zeit recht moderne Konzept der
sogenannten Binnendifferenzierung an — wenn auch nur im Sinne einer Begabten-
forderung: Es gibe sicher ,besonders veranlagte Schiiler (Klein EvhS 1, S. 40),
denen diese Ausfithrungen nicht reichen. Es sei nun die Kunst des Lehrers, diesen
Schiilern weitere Einsicht zu geben, ,ohne die Interessen der Mehrheit zu verletzen*
(Klein EvhS 1, S. 40).

Forderung 4: Im Unterricht werden zwar mathematische Hintergriinde nicht
immer thematisiert. Dies darf aber nicht verschleiert oder gar ver-
leugnet werden.

Klein kritisiert generell, dass mathematische Theorien und Argumente oft in der
Schule genutzt werden, ,ohne sie beim Namen zu nennen® (Klein EvhS 1, S. 202).
Im Falle der Infinitesimalrechnung plidiert er allerdings (wie in Kapitel 9.1.4
beschrieben) dafiir, diese als Unterrichtsgegenstand explizit einzufiihren.

Wenn der mathematische Hintergrund nicht explizit wird, muss der Lehrer an sol-
chen Stellen ,,die Klippen und Untiefen genau kennen, an denen er seine Schiiler
vorbeifihrt* (Klein EvhS 1, S. 175). Entscheidend ist, dass Transparenz gewéhr-
leistet ist.? Besonders deutlich spricht Klein dies in seinen kritischen Bemerkungen
zur Einfiihrung der negativen Zahlen in der Schule an (vgl. Klein EvhS 1, S. 30):

So wird zu Kleins Zeit ,immer wieder die logische Notwendigkeit der Zeichenregeln
zu beweisen versucht” (Klein EvhS 1, S. 30), wie beispielsweise die Herleitung von
(—=b) - (—d) = +bd aus dem in Kapitel 3.2 vorgestellten geometrischen Beweis fiir
die Formel (a —b) - (¢ — d) = ac — ad — bc + bd. Dass die Giiltigkeit der letzten
Formel an die Bedingungen a > b und ¢ > d gekniipft ist, wird unterschlagen;
das tragende ,,psychologische Moment |[...] [wird] mit einem logisch beweisenden
Moment verwechselt“ (Klein EvhS 1, S. 30).

JGegeniiber dieser Praxis moéchte ich doch allgemein die Forderung aufstellen,
keinerlei Versuche zum Erschleichen unmdglicher Beweise zu machen; man sollte

9Viel spiter jat der Mathematikdidaktiker Arnold Kirsch hierzu den Begriff der ,jintellektuellen
Ehrlichkeit“ ins Spiel gebracht (vgl. hierzu Kirsch 1976).
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vielmehr [...] ihn selbst finden lassen, daf8 gerade diese auf dem Permanenzprin-
zip beruhenden Festsetzungen geeignet sind, einen gleichformig bequemen Algo-
rithmus zu liefern, wihrend jede andere Festsetzung bei allen Regeln immer zu
zahlreichen Fallunterscheidungen zwingen wirde. (Klein EvhS 1, S. 30)

Neben der Forderung nach Transparenz und der Warnung vor Verfalschung taucht
hier ansatzweise eine weitere didaktische Orientierung auf: Klein spricht im Zitat
das Prinzip des entdeckenden Lernens an.

Insgesamt lésst sich aus Rand- und Nebenbemerkungen Kleins schliefen, dass die-
ser unterrichtspraktische und insbesondere methodische Fragen vielfach explizit
mitgedacht hat.

9.3.2 Zum Bildungsauftrag der Mathematik

Die curricularen Festlegungen in der Meraner Reform enthalten Auffassungen
dazu, was der Schiiler aus dem Mathematikunterricht mitnehmen soll. Dazu gibt es
auch in Kleins Vorlesung deutliche Spuren, etwa zu der Frage Wieviel Mathematik
sollte der Laie kenmen?.

Klein fiihrt keine grundlegende Diskussion {iber den Bildungswert der Mathematik
oder den Bildungsauftrag des Mathematikunterrichts.'® Allenfalls kann man der
Forderung 8 entnehmen, dass er den Bildungsauftrag der Mathematik fiir den
Laien nicht darin sieht, die Mathematik in ihrer vollen Abstraktheit nachvollziechen
zu koénnen, sondern darum, das Prinzip und die Begriffe anhand konkreter Beispiele
verstanden zu haben. ,Aus voller Uberzeugung® (Klein EvhS 1, S. 18) schliet er
sich der in den Reformvorschldgen formulierten Forderung an, der Unterricht in
der Oberprima!! habe folgende Aufgaben zu erfiillen:

1. ein wissenschaftlicher Uberblick iiber den systematischen Aufbau der Mathe-
matik;

2. eine gewisse Fertigkeit in der vollstdndigen numerischen und graphischen
Behandlung von Einzelaufgaben;

3. eine Einsicht in die Bedeutung des mathematischen Denkens fiir die Natur-
erkenntnis und die moderne Kultur iiberhaupt. (Klein EvhS 1, S. 18)

10Zum Beispiel im Sinne der Analyse von Heymann zur allgemeinbildenden Funktion des Mathe-
matikunterrichts (Heymann 1984)

HMunsere heutige 13. Klasse
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Zusatzlich zu dieser eher allgemeinen Einschétzung hebt Klein in der Vorlesung
mathematische Erfahrungen hervor, die seiner Meinung nach unzureichend zur
Kenntnis genommen oder nicht verstanden werden:

Als Beispiel kann das Konzept des Unmdglichkeitsbeweises angefiihrt werden, wel-
ches in der ,modernen Mathematik* (Klein EvhS 1, S. 56) die Losung vieler alter
offener Probleme — wie die Dreiteilung des Winkels oder die Kreisteilung in sie-
ben Teile mit Zirkel und Lineal — lieferte. Klein bedauert, dass es ,erschreckend
viel Leute [gibt], die sich immer wieder mit diesen Aufgaben beschéftigen, |[...]
ohne die Problemstellung des Unmdglichkeitsbeweises auch nur zu kennen oder zu
verstehen®. Diese Laien versuchen mit vielen elementargeometrischen Vorschliagen
die unmoglichen Konstruktionen zu erzeugen und treten mit diesen Versuchen an
Mathematiker — und insbesondere auch an Mathematiklehrer — heran. Die Vorle-
sung soll darauf vorbereiten:(vgl. Klein EvhS 1, S. 56)12

»Els ist gut, wen Sie von vorneherein auf diese Erlebnisse vorbereitet sind und
wissen, woran Sie sich zu halten haben. Vielleicht kann es Thnen dann von Nutzen
sein, wenn Sie einen bestimmten Unmoglichkeitsbeweis in moglichst einfacher
Form beherrschen.“ (Klein EvhS 1, S. 56)

Klein spricht also mathematische Konzepte an, von dem seiner Meinung nach zu
wenig Leute Kenntnis haben, die jedoch zum mathematischen Allgemeinwissen
zéhlen sollten. Allerdings weifs er, dass der mathematische Laie auch an Grenzen
des Verstehens gelangen kann, die nicht ohne Weiteres zu tiberwinden sind:

,Ob der Beweis also einfach genug ist, um einen der frither charakterisierten
mathematischen Laien von der Vergeblichkeit seiner Versuche einer elementar-
geometrischen Losung zu iiberzeugen, das wage ich nicht zu entscheiden; immer-
hin sollte man doch versuchen, einem solchen Manne diesen Beweisgang langsam
und klar auseinander zu setzen. (Klein EvhS 1, S. 60)

Klein dokumentiert damit, dass er einerseits eine klare Vorstellung davon hat,
welches mathematische Metawissen fiir ihn dazugehoért, an welchen Stellen aber
auch kognitive Grenzen erreicht sind. Fiir dieses Ziel hat er wohl in erster Linie
die zukiinftigen Studenten der Mathematik, Natur- und Ingenieurwissenschaften
im Blick:

Dies wird auch bei der Forderung, die Infinitesimalrechung in der Schule einzufiih-
ren, deutlich:

»Die unabweisbare Notwendigkeit solcher Reformen liegt darin begriindet, daft
sie diejenigen mathematischen Begriffsbildungen betreffen, die heutzutage die
Anwendungen der Mathematik auf alle maglichen Gebiete durchaus beherrschen

I2Dje in Anfithrungszeichen gesetzten Stellen, sind der Quelle wortlich entnommen.
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und ohne die alle Studien an der Hochschule [. . .| génzlich in der Luft schweben*
(Klein EvhS 1, S. 240)

Festzustellen ist: Die mathematischen Inhalte und ihre Behandlung in der Schule
werden in der Vorlesung nicht alleine mit Blick auf ihren (allgemein-)bildenden
Wert beurteilt. Klein hat an zentraler Stelle der Vorlesung erkennbar den Anspruch,
die Schiiler auf ein mathematisches Studium vorzubereiten.

Zu den drei Hauptaufgaben der gymnasialen Oberstufe aus heutiger Sicht (Wissen-
schaftspropddeutik, vertiefte Allgemeinbildung und Studierfihigkeit (vgl. KMK-
Beschluss 2013, S. 5)) trigt Kleins Vorlesungskonzeption prinzipiell gleichermafen
bei. Am schwéchsten ausgearbeitet ist der Aspekt der fachbezogenen vertieften
Allgemeinbildung.

Zusammenfassung und Bilanz

In der Vorlesung nimmt Klein insofern eine didaktische Perspektive ein, als dass
er sich mit dem damals praktizierten Mathematikunterricht kritisch auseinan-
dersetzt und Verbesserungsvorschldge formuliert. Hauptkritik besteht darin, dass
der Unterricht vordergriindig dem Aufbau der algebraischen Analysis folgt — ein
wesentlicher Grund fiir die doppelte Diskontinuitat (vgl. Kapitel 1.4.2) — aber
bereits ,heimlich® mit systematischer Analysis bzw. Infinitesimalrechung argumen-
tiert wird.

Die daraus resultierenden Verstehenshiirden liefen sich, so Klein, durch die kon-
krete Einfiihrung der Infinitesimalrechnung — als Hohepunkt des funktionalen Den-
kens — umgehen. Er illustriert damit eine wesentliche Forderung der Meraner
Reform. Auch weitere Ziele wie die Starkung der Raumanschauung werden in der
Vorlesung thematisiert. Die Vorlesung kann somit als Umsetzung der Reformideen
durch eine gezielte Schulung der zukiinftigen Lehrer angesehen und Klein kann eine
curricular-didaktische Perspektive auf die Mathematik zugeschrieben werden.

Die Themen der Vorlesung wéhlt Klein mit Blick auf den aktuellen und den in der
Meraner Reform beschlossenen Lehrplan aus. Er trifft damit eine didaktische Vor-
entscheidung im Grieselschen Sinne. Mit den in der Vorlesung behandelten fach-
mathematischen Diskussionen lassen sich seine Analysen theoretisch als didaktisch
orientierte Sachanalysen und damit als stoffdidaktisch bezeichnen. Die Vorlesung
beinhaltet jedoch auch stoffdidaktische Arbeiten im engeren Sinne, bei denen laut
Griesel (1971) eine ,echte didaktische’ Vorentscheidung von Noéten ist, die tiber
die blofse Wahl des Gegenstands hinausgeht. Ein solches Beispiel ist bei Klein die
Einfiihrung des Logarithmus. Klein kann demnach eine stoffdidaktische Perspek-
tive zugeschrieben werden, die stellenweise iiber die rein didaktische orientierte
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Sachanalyse im Sinne Griesels hinausgeht. Gleichwohl bleiben aus heutiger Sicht
Desiderate:

Ob eine solche mit mathematischen und historischen Mitteln erarbeitete Hinter-
grundtheorie als Grundlage fiir Schulunterricht dienen kann, ldsst sich ndmlich
nicht abschlieffend kldren, sondern muss mit Hilfe empirischer, lernpsychologischer
oder normativ- bildungstheoretischer Methoden untersucht werden. So iiberrascht
es auch nicht, wenn Kleins Vorschlag, den Logarithmus iiber die Integration der
Hyperbel einzufiihren, aus heutiger Sicht als ,antididaktisch‘ bezeichnet und daher
abgelehnt wird.

Schliefslich lassen verschiedene Randbemerkungen auf eine generelle didaktische
Haltung schlieffen. Klein setzt sich mit Fragen der praktischen Umsetzung im
Unterricht und mit dem Bildungsauftrag der Mathematik auseinander. Erkennbar
ist, dass Klein bei der Wahl der Themen und des Vorgehens besonders die Bediirf-
nisse der zukiinftigen Mathematikstudenten im Blick hat — eine Auffassung, die
aus heutiger didaktischer Sicht nicht notwendig geteilt wird und bei einer Uber-
tragung des Kleinschen Vorlesungskonzepts in die heutige Zeit beachtet werden
muss.






Zwischenfazit Il — Hohere
Mathematik vom elementaren
Standpunkt?

Kleins erklértes Ziel ist es, in der Vorlesung eine Verbindung zwischen Schul- und
Hochschulmathematik herzustellen, um dadurch die doppelte Diskontinuitit zu
tiberwinden (vgl. hierzu Kapitel 1.4). Es kann angenommen werden, dass Klein mit
dem Terminus héherer Standpunkt in erster Linie seine in Kapitel 7 beschriebene
— und auf ihren Nutzen fiir den Schulunterricht befragte (vgl. hierzu Kapitel 7.4)
— fachmathematische Perspektive im Sinn hat.

In den Kapiteln 8 und 9 wurde dargelegt, dass Klein in der Vorlesung ganz bewusst
auch eine mathematikhistorische und eine mathematikdidaktische Perspektive ein-
nimmt, die ebenfalls in den zukiinftigen Schulunterricht der Horer direkt oder indi-
rekt als Hintergrundwissen einflieffen kénnen. Alle drei Perspektiven — die fachma-
thematische, die mathematikhistorische und die mathematikdidaktische — tragen
jede fiir sich und auf unterschiedliche Weise zur Bildung eines héheren Standpunkts
zur Elementarmathematik bei.

In der englischen Ubersetzung spricht man nicht von einem héheren sondern von
einem erweiterten (oder fortgeschrittenen) Standpunkt!'3. Versteht man den héhe-
ren Standpunkt zur Elementarmathematik ausschlieflich als ,Elementarmathe-
matik aus hochschulmathematischer Perspektive’, scheint die englische Uberset-
zung mit Blick auf die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit tatséchlich passender.
Im Folgenden spreche ich daher von einem erweiterten Standpunkt zur Elementar-
mathematik, der durch die Perspektiven Kleins spezifiziert werden kann:

Die fachmathematische Perspektive. Klein stellt aus fachmathematischer Per-
spektive einen Zusammenhang zwischen Schulmathematik und hoéherer Mathe-
matik her, indem er eine ganz spezifische fachmathematische Perspektive auf die
Themen der Schulmathematik einnimmt. Die Hochschulmathematik wird bei Klein
zum Hilfsmittel fiir eine prézise, aussagekriftige Darstellung und Durchdringung

13 Elementary mathematics from an advanced Standpoint®
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der Schulmathematik, umgekehrt inspiriert die Schulmathematik zu weiterfiihren-
den in der Hochschulmathematik behandelten Fragestellungen. (vgl. hierzu Kapitel
7).

Die mathematikhistorische Perspektive. Die fachmathematischen Darlegungen
werden ergénzt durch historische Exkurse und Bemerkungen, die den behandel-
ten Gegenstand in einen groferen Zusammenhang einordnen und im Sinne des
historisch-genetischen Prinzips einerseits den Verlauf der Vorlesung mitbestimmen
und andererseits Material und Hintergrundwissen fiir einen genetisch orientierten
Schulunterricht liefern sollen (vgl. hierzu Kapitel 8).

Die mathematikdidaktische Perspektive. Weiter fliefen in Kleins fachmathe-
matische Darstellungen durchgehend Berichte und Erérterungen mit konkretem
Bezug zur Schulpraxis ein, in denen eine kritische Haltung beziiglich schulcurricu-
larer Fragen darlegt wird und der mathematische Gegenstand auf seinen fiir die
Schule relevanten mathematischen Kern — im Sinne einer quasi stoffdidaktischen
Sachanalyse — befragt wird (vgl. hierzu Kapitel 9).

Die mathematikphilosophische Ergdnzung. Neben den drei in Kapitel 7 bis 9
vorgestellten Perspektiven lassen sich Anséitze einer mathematikphilosophischen
Sicht entdecken. Klein setzt sich mit Fragen der Erkenntnistheorie sowie Fragen
zum Wesen der Mathematik und zur mathematischen Arbeitsweise auseinander.
Dies geschieht jedoch weder systematisch noch ausfiihrlich, so dass nicht von einer
eigenstandigen und gleichberechtigten Perspektive gesprochen werden kann: Ledig-
lich im Kapitel zu den logischen Gesetzen des Rechnens mit ganzen Zahlen (Klein
EvhS 1, S. 11-17 , vgl. hierzu auch Kapitel 7) und im Zwischenstiick (Klein
EvhS 1, S. 82-92, vgl. hierzu auch Kapitel 6) nimmt sich Klein dieser Fragen
etwas ausfiihrlicher an. Meist begniigt er sich mit kurzen Randbemerkungen, die
die Horer fiir weiterfithrenden Fragen sensibilisieren kénnen, und iiberlédsst eine
detaillierte Erérterung explizit anderen:

~Was zunéchst den Zahlbegriff selbst angeht, so ist seine Wurzel dufserst schwer
aufzudecken. Am gliicklichsten fiihlt man sich vielleicht noch, wenn man sich
entschliefst, von diesen allerschwierigsten Dingen ganz die Hand zu lassen. Fiir
néhere Angaben iiber diese von den Philosophen stets sehr lebhaft erdrterten
Fragen verweise ich wieder auf den bereits genannten Artikel der franzdsischen
Enzyklopéadie und beschrianke mich auf einige ganz kurze Bemerkungen.”“ (Klein
EvhS 1, S. 11)

Merkmale des erweiterten Standpunkts zur Elementarmathematik bei Klein sind
damit aus der fachmathematischen Perspektive ein erhohter Abstraktionsgrad, eine
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formale Fachsprache, Rechtfertigung und Fundierung. Hinzu kommen aus mathe-
matikhistorischer Perspektive die Einordnung in den Gesamtzusammenhang und
Kenntnisse iiber die Entstehungsgeschichte der einzelnen mathematischen Gegen-
stdnde. Aus mathematikdidaktischer Perspektive wird eine reflektierte Haltung zu
Fragen des Schulcurriculums und des schulrelevanten mathematischen Gehalts der
einzelnen Gegenstinde gefordert. Dies wird ergénzt durch eine Sensibilisierung
fiir weiterfithrende erkenntnistheoretische und mathematikphilosophische Fragen.
Damit ist beschrieben, in welchem Sinne die Kleinsche Vorlesung einen hdéheren
(bzw. erweiterten) Standpunkt zur Elementarmathematik vermittelt.

Der vergangenen und aktuellen hochschuldidaktischen Diskussion liegt in Bezug
auf das Kleinsche Vorlesungskonzept meist ein eher intuitives Versténdnis des
Begriffs hoherer Standpunkt zugrunde. Die Verweise auf Kleins Vorlesung erfolgen
meist unreflektiert, ohne dass auf die eigentlichen Inhalte oder die Vorgehensweise
eingegangen und das Konzept hinterfragt wird. Auch Courant und Robbins (1962)
und Kirchgraber (2008) stellen das Kleinsche Konzept nicht in Frage, behaupten
aber beide es durch eine komplementére Sichtweise zu ergénzen:

Kirchgraber greift in seinem Vorlesungskonzept der fachwissenschaftlichen Vertie-
fung mit pddagogischem Fokus an der ETH Ziirich den Kleinschen Gedanken auf
und ergénzt ihn durch eine, wie er sagt, dazu ,symmetrische Sichtweise” (Kirch-
graber 2008, S. 149):

,Die Blickrichtung geht — metaphorisch gesprochen — nicht nur von oben nach
unten, sondern auch von unten nach oben. Es wird demnach unterschieden zwi-
schen

— Elementarmathematik vom héheren Standpunkt dhnlich wie bei Klein, und

— Mathematik vom elementaren Standpunkt.“ (Kirchgraber 2008, S. 148f)

Eine ahnliche Unterscheidung stellen auch Courant und Robbins (1962) in ihrem
Buch Was ist Mathematik? auf:

»Das Buch wendet sich an einen weiten Kreis: an Schiiler und Lehrer, an Anfan-
ger und Gelehrte, an Philosophen und Ingenieure. Es mag vielleicht als Ergén-
zung zu Felix Kleins klassischem Werke ,Elementarmathematik vom hoéheren
Standpunkte® betrachtet werden, indem es ,héhere Mathematik® von einem ele-
mentaren Standpunkte behandelt. (Courant und Robbins 1962, S. X)

Mit Blick auf die Analyse in der vorliegenden Arbeit kann diese Interpretation der
Kleinschen Vorgehensweise verwundern: Die Inhalte des Werks Was ist Mathema-
tik? — von den Autoren als hthere Mathematik bezeichnet — {iberschneiden sich
zu grofen Teilen mit den Inhalten der Kleinschen Vorlesung. Dies steht im Ein-
klang mit den Ergebnissen aus Kapitel 7. Dort wurde herausgearbeitet, dass Klein
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in seiner Vorlesung an vielen Stellen Themen behandelt, die weit iiber die Schul-
bzw. Elementarmathematik hinausgehen. Die Darstellung der Inhalte erfolgt dabei
mithilfe der in den Kapiteln 2 bis 5 beschriebenen Prinzipien so, dass ,alles ein
ganz elementares, leicht fafliches Aussehen* (Klein EvhS 1, S. 241) erhélt. Nimmt
damit nicht auch Klein selbst einen elementaren Standpunkt zur héheren Mathe-
matik ein?

Mithilfe der Analyseergebnisse konnen Argumente angefiihrt werden, die diese
These stiitzen. Als Bezugsrahmen wéhle ich die von Kirsch (1977) vorgestellten
Aspekte des Vereinfachens, da dieser — analog zu Klein — das Vereinfachen bzw. das
Elementarisieren in diesem Zusammenhang mit Zugdnglich-machen identifiziert

(vgl. Kirsch 1977, S.87).1

Kirsch stellt vier verschiedene Aspekte des Vereinfachens vor: Zugénglich-machen
durch Hinzunahme des Umfeldes der Mathematik, durch Konzentration auf den
mathematischen Kern des Gegenstandes, durch Anerkennen und Aktivieren von
Vorwissen und durch Wechsel der Reprisentationsform. Er selbst bezieht sich
dabei ausschlieflich auf den Schulunterricht (vgl. Kirsch 1977, S. 89). Meines
Erachtens lassen sich diese Aspekte aber auch nahezu direkt auf hochschulma-
thematische Vorlesungen iibertragen und vor allem in der Kleinschen Vorlesung
entdecken:

Hinzunahme des ,,Umfeldes” der Mathematik. Beim ersten Aspekt des Verein-
fachens soll, so Kirsch, dem Lernenden durch das Einbeziehen von Realitdtsbe-
ziigen und Begriffsgenese der Zugang erleichtert werden (Kirsch 1977, S. 92). In
diesem Sinn zieht auch Klein das Umfeld der Mathematik hinzu — einerseits durch
das Prinzip der Anwendungsorientierung (vgl. hierzu Kapitel 4) andererseits durch
das genetisches Prinzip (vgl. hierzu Kapitel 5) bzw. durch die historische Perspek-
tive (vgl. hierzu Kapitel 8).

Konzentration auf den mathematischen Kern des Gegenstandes. Scheinbar
komplementdr zum vorangegangenen Aspekt ist die Idee der Konzentration auf
den mathematischen Kern durch , Abstreifen aller genetischen Elemente und Rea-
litdtsbeztige* (Kirsch 1977, S. 90). Im Rahmen seiner quasi stoffdidaktischen Ana-
lysen strebt auch Klein die Konzentration auf den mathematischen Kern an, dies
geschieht aber nicht vollig losgelost von der Genese des Gegenstands (vgl. hierzu
Kapitel 9.2).

14 Zur Erinnerung: Klein versteht all das als elementar, was sich ,,ohne lang fortgesetztes beson-
deres Studium fiir einen Knaben mittlerer Begabung zugénglich“ (Klein 1904, S. 9) machen
lasst (vgl. Kapitel 1.3).
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Anerkennen und Aktivieren von Vorwissen. Zusétzlich geht es Kirsch darum,
,dafs die Schiiler im Unterricht ermutigt werden, vorhandenes Vorwissen, auch aus
anderen Bereichen als der Mathematik, einzubringen und zu mobilisieren“ (Kirsch
1977, S. 93). Klein aktiviert in der Vorlesung Vorwissen — nidmlich aus voran-
gegangenen Veranstaltungen—, aber nicht unbedingt im Verstdndnis von Kirsch,
bei dem vorhandenes Wissen genutzt wird um neue Inhalte zu erschliefen. In
Kleins Elementarmathematik wird das Vorwissen aus den vorangegangenen Vorle-
sungen nicht an neue hohere, sondern an zugrunde liegende Inhalte angebunden:
Es geht um eine Einbettung der Schulmathematik in die Hochschulmathematik.
Klein schaut damit, anders als von Kirsch verstanden, in den meisten Féllen tat-
séchlich — in der Sprechweise von Kirchgraber (2008) — ,von oben nach unten‘.

Wechsel der Reprasentationsform. Das auffalligste Mittel des Elementarisierens
bei Klein ist die Veranschaulichung (vgl. hierzu Kapitel 3). Mathematische Gegen-
stdnde konnen, so Kirsch, durch Veranschaulichung oder allgemeiner durch einen
+Wechsel des Darstellungsmediums® (vgl. Kirsch 1977, S. 99) zugénglich gemacht
werden. Nach Bruner (1973) kann dabei zwischen enaktiven, ikonischen und symbo-
lischen Représentationen unterschieden werden. Klein nutzt mit seinen geometri-
schen Veranschaulichungen hauptséchlich ikonische Reprisentationen. Hinzu kom-
men verbale und damit symbolische Représentationen in Form von Metaphern
(vgl. hierzu Kapitel 3.1).

Insgesamt kann die aufgestelle These, Klein nehme einen elementaren Standpunkt
zur hoheren Mathematik ein, plausibilisiert werden. Kleins Vorlesung konnen damit
zwei Komponenten zugesprochen werden, die sich symmetrischer Sichtweisen bedie-
nen. Klein nimmt sowohl einen héheren bzw. erweiterten Standpunkt zur FEle-
mentarmathematik ein als auch einen elementaren Standpunkt zur héheren Mathe-
matik.






Kapitel 10

Vergleich mit alternativen
zeitgenossischen Konzepten

Uber die Notwendigkeit elementarmathematischer Vorlesungen bestand zu Kleins
Zeit breiter Konsens: Kleins Haltung zur Lehrerbildung wurde auch von anderen
renommierten Mathematikern seiner Zeit eingenommen. Ende des 19. Jahrhun-
derts hielt daher nicht nur Felix Klein elementarmathematische Vorlesungen, die
die Kluft zwischen Schul- und Hochschulmathematik verkleinern und eine Art
,hoheren Standpunkt® zur Schulmathematik vermitteln sollten. Zwei weitere Bei-
spiele hierfiir sind

— die Enzyklopidie der Elementarmathematik von Heinrich Weber und Josef
Wellstein, die sich durch einen systematischen Aufbau und einen hauptséch-
lich fachmathematischen Blick auf die schulmathematischen Gegensténde
auszeichnet, und

— das Repetitorium zur Elementarmathematik von Franz Wilhelm Meyer, das
im Gegensatz zur Kleinschen Vorlesung, bereits am Anfang des Studiums von
der Schulmathematik ausgehend, zur héheren Mathematik hinfiihren will.

Ungeféhr dreiffig Jahre nach Verdffentlichung der Weberschen Enzyklopdadie und
der Kleinschen Elementarmathematik stellt Toeplitz das Konzept einer Vorlesung,
die einen hoheren Standpunkt entwickeln soll, generell in Frage. Thm zufolge kann
ein solcher Standpunkt nur dann beim Studenten erzeugt werden, wenn er ein
Bestandteil jeder einzelnen Veranstaltung im Studium ist. Er wirft beiden Vor-
lesungen vor, einen zu stark enzyklopddischen Charakter zu haben. Beziiglich der
Elementarmathematik vom héoheren Standpunkt von Klein kann diese Einschétzung
mit Hilfe der vorangegangenen Analyse relativiert werden, zumal Toeplitz bei der
Entwicklung ,seines hoheren Standpunkts‘ d&hnliche Prinzipien und Perspektiven
mitdenkt, wie sie fiir Klein in den vorausgegangenen Kapiteln herausgearbeitet
wurden. Die Tragfihigkeit einer einzelnen Uberblicksvorlesung ohne geeignete Vor-
arbeit wihrend des Studiums kann jedoch mit Toeplitz hinterfragt werden.
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Das vorliegende Kapitel verfolgt mehrere Ziele. Einerseits wird die Vorlesung
Kleins in die damalige Diskussion eingeordnet. Der Vergleich mit alternativen Vor-
lesungskonzepten erdffnet eine Bandbreite an zusétzlichen Facetten eines hohe-
ren Standpunkts, die auch in die aktuelle Diskussion um ein lehramtsgerechtes
Mathematikstudium einbezogen werden kénnen. Andererseits wird die Elementar-
mathematik vom héheren Standpunkt, von einer Auflenperspektive aus, einer kri-
tischen Reflexion beziiglich ihrer Intention und ihrer Tragfihigkeit unterzogen
und schliefslich zeigen insbesondere die Abschnitte zu Webers Enzyklopddie der
Elementarmathematik und Meyers Repetitorium zur Elementarmathematik, inwie-
fern die in den beiden Hauptteilen der vorliegenden Analyse herausgearbeiteten
Kleinschen Prinzipien und Perspektiven als Folie fiir einen systematischen Ver-
gleich lehramtsspezifischer elementarmathematischer Vorlesungen genutzt werden
konnen.

10.1 Zur Notwendigkeit elementarmathematischer
Vorlesungen

Bereits ab Mitte des 19. Jahrhunderts begann man von Seiten der Universitat,
eine wachsende Kluft zwischen Schule und Hochschule zu beklagen. Diese machte
sich auf unterschiedlichen Ebenen bemerkbar, die sich gegenseitig bedingen:

— Es existierten zunehmend weniger inhaltliche Uberschneidungen zwischen
Schul- und Hochschulmathematik. Die Universitét geriet in die Gefahr, spe-
ziellere Themen zu behandeln und den Bezug zur Realitét zu verlieren (vgl.
Lorey 1916, S.525).

— Auch das methodische Vorgehen unterschied sich immer stirker: Wéhrend in
der Schule die Anschauung grofen Raum einnahm?, gewann in der Forschung
die logische Begriindung und Deduktion an Bedeutung. Man sprach von der
JKrise der Anschauung‘ (vgl. Volkert 1986).

— Lehrer der héheren Schulen nahmen immer weniger am wissenschaftlichen
Diskurs der Universitéiten teil. Eigene Forschungsaktivitiat wurde selten (vgl.
Lorey 1916, S. 252).

— Umgekehrt verlor die Universitéit die Lehrer und deren Bediirfnisse aus dem
Blick: Der Hochschulunterricht richtete sich an die zukiinftigen Forscher; ,.dafs

1Klein schreibt dazu beispielsweise: ,Bei den Lehrern unserer Gymnasien wird die Notwendigkeit
eines an Anschauung anschlieffenden mathematischen Unterrichts im Augenblich vielfach so
stark betont, dafs man gezwungen ist, zu widersprechen und umgekehrt die Notwendigkeit
eingehender logischer Entwicklungen zu betonen.“ (Klein 1921, S. 239)
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die Mehrzahl der Studierenden spéter an hoheren Schulen die Elemente zu
lehren haben wird, [trat] [...] scheinbar ganz in den Hintergrund.* (Stéckel
1905, S. 524 )

Bemiihungen um inhaltliche und methodische Verbindungen.

Diese Kluft begann man, wie Klein in seiner Elementarmathematik berichtet (vgl.
Klein EvhS 1, S. 1), Ende des 19. Jahrhunderts von beiden Seiten her zu verklei-
nern.

Auf der inhaltlichen Ebene einerseits, indem man das mathematische Schulcurri-
culum anpasste und zumindest auch fiir die Hochschule relevante Themen einflie-
fen lieft — die Einfiihrung der Differential- und Integralrechnung ist ein typisches
Beispiel —, andererseits indem man von Seiten der Universititen Elementarmathe-
matik als Forschungobjekt unter aktueller hochschulmathematischer Perspektive
wiirdigte (vgl. Stackel 1905, S. 525f).

Die methodische Frage nach Wert und Bedeutung der Anschauung wurde zumin-
dest als hochschuldidaktische Frage in Bezug auf die Anfingervorlesungen stark
diskutiert. Pringsheim und Klein gelten als Vertreter der beiden extremen Positio-
nen, die sie in den Jahresversammlungen der deutschen Mathematikvereinigung
vertraten (vgl. Pringsheim 1897, 1899; Klein 1899). Pringsheim betonte in diesen
Vortrdgen den ,arithmetischen Standpunkt und lehnt|e| grundsétzlich die auf leb-
hafter Anschauung beruhenden padagogischen Tendenzen ab* (Lorey 1916, S. 273).
Klein hingegen war der Meinung, dass, ohne der Logik und abstrakten Deduktion
ihre Bedeutung absprechen zu wollen, erst durch die Anschauung, der ,Sinn und
Zweck der mathematischen Behandlungen® (Klein 1899, S. 132) deutlich wird. Die
Diskussion wurde von weiteren Mathematikern aufgegriffen, die unterschiedliche,
zum Teil weniger absolute Meinungen vertraten. So duflerte Meyer beispielsweise,
eine Vorlesung sei nur dann erfolgreich, wenn das Verhéltnis von Anschauung und
Strenge der Entscheidung des jeweiligen Dozenten obliegt:

LAuf die zur Zeit actuelle Frage, welches Mafs von Abstractkeit einerseits, von
Anschaulichkeit andererseits der Hochschulunterricht in den Elementen der héhe-
ren Analysis aufweisen soll, will ich hier nicht eingehen und hoéchsten bemer-
ken, daft man zum giinstigen Durchschnittsresultat gelangenen wird, wenn jeder
Docent (innerhalb natiirlicher Grenzen) seiner ausgesprochenen Individualitit
folgen darf.“ (Meyer 1899, S. 147)

Bemiihungen um ein lehramtsgerechtes Mathematikstudium.

Insbesondere rang man um ein Mathematikstudium, welches die Bediirfnisse der
Lehramtsstudenten einbezog. Man ging von der auch damals anerkannte These
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aus, ,daf der Lehrer [...] auf einem wesentlich hoheren Standpunkte [zu] ste-
hen* (Meyer 1899, S. 148) habe als der Schiiler. Der Lehrer muss, so beispiels-
weise Killing, nicht nur das wissen, was er seinem Schiiler beibringt, sondern jede
mathematische Frage von der wissenschaftlichen Seite beurteilen kénnen (vgl. Kil-
ling 1913, S. 30), damit er einerseits dieses Wissen produktiv forschend einsetzen,
andererseits einen reflektierten und angemessenen Unterricht halten kann:

Er soll volles Verstandnis von allem dem besitzen, was er im Unterricht behan-
delt. Erst dann kann er beurteilen, wieweit es moglich ist, auch bei seinen Schii-
lern ein tieferes Verstdndnis anzubahnen. (Killing 1913, S. 30)

Die Erfahrung zeigte jedoch, dass der Student und zukiinftige Lehrer diesen hohe-
ren Standpunkt nicht von alleine entwickeln konnte und es daher notwendig war,
,der grofen Menge der Studierenden der Mathematik bei dem Briickenbau behilf-
lich zu sein“ (Lorey 1916, S. 267) — eine universitire Aufgabe, auf die Lorey
zufolge erstmals Klein bei der Gottinger Versammlung des Vereins zur Forderung
des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts hinwies (vgl. Klein
1921, S. 1).

Elementarmathematische Vorlesungen als entscheidendes Element. Mit die-
sem Ziel wurden ab Ende des 19. Jahrhunderts einerseits zahlreiche Lehrbiicher
veroffentlicht, die die Elementarmathematik in angemessener Weise aufzubereiten
versuchten (vgl. bspw. Killing und Hoverstadt 1910; Enriques 1907; 1911; Féarber
u. a. 1909-1915), andererseits werden spezielle elementarmathematische Vorlesun-
gen implementiert.

Prinzipiell war die Idee, elementarmathematische Inhalte ins Studium zu integrie-
ren, nicht neu. Elementarmathematische Vorlesungen waren bereits im 18. Jahr-
hundert an vielen Universitdten mit kurzen Unterbrechungen fester Bestandteil des
Mathematikstudiums. In Miinster wurden sie sogar fest in der Priifungsordnung
fiir Lehramtskandidaten verankert:

,Der Kandidat soll nicht allein in den héheren Teilen der Mathematik [...] zu
Hause sein, sondern er soll auch in den verschiednenen Teilen der Elementar-
mathematik, soweit sie in den Bereich des Gymnasialunterrichts fallen, vollig
gegenwartig sein. (zitiert nach Lorey 1916, S. 263)

Dahingehende Bestrebungen bestanden jedoch meist aus einzelnen Veranstaltun-
gen oder Ubungen und gaben damit den Studenten weder ,einen guten Uberblick
tiber das spéter von ihnen zu lehrende Gebiet* (Lorey 1916, S. 267), noch lieferten
sie ,,die Erkenntnis von der Bedeutung der Hoheren Mathematik fiir die Elementare
Mathematik* (Lorey 1916, S. 267).
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Mit seiner Vorlesung zur Enzyklopidie der Elementarmathematik und das zuge-
horige dreibandige Werk ging Weber {iber diese ,vereinzelten Unternehmungen*
(Lorey 1916, S. 264) deutlich hinaus und leistete damit, so Lorey, einen entschei-
denden Beitrag zur Uberbriickung der beanstandeten Kluft zwischen Schule und
Hochschule (vgl. Lorey 1916, S. 264f). Weitere Beispiele solcher Vorlesungskon-
zepte priisentierten beispielsweise Meyer (1899) und Stéickel (1905).2

Beispiel eines Vorlesungskonzepts: Paul Stickel. In einem Vortrag Uber die
Notwendigkeit elementarmathematischer Vorlesungen an deutschen Universitditen
stellte Stéckel ein Konzept vor, das auf den ersten Blick viele Gemeinsamkeiten
mit dem in dieser Arbeit herausgearbeiteten Vorgehen Kleins aufweist:

Auch er pladiert dafiir, Vorlesungen dieser Art am Ende des Studiums einzu-
planen, da sie die ,Reife des Urteils voraussetzen® (Stéckel 1905, S. 527). Zudem
benennt er wichtige Kriterien einer solchen Vorlesung, die sich in Kleins fachmathe-
matischer und mathematikhistorische Perspektive widerspiegeln — das spezifisch-
mathematische sowie das historisch-literarische Moment. Die in einer solchen Vor-
lesung betrachteten Gegensténde sollen, vergleichbar mit Klein, nicht direkt im
Unterricht angewendet werden, sondern ,einen guten Teil zur Vertiefung und Berei-
cherung des Unterrichts beitragen |[...], indem sie sozusagen dessen potentielle
Energie steigern* (Stéckel 1905, S. 530).

Ein pddagogisches Moment, etwa im Sinne der didaktischen Perspektive bei Klein,
ist in diesem Vorlesungskonzept hingegen nicht erkennbar (vgl. Lorey 1916, S. 268);
héchstens ansatzweise, wenn man annimmt, dass das literarisch-historische Moment
im Sinne des historisch-genetischen Prinzips in die Schule einfliefsen kann:

Geschichtliche Einsicht hat aber fiir den Lehrer noch héheren Wert. Was uns
jetzt als selbstverstandlich erscheint, ist das Ergebnis langer Entwicklungen.
Daher gibt das Studium der Geschichte Verstdndnis fiir die Schwierigkeiten,
die iiberwunden werden mufsten, damit auch nur die allereinfachsten mathe-
matischen Wahrheiten errungen wurden. Der historisch gebildete Mathematiker
wird deshalb die N6te des Schiilers begreifen und mitfiihlen, der in die Elemente
einzudringen sich miiht.* (Stéckel 1905, S. 529)

Stéckel lehnt eine ,systematische Ausbildung in der mathematischen Padagogik®
(Stéckel 1905, S. 524) ab. Die Studienzeit sei dem theoretischen Lernen vorbe-
halten, ,ist sie doch fiir den Lehrer in den meisten Féllen die einzige Zeit seines
Lebens, wo er, noch frei von den Fesseln des Amtes, sich in voller Begeisterung
allem Guten, Schonem und Wahrem widmen darf“ (Stéckel 1905, S. 524). Ziel
von elementarmathematischen Vorlesungen ist es daher, durch inhaltliche Betrach-
tungen mogliche Uberschneidungen zwischen Schul- und Hochschulmathematik zu

?Die Ansitze von Weber und Meyer werden in den Abschnitten 10.2 und 10.3 genauer diskutiert.
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beschreiben und Anregungen fiir moégliche eigene Forschungsgegenstinde zu geben,
die in enger Verbindung mit den Inhalten des schulischen Unterrichts stehen (vgl.
Stéackel 1905, S. 529). Die historischen Passagen er6ffnen zudem ein weiteres For-
schungsfeld:

wDaf ein vielbeschéftigter Lehrer gleichzeitig mathematisch-produktiv tétig ist,
wird leider immer schwieriger [...]. Dagegen bietet die geschichtliche Forschung
noch weitere Probleme, deren Losung von Interesse ist |. .. |. Fiir solche geschicht-
liche Forschungen scheinen mir besonders die Lehrer an den humanistischen
Anstalten berufen zu sein [...].* (Stéckel 1905, S. 530)

Zum pddagogischen Anteil in elementarmathematischen Vorlesungen. Der
Meinung Stéckels schlossen sich zu seiner Zeit viele an. Fiir die paddagogische Aus-
bildung sei das Seminar verantwortlich. Die Universitédt habe sich ausschlieflich
um die fachwissenschaftliche Ausbildung zu kiimmern (vgl. Lorey 1916, S. 268f).
Eine Besonderheit von Kleins Flementarmathematik bestand darin, dass er — wie in
Kapitel 9 beschrieben — péddagogische bzw. didaktische Elemente einfliefen liefs.

Kleins Vorlesung unterscheidet sich jedoch nicht nur durch ihre didaktischen Ele-
mente von anderen elementarmathematischen Vorlesungen. Im Folgenden wird die
Elementarmathematik vom hoéheren Standpunkte aus mit zwei typischen zeitgenos-
sischen Vorlesungskonzepten zu dieser Zeit verglichen. Besonders der Vergleich der
fachmathematischen Perspektive erweist sich dabei als ertragreich.

10.2 Eine konservative Umsetzung: Heinrich
Weber?

Eines der bis heute bekanntesten Beispiele elementarmathematischer, lehramts-
spezifischer Vorlesungen zu dieser Zeit ist neben Kleins Vorlesungsreihe die Enzy-
klopddie der Elementarmathematik, die von Heinrich Weber zusammen mit dem
Lehrer und Kollegen Josef Wellstein als dreibéndiges Werk herausgegeben wurde.

10.2.1 Biographische und bibliographische Notiz

B ist eine schmiegsame und doch wieder energische Natur und besitzt eine wun-
derbare Fahigkeit, leicht in ihm zunéchst fremde Auffassungen einzudringen, so
z.B. in die Riemannsche Funktionentheorie und die Dedekindsche Zahlentheorie.
Diese seine Anpassungsfahigkeit hat es ihm ermdglicht, auf fast allen Gebieten

3Eine Kurzfassung dieses Kapitels ist veréffentlicht in Allmendinger (2014).
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unserer Wissenschaft in den letzten Dezennien mitzuarbeiten und die umfas-
senden Lehrbiicher, den Weber—Wellstein, den Riemann—Weber, die Algebra zu
schaffen, die wir alle kennen und benutzt haben.“ (Klein 1926, S. 275)

Heinrich Martin Weber (1842 — 1913) war ein deutscher Mathematiker. Er stu-
dierte in Heidelberg, Leipzig und Koénigsberg und wirkte ab 1869 an der ETH
Ziirich, an der Albertus-Universitit Konigsberg, sowie in Charlottenburg (an der
heutigen TU Berlin), Marburg, Gottingen, Giefen und Strafburg. Zudem gehort er
zusammen mit Klein zu den Griindungsmitgliedern der deutschen Mathematiker-
Vereinigung.

Weber arbeitete auf dem Gebiet der partiellen Differentialgleichungen in der mathe-
matischen Physik und ihren Anwendungen auf Wéirmelehre, Hydrodynamik und
Elektrizitdtstheorie. Weiter verdffentlichte er, unter anderem zusammen mit Dede-
kind, Ergebnisse zu abelschen, elliptischen und Besselschen Funktionen. Grofen
Einfluss hatten seine Resultate zur Algebra und Zahlentheorie, insbesondere zur
Darstellungstheorie der Gruppen und zur Korpertheorie. (vgl. bspw. Voss 1914).

»Und wihrend bei manchen Mathematikern im Laufe ihrer Entwicklung eine
Verschiebung ihrer wissenschaftlichen Interessen [.. .| stattzufinden scheint, |...]
ist Weber in seiner Universalitit sich immer gleichgeblieben.“ (Voss 1914, S. 435)

Seine Arbeiten zeichnen sich durch eine grofe Vielfalt aus, die nicht zuletzt auch
durch seine Mitarbeit an der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften
deutlich wird, die er zusammen mit Klein und Meyer mit dem Ziel einer ,Gesamt-
darstellung der mathematischen Wissenschaften nach ihrem gegenwértigen Inhalt
an gesicherten Resultaten (Arndt 1935, S. 100) initiierte.

Neben seinem forschenden Interesse an der Mathematik beschéftigte sich Weber
auch intensiv mit Fragen des Unterrichts an Schulen und Hochschulen. Aus organi-
satorischer Sicht trat er beispielsweise ,,im Interesse der Einheit der wissenschaftli-
chen Ausbildung® (Voss 1914, S. 443) fiir die Angliederung der technischen Hoch-
schulen an die Universititen ein. Zudem verdffentlichte er mehrere Lehrbiicher, in
denen er es sich, zum Teil mit Kollegen, zur Aufgabe machte, Gegenstéinde der
Universitats- und Elementarmathematik in systematisch geordneter Form vorzu-
stellen.

Die im Eingangszitat erwdhnten Beispiele hierfiir stiefsen bereits zu Webers Zeit
auf groe Aufmerksamkeit: ,die Algebra* — das Lehrbuch der Algebra in zwei Ban-
den (vgl. Weber 1921), ,der Riemann—Weber" — Partielle Differentialgleichungen
in der mathematischen Physik, an Riemanns Vorlesungen angelehnt (vgl. Weber
und Riemann 1910) und ,der Weber-Wellstein“ — die Fnzyklopdadie der Elementar-
mathematik (vgl. Weber und Wellstein 1909), welche in diesem Kapitel Gegenstand
der Untersuchung sein wird.
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Alle drei Werke sollen dabei gleichsam in die Grundlagen einfiihren, ,zu hohe-
ren Theilen geleiten (Weber 1923, Ankiindigung) und mogliche Forschungsfragen
benennen. Dabei bemiiht sich Weber um einen Aufbau, der weitestgehend unab-
héngig von anderen Lehrbiichern ist (Weber und Wellstein 1909, S. vi) und — aus
padagogischen Griinden — eher konservativ zunéchst die aktuellsten Entwicklun-
gen der Forschung umgeht. So wird der abstrakte Gruppenbegriftf beispielsweise
erst im zweiten Band des Lehrbuchs der Algebra eingefiihrt:

,Par exemple [...] la notion abstraite de groupe n’est introduite dans le Lehr-
buch der Algebra qu’au début du deuxiéme tome.“ (Schappacher und Volkert
2005, S. 5)

Im Folgenden soll nun eine kurze Einfiihrung und ein Uberblick iiber die Enzyklo-
padie der Elementarmathematik gegeben werden. Das Werk wird anschliefsend auf
Grundlage der vorangegangenen Erorterungen mit Kleins Elementarmathematik
vom hoheren Standpunkte aus verglichen.

10.2.2 Enzyklopadie der Elementarmathematik

Um das Problem der doppelten Diskontinuitét zu iiberwinden, hielt Weber bereits
1888 in Giefen erstmals Vorlesungen zur Elementarmathematik, die den Lehrer auf
seinen zukiinftigen Unterricht vorbereiten sollten. Diese Tradition setzte er auch in
Gottingen und schlieflich Strafsburg fort (Schappacher und Volkert 2005, S. 10), wo
er von dem Lehrer, Privatdozenten und Mathematikhistoriker Max Simon unter-
stiitzt wurde.

An diese Vorlesungen angelehnt entstand zusammen mit dem Lehrer und Straf-
burger Kollegen Josef Wellstein die Enzyklopddie der Elementarmathematik, ein
Handbuch fiir Lehrer und Studierende in drei Banden:

— Elementare Algebra und Analysis (H. Weber und J. Wellstein, 1903)
[oft zitiert als: Arithmetik, Algebra und Analysis]

— Elemente der Geometrie (H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobsthal, 1905)

— Angewandte Elementarmathematik (H. Weber, J. Wellstein und R. Weber,
1907)

Die Enzyklopéddie war bereits zu Webers Zeit ein grofer Erfolg. Alleine vom ers-
ten Band gab es fiinf, zum Teil iberarbeitete Auflagen — die letzte nach seinem
Tod 1934. Das Werk ersetzte beispielsweise Die Elemente der Mathematik von
Baltzer (1885) und die Elemente von Borel (1908) (vgl. Schappacher und Volkert
2005, S. 10) und wurde als Basisliteratur fiir Lehrer hoherer Schulen gepriesen:
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»- - -] DaR ein Hochschullehrer von der Bedeutung des Verfassers die Elementar-
Mathematik von hoherer Warte aus behandelt und mustergiiltig darstellt, ist
selbstverstdndlich. Jeder Lehrer, jeder Studierende mufs das Werk, welches nicht
nur in methodischer, sondern auch in systematischer Hinsicht von Bedeutung
und daher eine wichtige Erscheinung der elementaren mathematischen Literatur
ist, besitzen und studieren.” Rezension aus der Zeitschrift fiir lateinlose héhere
Schulen (zitiert nach Weber 1923)

Zur Wahl der Inhalte der Enzyklopadie. Der erste Band der Reihe enthélt drei
,Biicher”, eines zu den Grundlagen der Arithmetik, eines zur Algebra und ein letztes
zur Analysis. Im ersten Buch werden die unterschiedlichen Zahlbereiche, die damit
verbundenen Rechenoperationen, lineare und quadratische Gleichungen sowie Per-
mutationen und moégliche Anwendungen behandelt. Im zweiten Buch werden alge-
braische Gleichungen und Hauptsétze der Algebra vorgestellt. Der Schwerpunkt
wird auf das algebraische und numerische Losen von Gleichungen gelegt. Im Buch
zur Analysis werden in den ersten Auflagen zunéchst nur unendliche Reihen und
Produkte sowie die Transzendenz von 7t und e thematisiert, in der dritten Auflage
kommt ein Kapitel zur Differential- und Integralrechnung hinzu:

,Von bedeutenderen Anderungen habe ich noch den 275" Abschnitt zu erwih-
nen, der die ersten Elemente der Differential- und Integralrechnung behandelt.
Es hat in der letzten Zeit eine Bewegung in dem mathematischen Unterrichte
eingesetzt, die dahin geht, von vorneherein die Begriffe der veranderlichen Gro-
Ben und der Funktionen zum Versténdnis zu bringen [...] Dieser Weg fiihrt
naturgemaf zu den Grundbegriffen der Differentialrechnung |...].“ (Weber und
Wellstein 1909, S. x)

Der zweite Band beschéftigt sich mit den Grundlagen der Geometrie, der Trigono-
metrie und der analytischen Geometrie und Stereometrie. Besonderes Augenmerk
kann hier auf den ersten Teil des Bandes gelegt werden, in welchem gezeigt wird,
,dal hier wirklich ernsthafte [erkenntnistheoretische, H.A.] Fragen vorliegen, die
auch den Mathematiker angehen* (Weber u. a. 1915, S. vf), wihrend der zweite
und dritte Teil als Vorbereitung fiir die im dritten Band behandelten Anwendun-
gen verstanden werden kann (vgl. Weber u. a. 1915, S. v).

Der dritte Band der Enzyklopddie widmet sich schlieflich den Anwendungen, wobei
Weber und Wellstein die Hilfe von Fachleuten der jeweiligen Anwendungen in
Anspruch nehmen: Fiir den ersten Teil zur mathematischen Physik ist Webers
Sohn und Professor der Physik Rudolph Weber mitverantwortlich und in spéteren
Ausgaben alleiniger Autor. Im zweiten Teil zur darstellenden Geometrie, graphi-
schen Statik, Wahrscheinlichkeitsrechnung, politischen Arithmetik und Astronomie
arbeiten ab der zweite Auflage der Finanzmathematiker Heinrich Bleichinger und
der Astronom Julius Blauschinger mit.



146 Kapitel 10 Vergleich mit alternativen zeitgendssischen Konzepten

Weber zufolge kann die Festlegung der Inhalte der Elementarmathematik entweder
nach dem wissenschaftlichen Prinzip oder dem padagogischen Prinzip erfolgen. Mit
ersterem wird nach mathematischen Gesichtspunkten individuell fiir jedes Gebiet
entschieden, was zu den Elementen zu gehoren hat, was von grofem Wert fiir die
Begriffsbildung sein kann (vgl. Kapitel 1.3). Aus padagogischer Sicht sei diese Ein-
teilung, so Weber, jedoch wertlos. Hier habe man stattdessen alles zur Elementar-
mathematik zu zéhlen, was sich im Unterricht verwenden lasst und verwendet
werden soll. Damit héngt die Auswahl von den jeweiligen Zielen des Unterrichts
ab. Die Entscheidung, was Elementarmathematik ist, haben daher in erster Linie
Piadagogen zu treffen, Wissenschaftler bzw. Mathematiker kénnen lediglich unter-
stiitzend mitwirken (vgl. Weber 1903, S. 393f). Dieser Haltung folgend entfaltet
Weber in seiner Enzyklopidie damit, anders als Klein, keine curricularen Reform-
gedanken, sondern orientiert sich am damaligen Lehrplan der Schule. Besonders
deutlich wird dies im ersten Band, in dem er erst nach der Meraner Reform und
den damit verbundenen curricularen Anderungen die Differential- und Integral-
rechnung in sein Werk einarbeitet.

In der Enzyklopddie und Vorlesung vertretene Grundsdtze und Ziele. Weber
vertritt die Auffassung, dass der Lehrer selbst mit zu entscheiden habe, welche
Dinge er im Unterricht behandelt und wie tief er dabei in den Sachverhalt eindringt
— abhéngig ,von der Individualitit und wissenschaftlichen Neigung* (Weber und
Wellstein 1909, S. v) sowie ,yon der Beschaffenheit des Schiilermaterials (Weber
und Wellstein 1909, S. v). Es ist also, Weber zufolge, die Aufgabe eines jeden
Lehrers, eine geeignete Stoffauswahl fiir die jeweilige Klasse zu wahlen. Die Enzy-
klopédie soll als Handbuch Anregungen und Entscheidungshilfen dafiir liefern:

,Die Leser, an die wir uns wenden, sind |[...] die Lehrer, die, wie wir hoffen,
darin Anregung finden moégen, ihren Unterrichtsstoff sachgeméf auszuwéhlen
und, namentlich in den hoheren Klassen zu vertiefen[.]* (Weber und Wellstein
1909, S. v)

Fiir die Studierenden dient das Buch (genauso wie die unter gleichem Namen
gehaltene Vorlesung) als ,Auffrischung und Ergénzung erworbener Kenntnisse*
(Weber und Wellstein 1909, S. v) im Bereich der Elementarmathematik und zur
Befdhigung fiir die oben beschriebenen Entscheidungen. Um einzusehen, wie die
Vorlesung damit als Vorbereitung fiir die Schule verstanden werden kann, ist es
wichtig, Webers Haltung zum Mathematikunterricht und zu den Aufgaben, die er
dem Lehrer zuspricht, zu kennen:

Ziel des Mathematikunterrichts soll es sein, neben Fachkenntnissen und Fertig-
keiten, die fiir ein spéteres Fachstudium nétig sind, auch eine ,tiefere mathema-
tische Bildung und ein feines Gefiihl fiir die Schonheit der Mathematik® (Weber
1903, S. 399) zu vermitteln. Dabei gilt es gleichermafen, die begabten Schiiler zu
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férdern als auch der Allgemeinheit das mathematische Wissen mit auf den Weg
zu geben, das sie fiir ihr Leben und ein mogliches Studium bendétigen. In beiden
Féllen soll das in spezifischer Weise geschehen:

,Dies geschieht aber nicht dadurch, daf man die [...] Schiiler moglichst weit
iiber die Grenzen der Elementarmathematik hinaus [...] fithrt. Dadurch wer-
den kiinftige Studien eher gehemmt als geférdert. Viel fruchtbarer, bildender
und belebender ist die Vertiefung des Inhalts des elementaren Unterrichts, der
innerhalb der Grenzen einen unerschépflichen Reichtum an Stoff bietet.“ (Weber
1903, S. 400)*

Fiir die fahigeren Schiiler bedeutet dies, dass auch im Rahmen der Elementar-
mathematik die Moglichkeit besteht, mathematisches Denken und abstrakte Ideen
kennenzulernen. Aber: ,Es soll hier dem Lehrer vollkommene Freiheit gelassen wer-
den, unter dieser Fiille je nach wissenschaftlicher Neigung die Auswahl zu treffen®
(Weber 1903, S. 400).

Generell pladiert er dafiir, mathematische Anwendungen in den Unterricht zu inte-
grieren, da sie, so Weber, ,zur Belebung des Unterrichts viel beitragen* (Weber
1903, S. 401), Interesse wecken und zur Sorgfalt und Genauigkeit erziehen. Zudem
bietet die Algebra und die Zahlentheorie viele Beispiele, die nicht nur begabten
Schiilern zugénglich sind (vgl. Weber 1903, S. 401).

Die Enzyklopidie dient dazu, dem Lehrer fiir beide Zielgruppen Vorschldge und
Anregungen zu liefern. Weber und Wellstein geben hierzu eine moglichst liickenlose
Darstellung der in der Schule behandelten Themen und stellen diese in deduktiv
geordneter Weise vor, indem sie den Schwerpunkt auf eine ,strenge Entwicklung der
logischen Voraussetzungen® (Weber und Wellstein 1909, S. vii) legen. Dadurch wird
der Schulstoff vertieft und vor allem aus hochschulmathematischer Sicht fundiert.
In der Veréffentlichung haben sie dabei insbesondere auf solche Beispiele verzichtet,
die nur einen beschreibenden Wert haben oder dem ,Zweck der Ubung dienen“
(Weber und Wellstein 1909, S. viii) und nicht eigene neue Erkenntnisse liefern.

10.2.3 Vergleich mit Kleins Vorlesungsreihe

Ein Vergleich der beiden Vorlesungskonzepte ist nur eingeschriankt moglich, da
Weber im Gegensatz zu Klein kein autographiertes Manuskript seiner Vorlesung

4Dies erinnert an die im Projekt Mathematik Neu Denken beschriebene Aufgabe einer Schul-
mathematik vom hoheren Standpunkt (vgl. Beutelspacher u. a. 2011, S. 13).

50b dies auch fiir die Vorlesungen galt, auf deren Grundlage die Enzyklopadie entstanden ist,
lasst sich nicht nachvollziehen.
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verdffentlicht hat, sondern ein Handbuch, das lediglich auf den Inhalten der Vor-
lesung aufbaut. Viele der in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Analyseergeb-
nisse der Kleinschen Vorlesung basieren auf der Erérterung von Randbemerkun-
gen, Exkursen und Beispielen. Inwiefern Weber diese in seiner Vorlesung ebenfalls
integrierte, ldsst sich anhand der verédffentlichten FEnzyklopddie nicht erkennen.
Durch den Vergleich der Inhalte, des Aufbaus und der im Vorwort beschriebenen
Haltung und Intention Webers zur Schulmathematik und Lehrerbildung kénnen
jedoch grundlegende Unterschiede und Gemeinsamkeiten herausgearbeitet wer-
den.

Inhaltlicher Vergleich der beiden Werke. Die jeweils ersten Bénde von Weber
und Wellstein bzw. Klein enthalten auf den ersten Blick viele inhaltliche Uber-
schneidungen: So wird in beiden Werken beispielsweise der Aufbau des Zahlensys-
tems thematisiert (vgl. Weber und Wellstein 1909, Erstes Buch). Genau wie Klein
legen auch Weber und Wellstein grofsen Wert auf die Diskussion von Unmdglich-
keitsbeweisen bei der Konstruktion mit Zirkel und Lineal (vgl. Weber und Wellstein
1909, 19. Abschnitt) und widmen einen Abschnitt den Kettenbrichen (vgl. Weber
und Wellstein 1909, 15. Abschnitt).

Klein weist in seiner Autographie auf die Enzyklopddie von Weber und Wellstein
hin, empfiehlt sie als (Begleit-)Lektiire, hebt aber auch Unterschiede hervor. Eine
entscheidende Abweichung sei in der ,,Abgrenzung des Inhalts der Schulmathe-
matik (Klein EvhS 1, S. 4) zu erkennen, die auch Auswirkungen auf die Inhalte
der Vorlesung hat:

~Weber und Wellstein sind da ,konservativ, ich ,fortschrittlich® gesinnt. Wir,
man nennt uns wohl die , Reformer‘, wollen in den Mittelpunkt des Unterrichts
den Funktionsbegriff stellen |...]. Diesen verhiltnisméRig neuen Ideen gegen-
iiber halt Weber-Wellstein im wesentlichen an der alten Stoffbegrenzung fest;
meine Absicht in dieser Vorlesung ist natiirlich die, fiir die neue Auffassung
einzutreten.“ (Klein EvhS 1, S. 5)

Diese Beurteilung wird dadurch gestiitzt, dass die Differential- und Integralrech-
nung in den ersten zwei Auflagen (1903 und 1905), auf die sich Klein in diesem Zitat
bezieht, nicht Gegenstand der Enzyklopidie war. Mit Aufnahme dieser Inhalte in
das offizielle Schulcurriculum wird in einer dritten Auflage ein Kapitel hinzugefiigt.
Damit reagieren Weber und Wellstein zeitnah auf aktuelle Diskussionen in der
Schule, jedoch ,minimal invasiv‘: Wahrend Klein seine Vorlesung vollstindig am
funktionalen Denken zu orientieren scheint (vgl. Kapitel 9.1), kommt bei Weber-
Wellstein dem Begriff der Funktion keine besondere Bedeutung zu. Einen Hinweis
dafiir liefert die Tatsache, dass sie Logarithmen als Rechenoperationen als eine
Grundlage der Arithmetik einfiihren und die Trigonometrie erst im zweiten Band
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zu den Grundlagen der Geometrie zidhlen. Damit werden die beiden Gegensténde,
anders als bei Klein, nicht als Funktionenklassen thematisiert.

Auch an anderen Gegensténden lésst sich feststellen, dass die Art und Weise der
Behandlung und die jeweilige Schwerpunktsetzung in den beiden Vorlesungen von-
einander abweichen. Diese Unterschiede kénnen mit Hilfe der ,Kleinschen Prinzi-
pien und Perspektiven als Hintergrund herausgearbeitet werden:

In der Enzyklopadie eingenommene Perspektiven. Auch bei Weber-Wellstein
flieflen unterschiedliche Perspektiven in das Werk mit ein, wenn auch nicht in dem
Umfang und in der Ausgewogenheit, wie es in der Elementarmathematik bei Klein
der Fall ist. Beide legen einen ausgepriagten Schwerpunkt auf eine fachmathe-
matische Perspektive, in der die Gegenstidnde in deduktiv geordneter Weise in
einer fachmathematischen Sprache, wie sie am Ende eines Mathematikstudiums
vorhanden sein sollte, priasentiert werden.

Wie auch bei Klein wird grofler Wert auf Fundierung der schulmathematischen
Gegensténde gelegt. Weber-Wellstein verfolgen bei der Einfiithrung der natiirlichen
Zahlen einen mengentheoretischen Ansatz und fithren die Addition iiber die heute
nach Peano benannten Axiome ein.

Allerdings entscheiden sich Weber und Wellstein meist fiir einen Zugang, den sie
dann ausfiihrlich beschreiben und in der Vorlesung bzw. der Buchreihe entwickeln,
wéahrend Klein es vorzieht, unterschiedliche Zugéinge zu thematisieren, die jedoch
nicht im Detail in seiner Vorlesung ausgefiihrt werden. An vielen Stellen verweist
Klein stattdessen sogar auf die Enzyklopddie. Ein typisches Beispiel dafiir ist die
Einfiihrung der rationalen Zahlen:

Weber-Wellstein fithren die rationalen Zahlen als formales Begriffssystem ein. Eine
rationale Zahl wird dann in der {iblichen Weise mit einem Zahlenpaar (a,b)
identifiziert, mit dem nach bestimmten Regeln gerechnet wird (fiir die Addition
gilt dann (a,b) + (¢,d) = (ad + bc,bd) oder in der vereinbarten Schreibweise:
Pt g = %). Anschliefsend wird gezeigt, dass die so definierten Operatio-
nen wohldefiniert und konsistent mit den auf Z definierten Operationen sind (vgl.
Weber und Wellstein 1909, S. 50-58). Klein spricht diese Vorgehensweise ebenfalls
an, fiihrt sie jedoch nicht vor, sondern verweist auf Weber-Wellstein (vgl. Klein
EvhS 1, S. 31). Stattdessen vergleicht er sie mit anderen Herangehensweisen, die
wenigstens zum Teil auf einem anschaulichen Begriffsversténdnis der rationalen
Zahlen beruhen.

Beide Autoren(teams) behandeln im Rahmen dieser mathematischen Untersuchun-
gen Themen, die iiber den damaligen Schulstoff hinausgehen, wie beispielsweise
der Beweis fiir die Transzendenz von 7t und e (vgl. Weber und Wellstein 1909, 26.
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Abschnitt). Bei Weber-Wellstein findet man jedoch, im Gegensatz zu Klein, nur
vereinzelt Hinweise auf aktuelle Forschungsfelder. Der grofse Fermatsche Satz wird
nur in einer Fufinote erwidhnt (vgl. Weber und Wellstein 1909, S. 173), wéihrend
Klein diesem ein ganzes Kapitel widmet (vgl. hierzu Kapitel 7.3). Auch bespricht
Klein insgesamt deutlich mehr Themen von hochschulmathematischer Relevanz,
die neben der hochschulmathematischen Sprache und Denkweise auch der inhalt-
lichen Kenntnis weiterfiihrender Theorien bediirfen — wie beispielsweise die funk-
tionentheoretischen Uberlegungen zum Logarithmus (vgl. hierzu Kapitel 7.2) —,
wahrend Weber und Wellstein ihren Schwerpunkt auf eine hochschulmathemati-
sche Durchdringung der Gegenstédnde im Rahmen der elementarmathematischen
Untersuchungen legen.

Bei der Behandlung der imagindren Zahlen wird dieser unterschiedliche Fokus der
beiden Werke besonders deutlich. Klein fiihrt C sofort in der Darstellung x +
iy (mit i = y/—1) ein, bespricht die geometrische Deutung in der GauRschen
Zahlenebene und geht dann zu héheren komplexen Zahlen mit mehr als einer
imaginaren Einheit {iber. Ein ganzes Kapitel widmet er den Quaternionen, deren
geometrischer Deutung und deren Anwendung in der Physik. Dabei greift er unter
anderem auf Inhalte aus der linearen Algebra zuriick (vgl. Kapitel 7.3). Weber-
Wellstein hingegen thematisieren ausschlieklich die ,einfachen‘ komplexen Zahlen
C. Allerdings fiihren sie die Zahlen zunéchst, wie es auch bei den rationalen Zahlen
der Fall war, als bedeutungslose Zahlen ein, mit denen nach vereinbarten Regeln
gerechnet wird:

~Wenn also a, b irgend zwei reelle Zahlen sind, so fiihren wir, diesen entspre-
chend, ein neues Zahlzeichen (a,b) ein. Diese neuen Zahlengebilde nennen wir
imagindre oder auch komplexe Zahlen. Der Gedanke, der zu Grunde liegt, ist
ganz derselbe wie der, durch den die Briiche aus den ganzen Zahlen abgeleitet
werden. Die Regeln fiir das Rechnen mit diesen Zahlen sind aber ganz verschie-
den, und diese Regeln, die wir willkiirlich vorschreiben konnen, miissen zunéchst
aufgestellt werden.* (Weber und Wellstein 1909, S. 133)

Damit legen Weber und Wellstein, anders als Klein, keine hochschulmathemati-
schen Theorien zugrunde und fiithren keine neuen mathematischen Gegensténde
ein. Die Art und Weise der Behandlung des schulischen Inhalts unterscheidet sich
jedoch wesentlich von der dort iiblichen Vorgehensweise. Durch die abstrahierte
Darstellung fithrt die von Weber angestrebte ,Vertiefung des Inhalts des elemen-
taren Unterrichts (Weber 1903, S. 400) zu einem hdheren Standpunkt zur Ele-
mentarmathematik.

Weber und Wellstein haben also eine ausgepragte fachmathematische Perspektive,
die sich von der Kleinschen abgrenzen lasst. Im Vordergrund steht eine deduktive,
logisch strukturierte Darstellung von hoherem Abstraktionsgrad als in der Schule.
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Sie gehen jedoch inhaltlich weniger als Klein iiber die eigentlichen schulmathema-
tischen Inhalte hinaus.

Die anderen Perspektiven, die sich bei Klein ausmachen lassen, sind in der FEnzy-
klopddie jedoch nicht oder nur reduziert vertreten. Weber und Wellstein verzichten
in der ersten Auflage des ersten Bandes fast vollstandig auf eine historische Per-
spektive:

»/Es schien] uns zu geniigen, wenn bei jedem vorkommenden Eigennamen, der
etwa zur Benennung eines Lehrsatzes dient, in einer kurzen Note auf die Lebens-
zeit und Lebensumsténde des betreffenden Autors hingewiesen ist.“ (Weber und
Wellstein 1909, S. viiif)

Auf vielfache Nachfrage wurde die zweite Auflage durch kurze historische Exkurse
erginzt. Diese ,historischen Skizzen aus der Geschichte der Mathematik® (Weber
und Wellstein 1909, S. x) sollen mehr leisten als nur die Aufzidhlung von Biichern
und Jahreszahlen — etwa im Sinne der antiquaristischen Karikatur (vgl. Nickel
2013, S. 260) —, erheben aber nicht den Anspruch, wie in der Elementarmathe-
matik von Klein, im Sinne des historisch-genetischen Prinzips die mathematische
Diskussion zu durchdringen:

So schliefsen Weber und Wellstein beispielsweise das Kapitel zu den Logarithmen
mit einem Abschnitt Historisches ber die Logarithmen (vgl. Weber und Well-
stein 1909, S. 123-127), in dem, analog zur Kleinschen Elementarmathematik, die
Anfinge der Logarithmenlehre bis hin zu Biirgi und Neper beschrieben werden.
Dabei wird der Unterschied zwischen der Herangehensweise von Biirgi und Neper
— im Gegensatz zu Klein — historisch korrekt angesprochen (vgl. Weber und Well-
stein 1909, S. 126). Da Weber-Wellstein den Logarithmus als Rechenoperation
und nicht als Funktionenklasse behandeln, verwundert es nicht, dass die neuere
Entwicklung (nach Biirgi und Neper) zunéchst ausgeschlossen wird. Die Potenz-
reihenentwicklung des Logarithmus — nach Klein die ,, grifste Leistung Mercators®
(Klein EvhS 1, S. 162) — wird jedoch im analytischen Teil der Verdffentlichung
ausfiihrlich behandelt (vgl. Weber und Wellstein 1909, A§ 132).

Waéhrend Klein seine historischen Ausfiihrungen zum Logarithmus als notwendig
fiir das Verstehen aller ,inneren Zusammenhdnge” (vgl. Klein EvhS 1, S. 157)
der Theorie ansieht und die Herangehensweise von Biirgi fiir seine didaktischen
Ideen zur Einfithrung des Logarithmus in der Schule nutzbar macht (vgl. Kapi-
tel 9.2.2), wird bei Weber-Wellstein das historische Kapitel unkommentiert und
isoliert von den restlichen Untersuchungen — ,ohne zu viel zu tun“ (Weber und
Wellstein 1909, S. x) — nachgetragen.

In der Kleinschen Vorlesung spielt die didaktische Perspektive eine entschei-
dende Rolle. Klein stellt immer wieder eine Verbindung zwischen den vom ihm
aus einer hoheren mathematischen Perspektive aus behandelten Themen zu der
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tatsachlichen oder erwiinschten Behandlung in der Schule her, die sich besonders
durch eine eher anschauliche Darstellung auszeichnet — ,Gerade diese , psychologi-
schen Momente‘ will ich in meiner Vorlesung mit besonderem Nachdruck stets zur
Geltung bringen“ (Klein EvhS 1, S. 4). Der Student und zukiinftige Lehrer soll
Kleins Ausfiihrungen Anregungen fiir den Unterricht entnehmen.

Auch Weber und Wellstein haben im Sinn, Anregungen fiir den Schulunterricht
zu geben. Allerdings stellt Klein zu Recht fest, dass in der Enzyklopddie ,davon,
wie diese Dinge im Schulunterricht wirklich vorkommen, [...]| nicht die Rede [ist]*
(Klein EvhS 1, S. 4). Es gibt keine Stelle, an der die aktuelle Situation in der Schule
erortert oder Kritik an der laufenden Schulpraxis gedufsert wird. Auch beschreiben
Weber und Wellstein nicht, wie sie sich eine Umsetzung auf der Schule wiinschen
— ganz im Gegensatz zu Klein.

Insbesondere zieht Klein in seiner Autographie explizit eine Grenze zwischen Inhal-
ten, die ihm zufolge in der Schule thematisiert werden kénnen, und Inhalten, die
nur als Hintergrundwissen dem Lehrer dienen. Weber und Wellstein machen diese
Unterscheidung nicht, sondern iiberlassen es dem Leser, welche der vorgestellten
Inhalte und Darstellungen fiir ihn und seine Schiiler angemessen und geeignet sind
(vgl. Weber und Wellstein 1909, S. vii).

Beziiglich der methodischen Umsetzung im Unterricht hat Klein eine dezidierte
Meinung, sieht darin aber eine Aufgabe fiir erfahrene Schulpraktiker (vgl. hierzu
Kapitel 9.3.1). Zu curricularen Fragen des Schulunterrichts bezieht er in der Mera-
ner Reform und auch in der Elementarmathematik Stellung. Es ist anzunehmen,
dass auch Weber eine Meinung zu schulmathematischen Inhalten hat. So spricht er
sich im Vorwort zur Enzyklopddie fiir mehr Anwendungen im schulischen Mathe-
matikunterricht aus und verfolgt damit weniger studiumsvorbereitende als viel-
mehr padagogische Ziele:

HFir die Mehrzahl der Schiiler wird es weit niitzlicher und anregender sein,
wenn der Unterricht nach der Seite der Anwendungen hin ausgebildet wird [...].
Diese Anwendungen kénnen zur Belebung des mathematischen Unterrichts viel
beitragen, fordern das Interesse und kénnen auch durch Pflege des Zeichnens
und die der Mathematik so wohl anstehende Genauigkeit und Sorgfalt in der
Ausfiithrung des Kleinen und Einzelnen den erzieherischen Wert des Unterrichts
steigern.“ (Weber und Wellstein 1909, S. viii)

Insgesamt sind jedoch sowohl inhaltliche als auch methodische Fragen des Schulun-
terrichts aus Webers Sicht vor allem von Padagogen zu beantworten. Er orientiert
sich wie beschrieben am bestehenden Schulcurriculum und gesteht dem einzelnen
Lehrer zu, selbst den Unterrichtsinhalt individuell zu bestimmen.

6Zur didaktischen Perspektive bei Klein vergleiche insbesondere Kapitel 9.
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»Denn nur da kann eine fruchtbare Einwirkung auf den Schiiler erwartet werden,
wo auf Seite des Lehrers selbst noch Interesse an dem Gegenstand des Unterrichts
lebendig ist.* (Weber und Wellstein 1909, S. vii)

Folglich wird in den einzelnen Kapiteln der Enzyklopddie, wie von Klein auch
bemerkt, kein direkter Bezug zur Schule hergestellt. Die einzelnen Themen werden
nicht aus einer didaktischen Perspektive beleuchtet — weder in kurzen Exkursen
noch, wie es bei Klein der Fall ist, in speziellen Kapiteln (vgl. Klein EvhS 1, bspw.
Kapitel I.1 oder IV.4). Ob Weber in der dem Handbuch zugrunde liegenden Vorle-
sung diesbeziiglich zumindest Randbemerkungen einflieffen lieft, kann und soll hier
nicht geklart werden.

Schliefslich kann beziiglich der von Klein nur beildufig eingenommenen philo-
sophischen Perspektive festgehalten werden, dass Weber und Wellstein sich
erkenntnistheoretischer Fragen und deren Bedeutung fiir die Mathematik bewusst
sind, diese jedoch zumindest im ersten Band nicht gezielt thematisieren, wie es bei
Klein der Fall ist. Eine Ausnahme bildet allenfalls der Abschnitt zur Geschichte
der Zahlen (vgl. Weber und Wellstein 1909, Ag 7). Anders im zweiten Band der
Enzyklopadie, der hier jedoch nicht néher untersucht wird: Wellstein kiindigt in
der Vorrede zu diesem Band an, auch philosophische Fragen zu beriihren, ohne
jedoch den Anspruch zu verfolgen, dezidiert philosophische Debatten zu fiihren:

,Nicht ohne Sorge iibergebe ich das erste Buch der Offentlichkeit, das die Grund-
lagen behandelt, also jenes Zwischengebiet, das aufser mathematischem auch
philosophischen Sinn beansprucht. Bei dem allgemeinen Tiefstande unserer phi-
losophischen Bildung, den wir uns wohl ruhig eingestehen diirfen, und der groften
Abneigung weiter Kreise gegen alle Fragen, die in dieses Gebiet schlagen, kam
es vor allem darauf an zu zeigen, daf hier wirklich ernsthafte Fragen vorliegen,
die auch den Mathematiker angehen.“ (Weber u. a. 1915, S. vf)

Der Abgleich mit den Kleinschen Perspektiven hat damit gezeigt, dass Weber und
Wellstein den Fokus auf eine fachmathematische Perspektive legen, die sich jedoch
von der Kleinschen grundlegend unterscheidet. Dies liegt unter anderem daran,
dass die von Klein verwendeten Prinzipien bei Weber wenig oder zumindest anders
akzentuiert einflieffen:

Die Kleinschen Prinzipien bei Weber und Wellstein. In Kapitel 2 wurde gezeigt,
dass das Hervorheben von Gemeinsamkeiten der Fragestellungen, die Erschliefung
von Zusammenhéngen zwischen unterschiedlichen Sachverhalten und die Verwen-
dung gebietsfremder Methoden — kurz: die innermathematische Vernetzung —
in der Kleinschen Vorlesung eine herausragende Rolle spielen. In der Enzyklopddie
wird dieses Prinzip nicht in besonderem Mafle deutlich und wird auch nicht, wie es
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bei Klein der Fall ist, als angestrebtes Ziel formuliert. Allenfalls beziiglich der Geo-
metrie gibt es einige wenige Beispiele: Es wird die Geometrische Darstellung der
imagindren Zahlen sowie die Geometrische Darstellung von Funktionen behandelt
(vgl. Weber und Wellstein 1909, A§ 54 und A§ 145).

Diese Kapitel haben zudem die Funktion der Veranschaulichung, die aber eben-
falls insgesamt nur eine untergeordnete Rolle in der Enzyklopddie spielt. Hierin
zeichnet sich meines Erachtens der grundlegende Unterschied zwischen Webers
und Kleins Auffassung ab. Wahrend Klein die Aufgabe des Mathematikunter-
richts in erster Linie in der Vermittlung von Anschauung sieht (vgl. bspw. Klein
EvhS 1, S. 4), scheint sie bei Weber nur ein wiinschenswertes Ziel, ,eine Quelle
reichsten Genusses“ (Weber 1903, S. 399). Um diese zu vermitteln und damit ,einen
im hochsten Sinne erfolgreichen mathematischen Unterricht zu halten, braucht
es eine Begabung, die nicht jedem zuteil wird. Das Minimalziel des Unterrichts
bestiinde daher lediglich darin, ,normal begabten Schiilern ein mathematisches
Wissen und Verstehen in gewissem Umfang zu gewdhren* (Weber 1903, S. 399),
welches auf logischem Denken aufbaut. Anders als Klein, der der Anschauung
gerade fiir den Schulunterricht die hchste Bedeutung zumisst, stellt Weber damit
das logische Denken in den Vordergrund, welches sich in der deduktiv geordneten
Présentation der Gegenstédnde in seiner Vorlesung widerspiegelt.

Die Motivation und das Interesse, welches Klein zufolge im Unterricht nur durch
eine ,,anschaulich fafibare Form* (Klein EvhS 1, S. 4) erhalten werden kann, wer-
den aus Webers Sicht stattdessen durch eine Starkung der Anwendungen erreicht
(Weber 1903, S. 401).” Im Gegensatz zu Klein flieRen in der Enzyklopiidie Hinweise
auf Anwendungen nicht beildufig und nur exkursartig immer wieder ein. Im ersten
Band gibt es zunéchst nur vereinzelte spezifische Abschnitte zu Anwendungen, die
als solche explizit ausgewiesen werden — der Abschnitt zur Zins- und Rentenrech-
nung (vgl. Weber und Wellstein 1909, § 64) ist ein solches Beispiel. Im dritten
Band schliefslich widmen sich Weber und Wellstein ausdriicklich und umfassend
den Anwendungen. Unterstiitzt werden sie dabei von Coautoren aus den jeweiligen
Gebieten.

Wie bereits bei der Erorterung iiber die historische Perspektive bei Weber und
Wellstein festgestellt, verfolgt die Enzyklopddie kein genetisches Prinzip im
Sinne eines historischen Zugangs. Auch findet man keine Metabemerkungen zur
Arbeitsweise des Mathematikers, und der streng deduktiv geordnete Aufbau des
Handbuchs unterscheidet sich von dem bei Klein angestrebten induktiven Vorge-
hen (vgl. hierzu Kapitel 5). Es zeichnet sich zumindest teilweise ein genetischer
Aufbau der Inhalte ab, den man problemorientiert nennen kann:

"Dem wiirde Klein nicht widersprechen, insbesondere auch weil Anwendungen als Mittel der
Veranschaulichung verstanden werden kénnen (vgl. hierzu 4.1).
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Im Teil zur Arithmetik motivieren Weber und Wellstein die einzelnen Zahlbe-
reichserweiterungen schrittweise inhaltlich {iber die mathematische Reichweite von
Operationen: Die Subtraktion zweier natiirlichen Zahlen ldsst sich im Allgemei-
nen nur durch die Einfithrung von negativen Zahlen uneingeschrinkt ausfiihren.
Bei Division entstehen nicht notwendig wieder ganze Zahlen, die daraus entste-
hende ,neue Zahlenart (Weber und Wellstein 1909, S. 50), die Briiche, gibt Anlass
zu einer erneuten Zahlbereichserweiterung. Die Behandlung von Quadratwurzeln
fiihrt zu den irrationalen Zahlen. Um die ,Disharmonie, die sich darin zeigt, dafs
gewisse quadratische Gleichungen keine Wurzeln haben* (Weber und Wellstein
1909, S. 145), zu beheben, ist es notwendig, die imaginéren Zahlen einzufiihren.

Zusammenfassung und Zwischenbilanz

Insgesamt lésst sich festhalten, dass die Enzyklopddie der Elementarmathematik
sich durch eine fundierte und deduktiv ausgerichtete fachmathematische Perspek-
tive auszeichnet. Nur wenige ausgewéhlte Abschnitte erweitern den Blick auf die
historische Entwicklung und (im zweiten Band) auf philosophische Fragen. Der
Aufbau des Handbuchs ldsst auf ein in gewissem Sinne genetisches Vorgehen schlie-
fen, was jedoch stark an mathematische Inhalte gebunden ist und explizit weder
von historischen, padagogischen oder lernpsychologischen Ideen getragen wird.
Weber und Wellstein nehmen zudem keine didaktische Perspektive ein und bezie-
hen nur bedingt Stellung zu curricularen und methodischen Fragen. Sie stellen in
ihrem Handbuch Inhalte zusammen, die in der Schule thematisiert werden, pra-
sentieren Vorschlége fiir eine Vertiefung, die entweder als Hintergrundwissen oder
tatsdchliches Unterrichtsmaterial verwendet werden kann, iiberlassen dem Lehrer
jedoch selbst die Entscheidung, wie er das Buch im Unterricht einsetzt.

Der von Weber und Wellstein eingenommenen fachmathematischen Perspektive
folgt auch Klein passagenweise, jedoch nicht in der auskristallisierten und detail-
lierten Form, wie es in der FEnzyklopddie der Fall ist. Vielmehr beldsst er es bei
Andeutungen und Verweisen, ohne die Resultate explizit auszufiihren. Zudem fallt
auf, dass er die schulmathematischen Inhalte an wesentlich voraussetzungsstér-
kere fachmathematische Theorien anbindet, als es im ,Weber-Wellstein‘ der Fall
ist. Somit behandelt Klein deutlich mehr Hochschulmathematik und ist damit oft
weiter von dem entfernt, was in der Schule direkt nutzbar gemacht werden kann,

als Weber und Wellstein.

Insgesamt ist Kleins Zugang deutlich facettenreicher, was sowohl durch den vielfa-
chen Perspektivwechsel als auch die unterschiedlichen Prinzipien, die bei Weber-
Wellstein nicht ausgepriagt vorhanden sind, entsteht. Diese Einschitzung wird von
Weber selbst im Vorwort zur dritten Auflage bestétigt. Er entscheidet sich jedoch
gegen eine Umgestaltung der Enzyklopédie in diesem Sinne:
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»Zu einer erheblichen Weiterfiihrung, etwa im Sinne, wie er von F. Klein in
dem kiirzlich erschienenen autographierten Band ,Elementarmathematik vom
hoéheren Standpunkt aus‘ entworfen ist, konnte ich mich nicht entschliefsen.*
(Weber und Wellstein 1909, S. x)

10.3 Eine alternative Orientierung: Wilhelm Franz
Meyer®

Wie von Stéckel bereits angesprochen kann eine Verbindung von Schul- und Hoch-
schulmathematik nicht nur durch eine Vorlesung am Ende des Studiums erfolgen.
Zusatzlich wiren auch Veranstaltungen denkbar und wiinschenswert, die von der
Schulmathematik am Anfang des Studiums zur Hochschulmathematik hinfiihren.
Ein Beispiel hierfiir ist das Repetitorium zur Elementarmathematik von Wilhelm
Franz Meyer.

10.3.1 Biographische und bibliographische Notiz

»<Auch die Redekunst beherrschte er meisterhaft; iiberraschende Vergleiche, origi-
nelle Wendungen und ein feiner Humor |...] wiirzten den von unnachahmlichen
Gesten begleiteten Vortrag. So gelang es ihm, seine eigene Beigeisterung fiir die
Schoénheiten und Feinheiten mathematischer Entwicklungen auf seine Horer zu
ibertragen|.]“(Arndt 1935, S. 102)

Wilhelm Franz Meyer (1856-1934) studierte Mathematik in Leipzig und Miinchen,
unter anderen auch bei Felix Klein. Nach seiner Habilitation tiber rationale Kurven,
die er mit 24 Jahren in Tiibingen einreichte, waren seine bedeutendsten Wirkungs-
stitten die Bergakademie in Clausthal, wo er als Ordinarius angestellt war, und
die Albertus-Universitit in Konigsberg, an der er bis zu seiner Emeritierung als
Professor tétig war.

Er arbeitete hauptséchlich auf dem Gebiet der algebraischen Geometrie, der Inva-
riantentheorie und der Differentialgeometrie. Bis heute ist er durch seine Ver-
dienste als ,,Sammler und Ordner mathematischer Erkenntnisse um die Entwick-
lung der Mathematik® (Fritsch 1994, S. 336) bekannt: So beispielsweise durch den
Bericht iber den gegenwdrtigen Stand der Invariantentheorie in den Jahresberich-
ten und sein Buch iiber die Theorie benachbarter Geraden und einen verallgemei-
nerten Krimmungsbegriff (1911). Insbesondere gilt er als ,,geistiger Vater* (Arndt
1935, S. 100) der Enzyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, die er zusam-
men mit Klein und Weber ins Leben gerufen hat. Er war mit den Vorarbeiten

8Eine Kurzfassung dieses Kapitels ist veréffentlicht in Allmendinger (2014).
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betraut, iibernahm die Redaktion des ersten und dritten Bandes und lieferte auch
eigene Beitrdge. Meyer beschiiftigte sich auch mit der Frage nach dem Wesen der
Mathematik. Seine Auffassung dazu formulierte er in einem Beitrag Kant und das
Wesen des Neuen in der Mathematik (vgl. Meyer 1905):

»DJie Mathematik [ist] auf der einen Seite in ihren deduktiven Beweisen eine logi-
sche Wissenschaft; andererseits aber ist sie im induktiven Aufbau der Beweise,
im Herausgreifen der wesentlichen Momente, in der Gestaltungsfahigkeit der
Formen ebenso sehr eine dsthetische Kunst. Wollte man aber fragen, was denn
in einer einzelnen Kunstschopfung, sei sie ein Gemélde oder eine Statue oder ein
Bauwerk, als ,neu‘ zu erkldren wére, so wiirde sich schwerlich eine befriedigende
Antwort erteilen lassen; der subjektive kiinstlerische Geschmack, die gestaltende
Phantasie wird immer ein Imponderabile bleiben.“ (Meyer 1905, S. 299)

Wie Klein und Weber nahm auch Meyer Stellung zu Fragen des schulischen Mathe-
matikunterrichts, wenn auch nicht so ausfiihrlich und konkret, wie es beispielsweise
Klein tat. Er vertrat die Meinung, die Mathematik habe einen deutlich héheren
Stellenwert im Schulunterricht generell einzunehmen, so wie es in Frankreich der
Fall sei. Dazu seien grundlegende Anderungen im Schulsystem nétig:

»Ein wirklich bildender Erfolg des mathematischen Unterrichts an unseren héhe-
ren Schulen ist erst dann zu erwarten, wenn man sich héheren Orts entschlieft,
von den bisherigen Bahnen abzuweichen.“ (Meyer 1912, S.)

Dabei gelte es, dem Lehrer selbst mehr Freiheit bei der Auswahl und Art der
Behandlung der einzelnen Inhalte zu lassen. Indem er die Entscheidungen diesbe-
zliglich in andere Hande legt, nimmt Meyer einen Standpunkt zu curricularen Fra-
gen ein, der dem Webers sehr dhnlich ist. Seinen Einfluss auf den Schulunterricht
macht er durch seine Lehrtétigkeit geltend, eine weitere ,,bedeutungsvolle Seite sei-
nes Wirkens* (Arndt 1935, S. 102) — ,[h]at er doch die meisten heutigen Mathema-
tiklehrer Ostpreufsens ausgebildet und ihnen seinen Stempel aufgedriickt” (Arndt
1935, S. 102). Besonderes Augenmerk legte er dabei auf elementarmathematische
Fragen, die er auch in Ferienkursen fiir praktizierende Lehrer und in Vortrigen
présentierte (vgl. bspw. Meyer 1922), und er bemiihte sich um die Behebung der
Kluft zwischen Schul- und Hochschulmathematik, indem er sich fiir ein solches
Repetitorium zur Elementarmathematik am Anfang des Studiums aussprach (vgl.
Meyer 1899).

10.3.2 Das Repetitorium zur Elementarmathematik

Wilhelm Franz Meyer hielt ab 1898 ein Repetitorium zur Elementarmathematik.
Es handelte sich dabei um eine Veranstaltung — wochentlich einstiindig —, die Stu-
denten bereits zu Beginn ihres Studiums horen sollten. In dieser Lehrveranstaltung
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wurde der Kenntnisstand des heterogenen Horerkreises auf ein moglichst einheit-
liches Niveau gehoben, und gegebenenfalls wurden in der Schule nicht ausreichend
behandelte Themen eingefiihrt und vertieft.” Damit hat das Repetitorium augen-
scheinlich den Charakter eines Vorkurses, wie er heute an vielen Universitdten vor
Beginn eines Mathematik- oder Ingenieurstudiums angeboten wird, um in erster
Linie mathematische Fertigkeiten und Sprachgewohnheiten einzufiihren. Jedoch
verbindet Meyer damit auch die Idee eines héheren Standpunkts, der durch spi-
ralformiges Aufarbeiten des Stoffes (ahnlich dem Spiralprinzip nach Bruner 1973)
zur Elementarmathematik eingenommen werden soll (vgl. Meyer 1899, S. 148).

In der damaligen Diskussion um ein lehramtsgerechtes Mathematikstudium wird
Meyer (mit seinem Repetitorium) in einer Reihe mit Klein und Weber zu den
Mathematikern gezihlt, die sich besonders fiir die Uberwindung der doppelten
Diskontinuitat eingesetzt haben (vgl. bspw. Stickel 1905; Lorey 1905). Die Aus-
richtung des Repetitoriums setzt im Gegensatz zu den Vorlesungen von Klein und
Weber an der .ersten Unstetigkeitsstelle* zwischen Schul- und Hochschulmathe-
matik an, die in der heutigen hochschuldidaktischen Diskussion stédrker im Fokus
ist (vgl. bspw. Ableitinger u. a. 2013). Damit ist sein Vorlesungskonzept auch im
Rahmen der vorliegenden Arbeit trotz spérlicher Literaturlage von Interesse.

Meines Wissens existiert keine Veroffentlichung eines Manuskriptes dieser Vorle-
sung. Da Meyer dafiir bekannt war, Vorlesungen frei und ohne Manuskript in der
Hand zu halten, verwundert dies nicht:

»Niemals hat man ihn mit einem sauber ausgearbeiteten Manuskript hinter dem
Katheder gesehen. Was er an die Tafel schrieb und zeichnete, schien beim Rin-
gen mit den Problemen im Augenblick geschaffen. So fiihrte er den Hoérern die
Mathematik nicht als eine trockene Wissenschaft, sondern als eine lebendige
Kunst vor.“ (Arndt 1935, S. 102)

Aufer einem einzelnen Artikel Zur Okonomie des Denkens in der Elementarmathe-
matik (vgl. Meyer 1899), in dem Meyer die Idee der Vorlesung darstellt und am
Beispiel der Dreiecksgeometrie illustriert, existieren keine Aufsétze von Meyer oder
anderen, die ndher auf Inhalte und Vorgehen der Veranstaltung eingehen. Eine
echte Vergleichsgrundlage ist damit nicht gegeben. Aus Meyers Darlegungen zur
Okonomie des Denkens konnen aber zumindest Ziele und Intentionen ableitet wer-
den, die sich in drei Punkten zusammenfassen lassen und den Erkenntnissen zum
Kleinschen hoheren Standpunkt gegeniibergestellt werden kénnen:

9Die Universitit stand bereits zu diesem Zeitpunkt vor dem Problem, Studenten mit unter-
schiedlicher Vorbildung aus den unterschiedlichen Schultypen gleichermafien zu unterrichten
(vgl. Kapitel 1.1).
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Grundlagen und Rechenfertigkeit. Mit dem Repetitorium verfolgt Meyer vor-
dergriindig einen ,praktischen Zweck” (Meyer 1899, S. 148), nadmlich das Ziel, die
Grundlagen fiir die hoheren Vorlesungen bereitzustellen und die Rechenfertigkeit
der jungen Studenten zu schulen, die hiufig gerade zu Beginn des Studiums zu
fehlen scheinen:

Praktische Rechner, wie die Astronomen, klagen héufig iiber das Unvermogen
jlingerer Studenten, auch nur die einfachsten trigonometrischen Rechnungen zu

erledigen.“ (Meyer 1899, S. 148)

Im Falle der Trigonometrie wird die Definition von Sinus, Cosinus, Tangens und
Cotangens am rechtwinkligen Dreieck eingefithrt bzw. wiederholt, und die vier
Aufgaben, ,aus einem der vier Ausdriicke jeweils die drei anderen zu berechnen‘
(Meyer 1899, S. 148), werden geiibt.

Entwicklung ,h6herer Erkenntnisse”. Auf diese Grundlagen aufbauend wird der
Gegenstandsbereich erweitert und, mit einer zunehmend abstrakteren Sprache, an
hochschulmathematische Themen angebunden.

»Grundgedanke der Vorlesung ist,| daf man bei hdufiger Durcharbeitung des
Elementarstoffes nicht nur eine wesentliche Ersparnis an Gedanken- und Rech-
nungsarbeit erzielt, sondern in enger Verbindung damit hohere Gesichtspunkte
fast von selbst einfiihrt.“ (Meyer 1899, S. 148)

Im Falle der Trigonometrie weitet Weber zunéchst die grundlegenden Definitionen
auf allgemeine Dreiecke aus. Mit dem Ziel der wvollstandigen Auflésung von Drei-
ecken fiihrt er die Winkelsétze sowie die Neper’schen und Mollweide’schen Formeln
ein und beweist sie. Anschlieftend fragt er ,nach den gegenseitigen Zusammenhén-
gen“ (Meyer 1899, S. 149) der verschiedenen Satzgruppen. Hat man schlieflich
einen beweglichen und verstdndigen Umgang mit dem Thema entwickelt, nimmt
Meyer den ,Standpunkt der Umkehrung* (Meyer 1899, S. 150) ein: Statt nach den
konkreten Werten der trigonometrischen Funktionen in einem fest vorgegebenen
Dreieck zu fragen, untersucht man, welche Angaben nétig sind, um ein Dreieck
vollstdndig zu beschreiben. Daran liefsen sich noch weitere, iiber die Trigonome-
trie hinausgehende Erkenntnisse gewinnen. Letzteres sollte, so Meyer, dann in den
Fachvorlesungen geschehen.

Der hohere Standpunkt zur Elementarmathematik, den Meyer in seinem Repetito-
rium entwickeln mochte, zeichnet sich im Wesentlichen durch drei Komponenten
aus:

— Abstraktion, Verallgemeinerung und Erweiterung

— Fundierung und Begriindung
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— Reflektion und Variation

Die in der Schule eingefithrten Definitionen werden zunéchst in einer abstrakten
Form wiederholt und wverallgemeinert. Im vorliegenden Fall erfolgt die Erweite-
rung erst in der Fachvorlesung, indem beispielsweise der Begriff der Invarianten
eingefithrt und mit den Untersuchungen der Vorlesung in Verbindung gebracht
wird. Sachverhalte und Sdtze, die bereits in der Schule festgehalten oder erst im
Rahmen der Vorlesung erarbeitet werden, werden bewiesen. Damit werden insbe-
sondere auch die schulmathematischen Inhalte hochschulmathematisch fundiert.
Meyer stellt dabei Zusammenhénge zwischen einzelnen Satzgruppen und Sach-
verhalten her und hinterfragt ,auf dem Standpunkt der Umkehrung® aufgestellte
Voraussetzungen, wodurch die Themen aus einer anderen Perspektive reflektiert
und mogliche Variationen vorgestellt werden.

Respekt fiir Elementarmathematik. Neben diesen beiden inhaltlichen Zielen
liegt dem Repetitorium auch ein psychologisches Ziel zugrunde. Meyer zufolge ist
ein wesentliches Problem der mathematischen Lehrerausbildung, dass der Student
im Laufe seines Studiums mit Mathematik konfrontiert wird, die weit {iber den
eigentlichen Schulstoff hinausgeht. Die schulmathematischen Inhalte werden daher
oft als trivial angesehen:

»Wenn man sich auf den Boden der Wirklichkeit stellt, nimmt man haufig wahr,
wie der mathematische Student im Laufe von rund vier Studienjahren mit den
schwierigsten und subtilsten Gebieten der héheren Mathematik bekannt gemacht
wird, wordurch sich bei ihm ein gewisser ,Hochmut‘ entwickelt[.] (Meyer 1899, S. 148)

Der Lehrer verliert dadurch nicht nur den Respekt vor den schulmathematischen
Gegenstéanden und moglichen Verstehenshiirden der Schiiler. Vielmehr wird er im
Uunterricht dem ,,Schulbuch blindlings* (Meyer 1899, S. 148) folgen, ohne die Inhalte
selbst vollstdndig durchdrungen zu haben (vgl. Meyer 1899, S. 148). Um dies zu
umgehen, scheint es Meyer notwendig, dieses Repetitorium regelméafig bereits am
Anfang des Studiums, aber im Idealfall das gesamte Studium begleitend anzubie-
ten, um die Aufmerksamkeit auf die spéter zu unterrichtenden Inhalte zu erhalten
(vgl. Meyer 1899, S. 147f).

Ich verstehe das Meyersche Repetitorium damit als eine Vorlesung, die Schulmathe-
matik nicht trivialisiert, sondern als ein Stiick authentische Mathematik darstellt,
die die Studenten auch auf eigene kognitive Hiirden hinweist und — anders als auch
heute in vielen Anfingervorlesungen iiblich — den Schulstoff zum Ausgangspunkt
nimmt, die Mathematik als Wissenschaft von dort aus zu entwickeln. Es werden —
von Bekanntem ausgehend — héhere Dinge entwickelt.™©

10Dies erinnert an das in Beutelspacher u. a. (2011) vorgestellte Konzept einer Schulanalysis
vom hoheren Standpunkt (vgl. Danckwerts 2013).
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10.3.3 Vergleich der Orientierungen von Klein und Meyer

Aufgrund der spérlichen Literaturlage ist ein detaillierter Vergleich der Konzepte
anhand der Perspektiven und Prinzipien nicht mdoglich, auch wenn es einige Hin-
weise darauf gibt, dass Meyer die unterschiedlichen Perspektiven, die in Kleins
Vorlesung ausgemacht wurden, zumindest in Teilen fiir die Lehrerbildung im All-
gemeinen mitdenkt:

Meyer nimmt alleine dadurch schon eine didaktische Perspektive ein, dass er sich
um Veranstaltungen bemiiht, die den Lehrer auf sein spéteres Berufsleben in der
Schule vorbereiten. Auch spielt eine historische Perspektive in der Lehrerbildung
fiir ihn — vergleichbar mit Weber — insofern eine Rolle, als dass er sein Lehrbuch
zur Differential- und Integralrechnung mit historischen Notizen abschlieft (vgl.
Meyer 1901, S. iv). Sein Artikel zu Kant und das Wesen der Mathematik (vgl.
Meyer 1905) ldsst erkennen, dass er sich intensiv mit erkenntnistheoretischen Fra-
gen auseinandergesetzt hat und damit auch eine philosophische Perspektive auf
die Mathematik einnimmt.

Im Beitrag Meyers zur Okonomie des Denkens in der Elementarmathematik wird
beispielhaft jedoch ausschlieflich eine fachmathematische Perspektive beschrieben.
Ob und inwiefern auch andere Perspektiven im Repetitorium zum Tragen kommen,
lasst sich nicht abschliefsend kléren. Auch kann beziiglich der konkreten Umset-
zung der damit verbundenen moglichen Prinzipien keine Aussage getroffen werden.
Aufgrund der insgesamt unterschiedlichen Ausrichtung und Verortung der Vorle-
sungen im Studienplan ist ein Vergleich auf dieser Ebene prinzipiell nur schwer
moglich.

Im Falle der Trigonometrie zeigt ein expliziter Vergleich, dass Klein einerseits einen
globaleren Blick einnimmt. Er stellt die Theorie der trigonometrischen Funktio-
nen'! als fertiges Produkt vor, um es anschlieRend mit der Theorie der Logarith-
men zu vergleichen und Anwendungen zu diskutieren. FEr setzt aber andererseits
grundlegende Begriffe und Definitionen voraus, ohne diese lokal — wie es bei Meyer
der Fall ist — zu untersuchen und zu reflektieren.

Die Andersartigkeit der beiden Vorlesungen hingt erkennbar an den unterschied-
lichen Orientierungen zum Verhéltnis von Elementar- und Hochschulmathematik.
Klein blickt aus der Hochschulmathematik heraus — ;von oben‘ — auf die Elemente
und stellt einzelne Beziige her. Seine Erérterungen in den einzelnen Kapiteln lassen
sich an vielen Stellen sowohl begrifflich als auch stofflich der Hochschulmathematik
zuordnen (vgl. Kapitel 7). Meyer hingegen blickt von der Elementarmathematik
aus — ,von unten‘ — zunéchst auf diese selbst und fundiert diese hauptséchlich aus

1 Er selbst spricht von goniometrischen Funktionen, um zu betonen, dass diese Funktionenklasse
nicht nur bei der Dreiecksberechnung Anwendung findet (vgl. Klein 1933, S. 175).
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begrifflicher Sicht. Stofflich bleibt er, anders als Klein, in der Schulmathematik
verankert:

s Meyer| will zu Beginn der Studien durch eine einstiindige Vorlesung eine zusam-
menfassende Wiederholung der Elemente herbeifithren und Liicken ausfiillen, die
der Schulunterricht gelassen habe, weniger in stofflicher als in begrifflicher Hin-
sicht.“ (Lorey 1916, S. 267).

Zusammenfassung und Zwischenbilanz

Lorey bezieht beziiglich beider Vorlesungskonzepte Stellung. Er bezweifelt, dass ein
Student am Anfang des Studiums bereits in der Lage ist, die Untersuchungen und
Darlegungen Meyers in ihrer vollen Bandbreite zu begreifen und wertzuschétzen.
Seiner Auffassung nach sind die von Klein und Stéckel vorgelegten Vorlesungskon-
zepte oder zumindest deren Verortung im Studienverlauf passender und wertvoller
(vgl. Lorey 1916, S. 267):

,Der junge Student, der eben von der Schule kommt, hat in seiner gliicklichen
Naivitdt im allgemeinen noch gar nicht das Versténdnis fiir gewisse begriffliche
Feinheiten, die in den Elementen liegen; ihn hungert nach ganz neuem Wissens-
stoff [...]. Gerade solche psychologisch-pidagogischen Erwigungen lassen Vor-
lesungen iiber Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus fiir gereifte
Studenten angebracht erscheinen. (Lorey 1916, S. 267f)

Das Urteil fillt insofern vergleichsweise hart aus, als Meyer sein Repetitorium als
Ergénzung zu Vorlesungen versteht, die die von Lorey geforderte stoffliche Erwei-
terung des Schulstoffs leisten, und Meyer die begriffliche Durchdringung als einen
Prozess darstellt, der auch in hoheren Vorlesungen aufgenommen werden soll (vgl.
Meyer 1899, S. 154). Die Entwicklung eines hoheren Standpunkts schreibt er damit
nicht alleine seinem Repetitorium zu. Da sich Meyers Perspektive auf die Schul-
mathematik und die Art der Verbindung dieser mit der Hochschulmathematik
bereits in der Anlage grundlegend von Klein unterscheidet, ist daher anzunehmen,
dass sich beide Veranstaltungen gewinnbringend gegenseitig ergénzen:

Wahrend Meyer eher lokal begriffsbildend arbeitet, versteht Klein seine Vorlesung
als verbindendes Element mit dem Blick auf die Mathematik als Ganzes. Es hat
daher den Anschein, als sei sie an einzelnen Stellen beziiglich der begrifflichen
Auseinandersetzung oberflachlicher bzw. nicht explizit, jedoch auf der anderen
Seite vermutlich facettenreicher. Zudem blickt Meyer von der Schulmathematik
aus in Richtung Hochschulmathematik — er kann am Anfang des Studiums auch
auf keine hochschulmathematischen Vorkenntnisse zuriickgreifen —, wiahrend eine
abschliefiende Uberblicksvorlesung, wie sie Klein, Weber oder auch Stéckel im Sinn
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haben, von der Hochschulmathematik ausgehend Schul- bzw. Elementarmathe-
matik reflektiert, wodurch der Ubergang von der Hochschule zum praktischen
Unterricht an der Schule erleichtert werden soll. Vorlesungen dieser Art setzen
damit an der zweiten Bruchstelle zwischen Universitdt und Schule an, die auf dem
Weg zuriick an die Schule existiert. Meyers Repetitorium soll zwar ebenfalls Ein-
fluss auf die spétere Lehrtétigkeit der Studenten haben!?2, es soll aber auch Liicken
filllen, die durch die Kluft zwischen Schul- und Hochschulmathematik zu Beginn
des Studiums — der ersten ,Unstetigkeitsstelle’ — entstehen.

So unterstiitzt beispielsweise auch Stickel die Idee, dass einer Uberblicksvorlesung
am Ende des Studiums eine Veranstaltung am Anfang des Studiums gegeniiber-
zustellen sei, welche dhnlich dem Meyerschen Repetitorium den Ubergang von der
Schule an die Universitét ebnen soll (vgl. Stéckel 1905, S. 527).

10.4 Zur Tragfihigkeit elementarmathematischer
Vorlesungen

Bis heute wird auf Kleins Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus als
eine Art Prototyp einer lehramtsspezifischen Fachvorlesung Bezug genommen (vgl.
bspw. Krauss u. a. 2008, S. 238). Die in den vorangegangenen Kapiteln heraus-
gearbeiteten Prinzipien und Perspektiven illustrieren die Stérken des Kleinschen
Konzeptes, beschreiben aber auch Grenzen, die sich aus fachlicher, historischer
und didaktischer Sicht beziiglich der Wirksamkeit fiir den Unterricht ergeben.
Die Tragfahigkeit elementarmathematischer Vorlesungen kann zudem auch gene-
rell in Frage gestellt werden. Mit dieser Frage setzte sich Otto Toeplitz in einem
Bericht tiber das Problem der Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt (vgl.
Toeplitz 1932) kritisch auseinander.

Im Folgenden wird Toeplitz’ Kritik an Kleins und Webers Vorlesung systematisch
aufgearbeitet. Hieraus lassen sich — bereits von Schubring (1978) angesprochene —
Unterschiede zwischen Klein und Toeplitz beziiglich einer impliziten mathematik-
didaktischen Konzeption — und eng damit verbunden — beziiglich der Auffassung
eines hoheren Standpunkts zur Elementarmathematik ableiten. Mit Riickgriff auf
die Kleinschen Prinzipien und Perspektiven zeichnen sich aber auch grundlegende
Gemeinsamkeiten ab. Dadurch wird abschlieffend die vorgelegte Charakterisierung
der Kleinschen Vorlesungsreihe von einer Aufenperspektive aus reflektiert.

12Vergleiche hierzu die formulierten Ziele des Repetitoriums in Kapitel 10.3.2
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10.4.1 Kritik an den Vorlesungen von Weber und Klein

,Damit aber der Lehrer das alles seinen Schiilern so eindrucksvoll und lebendig
vermitteln kann, dass fiir das ganze Leben etwas davon in ihnen zuriickbleibt,
muss [...] ein so aktives, helles Licht von Klarheit iiber diese Sachen von ihm
ausstromen, dass die vielfdltigen Brechungen und Reflexionen, mit denen solche
Lichtstrahlen in die Seele des Schiilers gelangen, noch einige Helligkeit iibrig
lassen. (Toeplitz 1932, S. 7)

Auch Toeplitz vertritt die Meinung, der Lehrer solle einen héheren Standpunkt zu
der von ihm zu unterrichtenden Mathematik einnehmen, und richtet seine gesamte
hochschulmathematische Lehre danach aus. Anders als beispielsweise Stéckel hat er
dabei vornehmlich den Mathematikstudenten in seiner Rolle als zukiinftiger Lehrer
im Blick. Fragen beziiglich moéglicher Forschungsleistungen der Lehrer beriihrt er
dabei nicht (vgl. auch Schubring 1978, 272f).

In diesem Zusammenhang setzt er sich rund dreiffig Jahre nach Veroffentlichung
von Webers Enzyklopidie zur Elementarmathematik und Kleins Elementarmathe-
matik vom héheren Standpunkte aus kritisch mit dem Konzept der ,elementar-
mathematischen Vorlesung® auseinander. Er bezweifelt, dass Veranstaltungen, wie
Weber oder Klein sie gehalten haben, ,ein ausreichendes Mittel [sind], um in dem,
der auf der Universitiat Mathematik studiert und dann auf der Schule Mathematik
unterrichtet, ein einheitliches Bewusstsein dieser beiden Mathematiken zu erzeu-
gen.“ (Toeplitz 1932, S. 1), also eine tragfihige Verbindung zwischen Schul- und
Hochschulmathematik herzustellen.

Die Kritik an Weber und Klein bezieht sich dabei nicht auf die konkreten Aus-
fiihrungen beider Autoren. Er wiirdigt den systematischen Zusammenhang, den
beide zwischen den schulmathematischen Inhalten und der Hochschulmathema-
tik herstellen, und wiirdigt ihre Rolle in der Diskussion um ein lehramtsgerech-
tes Hochschulstudium. Die Darstellung der einzelnen Themen bezeichnet er in
beiden Fillen als ,didaktisch genau durchgearbeitet (Toeplitz 1932, S. 4), die
Inhalte als erkenntnisreich und den hochschulmathematischen Kanon erweiternd
(vgl. Toeplitz 1932, S. 4f). Das Konzept der elementarmathematischen Vorlesung
im Generellen habe jedoch Schwiichen, die sich nicht lokal beheben liefen (vgl.
Toeplitz 1932, S. 1). Diese Schwichen illustriert Toeplitz an konkreten Beispielen.
Sie lassen sich unterschiedlichen Kategorien zuordnen: der Auswahl der Themen,
der horizontale und vertikale Vernetzung, dem Verhdltnis von Inhalt und Methode
sowie der mathematischen Aktivitdt und Forschungserfahrung im Kleinen.

Auswahl der Themen. In Kapitel 7 wurde bereits diskutiert, welchen Nutzen
bestimmte Themen in der Elementarmathematik fiir den Schulunterricht haben
konnen. Toeplitz beanstandet, dass viele der von Weber und Klein behandelten
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Themen keinen direkten Einfluss in der Schule haben, da sie weder Bestandteil des
Lehrplans seien noch einen methodischen Nutzen oder Mehrwert darstellen.

Der Begriff der Transzendenz beispielsweise gehort, so Toeplitz, nicht in den Schul-
unterricht. Bei Fragen zur Konstruktion mit Zirkel und Lineal habe der Lehrer,
wenn iiberhaupt, nur in einem historischen Exkurs anzudeuten, dass bestimmte
Probleme der antiken Mathematik erst in der Neuzeit gelost werden konnten und
die Erkenntnis, dass 7t und e eine besondere Eigenschaft — die Transzendenz —
besitzen, wesentlich zur Losung beigetragen habe (vgl. Toeplitz 1932, S. 2f).

Der Beweis der Transzendenz von 7t und e sei auf der anderen Seite ein leicht einzu-
grenzendes Beispiel, das kein weitreichendes oder tiefliegendes Hintergrundwissen
beansprucht, sondern mit Mitteln der elementaren Zahlentheorie und Analysis
bewiesen werden kann. Benotigt werden lediglich ein paar ,zauberhafte (Toeplitz
1932, S. 2) Ideen. Es gehe im Schulunterricht aber nicht in erster Linie darum,
das Zauberhafte und Uberraschende der mathematischen Produktion zu enthiillen
(vgl. Toeplitz 1932, S. 2).

Horizontale und vertikale Vernetzung. Aber auch jene Inhalte der Weberschen
und Kleinschen Vorlesung, deren Begriffe oder Methoden aus der Schule bekannt
sind, stellen Toeplitz zufolge nur einen kleinen Ausschnitt des gesamten Schulcur-
riculums dar. Und es wird im Rahmen einer solchen Vorlesung nicht moglich sein,
den gesamten schulmathematischen Inhalt abzudecken (vgl. Toeplitz 1932, S. 8).

Die Toeplitzsche Kritik nimmt dariiber hinaus die fehlende horizontale und ver-
tikale Vernetzung in den Blick: Als Beispiel fiihrt er etwa die Behandlung der
Unmoglichkeitsbeweise bei der Konstruktion mit Zirkel und Lineal auf. Hier kénn-
ten bereits bei der Einfiilhrung der Buchstabenrechnung oder im Geometrieunter-
richt propéadeutische Erfahrungen gemacht werden. Dies wird jedoch in den ent-
sprechenden Kapiteln bei Weber oder Klein nicht entfaltet (vgl. Toeplitz 1932, S. 8).

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit stiitzen Toeplitz’ Kritik: In Kapitel 9.1
wurde gezeigt, dass die Idee des funktionalen Denkens in der Kleinschen Vorlesung
in verschiedenen Facetten aufgegriffen wird. Propadeutische Erfahrungen werden
hier aber auch ausgeklammert. Weiter kann Toeplitz’ Kritik durch die in Kapitel
2 beschriebene Beobachtung gestiitzt werden, dass Klein zwar groken Wert dar-
auf legt, innermathematische Vernetzungen hochschulmathematischer Teilgebiete
aufzuzeigen, allerdings innerhalb des Werkes selbst und damit bezogen auf die
gewdhlten schulmathematischen Inhalte nur wenig Verkniipfungen herstellt.
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Verhiltnis von Inhalt und Methode. Toeplitz’ Hauptkritik bezieht sich auf das
Verhiltnis von Inhalt und Methode in den elementarmathematischen Veranstal-
tungen: Toeplitz zufolge haben die Vorlesungen eher enzyklopéddischen Charak-
ter; sie vermitteln Wissen und Inhalt, beschéftigen sich aber nur zweitrangig mit
methodischen Fragen (vgl. Toeplitz 1932, S. 1f).

Auch dies kann am Beispiel der Konstruktion mit Zirkel und Lineal verdeutlicht
werden. Sowohl Weber als auch Klein behandeln die Nichtkonstruierbarkeit eines
regelméfigen Siebenecks bzw. die Unmoglichkeit der Dreiteilung eines (allgemei-
nen) Winkels mit Zirkel und Lineal. In beiden Féllen wird der geneigte Leser, so
Toeplitz, von diesen Ausfithrungen eine Erkenntnis mitnehmen kénnen, die in den
Fachvorlesungen des Studiums nicht angebahnt wurde. Sowohl Weber als auch
Klein gelinge es dabei aber nicht, die Schwierigkeit — begrifflicher und metho-
discher Natur — zu iiberwinden, die beiden Beweise durch die Verwendung der
wschwierigsten Begriffe der hochsten Algebra“ (Toeplitz 1932, S. 5f ) innewohnen.
In einer Uberblicksvorlesung, wie Kleins Elementarmathematik oder Webers Enzy-
klopddie, konne man die Studenten nicht ,methodisch auf solche Gedankengénge
vorbereite[n]* (Toeplitz 1932, S. 6) — anders als in den reguléren Fachvorlesun-
gen:

»,Die Algebravorlesung kann langsam und planméfig diese Begriffe vorbereiten
und einiiben, sie eingehend definieren und in aller Ausfiihrlichkeit unzweideutig
herausarbeiten. Eine aphoristische Darstellung kann das, so genial sie sein mag,
nie erreichen. (Toeplitz 1932, S. 6)

Klein und Weber behalfen sich damit, diese Grundlagen als aus Fachvorlesungen
bekannt vorauszusetzen. Dem widerspricht Toeplitz: Zu der Zeit, in der Klein und
Weber lehrten, habe eine Algebravorlesung durch ihren systematischen Aufbau
und ihre abstrakte Einfiilhrung der Begriffe und Theorien keine Vorarbeit zu den
in den elementarmathematischen Vorlesungen entwickelten Gedanken geleistet, so
dass die notwendigen Verkniipfungen mit bereits Gelerntem nicht abrufbar wéren
(vgl. Toeplitz 1932, S. 8f).

,Erfahrung Mathematik’. Ideen und Inhalte, wie sie Weber und Klein in ihren
Vorlesungszyklen bearbeiten, beanspruchen eine besondere Reife und einen beson-
ders beweglichen Umgang mit der Mathematik (vergleiche hierzu bspw. Kapitel
7). Eine blofe Mitteilung eines Sachverhaltes reicht daher in Toeplitz’ Augen nicht
aus, um den Sachverhalt zu verinnerlichen (vgl. Toeplitz 1932, S. 6).

Fiir die Idee eines Nichtkonstruierbarkeitsbeweises ist es wichtig, dass der Lernende
selbst auf das Problem gestofien ist, um es nachvollziehen und in der Lehrerrolle
auch vermitteln zu kénnen. Geschieht dies nicht, so iiberzeugt der Beweis selbst
nicht notwendig. Ausspriiche folgender Art bilden dann keine Seltenheit: ,Dass die
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Gelehrten behaupten, das Problem sei unlosbar, ist mir wohlbekannt.“ (Toeplitz
1932, S. 7) Der zukiinftige Lehrer muss also bestimmte Aufgaben selbst bearbei-
ten, um ein tieferes Verstdndnis der Sachverhalte zu entwickeln und auch eigene
Forschungserfahrung im Kleinen machen.'® Ahnlich verhilt es sich mit der Theo-
rieentwicklung:

Sowohl bei Weber als auch bei Klein werden Grundfragen der Arithmetik behan-
delt. In beiden Féllen, wenn auch in unterschiedlicher Weise (vgl. hierzu Kapitel
10.2), erfahrt man, dass die Grundlegung der Rechengesetze schwieriger ist als
erwartet und Fragen der Philosophie der Mathematik beriithrt. Weber und Klein
prisentieren Vorschlidge einer Fundierung, eine Souverdnitat mit Begriffen und der
Begriffsbildung werde dadurch jedoch nicht erzeugt (vgl. Toeplitz 1932, S. 11).

Grundlagen einer Theorie kdnnen nicht in einem einzelnen Kapitel, wie bei Klein
oder Weber angelegt, vermittelt werden. Der Student muss sie iiber das Durch-
dringen und Erarbeiten einer einzelnen Disziplin erlernen. Erst wenn er sich selbst
mit einer Theorie in ihrem Geflige auseinandersetzt, kann er die ,auswechselbare
Natur der Axiome* (Toeplitz 1932, S. 12) und ihren Einfluss auf die Theoriebildung
nachvollziehen.4

Zusammenfassend kritisiert Toeplitz an Veranstaltungen vom , Typ Flementar-
mathematik vom héheren Standpunkt” eine zu starke Orientierung an den Inhal-
ten und eine zu schwache Ausrichtung an den Methoden. Weber und Klein ver-
mitteln Toeplitz zufolge Wissen, der wiinschenswerte héhere Standpunkt zeichne
sich jedoch durch eine Finstellung zur Mathematik bzw. ein erreichtes Denkniveau
aus.

10.4.2 Toeplitz' Alternative

Ein tragfahiger hoherer Standpunkt zur Elementarmathematik entsteht, Toeplitz
zufolge, durch eine Einstellung zur Mathematik, die im Schulunterricht wirksam
wird, und geht mit speziellen Fahigkeiten einher, die in einer Uberblicksvorlesung
nicht geschult werden:

Aus Toeplitz’ Sicht sind das in erster Linie reproduktive Fiahigkeiten wie das Hand-
haben von Kalkilen und Verfahren und die Theorieentwicklung ,im Kleinen* (vgl.

13Diese Auffassung wird auch in der heutigen hochschuldidaktischen Diskussion der Lehrerbil-
dung im Fach Mathematik vielfach vertreten (vgl.bspw. Beutelspacher u. a. (2011) oder Nickel
(2013)).

130 sei es, Toeplitz zufolge, eine gute Idee, ein und dieselbe Vorlesung wiederholt bei unter-
schiedlichen Dozenten zu horen, um zu erleben, welche unterschiedlichen Zugéinge zu einem
Thema zu gleichen Ergebnissen fiihren kénnen.
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Toeplitz 1932, S. 14): Der Lehrer soll die Kalkiile und Verfahren, die er im Unter-
richt lehrt, sicher beherrschen und nicht nur ihre Grenzen theoretisch kennen,
sondern sie selbst erlebt haben. Die Stérke einer mathematischen Theorie kann
der Lehrer zudem nur dann vermitteln, wenn er selbst gepriift hat, welche Schritte
eine Theoriebildung beinhaltet — ,Er muss [...] ein kleineres mathematisches Gan-
zes darzustellen geiibt haben® (Toeplitz 1932, S. 14). Ein verstdndiger Umgang mit
Mathematik von einem héheren Standpunkte aus besteht weiter darin, dass der
Lehrer nicht nur in der Lage ist, die Aussagen und Ideen seiner Schiiler mit wahr
oder falsch zu bewerten, sondern aus dem Stehgreif ein Gegenbeispiel zu erzeu-
gen, welches ,die Unrichtigkeit [der] Vorstellung [den Schiilern] drastisch dartut®
(Toeplitz 1932, S. 14).

Die forderliche Einstellung zur Mathematik erfordert zwar keine eigenstdndigen
Forschungsleistungen im engeren Sinn, der Lehrer muss aber zumindest insofern
produktiv sein, als dass er Aufgaben in angemessenem Schwierigkeitsgrad und
mit erwiinschtem Lerneffekt erzeugen soll. Auch dies wird, so Toeplitz, in elemen-
tarmathematischen Vorlesungen, wie sie Weber oder Klein vorschlagen, genauso
wenig erprobt wie in den restlichen Veranstaltungen des Studiums (vgl. Toeplitz
1932, S. 14).

Ein hoherer Standpunkt, wie Toeplitz ihn sieht, generiert sich daher nicht alleine
aus der Préasentation von Beispielen, Ideen und Wissen, sondern entwickelt sich
vor allem durch selbststéindiges Erkunden und Uben. Da die beschriebenen Fihig-
keiten im Einklang sind mit den Grundsétzen des wissenschaftlichen Arbeitens —
es bestehe, so Toeplitz, ,eine prastabilierte Harmonie |[. . .| zwischen den Erforder-
nissen der Wissenschaft und denen des Lehrens* (Toeplitz 1932, S. 15) —, lieRen
sich diese studienbegleitend in die Fachvorlesungen integrieren. Dadurch wird eine
Verbindung zwischen Schul- und Hochschulmathematik nicht nur berichtend her-
gestellt, sondern kann von den Studenten selbst erkundet und erprobt werden:

Die einzelnen Bestandteile einer Elementarmathematikvorlesung werden erst
dann im Schulunterricht eigentlich wirksam, wenn im Rahmen der mathemati-
schen Vorlesungen, denen jede einzelne angehort, der Horer das Niveau erlangt,
von dem aus er sie innerlich beherrschen kann.“ (Toeplitz 1932, S. 13)

Toeplitz illustriert beispielhaft eine Algebravorlesung, in der nicht deduktiv-sys-
tematisch von den allgemeinen Begriffen ausgegangen wird, sondern auch in der
Schule beriihrte Probleme, wie die Trisektion eines Winkels, die Konstruktion eines
gleichméfigen Siebenecks oder die Losung von Gleichungen 5. Grades, die ,Haupt-
leitmotive” (Toeplitz 1932, S. 10) bilden, von denen aus die abstrakte Theorie
entwickelt wird. Als weitere Ankniipfungsmdoglichkeiten nennt er die Idealtheorie
mit dem Zusammenhang zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, die Theo-
rie der elliptischen Funktionen, die die Grundlagen der Trigonometrie beriihrt,
und schlieRlich das Studium der angewandten Mathematik, das den Lehrer dazu
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befahigen kann, ,die Differential- und Integralrechnung nicht als bloffen Rechen-
formalismus zu unterrichten, sondern in dem Geist, in dem Felix Klein ihn gemeint
hat* (Toeplitz 1932, S. 13).

Wird die Einstellung zur Mathematik in diesem Sinne in Fachvorlesungen ange-
bahnt, verlieren elementarmathematische Vorlesungen, wie die Elementarmathe-
matik vom hoheren Standpunkte aus, ihre Notwendigkeit:

Hine solche Wendung des Kollegs wiirde eine Sondervorlesung iiber Elemen-
tarmathematik in diesem Punkte iiberfliissig machen, wiirde sehr, sehr viel mehr
leisten, als jene jemals leisten kann, vom Standpunkt der Schulmathematik.®
(Toeplitz 1932, S. 10)

Die beschriebenen Grundziige des Toeplitzschen Lehrerbildungskonzepts unter-
scheiden sich somit von Webers und Kleins Vorlesung durch ihren starken Fokus
auf selbststindige mathematische Erfahrung sowie eine stirkere methodische Ori-
entierung. Fiir diese Zielsetzung spielt die Auswahl des konkreten Inhalts keine
entscheidende Rolle.

Es soll hier nicht in Frage gestellt werden, dass eine tragfihige Einstellung zur
Mathematik wesentlich von eigenen Erkundungen und praktischen Ubungen beein-
flusst werden kann. Da Vorlesungen wie die Kleinsche dies zunéchst nicht in den
Vordergrund stellen, scheint Toeplitz’ diesbeziigliche Kritik am Kleinschen Vorle-
sungskonzept gerechtfertigt. Toeplitz’ Einschiatzung, die Kleinsche Vorlesung hitte
vornehmlich enzyklopédischen Charakter, wird jedoch im Folgenden kritisch hin-
terfragt.

10.4.3 Zum Verhaltnis von Inhalt und Methode bei Klein und
Toeplitz

Aus der formulierten Kritik am Kleinschen Vorlesungskonzept kénnte begriindet
abgelesen werden, dass Klein und Toeplitz beziiglich des Verhéltnisses von Inhalt
und Methode, bzw. von Wissen und Einstellung, grundlegend verschiedene Hal-
tungen einnehmen. Schubring bekriftigt dies indirekt, wenn er herausstellt, dass
Toeplitz zufolge die Kluft zwischen Schule und Hochschule ,auf der inhaltlichen
Seite nicht zu iiberbriicken® (Schubring 1978, S. 273) und lediglich durch eine ,,Aus-
bildung der methodischen Einstellung” (Schubring 1978, S. 280) zu verringern sei.
Klein hingegen begegnet dieser Kluft nun insbesondere durch den Versuch einer
Angleichung des schulischen Lehrplans an die Studieninhalte sowie einer Orientie-
rung an der fundamentalen inhaltlich-ordnenden Idee des funktionalen Denkens
(vgl. hierzu bspw. Kapitel 1.2 und 9.1).
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Diese Einschitzung kann auf der Grundlage der in dieser Arbeit herausgearbeite-
ten Charakteristika der Kleinschen Vorlesung relativiert werden: Die Kleinschen
Perspektiven spiegeln sich zu groken Teilen in der von Toeplitz beschriebenen geeig-
neten Einstellung zur Mathematik. Zudem lassen sich die Kleinschen Prinzipien
in gewissem Sinne als methodische Leitideen ansehen:

Von Toeplitz eingenommene Perspektiven. Eine Anbindung von Schulmathe-
matik an die Hochschulmathematik — durch fachmathematische Fundierung, Ver-
allgemeinerung und Einblick in aktuelle Forschung —, wie sie in der von Klein ein-
genommenen fachmathematischen Perspektive praktiziert wird (vgl. hierzu
Kapitel 7), erfolgt auch bei Toeplitz, ndmlich dadurch, dass er in die fachma-
thematische Vorlesung, die diese angesprochenen Facetten naturgem&f enthélt,
schulrelevante Themen als ,,Hauptleitmotive* einbindet.

Toeplitz ist einer der Hauptvertreter der historisch-genetischen Methode in uni-
versitdren Vorlesungen. Er unterscheidet zwischen dem direkten Zugang, in dem
man ,den Studenten direkt die Entdeckung in ihrer ganzen Dramatik vorfiihrt*
(Toeplitz 1927, S. 93), und dem indirekten Zugang, bei dem man als Dozent aus
der historischen Entwicklung , Folgerungen fiir das Lehren® (Toeplitz 1927, S. 93)
zieht. Damit nimmt Toeplitz selbst eine historische Perspektive ein. Im Falle
der indirekten Methode lédsst sich die Perspektive, die Toeplitz’ Studenten auf die
behandelten Gegensténde einnehmen sollen, eher als historisch-orientiert bezeich-
nen, da hier die Geschichte selbst — anders als bei Klein (vgl. Kapitel 8) — nicht
Gegenstand der Vorlesung ist.

Unterrichtsinhalte und Struktur des Schulsystems stellen fiir Toeplitz — &hnlich wie
es auch bei Weber erkennbar ist — eine Invariante dar (vgl. Schubring 1978, S. 274).
Es ist damit nicht zu erwarten, dass Toeplitz eine didaktische Perspektive im
Sinne einer Diskussion des schulischen Curriculums, wie sie Klein in seiner Ele-
mentarmathematik fithrt (vgl. Kapitel 9.1), einnimmt. Auch dufert er sich bei-
spielsweise nur vereinzelt zum Bildungsauftrag von Mathematik (vgl. Toeplitz
1929, S. 13f).

Ahnlich wie in Kapitel 9.2 fiir Klein herausgearbeitet kann auch Toeplitz dem
Sprachgebrauch Griesels folgend eine stoffdidaktische Orientierung zugesprochen
werden. Den Sachanalysen in Vorlesungen, wie sie Toeplitz vorschweben, geht eine
didaktische Vorentscheidung voraus. Diese These wird gestiitzt durch Schubrings
Analyse des Lehrwerkes Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung (vgl. Toeplitz
1972):

»Da er Inhalt und Organisation des Unterrichts als nicht beeinflufbare Voraus-
setzung nimmt, wird die Unterrichtsmethodik zum zentralen, implizit steuernden
Moment der gegenstandslogischen Analyse.“ (Schubring 1978, S. 299)
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Die Kleinschen Prinzipien als methodische Leitideen. Die Prinzipien bei Klein
nehmen in der Elementarmathematik vom hdéheren Standpunkte aus eine zwei-
fache Rolle ein. Einerseits kénnen sie als Leitmotive fiir die von Klein gewéhlte
Darstellung der einzelnen Themen angesehen und daher als Methode der Vor-
lesungskonzeption bezeichnet werden (vgl. hierzu Kapitel 6), andererseits liefern
sie Anhaltspunkte zur unterrichtspraktischen Umsetzung in der Schule (vgl. 9.3.1,
Forderung 1). Den Prinzipien wohnt daher eine methodische Dimension inne.

Wahrend das Prinzip der innermathematischen Vernetzung und das Prinzip der
Anwendungsorientierung dabei — mit Toeplitz’ Auslegung der Kleinschen Vorle-
sung konform — eher inhaltlich-orientierte Prinzipien darstellen, ist das geneti-
sche Prinzip, welches Toeplitz selbst vertritt, ein methodisches Prinzip. Auch dem
Prinzip der Veranschaulichung kann ein methodischer Charakter zugeschrieben
werden.

Damit kann Toeplitz zwar beziiglich seines Urteils, die Kleinsche Vorlesung ori-
entiere sich am Inhalt, nicht widersprochen werden. Umgekehrt kann Klein eine
methodische Orientierung aber auch nicht vollstdndig abgesprochen werden. Inhalt
und Methode scheinen bei Klein in enger Verbindung zu stehen. Den ,,Antago-
nismus von Stoff und Methode“ (Toeplitz 1929, S. 2), den Toeplitz beschreibt,
bestétigt Klein in seiner Vorlesung so nicht.

Insgesamt kann festgehalten werden, dass Kleins und Toeplitz’ Auffassung beziig-
lich eines hoheren Standpunkts zur Elementarmathematik nicht soweit auseinander
liegen, wie es Toeplitz’ Kritik an der Kleinschen Vorlesung erwarten lésst. Beide
Konzepte sind getragen von vielfaltigen Perspektivwechseln, die zu einem bewegli-
chen Umgang mit den mathematischen Gegensténden fiihren sollen. Eine Einstel-
lung, wie sie Toeplitz beschreibt, entsteht dabei im Wesentlichen unabhéngig von
speziellen Inhalten. Sie kann in jeder beliebigen Fachvorlesung angestrebt werden;
im Idealfall trigt jede einzelne Vorlesung des Studiums dazu bei. Ahnlich dazu
strebt Klein — anders als Weber — keine vollstéandige enzyklopadische Darstellung
der schulmathematisch relevanten Themen an, sondern versteht seine Vorlesungs-
reihe als eine Sammlung exemplarischer Exkurse (vgl. Klein EvhS 1, S. v). Auch
wenn er dabei methodische Fragen im oben beschriebenen Sinne mitdenkt, orien-
tiert sich sein héherer Standpunkt aber deutlich erkennbar an den Inhalten.
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Zusammenfassung und Bilanz

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass zu Kleins Zeit grofte Einigkeit beziiglich der
Notwendigkeit elementarmathematischer Vorlesungen bestand.

Anhand zweier zeitgendssischer Vorlesungskonzepte wurden weitere Facetten eines
hoheren Standpunktes beschrieben, die die Kleinschen Prinzipien und Perspekti-
ven erganzen. So bewegen sich Weber und Wellstein in ihrer Enzyklopddie der Ele-
mentarmathematik zwar vornehmlich auf der fachmathematischen Ebene. Dafiir
bleiben sie in ihren fachmathematischen Analysen insgesamt dichter am eigentli-
chen Schulstoff — was den Nutzen fiir die Schule erhéhen kann. Mit seinem Repe-
titorium zur Elementarmathematik verfolgt Meyer eine grundlegend andere Kon-
zeption. Statt am Ende des Studiums riickblickend die Schulmathematik in die
Hochschulmathematik einzubetten, kniipft er zu Beginn des Studiums an die Schul-
erfahrungen an und entwickelt dadurch — ,von unten‘ — einen héheren Standpunkt,
der wesentlich dazu beitragen soll, den Respekt fiir die Elementarmathematik auf-
recht zu erhalten.

Mit Toeplitz wurde das Konzept elementarmathematischer Vorlesungen generell
hinterfragt. Dieser schreibt den Vorlesungen von Weber-Wellstein und Klein einen
primér enzyklopiddischen Charakter zu und gibt zu bedenken, dass die Présen-
tation von Wissen die intendierte Einstellung zur Mathematik nicht nachhaltig
prigen kann. Derartige Vorlesungen kénnten daher nicht wirksam den Unterricht
beeinflussen. Stattdessen plddiert er dafiir, die notwendigen Beziige zur Schul-
mathematik in jeder einzelnen Fachvorlesung herzustellen. Damit verbunden ist
ein héherer Standpunkt, der vornehmlich methodisch ausgerichtet ist und studen-
tische Eigenerfahrungen in den Vordergrund stellt.

Beziiglich der FElementarmathematik vom héheren Standpunkt konnte Toeplitz’
Einschitzung auf der Grundlage der vorangegangenen Analysen des Kleinschen
Ansatzes teilweise relativiert werden. Der Abgleich mit den Kleinschen Perspekti-
ven zeigte, dass sich Kleins und Toeplitz’ Auffassung beziiglich der Einstellung zur
Mathematik und auch beziiglich des erwiinschten héheren Standpunktes weniger
unterscheiden, als es die Kritik Toeplitz’ erwarten lasst. Zudem konnten Argumente
dafiir angefiihrt werden, dass Kleins Vorlesung trotz ihrer primér inhaltlichen Aus-
richtung nicht nur zufillig methodische Komponenten enthélt.

Durch den Vergleich mit unterschiedlichen zeitgendssischen Vorlesungskonzepten
konnten die in den vorangegangenen Kapiteln herausgearbeiteten Charakteris-
tika der Kleinschen Vorlesung durch weitere Facetten eines héheren Standpunktes
ergdnzt werden. Zudem erwiesen sich die Kleinschen Prinzipien und Perspektiven
als brauchbares Hilfsmittel fiir einen systematischen Vergleich elementarmathema-
tischer Vorlesungen und deren zugrunde liegender Intentionen.
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In der vorliegenden Arbeit wurde Felix Kleins Elementarmathematik vom hoheren
Standpunkte aus vorgestellt und analysiert. Einerseits konnten dabei der Vorle-
sung zugrunde liegende Prinzipien benannt und spezifiziert werden, andererseits
stellte sich heraus, dass Klein spezifische Perspektiven auf die Elementarmathe-
matik einnimmt. Die Prinzipien und die Perspektiven konnen gleichermafen zur
Verbindung von Schul- und Hochschulmathematik und damit zur Uberwindung
der doppelten Diskontinuitéit beitragen:

Die fachmathematische, die historische und die didaktische Perspektive struk-
turieren den héheren bzw. erweiterten Standpunkt!® zur Elementarmathematik.
Die Vorlesung erhélt durch die didaktische Perspektive eine quasi stoffdidaktische
Ausrichtung, wodurch sie sich von den alternativen zeitgenossischen Vorlesungen
abgrenzen lasst. Weiter setzt Klein bewusst und aus einer didaktischen Motivation
heraus die Prinzipien der Vernetzung, der Veranschaulichung, der Anwendungsori-
entierung und das genetische Prinzip ein. Mit Blick auf diese Prinzipien und die
damit verbundene Vorgehensweise in der Vorlesung wird eine weitere Komponente
deutlich: Klein nimmt nicht nur einen héheren Standpunkt zur Elementarmathe-
matik ein, sondern auch einen elementaren Standpunkt zur héheren Mathematik.

Durch den Vergleich mit unterschiedlichen Vorlesungskonzepten seiner Zeit konn-
ten die in dieser Arbeit herausgearbeiteten Charakteristika der Kleinschen Vorle-
sung durch weitere Facetten eines hoheren bzw. erweiterten Standpunktes ergénzt
werden: Meyers Repetitorium zur Elementarmathematik ist beispielsweise Teil der
Studieneingangsphase und bringt die Idee des Ankniipfens an vorangegangene
Schulerfahrungen ins Spiel.

Zudem erwiesen sich die Kleinschen Prinzipien und Perspektiven als brauchba-
res Hilfsmittel fiir einen systematischen Vergleich (zeitgendssischer) elementarma-
thematischer Vorlesungen und deren zugrunde liegender Intentionen. Darin liegt
das intendierte Potential der vorliegenden Arbeit: Die Kleinschen Prinzipien und
Perspektiven kénnen auch fiir heutige Vorlesungen als Analyseinstrument genutzt

werden und moglicherweise bei der Konstruktion und Entwicklung neuer Konzepte
helfen.

15Falls man das Adjektiv ,héhert mit Hochschulmathematik und damit der fachmathematischen
Perspektive identifiziert, scheint die Bezeichnung erweiterter Standpunkt in Bezug auf Kleins
Vorlesung passender.
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Ausblick

Sowohl aus mathematikhistorischer und mathematikphilosophischer als auch aus
mathematikdidaktischer und hochschuldidaktischer Sicht ergeben sich weitere Fra-
gen und mogliche Ankniipfungspunkte fiir weiterfiithrende Untersuchungen:

In der vorliegenden Arbeit habe ich mich in erster Linie mit dem ersten Band der
Kleinschen Vorlesungsreihe auseinandergesetzt. Aus mathematikhistorischer Sicht
wére zu untersuchen, ob und inwiefern die herausgearbeiteten Merkmale auch den
zweiten und dritten Band der Flementarmathematik vom héheren Standpunkte aus
préigen.

Anschauung wird in der Vorlesung, wie beschrieben, zu einem wesentlichen Leit-
motiv. Dabei unterscheidet Klein mit Bezug auf Kant zwischen einer inneren und
einer dufleren Anschauung und thematisiert das Verhéltnis von Anschaulichkeit
und Strenge. Eine detaillierte Analyse des Kleinschen Anschauungsbegriffs, die
vor allem den dritten Band der Vorlesungsreihe zur Prdzisions- und Approzximati-
onsmathematik und Kleins fachmathematische Veroffentlichungen mit in den Blick
nimmt, scheint einerseits aus mathematikhistorischer und mathematikphilosophi-
scher Sicht von Interesse.'® Andererseits liefen sich hieraus Perspektiven fiir die
Rolle der Anschauung im Lehramtsstudium gewinnen.

Die Wahl der Sprache im Mathematikunterricht wird heute insbesondere mit Blick
auf die Primarstufe und Sekundarstufe I diskutiert (vgl. bspw. Gallin und Ruf
1998; Maier 2004). In der Sekundarstufe IT sowie im Studium wird das Augenmerk
in erster Linie auf die Beherrschung der Fachsprache gelegt (vgl. etwa Bildungs-
standards 2012, S. 28). Meines Erachtens kann aber gerade eine von Metaphern
gepragte Sprache, wie sie Klein verwendet, in Abgrenzung zur heute etablierten
Fachsprache eine besondere Rolle fiir die Entwicklung der Anschauung einnehmen.
Diese These gilt es zu belegen.

Angrenzend an das in dieser Arbeit behandelte Thema ist das Problem eines
geeigneten Begriffsverstindnisses von Elementarmathematik. In Kapitel 1.3 wur-
den verschiedene Arbeitsdefinitionen fiir den Begriff der Elementarmathematik
mit jeweils anderem Begriffsumfang vorgestellt. Eine tiefere Analyse kann einer-
seits zur Klarung der Begriffsbildung beitragen und andererseits den Diskurs tiber
lehramtsgerechte Fachvorlesungen versachlichen. Hierzu gibt es bisher nur wenige
wissenschaftliche Arbeiten.

16 Francseca Biagoli aus Paderborn befasst sich gegenwiirtig mit diesem Thema aus mathema-
tikphilosophischer Sicht. Erste Idee sind bereits in vorangegangenen Arbeiten verdffentlicht
(vgl. bspw. Biagioli 2013).
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Thesen fiir eine heutige Umsetzung der Kleinschen
Ideen

Abschliefsend formuliere ich Thesen fiir eine heutige Umsetzung der Kleinschen
Vorlesung, die die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit aufgreifen:

These 1: Eine Umsetzung von Kleins Ideen heute sollte nicht nur auf eine ein-
zelne Vorlesung beschrénkt sein und muss mit konkreten Anleitungen und
,Ubungsaufgaben‘ einhergehen.

Toeplitz’ Argumente (vgl. Kapitel 10.4) {iberzeugen: Der hohere Standpunkt darf
nicht alleine als zu vermittelndes Wissen angesehen werden, sondern impliziert eine
spezifische Einstellung zur Mathematik, die sich iiber das gesamte Studium zu ent-
wickeln hat. Dies gilt heute umso mehr, da die vorgegebenen Rahmenbedingungen
des Studiums die Eigenstdndigkeit der Studierenden erheblich einschranken.

These 2: Es gilt den Respekt fiir die Schulmathematik zu erh6hen und den beweg-
lichen Umgang mit dieser zu stirken. Dies kann insbesondere durch das expli-
zite Ankniipfen an schulische Vorerfahrungen gelingen.

In der von Klein eingenommenen fachmathematischen Perspektive wird nach-
dem die Studenten umfassende hochschulmathematische Erfahrungen gemacht
haben, die Schulmathematik in den erworbenen Wissenskanon fachlich eingebettet.
Dadurch entsteht die Gefahr, schulmathematische Gegensténde als triviale Spezi-
alfille innerhalb hochschulmathematischer Theorien zu identifizieren. Eine (ergéin-
zende) Orientierung in Richtung Franz Meyer (vgl. Kapitel 10.3) kann helfen, den
Respekt fiir die Schulmathematik zu erhéhen und den beweglichen Umgang mit
dieser zu starken. Diesen Weg verfolgen viele aktuelle Initiativen bei der Neuori-
entierung des gymnasialen Lehramtsstudiums.

These 3: Die Kleinsche Auffassung des hoheren Standpunkts ist auch aus heutiger
Sicht lohnend, kann jedoch mit unserem heutigen mathematikdidaktischen
Wissen préziser und differenzierter kommuniziert und ausgestaltet werden.

In der vorliegenden Arbeit wurden — bezogen auf die Kleinschen Ideen — Ver-
bindungen und Ankniipfungspunkte zur aktuellen mathematikdidaktischen Dis-
kussion benannt. Naturgeméf sind viele Unterschiede erkennbar. Insgesamt kann
festgehalten werden, dass eine Orientierung an Kleins Prinzipien und Perspektiven
heute genauer gefasst und gezielter genutzt werden kann.






Literaturverzeichnis

Ableitinger, Christoph und Herrmann, Angela (2011): Lernen aus Musterlésungen
zur Analysis und Linearen Algebra. Wiesbaden: Vieweg + Teubner.

Ableitinger, Christoph; Kramer, Jiirg und Prediger, Susanne (2013): Zur doppelten
Diskontinuitdt in der Gymnasiallehrerbildung. Wiesbaden: Springer Spektrum.

aCampo, Arnold; Weigand, Hans-Georg und Ziegler, Giinter M. (2008): Standards
fiir die Lehrerbildung im Fach Mathematik. Empfehlungen von DMV, GDM,
MNU. URL http://www.mathematik-schule-hochschule.de/stellungnahmen.
(Abgerufen: 02.12.2013).

Allmendinger, Henrike (2014): ,Uber die Notwendigkeit regelmifiger Vorlesun-
gen zur Elementar-Mathematik®. Lehramtsspezifische Vorlesungen Anfang des
20. Jahrhunderts. In: Jantowski, Andreas; Tobies, Renate; Fothe, Michael und
Schmitz, Michael (Hgs.): Mathematik und Anwendungen. Von der Antike bis zur
Gegenwart. Bad Berka: Thillm, S. 146-152.

Allmendinger, Henrike und Spies, Susanne (2013): Uber die moderne Entwicklung
und den Aufbau der Mathematik {iberhaupt. In: Rathgeb, Martin; Helmerich,
Markus; Kromer, Ralf; Legnink, Katja und Nickel, Gregor (Hgs.): Mathematik
im Prozess. Philosophische, Historische und Didaktische Perspektiven. Wiesba-
den: Springer Spektrum, S. 177-194.

Arndt, Bruno (1935): Wilhelm Franz Meyer zum Gedéchtnis. In: Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 45, S. 99-113.

Baltzer, Richard (1885): Die Elemente der Mathematik. 7. Auflage. Leipzig: G.
Hirzel. (2 Bénde).

Bauer, Thomas (2013): Schnittstellen bearbeiten mit Schnittstellenaufgaben. In:
Ableitinger, Christoph; Kramer, Jiirg und Prediger, Susanne (Hgs.): Zur dop-
pelten Diskontinuitdt in der Gymnasiallehrerbildung. Wiesbaden: Springer Spek-
trum, S. 39-56.

Beutelspacher, Albrecht; Danckwerts, Rainer und Nickel, Gregor (2010): ,Mathe-
matik Neu Denken®. Empfehlungen zur Neuorientierung der universitdren Leh-
rerbildung im Fach Mathematik fir das gymnasiale Lehramt. Bonn: Deutsche
Telekom Stiftung.



178 Literaturverzeichnis

Beutelspacher, Albrecht; Danckwerts, Rainer; Nickel, Gregor; Spies, Susanne und
Wickel, Gabriele (2011): Mathematik Neu Denken — Impulse fir die Gymnasi-
allehrerbildung an Universititen. Wiesbaden: Vieweg.

Biagioli, Francesca (2013): Between Kantianism and Empiricism: Otto Holder’s
Philosophy of Geometry. In: Philosophia Scientiae, 17(1), S. 71-92.

Biermann, Heike R. (2010): Prazis des Mathematikunterrichts 1750-1930. Lings-
schnittstudie zur Implementation und geschichtlichen Entwicklung des Mathe-
matikunterrichts am Ratsgymnasium Bielefeld. Berlin: Logos Verlag.

Biermann, Heike R. und Jahnke, Hans N. (2014): How 18th Century Mathema-
tics was Transformed into 19th Century School Curricula. In: Rezat, Sebas-
tian; Hattermann, Mathias und Peter-Koop, Andrea (Hgs.): Transformation. A

Fundamental Idea of Mathematics Education. Wiesbaden: Springer Spektrum,
S. 5-28.

Bildungsstandards (2012): Bildungsstandards im Fach Mathematik fir die Alge-
meine Hochschulreife (Beschluss der KMK vom 18.10.2012). URL http://www.
kmk.org/bildung-schule/allgemeine-bildung/faecher-und-unterrichtsinhalte/
mathematik-naturwissenschaften-technik.html. (Abgerufen: 02.12.2013).

Bjarnadottir, Kristin; Furinghetti, Fulvia und Schubring, Gert (Hgs.) (2009): ,,Dig
where you stand“. Proceedings of the conference on On-going research in the
History of Mathematics Education, Bd. 1. Reykjavik: University of Iceland —
School of Education.

Blum, Werner (1975): Ein Grundkurs in Analysis. In: Didaktik der Mathematik,
3,S. 163 184.

Blum, Werner (1985): Anwendungsorientierung im Mathematikunterricht in der
didaktischen Diskussion. In: Semesterberichte zur Pflege des Zusammenhangs
von Universitdt und Schule aus den mathematischen Seminaren, 22, S. 195-232.

Borel, Emile (1908): Die Elemente der Mathematik. Leipzig: B. G. Teubner.

Brinkmann, Astrid (2008): Uber Vernetzungen im Mathematikunterricht. Eine
Untersuchung zu linearen Gleichungssystemen in der Sekundarstufe I. Saar-
briicken: VDM Publishing.

Bruner, Jerome S. (1973): Der Prozef$ der Erziehung. Berlin: Berlin Verlag.

Biihler, Axel (Hg.) (2003): Hermeneutik. Basistexte zur Einfiihrung in die wissen-
schaftstheoretischen Grundlagen von Verstehen und Interpretation. Heidelberg:
Synchron Wissenschaftsverlag.



Literaturverzeichnis 179

Burscheid, Hans Joachim (2005): Zur Entwicklung der Disziplin Mathematikdidak-
tik in den alten Bundeslandern. In: Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik,
35(4), S. 146-152.

Clark, Kathleen M. und Montelle, Clemency (2012): Priority, parallel discovery,
and pre-eminence — Napier, Biirgi and the early history of the logarithm relation.
In: Revue d’histoire des mathématiques, 18, S. 223-270.

Courant, Richard (1925): Felix Klein. In: Die Naturwissenschaften, 13, S. 765-771.

Courant, Richard (1926): Felix Klein. In: Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung, 34, S. 197-213.

Courant, Richard und Robbins, Herbert (1962): Was ist Mathematik? Berlin u.a.:
Julius Springer.

Curdes, Beate; Jahnke-Klein, Sylvia; Langfeld, Barbara und Pieper-Seier, Irene
(2003): Attribution von Erfolg und Misserfolg bei Mathematikstudierenden:
Ergebnisse einer quantitativen empirischen Untersuchung. In: Jouwrnal fir
Mathematik-Didaktik, 24, S. 3-17.

Danckwerts, Rainer (2013): Angehende Gymnasiallehrer(innen) brauchen eine
»Schulmathematik vom héheren Standpunkt! In: Ableitinger, Christoph; Kra-
mer, Jiirg und Prediger, Susanne (Hgs.): Zur doppelten Diskontinuitdt in der
Gymnasiallehrerbildung. Wiesbaden: Springer Spektrum, S. 77-94.

Enriques, Federigo (1907; 1911): Fragen der Elementargeometrie. Leipzig, Berlin:
B. G. Teubner. (ins Deutsche von Thieme, H. (Teil 1, 1911) und Fleischer, H.
(Teil 2, 1907)).

Euler, Leonhard (1748): Introductio in analysin infinitorum. Lausanne: apud
Marcum-Michaelem Bousquet & socios.

Euler, Leonhard (1755): Institutiones Calculi differentialis. Petersburg: impensis
Academiae imperialis scientiarum.

Farber, Carl; Netto, Eugen; Thieme, Herrman und Meyer, Wilhelm Franz (1909—
1915): Grundlehren der Mathematik fiir Studierende und Lehrer. Leipzig: B. G.
Teubner.

Félix, Lucienne (1969): Elementarmathematik in moderner Darstellung. Braun-
schweig: Vieweg.

Freudenthal, Hans (1973): Mathematik als pidagogische Aufgabe. Stuttgart: Ernst
Klett.



180 Literaturverzeichnis

Fritsch, Rudolf (1994): Wilhelm Franz Meyer. In: Aretin, Karl Otmar Frhr. v.
(Hg.): Neue Deutsche Biographie, Bd. 17. Berlin: Duncker & Humblot, S. 336—
337.

Gallin, Peter und Ruf, Urs (1998): Sprache und Mathematik in der Schule - auf
eigenen Wegen zur Fachkompetenz. Stuttgart: Kallmeyer. (Illustriert mit sech-
zehn Szenen aus der Biographie von Lernenden.).

Griesel, Heinz (1971): Die mathematische Analyse als Forschungsmittel in der
Didaktik der Mathematik. In: Beitrdge zum Mathematikunterricht. Franzbecker,
S. 72-81.

Gutzmer, August (1904): Uber die auf die Anwendung gerichteten Bestrebungen
im mathematischen Unterricht der deutschen Universitdten. In: Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 13, S. 517-523.

Hefendehl-Hebeker, Lisa (2013): Doppelte Diskontinuitét oder die Chance der Brii-
ckenschldge. In: Ableitinger, Christoph; Kramer, Jiirg und Prediger, Susanne
(Hgs.): Zur doppelten Diskontinuitit in der Gymnasiallehrerbildung. Wiesbaden:
Springer Spektrum, S. 1-15.

Heymann, Hans Werner (1984): Mathematikdidaktik zwischen Stoffdidaktik und
interdisziplindrer Wissenschaft. In: Heymann, Hans Werner und Bussmann,
Hans (Hgs.): Mathematikdidaktik zwischen Tradition und neven Impulsen. Koln:
Aulis-Verlag, S. 1-7.

Hilbert, David (1905): Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik. In:
Kratzer, Adolf (Hg.): Verhandlungen des 3. Internationalen Mathematiker-
Kongresses. Leipzig: B. G. Teubner, S. 174-185.

Hinrichs, Gerd (2008): Modellierung im Mathematikunterricht. Heidelberg: Spek-
trum Akademischer Verlag.

Hofler, Alois (1909): Didaktik des mathematischen Unterrichts, Bd. 1 von Didak-
tische Handbiicher fiir den realistischen Unterricht an hoéheren Schulen. Leipzig
und Berlin: B. G. Teubner.

Holzmiiller, Gustav (1905): Bemerkungen iiber den Unterricht und die Lehramts-
priffung in der Angewandten Mathematik. In: Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung, 14, S. 249-274.

Husserl, Edmund (1986): Die Idee der Phinomenologie. Hamburg: Meiner Verlag.
(Fiinf Vorlesungen, Text nach Husserliana).

Jahnke, Hans-Niels (1990): Mathematik und Bildung in der Humboldtschen
Reform. Studien zur Wissenschafts-, Sozial- und Bildungsgeschichte der Mathe-
matik 8. Gottingen: Vandenhoeck & Ruprecht.



Literaturverzeichnis 181

Jahnke, Thomas (1998): Zur Kritik und Bedeutung der Stoffdidaktik. In: mathe-
matica didactica, 2, S. 61-74.

Killing, Wilhelm (1913): Bemerkungen {iber die Ausbildung der Gymnasiallehrer.
In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 22, S. 20-34.

Killing, Wilhelm und Hoverstadt, Heinrich (1910): Handbuch des mathematischen
Unterrichts. Leipzig: B. G. Teubner.

Kirchgraber, Urs (2008): Zur Mathematiklehrpersonenausbildung fiirs Gymnasium
an der ETH Ziirich. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung,
110, S. 143-159.

Kirsch, Arnold (1976): Eine ,intellektuell ehrliche* Einfithrung des Integralbegriffs
in Grundkursen. In: Didaktik der Mathematik, 4(2), S. 87-105.

Kirsch, Arnold (1977): Aspekte des Vereinfachens im Mathematikunterricht. In:
Didaktik der Mathematik, 2, S. 87-101.

Klein, Felix (1884): Vorlesungen tber das Ikosaeder und die Auflosung der Glei-
chungen vom finften Grade. Leipzig: B. G. Teubner.

Klein, Felix (1890): Vorlesungen tber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen.
Leipzig: B. G. Teubner. (Ausgearbeitet und vervollstandigt von Robert Fricke).

Klein, Felix (1894): Lecture XII The Study of Mathematics at Gottingen. In:
Klein, Felix (Hg.): Lectures on Mathematics: The Evanston Colloquium. New
York: Macmillan, S. 94-98.

Klein, Felix (1895): Uber den mathematischen Unterricht an der Gottinger Uni-
versitat im besonderen Hinblicke auf die Bediirfnisse der Lehramtskandidaten.

In: Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschafitichen Unterricht, 26,
S. 382-388.

Klein, Felix (1897): Riemann und seine Bedeutung fiir die Entwicklung der moder-
nen Mathematik. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 4,
S. 71-87.

Klein, Felix (1899): Aufgabe und Methode des mathematischen Unterrichts an
den Universitaten. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
7, S. 126-138.

Klein, Felix (1902): Uber den mathematischen Unterricht an den héheren Schulen.
In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 11, S. 128-141.



182 Literaturverzeichnis

Klein, Felix (1904): Uber eine zeitgemife Umgestaltung des mathematischen
Unterrichts an hohren Schulen. In: Klein, Felix und Rieke, Eduard (Hgs.): Neue
Beitrdige zur Frage des Mathematischen und Physikalischen Unterrichts an den
hoheren Schulen. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner, S. 1-32.

Klein, Felix (1905a): Bericht an die Breslauer Naturforscherversammlung tiber
den Stand des mathematischen und physikalischen Unterrichts an den héheren
Schulen. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 14, S. 33—
47.

Klein, Felix (1905b): Probleme des mathematisch-physikalischen Unterrichts. In:
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 14, S. 477-492.

Klein, Felix (1907): Vortrdge dber den mathematischen Unterricht an den hoheren
Schulen. Stuttgart: B. G. Teubner.

Klein, Felix (1921): iiber die Arithmetisierung der Mathematik. In: Klein, Felix
(Hg.): Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 2. Berlin: Julius Springer,
S. 232-240.

Klein, Felix (1926): Vorlesungen diber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr-
hundert, Bd. 1. Berlin: Julius Springer.

Klein, Felix (1974): Das Erlanger Programm. Vergleichende Betrachtungen uber
neuere geometrische Forschungen. Berlin: Akademische Verlagsgesellschaft
Geest & Portig.

Klein, Felix (EvhS 1): Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus, Bd. I:
Arithmetik, Algebra, Analysis. 4. Auflage. Berlin: Julius Springer 1933.

Klein, Felix (EvhS 2): Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus, Bd. II:
Geometrie. 3. Auflage. Berlin: Julius Springer 1925.

Klein, Felix (EvhS 3): FElementarmathematik vom héheren Standpunkte aus,
Bd. III: Prézisions- und Approximationsmathematik. 3. Auflage. Berlin: Julius
Springer 1929.

Klein, Felix und Schimmack, Rudolph (1907): Der mathematischen Unterricht an
den héheren Schulen, Bd. 1. Leipzig: B. G. Teubner.

Klein, Felix und Sommerfeld, Arnold (1910): Uber die Theorie des Kreisels. Leip-
zig: B. G. Teubner.

KMK-Beschluss (2013): Vereinbarung zur Gestaltung der gymnasialen Oberstufe
in der Sekundarstufe II (Beschluss der KMK vom 07.07.1972 i.d.F. vom
06.06.2013). URL http://www.kmk.org/bildung-schule/allgemeine-bildung/
sekundarstufe-ii-gymnasiale-oberstufe.html. (Abgerufen: 02.12.2013).



Literaturverzeichnis 183

Krauss, Stefan; Neubrand, Michael; Blum, Werner; Baumert, Jiirgen; Brunner,
Martin; Kunter, Mareike und Jordan, Alexander (2008): Die Untersuchung des
professionellen Wissens deutscher Mathematik-Lehrerinnen und -Lehrer im Rah-
men der Coaktiv-Studie. In: Journal fiir Mathematik-Didaktik, 29(3-4), S. 223—
258.

Kriiger, Katja (2000): Erziehung zum funktionalen Denken. Zur Begriffsgeschichte
eines didaktischen Prinzips. Berlin: Logos-Verlag.

Lehmann, Christine und Maurer, Bertram (2006): Karl Culmann und die graphi-
sche Statik: Zeichnen, die Sprache des Ingenieurs. Berlin: Wilhelm Ernst &
Sohn.

Lenz, Hanfried (1975): Grundlagen der Elementarmathematik. Berlin: Deutscher
Verlag der Wissenschaften.

Lieb, Ingo (2010): Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus. Bemer-
kungen zu Kleins Vorlesung. (Unveréffentlicht).

Lietzmann, Walther (1919): Methodik des mathematischen Unterrichts. Leipzig:
B. G. Teubner.

Lorenz, Jens Holger (1992): Anschauung und Veranschaulichungsmittel im Mathe-
matikunterricht. 2. unverdnd. Auflage. Gottingen: Hogrefe.

Lorey, Wilhelm (1905): Uber die Organisation des mathematischen Hochschulun-
terrichts. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 21, S. 292—
308.

Lorey, Wilhelm (1916): Das Studium der Mathematik an den deutschen Universi-
titen seit Anfang des 19. Jahrhunderts. Leipzig: B. G. Teubner.

Maier, Hermann (2004): Zu fachsprachlicher Hyper- und Hypotrophie im Fach
Mathematik oder: Wie viel Fachsprache brauchen Schiiler im Mathematikunter-
richt? In: Journal fiir Mathematik-Didaktik, 25(2), S. 153-166.

Malle, Giinther (1993): Didaktische Probleme der elementaren Algebra. Braun-
schweig: Vieweg Verlag.

Manegold, Karl-Heinz (1970): Universitit, Technische Hochschule und Industrie.
FEin Beitrag zur Emanzipation der Technik im 19. Jahrhundert unter besonderer
Beriicksichtigung der Bestrebungen Feliz Kleins. Berlin: Duncker & Humblot.

Mattheis, Martin (2000a): Die Entwicklung des hoheren Schulwesens in Preufen
von 1871 bis 1900. In: Der Mathematikunterricht, 46(3), S. 5-21.

Mattheis, Martin (2000b): Felix Kleins Gedanken zur Reform des mathematischen
Unterrichtswesen vor 1900. In: Der Mathematikunterricht, 46(3), S. 41-61.



184 Literaturverzeichnis

Meraner Lehrplan (1905): Bericht betreffend den Unterricht in der Mathematik
an den neunklassigen hoheren Lehranstalten. In: Gutzmer, August (Hg.): Die
Tatigkeit der Unterrichtskommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher
und Arzte. Gesamtbericht. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner, S. 104-114.

Meyer, Wilhelm Franz (1899): Zur Okonomie des Denkens in der Elementarmathe-
matik. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 7(7), S. 147-
154.

Meyer, Wilhelm Franz (1901): Differential- und Integralrechnung. Leipzig: G.J.
Goschen. (2 Bénde).

Meyer, Wilhelm Franz (1905): Kant und das Wesen des Neuen in der Mathema-
tik. In: Archiv der Mathematik und Physik: mit besonderer Riicksicht auf die
Bediirfnisse der Lehrer an héheren Unterrichtsanstalten, 8, S. 287-305.

Meyer, Wilhelm Franz (1912): Uber Vergangenheit und Gegenwart der Mathema-
tikss. In: Internationale Monatsschrift fiir Wissenschaft, Kunst und Technik, 6,
S. 927-944.

Meyer, Wilhelm Franz (1922): Ergédnzungen zur Elementarmathematik. In: Jah-
resbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 31, S. 35-50.

Meyer, Wilhelm Franz und Mohrmann, Hans (1914): Enzyklopadie der mathema-
tischen Wissenschaft mit Einschluss ihrer Anwendungen, Bd. 3, Teil 1, Heft 2.
Leipzig: B. G. Teubner.

Mischau, Anina und Blunck, Andrea (2006): Mathematikstudierende, ihr Studium
und ihr Fach: Einfluss von Studiengang und Geschlecht. In: Mitteilungen der
DMV, 14(1), S. 46-52.

Nickel, Gregor (2013): Vom Nutzen und Nachteil der Mathematikgeschichte fiir das
Lehramtsstudium. In: Allmendinger, Henrike; Lengnink, Katja; Vohns, Andreas
und Wickel, Gabriele (Hgs.): Mathematik verstindlich unterrichten — Perspek-
tiven fiir Schule und Hochschule. Wiesbaden: Springer Spektrum, S. 253—-266.

Pfeifer, Wolfgang (1997): Etymologisches Warterbuch des Deutschen. Miinchen:
Deutscher Taschenbuch Verlag.

Pieper-Seier, Irene (2002): Lehramtsstudierende und ihr Veréltnis zur Mathematik.
In: Beitrige zum Mathematikunterricht. S. 195-398.

Pringsheim, Alfred (1897): Uber den Zahl- und Grenzbegriff im Unterricht. In:
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 6, S. 73-83.

Pringsheim, Alfred (1899): Zur Frage der Universitéits-Vorlesungen iiber Infinite-
simalrechnung. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 7,
S. 138-145.



Literaturverzeichnis 185

Reiss, Kristina und Hammer, Christoph (2013): Grundlagen der Mathematikdidak-
tik. Fine Finfihrung fiir den Unterricht in der Sekundarstufe. Berlin: Springer
Verlag.

Schappacher, Norbert und Volkert, Klaus (2005): Heinrich Weber, un mathémati-
cien a Strasbourg 1895 — 1913. In: Crawford, Elisabeth und Olff-Nathan, Josiane
(Hgs.): La science sous influence. L université de Strasbourg, enjeu des conflits
franco-allemands 1872 — 1945. Strafburg: La Nuée Bleue, S. 37-47.

Schellbach, Karl (1860): Mathematische Lehrstunden: Aufgaben von der Lehre vom
Griofiten und Kleinsten. Berlin: G. Reimer. (Bearbeitet und herausgegeben von
A. Bode und E. Fischer).

Schubring, Gert (1978): Das genetische Prinzip in der Mathematikdidaktik. Stutt-
gart: Klett-Cotta.

Schweiger, Fritz (1992): Fundamentale Ideen. Eine geistesgeschichtliche Studie zur
Mathematikdidaktik. In: Journal fir Mathematik-Didaktik, 13, S. 199-214.

Seiffert, Helmut (1970): Einfihrung in die Wissenschaftstheorie. Band 2. Phdno-
menologie, Hermeneutik und historische Methode, Dialektik. Miinchen: Beck.

Simon, Maximilian (1901): Methodik der elementaren Arithmetik in Verbindung
mit algebraischer Analysis. Leipzig: B. G. Teubner.

Sommer, Julius (1914): Elementare Geometrie vom Standpunkte der neueren Ana-
lysis aus. In: Meyer, Wilhelm Franz und Mohrmann, Hans (Hgs.): Enzyklopddie
der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen, Bd. 3,
Teil 1, Heft 2. Leipzig: B. G. Teubner, S. 771-854.

Stédckel, Paul (1904): Angewandte Mathematik und Physik an den deutschen
Universitdaten. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 13,
S. 313-341.

Stéickel, Paul (1905): Uber die NotwendigkeitregelmiRiger Vorlesungen iiber ele-
mentare Mathematik an den Universitéten. In: Krazer, Adolf (Hg.): Verhandlun-
gen des 3. Internationalen Mathematiker-Kongresses. B. G. Teubner, S. 608-614.

Tobies, Renate und Konig, Fritz (1981): Feliz Klein. Leipzig: B. G. Teubner.

Toepell, Michael (2003): Riickbeziige des Mathematikunterrichts und der Mathe-
matikdidaktik in der BRD auf historische Vorentwicklungen. In: Zentralblatt fir
Didaktik der Mathematik, 35(4), S. 177-181.

Toeplitz, Otto (1927): Das Problem der Universititsvorlesungen tiber Infinitesi-
malrechnung und ihre Abgrenzung gegeniiber der Infinitesimalrechnung an den
héheren Schulen. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
36, S. 88-99.



186 Literaturverzeichnis

Toeplitz, Otto (1929): Spannungen zwischen den Aufgaben und den Zielen des
Hochschulunterrichts und des Unterrichts an den hoheren Schulen in der Mathe-
matik. In: Schriften des DAMNU, 2(10), S. 1-26.

Toeplitz, Otto (1932): Das Problem der ,Elementarmathematik vom hoéheren
Standpunkt aus“. In: Semesterberichte zur Pflege des Zusammenhangs von Uni-
versitit und Schule aus den mathematischen Seminaren, 1, S. 1-15.

Toeplitz, Otto (1972): Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung, Bd. 1. Berlin,
Gottingen, Heidelberg: Julius Springer.

Tropfke, Johannes (1903): Geschichte der Elementarmathematik in systematischer
Darstellung. Berlin: Veit & comp.

Vohns, Andreas (2007): Grundlegende Ideen und Mathematikunterricht. Entwick-
lung und Perspektiven eines fachdidaktischen Prinzips. Norderstedt: Books on
Demand.

Volkert, Klaus Th. (1986): Die Krise der Anschauung: eine Studie zu formalen und
heuristischen Verfahren in der Mathematik seit 1850. Gottingen: Vandenhoeck
& Ruprecht.

Voss, Aurel (1914): Heinrich Weber. Nachruf. In: Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung, 23, S. 431-444.

Wagenschein, Martin (1999): Verstehen lehren. Genetisch, Sokratisch, Exempla-
risch. 2. Auflage. Langensalza: Beltz.

Weber, Christof (2013): Grundvorstellungen zum Logarithmus — Basis fiir einen
versténdlichen Unterricht. In: Allmendinger, Henrike; Lengnink, Katja; Vohns,
Andreas und Wickel, Gabriele (Hgs.): Mathematik verstindlich unterrichten —
Perspektiven fiir Unterricht und Lehrerbildung. Wiesbaden: Springer Spektrum,
S. 79-98.

Weber, Heinrich (1903): Uber die Stellung der Elementarmathematik in der
mathematischen Wissenschaft. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, 12, S. 398-401.

Weber, Heinrich (1921): Lehrbuch der Algebra. Braunschweig: Vieweg Verlag.

Weber, Heinrich und Riemann, Bernhard (1910): Die partiellen Differentialglei-
chungen der mathematischen Physik: nach Riemanns Vorlesungen. Braun-
schweig: Vieweg.

Weber, Heinrich und Wellstein, Josef (1909): Encyklopidie der Elementar-
Mathematik: Ein Handbuch fiir Lehrer und Studierende, Bd. 1: Elementare Alge-
bra und Analysis. 3. Auflage. Leipzig: B. G. Teubner.



Literaturverzeichnis 187

Weber, Heinrich; Wellstein, Josef und Jacobsthal, Walther (1915): Encyklopddie
der Elementar-Mathematik: Fin Handbuch fir Lehrer und Studierende., Bd. 2:
Grundlagen der Geometrie. 3. Auflage. Leipzig: B. G. Teubner.

Weber, Rudolf H. (1923): Encyklopidie der Elementar-Mathematik: Ein Handbuch
fiir Lehrer und Studierende, Bd. 3: Angewandte Elementarmathematik, Teil 1.
Mathematische Physik mit einem Buch tiber Maxima und Minima von H. Weber
und J. Wellstein. 3. Auflage. Leipzig: B. G. Teubner.

Weigand, Hans-Georg (2009): Das Klein-Projekt. Eine Aktualisierung der Mathe-
matik vom héheren Standpunkt aus. In: Mitteilungen der Deutschen Mathema-
tiker Vereinigung, 17, S. 172-173.

Wirtinger, Wilhelm (1919): Klein und die Mathematik der letzten fiinzig Jahre.
In: Die Naturwissenschaften, 7, S. 287—-288.

Wittmann, Erich Christian (1981): Grundfragen des Mathematikunterrichts. Wies-
baden: Vieweg + Teubner.

Wolff, Christian (1778): Mathematisches Lexikon. In: Wolff, Christian (Hg.):
Gesammelte Werke, Bd. 11 von Deutsche Schriften. Hildesheim, New York:
Georg Olms Verlag, S. 578. (Herausg. und bearb. v. Joseph E. Hofmann).

Wuking, Hans (2008): Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik. Frankfurt am
Main: Wissenschaftlicher Verlag Harri Deutsch.






SieB

Siegener Beitrage

zur Geschichte und Philosophie der Mathematik
Ralf Krémer, Gregor Nickel (Hrsg.)

Bisher erschienen

Band 1 (2013), 155 S, kart, 13,— Euro

Mit Beitrdgen von Gregor Nickel, Ingo Witzke, Anna-Sophie Heinemann, Matthias
Wille, Philipp Karschuck, Ralf Krémer & David Corfield

Band 2 (2013), 278 S., kart., Preis: 22,— Euro

Susanne Spies:
Asthetische Erfahrung Mathematik: Uber das Phinomen schéner Beweise und den
Mathematiker als Kiinstler

ISSN 2197-5590 universi — Universitatsverlag Siegen | www.uni-siegen.de/universi

Preis: 13,— Euro (Doppelnummer 22,— Euro)

Uber SieB

e Erscheinungsweise: ein bis zweimal jihrlich.

e Hauptziel: die Beférderung des fachlichen Diskurses; die Aufsidtze werden nicht
referiert, daher ist eine relativ schnelle Publikation moglich.

e Publikationssprachen: Deutsch (vorzugsweise), Englisch, Franzsisch, Italienisch.

e Die Siegener Beitrdge sind als Prapublikationsreihe konzipiert; alle Publikations-
rechte verbleiben beim jeweiligen Autor.

e Neben den reguldren Ausgaben ist die Publikation von monographischen Banden
geplant.



	Cover
	Titel
	Geleitwort zu Band 3
	Danksagung
	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Zum Aufbau und Vorgehen
	Hinweise an den Leser

	1. Erste Orientierung
	1.1 Das Umfeld: Schule und Lehrerbildung um die Jahrhundertwende
	1.2 Der Autor: Felix Klein
	1.3 Der Gegenstand: Elementarmathematik
	1.4 Das Werk: Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus

	2. Das Prinzip der innermathematischen Vernetzung
	2.1 Aufdecken von Gemeinsamkeiten der Fragestellung
	2.2 Herstellen von Zusammenhängen bei Begriffen und Sätzen
	2.3 Verwendung gebietsfremder Hilfsmittel

	3. Das Prinzip der Veranschaulichung
	3.1 Anschauliche Erfassung der Sachlage
	3.2 Anschauliche Beweise
	3.3 Begriffsbildung und Anschauung
	3.4 Die Bedeutung der Raumanschauung

	4. Das Prinzip der Anwendungsorientierung
	4.1 Anwendungsorientierung als Mittel der Veranschaulichung
	4.2 Fortschreibung des Vernetzungsgedankens

	5. Das genetische Prinzip
	5.1 Induktives Vorgehen – vom Speziellen zumAllgemeinen
	5.2 Nachvollziehen der Entstehungsgeschichte
	5.3 Fokus auf mathematische Denk- und Arbeitsweisen

	6. Kleins „Zwischenstück“ als Legitimation
	6.1 Die Entwicklungsreihen A und B im „Zwischenstück“
	6.2 Kleins Position bezüglich der Entwicklungsreihen
	6.3 Die „Prinzipien“ als Charakteristika der Entwicklungsreihe B

	Zwischenfazit I – Kleins Prinzipien als didaktische Orientierung?
	7. Die fachmathematische Perspektive
	7.1 Systematische Darlegung schulmathematischer Inhalte
	7.2 Rechtfertigung schulmathematischer Inhalte
	7.3 Ausweitung schulmathematischer Inhalte
	7.4 Über den Nutzen für die Schule: Ein kritischer Rückblick

	8. Die historische Perspektive
	8.1 Historische Exkurse und Randbemerkungen
	8.2 Historische Anekdoten als motivationales Moment
	8.3 Exemplarische Konkretisierung der genetischen Methode
	8.4 Einordnung der historischen Momente

	9. Die didaktische Perspektive
	9.1 Curricular: Die Vorlesung im Spiegel der Meraner Reform
	9.2 Stoffdidaktisch: Didaktisch orientierte Sachanalysen
	9.3 Kleins didaktische Haltung: Analyse der Randbemerkungen

	Zwischenfazit II – Höhere Mathematik vom elementaren Standpunkt?
	10. Vergleich mit alternativen zeitgenössischen Konzepten
	10.1 Zur Notwendigkeit elementarmathematischer Vorlesungen
	10.2 Eine konservative Umsetzung: Heinrich Weber
	10.3 Eine alternative Orientierung: Wilhelm Franz Meyer
	10.4 Zur Tragfähigkeit elementarmathematischer Vorlesungen

	Fazit und Ausblick
	Literaturverzeichnis



